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OZET
CARPIMSAL GENELLESTIRILMIiS TUREVLI HALKALAR

Handan KARAHAN
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Neset AYDIN
23/08/2022, 88

Bu calismada ¢arpimsal genellestirilmis-(a, a)-ters tlirevler iizerine sonuclar elde
edilmistir. Bagka bir ifadeyle R bir yari-asal halka, (0) # I, R halkasinin bir ideali, a: R —
R bir anti-epimorfizma fakat I € Kera, d: R — R bir doniisiim ve F: R = R d doniisiimii
ile belirli garpimsal genellestirilmis-(a, a)-ters tiirev olmak {izere asagida yazili esitliklerden
en az biri saglandiginda her p € I i¢in [a(p), d(p)] = 0 oldugu gosterilmistir.

iLF([pyD =0

ii.F(pey) =0

iii. F([p,y]) = Za([p.yD

iv.F(pey) = a(peoy)

v.F([p.yD) = ta(poy)

Vi.F(pey) = ta([p,yD

Vil. F([p,y]) = a([F(p).y])

viil. F(pey) = ta(F(p)°y)

ix. F(py) = F(p)F(y) = 0

X.F(py) + F(p)F(y) =0

Ayricaherp,y € Il igin F(py) — F(y)F(p) = 0ve F(py) + F(y)F(p) = 0 esitlikleri
icin a(I)d(I) = 0 ve her y elemani i¢in [F(y), a(y)] = 0 oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yari-asal Halka, Anti-epimorfizma, Ters Tiirev,

Genellestirilmis Tiirev, Carpimsal Genellestirilmis-(«, «)-Ters Tiirev



ABSTRACT

THE MULTIPLICATIVE GENERALIZED DERIVATIONS OF RINGS
Handan KARAHAN

(Canakkale Onsekiz Mart University
School of Graduate Studies
Master of Science Thesis in Mathematics
Advisor: Prof. Dr. Neset AYDIN
23/08/2022, 88

In this study, results on multiplicative (generalized)-(a, a)-reverse derivation were
obtained. Let R be a ring and I a nonzero ideal of R. A mapping F:R — R is called a
multiplicative (generalized)-(a, a)-reverse derivation if there exists a mapping, d:R = R
such that F(py) = F(y)a(p) + a(y)d(p), for all p,y € R where a:R — R is an anti-
epimorphism and I ¢ Kera. In the present study, we will prove that [a(p),d(p)] = 0, for
all p € I if any one of the following holds:

iLF([pyD) =0

ii.F(poy) =0

iii. F([p,y]D) = xa([p,yD

iv.F(poy) = ta(peoy)

v.F([p,y]) = ta(poy)

Vi.F(pey) = ta([p.y])

vii. F([p,y]) = ta([F(p).y])

viii. F(pey) = ta(F(p)ey)

ix. F(py) — F(p)F(y) =0

x.F(py) + F(p)F(y) =0

Also, If F(py) — F(y)F(p) =0 and F(py) + F(y)F(p) = 0for all p,y €1, then
a(l)d(I) = (0)and [F(y),a(y)] = 0forally € 1.

Keywords: Semi-prime Ring, Anti-epimorphism, Reverse Derivation, Generalized

Derivation, Multiplicative (Generalized)-(a, a)-Reverse Derivation
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BIRINCIi BOLUM
GIRIS

“Carpimsal Genellestirilmis Tiirevli Halkalar” baslikli bu tezde a halka tizerinde
taniml1 anti-epimorfizma olmak ftizere c¢arpimsal (genellestirilmis)-(o, o)-ters tiirev
kullanilarak ¢esitli sonuglar elde edilmistir. Halkada ters tiirev kavramai ilk defa 1957 yilinda
I. N. Herstein tarafindan ortaya atilmistir. Herstein, R bir asal halka olmak tizere halkanin
sifir doniistimiinden farkli d ters tlirevi varsa R halkasinin degismeli tamlik bolgesi ve d
doniistimiiniin  tiirev oldugunu gostermistir. 1957 yilindan giiniimiize kadar birgok
matematikgi halkada ters tiirev ve ters tiirevin genellestirilmesi ile olusturulmus doniisiimleri

kullanarak halkanin cebirsel 6zelliklerini tespit etmek adina bir¢ok ¢alisma yapmastir.

[lk olarak (Samman ve Alyamani., 2007) tarafindan bir yari-asal halkanin ters tiirevi
araciligiyla Herstein’in iyi bilinen sonucu genellestirilmistir. 2018 yilinda (Tiwari,vd., 2018)
tarafindan genellestirilmis ters tiirev tanimi verilmistir. Bahsedilen makalede bir yari-asal
halkanin genellestirilmis ters tlirev yardimi ile halkanin degismeli olup olmadigi
incelenmistir. Daha sonra (Asma ve Bano., 2018) tarafindan ¢carpimsal (genellestirilmis) ters
tiirev tanim verilmistir. Ilgili makalede bir yari-asal halkanin ¢arpimsal (genellestirilmis)
ters tiirev igeren Ozdeslikleri yardimiyla halkanin degismeliligi arastirilmistir. Son olarak
2021 yilinda (Alhaidary ve Majeed., 2021) tarafindan ¢arpimsal (genellestirilmis)-(a, 8)-
ters tiirev kavrami verilmistir. Burada @ ve § halkanm iki otomorfizmasidir. Bahsedilen

makalede yazarlar bir asal halkanin genellestirilmis-(a, §)-ters tiirev 6zdeslikleri sayesinde

degismeli oldugunu gostermislerdir.

Bu tez calismasi bes ana boliimden olusmaktadir. Bu boéliimlerden ikincisinde tezin
anlasilmas1 hususunda kolaylik saglamak acisindan halka teorideki baz1 genel tanim, teorem

ve kavramlara yer verilmistir..

Tezin ti¢lincii boliimiinde (Ulutas ve Golbasi., 2020), (Dhara, vd,, 2014) ve (Dhara,

vd,, 2020) tarafindan yapilan ¢aligmalar incelenmistir.

Tezin dordiincii bolimiinde ise yari-asal halkada, a halkada tanimli anti-epimorfizma
olmak tizere carpimsal genellestirilmis-(a, @)-ters tiirev kullanilarak on iki sonug elde

edilmistir. Bu sonuglarin ilk sekizi (Ulutas ve Golbasi., 2020) tarafindan yapilan galisma



motivasyon alinarak, son dort sonug¢ ise (Dhara, vd., 2014) tarafindan yapilan ¢alisma

motivasyon alinarak elde edilmistir.



IKiNCi BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ilk olarak, halka teoride 6nemli olan temel kavramlarin bazilar

verilmistir.

Tanim 2.1. 9 # G olsunve x:G x G = G, (p,w) — p * w islemi tanimlansin. Boylece
(Gl) Herp,w,y € Gi¢inp * (w*y) = (p* w) *y

(G2) Her p € G igin p xe = e x p = p olacak bigimde e € G vardir.

(G3)Her p € Giginp *xa = a*p = e olacak bigimde a € G vardir.

kosullar1 saglaniyorsa G kiimesine * iglemine gore bir grup denir ve (G,*) ile gosterilir.
Ayrica her p,w € G i¢in p * w = w * p kosulu da saglaniyorsa G grubuna degismeli grup

denir.

Tanim 2.2. @ # S € G olmak iizere, eger S, G grubu iizerinde tanimli olan isleme gore bir

grup oluyorsa S kiimesi G grubunun bir altgrubu olarak adlandirilir.
Tamim 2.3. G grubunun G ve {e;} disindaki bir alt grubuna 6z altgrubu denir.

Tanim 2.4. H # @ olacak sekilde bir kiime, + ve - H kiimesi tizerinde taniml ikili islemler

olsun. Eger
(H1) (H, +) degismeli bir grup,
(H2) Her p,w,y € Higin p-(w-y) =(p-w) -y
(H3) Her p,w,y € H igin
prlo+y) =@ o)+ (-y)
ve
(p+w)y=(py)+(y)

kosullarin1 saglayan H kiimesine + ve - islemlerine gore bir halka denir ve (H,+,) ile

gosterilir. Eger H halkas;

(H4) Her p,y € Higin p-y =y - p kosulunu sagliyorsa degismeli halka,



(H5) Her p € H igin p- 15 = 1 - p = p olacak sekilde bir 15 € H eleman1 varsa ve H

halkas1 bu kosulu sagliyorsa birimli halka adini alir.

Aksi belirtilmedikce bu tez calismasinda (R, +,) bir halkay1 ve 0, R halkasmin +
islemine gore birim elemani olarak gosterilecektir. Ayrica, yazimda kolaylik saglamasi igin

p.y notasyonu yerine py kullanilacaktir.

Tanmm 2.5. K, H halkasimnin bostan farkli bir altkiimesi olsun. Eger, K, H halkasindaki

islemlerine gore bir halka oluyorsa, K kiimesi R halkasinin bir althalkasi olarak adlandirilir.
Tanmim 2.6. (K, =, =) bir halka olmak {izere her p,y € K i¢in
“KxK->K, (py)—= pxy=y=p

islemi tanimlansin boylece (K, =,*) halkasina opposite halka denir ve K°P olarak

gosterilir.

Tamim 2.7. K, H halkasinin bir altgrubu olsun. Eger hery € K ve p € H igin
yp € K ise K kiimesine H halkasinin bir sag ideali

py € K ise K kiimesine H halkasinin bir sol ideali

denir. Eger K, H halkasinin sag ve sol ideali ise K 'ya H halkasinin bir ideali (iki yanh ideali)

denir ve K < H ile gosterilir.
Onerme 2.8. Her ideal bir althalkadir fakat her althalka bir ideal olmayabilir.

Tanim 2.9. (L, +,-) ve (J,,0) iki halka olsun eger u: L — J fonksiyonu her p,y € L i¢in

pulp+y) = pu(p) * u(y)

up-y) = u(p) o uy)

sartlarin1  sagliyor ise u fonksiyonuna halka homomorfizmas1 denir. p halka
homomorfizmasi eger bire-bir ise halka monomorfizmasi, orten ise halka epimorfizmasi,

bire-bir ve orten ise halka izomorfizmasi adi verilir.

Tamm 2.10. u: L — L homomorfizmasina L halkasinin endomorfizmasi ve u izomorfizma

ise u fonsiyonuna L halkasinin otomorfizmasi denir.

Tamm 2.11. (L, +,-) ve (J,*,0) iki halka olsun eger u: L — J fonksiyonu her p,y € L i¢in



pp+y) = up) * uy)

ulp-y) = u) o u(p)

kosulunu sagliyor ise u fonksiyonuna halka anti-homomorfizmasi denir.
Tanmm 2.12. u bir halka anti-homomorfizmasi olsun.

e L bire-bir ise u anti-homomorfizmasina halka anti-monomorfizmasa,

e 4 Orten ise p anti-homomorfizmasina halka anti-epimorfizmasi,

® 1 bire-bir ve Orten ise u anti-homomorfizmasina halka anti-izomorfizmasi,
adi verilir.

Tammm 2.13. H bir halka, a € H olmak sartiyla a™ =0 olacak bigimde bir

n € Z* varsa a elemanina H halkasinin bir nilpotent eleman denir.

Tamm 2.14. H bir halka ve (0) # I, H halkasinin bir ideal olmak sartiyla I™ = (0) olacak

bi¢imde bir n € Z* varsa I idealine H halkasinin nilpotent ideali denir.

Tanmm 2.15. Z(H) ={p € H | py = yp,Vy € H} seklinde tanimlanan kiimeye merkez

denir. Biliniyor ki merkez halkanin althalkasidir.

Tanim 2.16. H, K birer halka ayrica f: H — K bir halka homomorfizmasi olsun
Kerf={p€H 1g(p) =0k}

seklinde tanimlanan kiimeye f homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir.

Tanmm 2.17. H bir halka. 4, B ve 6, H halkanin idealleri ve H # 6 olmak {izere

ABCO=>Ac6V BcH

kosullart saglaniyorsa 6 idealine H halkasinin asal ideali denir.

Tamim 2.18. Bir halkanin sifir ideali asal ideal ise bu halkaya asal halka denir.

Ornek 2.19. (Z, +,") tamsayilar halkas1 bir asal halkadur.

Not 2.20. H bir asal halka olsun. Her p,y € H igin

pHy=(0)=> p=0Vy=0



olur.

Tamm 2.21. Sifir idealinden baska nilpotent ideal bulundurmayan halkaya yari-asal halka

denir.

Not 2.22. H yari-asal halka ayrica (0) # K, H halkasinin bir asal ideali olsun. Her p,y € H
igin
pPHo C K=>peK VyeKkK
dir.
Not 2.23. H bir yari-asal halka olsun. p € H igin
pHp=(0)=p =0
dir.

Sonu¢ 2.24. Her asal halka bir yari-asal halkadir fakat her yari-asal halka bir asal halka

olmayabilir.
Not 2.25. Bir yari-asal halkanin merkezi sifirdan farkli nilpotent eleman icermez.

Tamim 2.26. Bir H halkasinda her p € H i¢in np = 0 olacak bigimde p elemanindan
bagimsiz n € Z* varsa bu sekildeki en kiicik n’ye halkanin karakteristigi denir ve

CharH = n ile gosterilir.

Tamm 2.27. H bir halkan € Z* ve p € H olmak sartiylanp = 0 iken p = 0 ise H halkasina

bir n -torsion free (n-burulmasiz) halka denir.
eUyar 2.28. H halkasi1 n-torsion free ise CharH # n dir.

eUyar 2.29. H asal halka olmak sartiyla CharH # 2 ise H halkasi 2-burulmasiz bir halka

olur.

Ispat: Varsayalim ki CharH # 2 ve x € H i¢in 2x = 0 olsun. O halde her p,y € H igin 0 =
2xpy = xp(2y) olur. Buda her y € H i¢in xH(2y) = (0) dir. H bir asal halka oldugundan
x = 0 veya hery € H igin 2y = 0 dir. CharH # 2 oldugundan x = 0 bulunur. Yani H, 2-

burulmasiz bir halka olur.

Tanim 2.30. H bir halka olsun

[]:HxH-H, [p,y] =py—yp



olacak sekilde tanimlanan doniisiim komiitator (Lie komiitator) olarak adlandirilir. Lie

komiitator asagida yazili 6zellikleri saglar her p,w,y € H i¢in

[p,p] =0 (2.1)
[p, w] = —[w, p] (2.2)
[p+ w,y] = [pyl + [w,y] (2.3)
[p, 0+ y] = [p,w] +[p,y] (2.4)
[p, [, ¥1] + [0, [y, p]] + [y, [p, @]] = 0 (2.5)

Tamm 2.31. H bir halka olsun
o:HxH-H, pey=py+yp

olacak sekilde tamimlanan donlisim anti-komiitator (Jordan komiitator) olarak

adlandirilir. Jordan komiitator asagida yazili 6zellikleri saglar her p,y, w € H igin

po p=2p (2.6)
(ptw)ey=peytweoy (2.7)
po(w+y)=pow+ poy (2.8)
pok=kop (2.9)

Ozellikler: Her p, w,y € H icin asagidaki bagitilar saglanir.

[pw,y] = plw,y] + [p,y]w (2.10)



[p, wy] = w[p,y] + [p, w]y (2.11)

pe(wy) = (pewy—wlpyl (2.12)
pe(wy) =wlpey) +[p wly (2.13)
(pw) ey = p(wey) —[p,ylo (2.14)
(pw) ey = (pey)w + plw,y] (2.15)

Tamm 2.32. H bir halka, d: H - H bir doniisiim olmak iizere her p,y € H igin

d(p+y) =d(p) +d(¥)
kosulu saglaniyorsa d, H iizerinde bir toplamsal doniisiim olarak adlandirilir.
Tamm 2.33. H halka ve d: H — H bir doniistim olmak tizere her p,y € H igin

d(p+y) =d(p) +d(y)

d(py) = d(p)y + pd(y)
kosullarini saglayan d doniistimiine H halkasi tizerinde bir tiirev denir.
Ornek 2.34. Z tam sayilar kiimesi olmak iizere H = {[ g ((1))] P pweE Z} halkasi verilsin,
0:H—-H, 0 ([8 (6) ) = 8 g ile tanimlanan doniisiim H halkasi lizerinde bir tiirevdir.
Coziim: p, w, n,r € Z olmak tizere, G = [8 (6)], T = [g g] € H olsun,

6r=[g ollo o/=l0 o
c+7=[g ol+lo o =["0" “¢’]

dir.

i.0(G+T)=0(G)+6(T)mi?



oG+n=o(["g" 7=l 5]

olur. Ote yandan, 6(G) = 0 P]ye o(T) = 8 g] oldugundan

0 0
6(G)+9(T)=8 g+[8 ’(')‘]=[8 pg”]

dir. Boylece
0(G+T)=0(G)+06(T)
elde edilir.

ii. 6(GT) = 0(G)T + GO(T) mi?

oen=o([5" SD=[p ¥

dir. Ote yandan

o@r=[0 P[5 o= Y

o ollo ol7lo o

ve

o =[g olly ol=lo )

olmak tizere
_[0 pn
0(G)T + GO(T) = [0 A ]
olur. Boylece
0(GT) = 6(G)T + GO(T)
esitligi bulunur. Boylece 68’ nin H halkasi tizerinde bir tiirev oldugu gésterilmis olunur.

Tamm 2.35. H bir halka ve d, H halkasi {izerinde taniml1 bir doniisiim (toplamsal olmak

zorunda degil) olmak {izere her p,y € H igin

d(py) = d(p)y + pd(y)

kosulunu saglayan d doniisiimii H halkasi tizerinde bir ¢arpimsal tiirev olarak adlandirilir.



Uyan 2.36. Her tiirev bir ¢arpimsal tiirevdir fakat tersi her zaman dogru degildir.

Ornek 2.37. H = C[0,1] siirekli fonksiyonlar halkasi ve u: H — H déniisiim, ¢ € H olmak
tizere u(¢) asagidaki bigimde tanimlansin, o halde her w € [0,1] igin

_ [¢(w) loglp(w)], dp(w) #0
() (w) = { 0, diger durumlarda

u bir capimsal tiirevdir ancak u bir tiirev degildir.
Coziim: ¢(w),y(w) € R olmak tizere
i u(p(@) +y () = pu(p(@) + pu(y(w)) mi?
1) +y(w) = (p(w) +y(w)) loglp(w) + y(w)|

= ¢(w) log|p(w) +y(w)] +y(w) loglé(w) + y(w)]
dir. Ote yandan

u(P(w)) + p(y (@) = p(w)log | p(w) | +y(w)log | y(w) |
elde edilir. Bdylece
u(d(w) +y(w)) # u(¢(w) + u(y(w))
olur.
ii. p(p(w)y(w)) = u(P(w))y(w) + ¢p(w)u(y(w)) midir?
w(d(@)y(w)) = p(w)y(w)log | p(w)y(w) |

= ¢(w)y(w)log | p(w) | +¢(w)y(w)log | g(w) |
dir. Ayrica

1(p(@)y (@) + ¢p(@p(y(w) = p(wy(w)log | p(w) | +P(w)y(w)log | y(w) |

elde edilir. Yani

u(p(@)y(w)) = u(d(w))y(®) + p(w)u(y(w))
oldugu goriiliir. Boylece u bir capimsal tiirevdir ancak tiirev degildir.

Tanmim 2.38. H bir halka, T: H = H toplamsal bir doniisiim olsun. Eger her p,y € H i¢in
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T(py) =T(p)y + pd(y)

kosulunu saglayan bir d:H — H tlirevi varsa T donlisimiine d ile belirlenmis
genellestirilmis tiirev denir. (Braser 1991) (T, d) ikilisi d ile belirlenen T genellestirilmis

turevini ifade eder.

Sonug 2.39. Her tiirev kendisi ile belirli genellestirilmis tiirevdir fakat tersi her zaman dogru

olmayabilir.

Ornek 2.40. Z tam sayilar halkas1 olmak iizere ve H = {( P 0) | p, w, yEZ } kiimesi

w ¥y

matrisler halkasi iizerinde bilinen iglemler ile bir halkadir. u, T: H = H doniistimleri

(& V)=(ova o
#(& 5)=G o)

bi¢ciminde tanimlansin. Bu durumda T doniisimii p tiirevi ile belirlenen bir genellestirilmis

tiirevdir ancak tiirev degildir.

Coziim: p,w, y,e,j,l € Z olmak lizere n = ((E ?y),r = (j ?) € H olsun

=& D0 D=(5y 2
=\ y/\J l) \we+yj yl

+ _(p O>+<e O)_<p+e 0 )
nr_ooy j )  \w+j y+l1

dir.

i.u(n+r)=um) + u(r) midir?
_ (p+e 0 (0 0
u(n+r)—u(w+j y+l)_(u)+j 0)
olur. Ote yandan u(n) = (0 O) ve u(r) = (0 O) oldugundan
’ w 0 j 0
_(0 0 0 0y (O 0
/“‘(")Jr”(r)‘(w 0)+(j O)_(oo+j 0)
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dir. Boylece
pn+1) = pm) + u(r)
olur.

ii. u(nr) = u(M)r + nu(r) midir?

(nr) = ( pe 0)_( 0 0)
KT =Mwe+yj yi)  \we+yj 0

dir. Ayrica

pu(r +nu(r) = (2) 3) (j (l)> + (up) g,) (? 8) = <we?l- yj g)

olur. Boylece
p(nr) = u(m)r + nu(r)
elde edilir. Dolayisiyla 4 doniisiimiiniin tlirev oldugu goriilmiis olur.

iii. T(nr) =TM)r + nu(r)ve T(nr) = T(n)r + nT(r) mi?

0 0 0 0 0 0 "
T(n) = (p T O)’ T(r)= (e +j O) ve u(r) = (j O) oldugundan
_ pe 0y 0 0)
T(nr)_T<we+yj yl>_(pe+ooe+yj 0

dir. Ayrica

rar+m@ = (00 )5 DS D)0 D=(peswesy o)

olur. Ote yandan

T(n)r+nT(T)=(p_?_w 8)(7 (C))+(£ g)(e?l-J 8)

_( 0 0)
" \pe+we+ye+yj O

dir. Boylece T(nr) = T(n)r + nu (r) ve T(nr) # T(n)r + nT (r) oldugu goriiliir. O halde
(T, ) genellestirilmis tiirevdir fakat T tiirev degildir.
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Tamm 2.41. H bir halka T: H = H bir doniisiim (toplamsal olmak zorunda degil) ve d: H —

H bir garpimsal tiirev olmak iizere her p,y € H igin
T(py) =T(p)y + pd(¥)
kosulunu saglayan T doniistimiine d ile belirlenmis ¢arpimsal genellestirilmis tiirev denir.

Sonu¢ 2.42. Her genellestirilmis tiirev ¢arpimsal genellestirilmis tiirevdir. Ancak her

carpimsal genellestirilmis tiirev genellestirilmis tiirev olmayabilir.

0 p w
Ornek 2.43. K bir halka ve H = {(O 0 y) | pwy€EK } seklinde bir halka olsun
0 0 O

0 p w 0 0 p?
dlo 0 yl]=|{o 0
0 0 O 0 0 O

0 p w 0 0 wy
S(O 0 y)=<0 0 0>
0 0 O 0 0 O

biciminde tanimlansmn. Bu durumda S, d carpimsal tiirevi ile belirli c¢arpimsal

d,F:H — H dontisiimleri

(e)

ve

genellestirilmis tiirevdir ancak genellestirilmis tiirev degildir.

0 p w 0 e j
Coziim: p,w, y,e,j,l € K olmak lizere M = (O 0 y), F = (0 0 l) € S olsun
0 0 O 0 0 O

0 p w\ /0 e j 0 0 pl
M?'z(O 0 y) (0 0 l>=<0 0 0)
0 0 0/ \0 O O 0 0 O
0 p w 0 e J 0 p+te w++j
M+7—”=<0 0 y>+<0 0 l>=<0 0 y+l)
0 0 O 0 0 O 0

i. d(M + F) = d(M) + d(F) mi?

0 0 p? 0 0 e?
dM)=(0 0 o0 |ved(F)=|0 0 0 |oldugundan
0O 0 O 0 0 O
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0 pte w+j 0 0 p?®+2pe+e?
dM+F)=d|lo 0o y+il|=[0 o0 0

0 0 0 0 0 0
dir. Ayrica
0 0 p? 0 0 e? 0 0 p?+e?
dM)+d@F)={0 o o |]+{o o o]={0 0O 0
0O 0 O 0 0 O 0 0 0

olur. Boylece
dM + F) #d(M) + d(F)
oldugu goriiliir. d toplamsal bir doniisiim degildir. Dolayisiyla d bir tiirev degildir.

ii. d(MF) = d(M)F + Md(F) mi?

0 0 pl 0 0 0
d(MT)=d(0 0 0>=<0 0 o)

0 0 O 0 0O
dir. Ayrica
0 0 p*\/0 e j 0 p W\/0 0 e2 00
d(M)T+Md(T)=<0 0 0)(0 0 l>+<0 0 y)(o 0 0>:<0 0
00 0/\0 0 0 0 0 0/\0 0 o0 0 0

olur. Dolayisiyla
Ad(MF) = d(M)F + Md(F)
oldugu goriiliir. Yani d bir carpimsal tlirevdir.

iii. S(MF) = S(M)F + Md(F) midir?

0 0 wy 0 0 jl
S(M)=<0 0 0>,S(:F)=<0 o>oldugundan

0 0 O 0 0 O

py 0 0 O
S(MF) =5(0 0]=10 0 O
0 0 O 0 0 O
dir. Ayrica

0 0 wy\/0 e j 0 p w\/0 0 e?
S(M)N+Md(}")=<0 0 0)(0 0 l>+<0 0 y)(O 0 0
00 0/\0 0 0 0 0 0/\0 0 O

o

o
o o
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elde edilir. Bu ise
S(MF) = S(M)F + Md(F)

demektir. Boylece S, d ¢arpimsal tiirevi ile belirli garpimsal genellestirilmis tiirevdir ancak

d tiirev olmadigindan (S, d) genellestirilmis tiirev degildir.

Tamm 2.44. H bir halka, F: H — H bir doniisiim (toplamsal olmak zorunda degil) olmak

iizere her p,y € H i¢in

F(py) = F(p)y + pd(y)

olacak bigimde bir d:H — H doniisimii (toplamsal olmak zorunda degil) var ise

F doniisiimiine d ile belirlenmis ¢carpimsal (genellestirilmis) tiirev denir.

Tamm 2.45. S halka, d: S — S toplamsal doniisiim ve @, §: S — S iki doniistim olsun. Her

p,y € S icin
d(py) = d(p)a(y) + B(p)d(y)
seklinde tanimlanan d donisiimiine (, B)-tiirev denir.

Tamim 2.46. H bir halka, d: H - H (a, §)-tirev ve D: H = H toplamsal dontisiim olmak
sarttyla her p,y € H

D(py) = D(p)a(y) + B(p)d(¥)
bi¢iminde tanimlanan D doniisiimiine d ile belirlenmis genellestirilmis (a, §)-tiirev denir.
denir.

Tamim 2.47. H halka, d: H — H bir doniisiim (toplamsal olmak zorunda degil), a, 8: H - H
iki donilisiim ve D: H — H bir doniisiim (toplamsal olmak zorunda degil) olmak tizere her

p,y € H i¢in

D(py) = D(p)a(y) + B(p)d(y)

seklinde tanimlanan D déniisiimiine d ile belirlenmis ¢arpimsal (genellestirilmis)-(a, B8)-

tiirev denir.
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0 p w
Ornek 2.48. Z tamsayilar halkasi olmak iizere H = {(0 0 y) | pwy€LZ } bir halka
0 0 O

ved,F,a,: H— H doniisiimleri sirasiyla asagidaki gibi tanimlansin:

0 p w 0 0 p?
d(O 0 y>=<0 0 )
0 0 O 0 0
0 p w 0
F(O 0 y)=<0
0 0 O 0 0
0 p w 0
a(O 0 y>=<0 0
0 0 O 0 0

0 p w 0 p O
0 0 O 0 0 O

Boylece F, d donisiimi ile belirli ¢arpimsal (genellestirilmis)-(a, §)-tirevdir fakat

oo™

o O
OO%
N——

S O
|
€

N~

genellestirilmis (a, §)-tiirev degildir.

Tamm 2.49. H halka ve d: H — H bir toplamsal doniisiim olmak tizere her p,y € H i¢in
d(py) = d(y)p +yd(p)

kosulunu saglayan d doniistimiine H halkasi tizerinde bir ters tiirev denir.

Tamm 2.50. H halka ve d: H — H bir doniisiim (toplamsal olmak zorunda degil) olmak

iizere her p,y € H i¢in
d(py) = d(y)p +yd(p)
kosulunu saglayan d doniisiimiine H halkasi iizerinde bir carpimsal ters tiirev denir.
Tamm 2.51. H halka, 8: H —» H toplamsal bir doniisiim olmak sartiyla her p,y € H i¢in
6(py) = 0(y)p +yd(p)
Ve

8(py) = d(y)p +y0(p)
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kosulunu saglayan bir d: H = H ters tiirevi varsa € doniisiimiine d ile belirlenmis sol(sag)

genellestirilmis ters tiirev denir.

Tamm 2.52. H bir halka, d: H — H toplamsal bir doniisiim ve a, 8: H = H iki doniistim
olsun. Her p,y € H i¢in

d(py) = d(y)a(p) + B(y)d(p)
seklinde tanimlanan d doniigiimiine (e, B)-ters tiirev denir.

Tammm 2.53. H bir halka, d:H — H (a, )-ters tiirev olmak iizere D:H — H toplamsal
doniistim her p,y € H i¢in

D(py) = D(y)a(p) + B(y)d(p)

seklinde tanimlanan D doniisiimiine d ile belirlenmis genellestirilmis-(a, #)-ters tiirev

denir.

Tammm 2.54. H bir halka, d: H — H bir doniisiim (toplamsal olmak zorunda degil),
a,B:H — H iki donisiim ve D:H — H bir doniisim (toplamsal olmak zorunda degil)

olmak tizere her p,y € H igin

D(py) = D(y)a(p) + B(y)d(p) (D(py) = d(y)a(p) + B()D(p))

bi¢iminde tanimlanan D doniisiimiine d ile belirlenmis carpimsal (genellestirilmis)-

(a, B)-ters tiirev denir.

Tamim 2.55. H bir halka, M € H olsun. Eger m,n € M i¢in mpn € M olacak sekilde an az

bir p € H var ise M kiimesine bir m_sistem denir.
Tanim 2.56. H bir halka ve S, H halkasinin bir ideali olmak tizere
B(S) ={r € H| VM, m_sistem 5r €M = M NS # @}
seklinde tanimlanan B(S) kiimesine S idealinin asal radikali denir.
Tamm 2.57. H halkasimin sifir idealinin asal radikaline H halkasinin asal radikali denir.

Teorem 2.58. (McCoy N. H., 1964, Teorem 4.20) Bir halkanin asal radikali, o halkanin tiim

asal ideallerin kesisimidir ve her yari-asal ideal tarafindan kapsanilan bir yari-asal idealdir.
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Lemma 2.59. H yari-asal halka, a € H olsun. Eger her p € H i¢in a[a, p] = 0ise a € Z(H)

olur.
Ispat: Varsayalim ki her p € H igin
0 = ala,p]

olsun. Bu esitlik v € H olmak iizere p yerine pr yazilip (2.11) esitligi kullanilarak

diizenlenirse her p,r € H i¢in
0 = ala, pr] = apla,r] + ala, p]r

esitligine ulasilir. Burada hipotez kullanilirsa her p,r € H i¢in

0 = apla,r] (2.16)

olur. (2.16) esitliginde p yerine rp yazilarak diizenlenirse her p,r € H igin

0 =arpla,r] (2.17)

Bulunur. (2.16) esitligi soldan r ile ¢arpilirsa her p,r € H igin

0 =rapla,r] (2.18)

elde edilir. (2.17) esitliginden (2.18) esitligi ¢ikarilip Lie komiitator tanimi kullanilarak

gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,r € H igin

0 = [a,7]p[a,T]

olur. Yani her r € H i¢in

(0) =[a,r]H[a,r]

dir. H yari-asal halka oldugundan her r € H igin
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0=|a,r]
esitligine ulasilir. Bu da a € Z(H) demektir.

Lemma 2.60. (a) R yari-asal halka, (0) # I, R halkasinin tek yanli herhangi bir ideali olmak
tizere Z(I) ¢ Z(R) dir. Ayrica halkanin tek yanli ideali degismeli ise I < Z(R) olur.

(b) Eger R asal halka, (0) # I, R halkasinin tek yanli herhangi bir ideali olmak sartiyla
I < Z(R) ise R halkas1 degismelidir.

Ispat: (a) Varsayalim ki (0) # I, R halkasmin bir sag ideali p € Z(I) ve y € R olsun.
Boylece I sag ideal oldugundan py € Z () olur. Ayrica merkez tanimindan her y € R i¢in

0 = [p, pyl
dir. Bu ifade (2.1) ve (2.11) esitligine gore diizenlenirse her y € R igin
0=rplpyl
olur. Bu ise Lemma 2.59. dan p € Z(R) demektir. Dolayisiyla Z(I) < Z(R) oldugu goriiliir.

Eger I degismeli bir sag ideal ise I = Z(I) olur. Burada Z(I) < Z(R) oldugundan
I ¢ Z(R) oldugu goriiliir. Bu ispat benzer sekilde bir sol ideal i¢in de yapilabilir.

(b) Hipotezden (0) # I, R asal halkasinin bir sag ideali olmak sartiyla I < Z(R)
olsun. Bdylece p,y € R, a € I i¢in ap € I ve dolayisiyla ap € Z(R) olur. Bu ise her p,y €

Rvea €1 i¢in

0 = [ap,y]
demektir. Bu esitlik Lie komiitatér tanimi kullanilarak diizenlenirse her p,y E R ve a € |
i¢in
0 = [ap,y] = (ap)y — y(ap)
bulunur. Burada a € I < Z(R) oldugundan her p,y € R ve a € [ igin
(ap)y = y(ap) = (ya)p = (ay)p = a(yp)

olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y € R ve a € [ igin

0 = a(py) —a(yp)
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olur. Elden edilen bu esitlik Lie komiitatdr tanim1 kullanilarak diizenlenirse her p,y € R ve
a € [ i¢in

0=alpy]
olur. Bu esitlik € R olmak iizere a yerine ar yazilarak diizenlenirse p,y,r € R ve a € |
igin

0 = ar[p,y]

elde edilir. Buradan her p,y € R ve a € I i¢in

(0) = aR[p,y]

olur. R asal halka oldugundan her a € I ig¢in a = 0 yani I = (0) veya her p,y € R i¢in
[p,¥] = 0 olur. Kabuliimiize gore I # (0) oldugundan her p,y € R i¢in [p,y] = 0 olur.
Boylece R halkasmnin degismeli oldugu gésterilmis olur. Ispat bir sol ideal icinde benzer

sekilde yapilabilir.
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UCUNCU BOLUM
CARPIMSAL GENELLESTIRILMIiS TUREVLI HALKALAR iLE iLGILi
ONCEKI CALISMALAR

3.1. Yari-asal Halkalarda Carpimsal (Genellestirilmis)-(a, a)-Tiirevler Uzerine

Sonuglar

Bu bolimde (Ulutas ve Golbasi., 2020) tarafindan yapilan “Results on Multiplicative

(Generalized)-(a, a)-Derivation” adli ¢aligma incelenmistir.

Lemma 3.1.1. R bir yari-asal halka ve (0) # I, R halkasinin ideali olmak {izere a € R ve

her p € [ igin apa = 0 ise a = 0 olur.
Ispat: Varsayalim ki a € R olmak sartiyla her p € I igin

0 = apa
olsun. Bu esitlikte 7 € R olmak sartiyla p yerine rp yazilirsa her p € I ve r € R igin

0 =arpa
bulunur. Bulunan bu esitlik soldan p elemani ile garpilirsa her p € I ve r € R igin

0 = parpa
olur. Yani her p € I igin

(0) = paRpa

elde edilir. Burada R yari-asal halka oldugundan her p € I i¢in pa = 0 olur.

Ote yandan hipotezde r € R olmak iizere p yerine pr yazilirsa apra = 0 olur. Bu
esitlik sagdan p ile ¢arpilirsa her v € R ve p € [ igin aprap = 0 esitligine ulagilir. Bu ise her
p € I i¢in apRap = (0) demektir. R yari-asal halka oldugundan her p € I igin ap = 0 olur.
Dolayisiyla her p €1 igin ap = pa olur. Burada Lemma 2.60. (a) kullanilarak a €
Z(I) = Z(R) bulunur. O halde a € Z(R) dir.

Hipotezde p yerine a almirsa a® = 0 olur. Bdylece Not 2.27. den a = 0 olur.
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Ele alinan bu béliimde R yari-asal halka, (0) # I, R halkasinin ideali, d: R = R bir
donligiim, a: R = R bir otomorfizma ve F:R = R ise (F,d) carpimsal (genellestirilmis)-

(a, a)-tlirev olarak alinacaktir.
Teorem 3.1.1 Her p,y € I igin F([p,y]) = 0 ise her p € I igin [a(p),d(p)] = 0 olur.

Ispat: Kabul edelim ki her p,y € I igin

0=F(p.yD 1)

olsun. (3.1) esitligi y eleman1 yp elemaniyla degistirilip sirasiyla (2.11) esitligi, (2.1) esitligi

ve F’nin tanimi kullanilarak diizenlenirse her p,y € I igin
0=F(lp,yrD

= F([p,ylp)

= F([p,yDa(p) + a(lp,yDd(p)

esitligi elde edilir. Bir iist satirdaki esitlikte (3.1) esitligi kullanilarak gerekli diizenlemeler
yapilirsa her p,y € I igin

a([p,yDd(p) =0

bulunur. Bu son esitlikte a’nin tanimi ve Lie komiitator tanimi kullanilirsa her p,y € I igin

0 = [a(p), a(y)]d(p) (3.2)

oldugu goriiliir. Yani her p,y € I igin

0 = [a(p), a(D)]d(p)

olur. Bir idealin bir otomorfizma altindaki goriintiisii ideal oldugundan (1) idealdir. Burada
a(I) = ] olarak adlandirilirsa her p,y € I i¢in [a(p),]J]d(p) = (0) olur. Bu ise her w € J

vep € [igin
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0 = [a(p), w]ld(p) (3.3)

demektir. r € R olacak sekilde (3.3) esitligi w elemani rw elemaniyla degistirilip (2.11)

esitligi kullanilarak diizenlenirse her w € J, p € I ver € R igin

0 = rla(p), wld(p) + [a(p), rlwd(p)

elde edilir. (3.3) esitligi soldan r elemaniyla ¢arpilip bir iist satirdaki esitlikten ¢ikarilirsa her
wE J,peE lver € Rigin

0 = [a(p), r]wd(p) (3.4)

bulunur. Elde edilen (3.4) esitligi sagdan a(p) ile ¢arpilirsaherw € J,p € Iver € R

igin

0 = [a(p), Tlwd(p)a(p) (35)

elde edilir. (3.4) w eleman1 yerine wa(p) elemani yazilarak diizenlenirse herw € J,p € [

ver € Rigin

0 = [a(p), Tlwa(p)d(p) (36)

olur. Elde edilen (3.6) esitliginden (3.5) esitligi ¢ikarilip Lie komiitatér tanimi kullanilarak

gerekli diizenlemeler yapilirsaher w € J,p € I ver € R ig¢in

0 = [a(p), r]w[a(p),d(p)] (3.7)
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elde edilir. (3.7) esitliginde r elemani yerine d(p) elemani yazilirsaher w € Jvep € [
i¢in

0 = [a(p), d(p)]w[a(p), d(p)]
oldugu goriiliir. Yani her w € J ve p € I igin

(0) = [a(p), d(p))[alp),d(p)]
denklemine ulagilir. J yari-asal halka oldugundan her p € I igin

0 = [a(p), d(p)]

elde edilir.
Teorem 3.1.2. Her p,y € I i¢cin F(poy) = 0 ise her p € I i¢in [a(p),d(p)] = 0 olur.

Ispat: Kabul edelim ki her p,y € I igin

0=F(poy) (3.8)

olsun. (3.8) esitliginde y yerine yp yazilip F’nin tanimu, (2.12) ve (2.1) esitlikleri kullanilarak

gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y € I igin

0=F((poy)p)

=F(pey)a(p) +a(p-y)d(p)
bulunur. Bu son esitlik (3.8) esitligi kullanilarak diizenlenirse her p,y € I igin

0=a(poy)d(p) (3.9)

elde edilir. » € R olmak sartiyla (3.9) esitligi y eleman1 ry elemaniyla degistirilip (2.13)

esitliginden yararlanilarak diizenlenirse her p,y € I ve r € R igin
0=a(pe (ry))d(p)

=a(r(pey) +[p.71ly)d(p)
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oldugu goriiliir. Elde edilen bu esitlik a’nin tanimi kullanilarak diizenlenirse her p,y € I ve
r € Rigin
0=a(malp-y)d(p) + a(lp,rDa)d(p)
elde edilir. (3.9) esitligi soldan a(r) carpilip Uist satirdaki esitlikten ¢ikarilirsa her p,y € I ve
r € R i¢in
0 =a([p,rDa)d(p)

bulunur. Bu esitlik a’nin tanim1 ve Lie komiitatdr tanimindan faydalanarak diizenlenirse her

py €Elver € Rigin

0 = [a(p), a(M)]ay)d(p)

oldugu goriiliir. a otomorfizma oldugundan a(R) = R dir. Burada a(/) =] olarak

adlandirilirsa her p € [ i¢in

(0) = [a(p), RV d(p)
olur.Buisew € J,p€ Iver € R i¢in

0 = [a(p), rJwd(p)

demektir. Boylece Teorem 3.1.1. (3.4) esitliginden sonraki adimlar takip edilerek sonuca

ulagilir.

Teorem 3.1.3. Her p,y € I i¢in F([p,y]) = ta([p,y]) ise her p € I i¢in [a(p),d(p)] =0

olur.

Ispat: Kabul edelim ki her p,y € I icin

F([p,y]) = xa([p,y]) (3.10)

olsun. (3.10) esitligi y yerine yp yazilip (2.1) ve (2.11) esitlikleri kullanilarak diizenlenirse
her p,y € I igin

F([p,ylp) = za([p,ylp)
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oldugu goriiliir. Bu son esitlik F ve a doniistimlerinin tanimi kullanilarak diizenlenirse her

p,y € I igin
F([p,yDa(p) + a([p,yDd(p) = a([p,yDa(p)

bulunur. Bu ifade (3.10) esitligi kullanilarak diizenlenirse her p,y € I icin

ta(lp,yD alp) + a(lp,yDd(p) = ta([p,yDa(p)
olur. Son esitlikte gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra her p,y € I i¢in

0 = a([p,yDd(p)

bulunur. Bu esitlik o’nin tanimi ve Lie komiitatér tamimindan faydalanarak diizenlenirse her

p,y € I igin

0 = [a(p), a(y)]d(p)

esitligi elde edilir. Buradan Teorem 3.1.1 (3.2) esitliginden sonraki adimlar takip edilerek

sonuca ulasilir.

Teorem 3.1.4. Her p,y € I igin F(poy) = ta(pey) ise her p € Ii¢in [a(p),d(p)] =0

olur.

Ispat: Kabul edelim ki her p,y € I igin

F(poy) = ta(peoy) (3.11)

olsun. (3.11) esitligi y yerine yp yazilip a’nin tanimi, (2.1) ve (2.12) esitligi kullanilarak

diizenlenirse her p,y € I i¢in

F((poy)p) = xa((poy)p)

bulunur. Bu esitlik F’nin ve o’nin tanimi kullanilarak diizenlenirse her p,y € I i¢in

F(pey)a(p) + a(poy)d(p) = a(pey)a(p)

elde edilir. Bu son esitlik (3.11) esitligi kullanilarak diizenlenirse her p,y € I i¢in

ta(pey)a(p) + alpeoy)d(p) = talpoy)a(p)
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bulunur. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y € [ igin
0=alpey)d(p)
olur. Boylece Teorem 3.1.2. (3.9) esitliginden sonraki adimlar takip edilerek sonuca ulasilir.

Teorem 3.1.5. Her p,y € I igin F([p,y]) = a(pey) ise her p € Ii¢in [a(p),d(p)] =0

olur.
Ispat: Kabul edelim ki her p,y € I igin

F([p,y]) = ta(pey)

olsun. Bu esitlik y yerine yp yazilip (2.1), (2.11) ve (2.12) esitlikleri kullanilarak

diizenlenirse her p,y € I i¢in

F([p,y1p) = ta((p°y)p)
bulunur. Burada F’nin ve a’nin tanimi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y €
I i¢in
F([p.yDa(p) + a([p,yDd(p) = ta(p - y)a(p)

elde edilir. Bu ifade hipotez kullanilarak diizenlenirse her p,y € I i¢in
ta(peoy)a(p) + allp,yDd(p) = talpy)a(p)
olur. Elde edilen bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y € I i¢in

0 = a([p,yDd(p)

bulunur. Son esitlik o’nin tanimi ve Lie komiitator tanimindan yararlanarak diizenlenirse her

p,y €1 i¢in
0 = [a(p), a(¥)]d(p)

esitligi elde edilir. Boylece Teorem 3.1.1 (3.2) esitliginden sonraki adimlar takip edilerek

sonuca ulasilir.

Teorem 3.1.6. Her p,y € I igin F(poy) = ta([p,y]) ise her p € I i¢in [a(p),d(p)] =0

olur.

Ispat: Kabul edelim ki her p,y € I icin
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F(poy) = xa([p,y]

olsun. Bu esitlik y yerine yp yazilip (2.1), (2.12) ve (2.11) esitlikleri kullanilarak

diizenlenirse her p,y € I i¢in

F((poy)p) = xa([p.ylp)

elde edilir. Burada F’nin ve o’nin tanimi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her

p,y € I igin

Flpey)a(p) + alpoy)d(p) = a([p,yDa(p)

bulunur. Bu ifade hipotez kullanilarak diizenlenirse her p,y € I i¢in

ta(lp,yDa(p) + alpey)d(p) = ta([p.yDa(p)
olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y € I i¢in
0=a(pey)d(p)

esitligine ulasilir. Boylece Teorem 3.1.2. (3.9) esitliginden sonraki adimlar takip edilerek

sonuca ulasilir.

Teorem 3.1.7. Her p,y €l igin F([p,y]) = xa([F(p),y]) ise her p eleman igin
[(p), d(p)] = O olur.

Ispat: Kabul edelim ki her p,y € I igin

F([p,yD = a([F(p).yD

olsun. Bu esitlik y yerine yp yazilip (2.1) esitligi ve (2.11) esitligi kullanilarak diizenlenirse
her p,y € I igin

F([p,ylp) = za(y[F(p),p] + [F(p),ylp)

olur. Burada F’nin ve a’nin tanimi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y €

I i¢in
F([p,yDa(p) + a([p.yDd(p) = za@)a([F(p),p]) = a([F(p).yDa(p)

elde edilir. Benzer sekilde bu esitlik hipotez kullanilarak diizenlenirse her p,y € I i¢in

ta([F(p).yDa(p) + allp.yDd(p) = ta@a([F(p), p]) + a([F(p).yDa(p)
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olur. Boylece gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y € [ igin

a([p,yDd(p) = ta(y)a([F(p),p]) (3.12)

esitligine ulasilir. (3.12) esitligi r € R olmak sartiyla y elemani ry eleman ile degistirilip

(2.11) esitligi ve o’nin tanimi kullanilarak diizenlenirse her p,y € I ve r € R igin
a([p,rDa)d(p) + a(Ma((p,yDd(p) = a(r)a@a([F(p),p])
bulunur. Son esitlikte (3.12) esitligi kullanilirsa her p,y € I ve r € R i¢in
a([p,rDa)d(p) £ a(Ma@)a([F(p),p]) = ta(r)a@a(lF(p),pD)
oldugu goriiliir. Burada gerekli diizenleme yapildiktan sonra her p,y € I ve r € R igin
0= a([p,rDal)d(p)

bulunur. Bu esitlik a’nin tanim1 ve Lie komiitatdr tanimindan faydalanarak diizenlenirse her

o,y € Iver € R igin
0 = [a(p), a(M)]a(y)d(p)
olur. Buradan her p € I igin
(0) = [a(p), a(R)]a(D)d(p)

bulunur. a otomorfizma oldugundan a(R) = R dir. Ayrica a(I) = ] olarak adlandirilsa her

p € I i¢in
(0) = [a(p), RV d(p)
elde edilir. Buifade herp € I, w € J ver € Ri¢in 0 = [a(p), r]lwd(p)
olur. Boylece Teorem 3.1.1. (3.4) esitliginden sonraki adimlar takip edilerek sonuca ulagilir.

Teorem 3.1.8. Her p,y € I i¢in F(poy) = a(F(p)ay) ise her p € I i¢in [a(p),d(p)] =0

olur.

Ispat: Kabul edelim ki her p,y € I icin
Flpey) = a(F(p)-y)
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olsun. Bu ifade y eleman1 yerine yp elemani yazilip (2.1) ve (2.12) esitligi kullanilarak

diizenlenirse her p,y € I i¢in

F((pey)p) = xa((F(p) ey)p —y[F(p),p])

esitligi elde edilir. Bu esitlik F’nin ve o’nin tanimi1 kullanilarak diizenlenirse her p,y € I i¢in

F(poy)a(p) + a(poy)d(p) = xa(F(p) cy)a(p) + a(y)a([F(p),p])

elde edilir. Elde edilen bu esitlik hipotez kullanilarak diizenlenirse her p,y € I i¢in

Ta(F(p) ey)a(p) + alpey)d(p) = ta(F(p) e y)a(p) + aly)a([F(p), p])

bulunur. Bu ifadede gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra her p,y € [ igin

a(poy)d(p) = Fay)a([F(p),pD) (3.13)

olur. (3.13) esitliginde r € R olmak iizere y yerine ry yazilip (2.13) esitligi kullanilarak

diizenlenirse her p,y € I ve r € R i¢in
a(r(pey) +[p,rly)d(p) = Fa(ry)a([F(p), p])
oldugu goriiliir. Bu esitlik a’nin tanimi1 kullanilarak diizenlenirse her p,y € [ igin
a(r)a(py)d(p) + a([p,rDay)d(p) = +a@a a([F(p),p])

olur. Boylece bu esitlikte (3.13) esitligi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y €

Iver €R icin

+a(a@a(F(p),pD) + allp,rDa@)d(p) = +a(r)a@)a([F(p),p])

bulunur. Bulunan bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y € I ve r € R igin

0= a([p,rDaly)d(p)

esitligine ulasilir. Elde edilen bu esitlik a’nin tanimi ve Lie komiitator tanimindan

yararlanilarak diizenlenirse her p,y € I ve r € R i¢in

0 = [a(p), a(]a(y)d(p)

olur. Buradan her p € I igin
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(0) = [a(p), a(R)]a(D)d(p)
bulunur. o otomorfizma oldugundan a(R) = R dir. Burada a(I) = J olarak adlandirilsa her
p € I i¢in
(0) = [a(p), RYd(p)

olur. Buradanherp € I, w € J ver € R igin

0 = [a(p), r]wd(p)

bulunur. Béylece Teorem 3.1.1 (3.4) esitliginden sonraki adimlar takip edilerek sonuca

ulagilir.

3.2. Yarr-asal Halkalarda Homomorfizma ve Anti-Homomorfizma Gibi

Davranan Carpimsal (Genellestirilmis)-(o, o)-Tiirevler

Bu bolimde (Dhara, vd., 2014) tarafindan yapilmis olan “A Multiplicative
(Generalized)-(o, 0)-Derivation Acting as (Anti-) Homomorphism in Semiprime Rings” adli
caligma incelenmistir.

Bu boliimde aksi belirtilmedigi siirece R yari-asal halka, (0) # I, R halkasinin bir sol
ideali, d: R — R bir doniisiim, o: R — R bir epimorfizma ve F: R — R doénistimii ise (F,d)

bir ¢arpimsal (genellestirilmis)-(o, 0)-tlirev olarak alinacaktir.

Teorem 3.2.1. Herp,y € I i¢in F(py) — F(p)F(y) = 0ise a(I)d(I) = (0) ve her p € I i¢in
a(D[F(p),a(p)] = (0) olur.

Ispat: Kabul edelim ki her p,y € I icin

F(py) = F(p)F(y)

olsun. Bu esitlik w € I olmak iizere y yerine yw yazilip F’nin tanimi ve hipotez kullanilarak

diizenlenirse her p,y, w € [ i¢in

Flpyw)) = F(p)F(yw) = F(p)(F¥)o(w) + a(y)d(w))

elde edilir. Yani her p,y, w € I igin
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Flp(yw)) = F(p)F(y)o(w) + F(p)a(y)d(w) (3.14)

olur. Ayrica F’nin tamim1 geregi her p,y, w € I igin F((py)w) = F(py)a(w) + o(py)d(w)

dir. Bu esitlik o’ nin tanimi1 ve hipotez kullanilarak diizenlenirse her p,y, w € I i¢in

F((py)w) = F(p)F(y)a(w) + a(p)a(y)d(w) (3.15)

elde edilir. p(yw) = (py)w dir. Burada (3.14) esitliginden (3.15) esitligi ¢ikarilirsa her
p,y, w € licin

0=(F(p)—a(p)oy)d(w)

bulunur. Elde edilen bu esitlik r € R olmak iizere y yerine ry yazilip o’nin tanimi

kullanilarak diizenlenirse her p,y,w € I ve r € R igin

0=(F(p) —a(p)o()o@y)d(w)

olur. Bu son esitlik soldan F (y) ile carpilip diizenlenirse her p,y,w € [ ve r € R i¢in

0=FIFP) —a(p)o()o@)d(w)

olur. o epimorfizma oldugundan ¢ (R) = R dir. Yani her p,y, w € I i¢in

(0) = FF(p) — a(p))Ro(y)d(w) (3.16)

elde edilir. F’nin tanim1 ve hipotez geregi her p,y €1 icin F(p)F(y) = F(py) =
F(p)a(y) + o(p)d(y) dir. Bu esitlik diizenlenirse her p,y € [ igin

F(p)(Fy) — o) = a(p)d(y) (3.17)
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olur. (3.17) esitliginde y elemani yerine p elemani ve p elemani yerine y elemani yazilirsa
her p,y €1 igin F(y)(F(p) — a(p)) = a(y)d(p) bulunur. Elde edilen bu esitlik (3.16)

esitliginde yerine yazilirsa her p,y € I icin

(0) = a(y)d(p)Ra(y)d(p)

elde edilir. Benzer sekilde (3.17) esitliginde y yerine w ve p yerine y yazilirsa her y, w € [
icin F(y)(F(w) — o(w)) = a(y)d(w) olur. Bu esitlik (3.16) esitliginde kullanilirsa her

p,y,w € I i¢in

(0) = F&(F(p) = 0(p))RF () ¥(w) — o(w))

bulunur. Elde edilen bu son esitlikte w elemani p elemaniyla degistirilirse her p,y € I igin
(0) = Fy)(F(p) — a(p))RF () (F(p) — a(p)) olur. Bdylece her p,y € I igin

(0) = a(¥)d(P)Ra(y)d(p)

ve

(0) = F&)(F(p) — a(p))RF ) (F(p) — a(p))

esitlikleri elde edilir. R yari-asal halka oldugundan her p,y elemanlar i¢in 0 = o (y)d(p)
yani 0 = o(I)d(I) ve her p,y € I igin

F(F(p)—a(p)) =0 (3.18)
elde edilir. (3.18) esitliginde y yerine yp yazilip F’nin tanimi1 ve 0 = a(I)d(I) esitligi

kullanilarak diizenlenirse her p,y € I i¢in

0=F)a()(F(p) — a(p))

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y € I igin

0=F()o(p)F(p) —Fy)a(p)a(p) (3.19)
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bulunur. (3.18) esitligi p yerine pp yazilip F’nin tanimi, ¢’nin tanimi ve 0 = a(I)d(I)

esitligi kullanilarak diizenlenirse her p,y € I igin

0=Fy)(F(p)alp)—alp)alp))

olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y € I igin

0=Fy)F(p)a(p) —Fy)alp)a(p) (3.20)

elde edilir. (3.20) esitliginden (3.19) esitligi ¢ikarilip Lie komiitatoér tanimindan

yararlanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y € I i¢in

0=F)[F(p),alp)]

olur. Bu son esitlik y yerine yw yazilip F’nin tanim1 ve 0 = o(I)d(I) esitligi kullanilarak

diizenlenirse yararlanilarak diizenlenirse her p,y, w € I i¢in

0=Fya(w)[F(p), a(p)] (3.21)

elde edilir. (3.21) esitligi w yerine yw yazilip o’nin tanimi kullanilarak diizenlenirse her

p,y,w € [ i¢in

0 =Fy)ay)o(w)[F(p),a(p)] (3.22)

bulunur. Ayrica (3.21) esitligi soldan o (y) ile garpilarak diizenlenirse her p,y, w € I igin

0 =0)F)o(w)[F(p),a(p)] (3.23)

olur. Elde edilen (3.22) esitliginden (3.23) esitligi ¢ikarilip Lie komiitator tanimi kullanilarak

gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y, w € [ i¢in
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0=[FE),a(]a(w)[F(p),a(p)]

elde edilir. Son esitlikte y yerine p yazilirsa her p, w € I igin

0 =[F(p),a(p)]lo(w)[F(p),a(p)]

bulunur. Bu son ifade r € R olmak {izere w Yyerine rw yazilip o’nin tanimi kullanilarak

diizenlenirse her p, w € I ve r € R i¢in

0 = [F(p),o(p)la(m)a(w)[F(p),o(p)]

olur. o epimorfizma oldugundan o(R) = R dir. O halde her p, w € I i¢in

(0) = [F(p),a(p)]Ra(w)[F(p),a(p)]

demektir. Bu esitlik soldan o(w) ile ¢arpilirsa her p, w € I igin

(0) = a(w)[F(p),a(p)]Ra(w)[F(p),a(p)]

esitligine ulasilir. R yari-asal halka oldugundan her p, w € I igin

0 = a(w)[F(p),a(p)]
oldugu goriiliir. Buradan her p € I i¢in 0 = a(I)[F(p), o(p)] olur.

Teorem 3.2.2. Her p,y € [ igin F(py) + F(p)F(y) =0 ise a(I)d(I) = (0) ve herp eI
icin a(I)[F(p),a(p)] = (0) olur.

Ispat: F, d doniisiimii ile belirli ¢arpimsal (genellestirilmis)-(o, 0)-tiirev, —F, —d
dontisimii ile belirli ¢arpimsal (genellestirilmis)-(a, o)-tiirevdir Teorem 3.2.1. de F

doniisiimii yerine —F, d doniisiimii yerine —d doniisiimii yazilarak sonuca ulasilir.

Teorem 3.23. Her pye€l i¢in F(py)—F(y)F(p) =0 ise her p€l igin
a(D[d(p),a(p)] = (0) olur.

Ispat: Kabul edelim ki her p,y € I i¢in
F(py) = F¥)F(p)

olsun. Ayrica F donlisiimii tanim1 geregi her p,y € I i¢in F(py) = F(p)a(y) + a(p)d(y)

dir. Bu esitlikte p yerine py yazilirsa her p,y € I i¢in F((py)y) = F(py)o(y) + a(py)d(y)
olur. Hipotezde p yerine py yazilip F’nin tanimi kullanilirsa her p,y elemanlart igin
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F((py)y) = Fy)F(py) = Fy)(F(p)a(y) + a(p)d(y)) esitligi elde edilir. Gorildigi
iizere bu elde edilen iki esitlik birbirine esittir yani her p,y € I i¢in

F(py)o(y) + a(py)d(y) = F&)(F(p)o(y) + a(p)d(y))

olur. Bu esitlik hipotez kullanilarak diizenlenirse her p,y € I igin

F®F(P)a@y) +o(py)d(y) = FGF(p)o) + F(y)a(p)d(y)

elde edilir. Boylece her p,y € I igin

0= (a(py) = F(y)a(p))d(y) (3.24)

olur. Bu esitlik 7 € R olmak {izere p yerine rp yazilip 6’ nin tanimi kullanilarak diizenlenirse

her p,y € I ve r € R igin

0= (a(olpy) = F(y)a(r)a(p))d(y)

elde edilir. o epimorfizma oldugundan a(R) = R olur. Yani her p,y € I ve r € R i¢in

0= (ra(py) = F®ra(p))d(y)

olur. Bu esitlik w € I olmak iizere r yerine F(w) yazilarak diizenlenirse her p,y, ® € [ i¢in

0= F(w)o(py)d(y) — FIF(w)a(p)d(y) (3.25)

esitligine ulasilir. Boylece (3.24) ifadesi soldan F(w) elemaniyla c¢arpilip diizenlenirse her

p,y,w€Il igin 0=F(w)a(py)d(y) — F(w)F(y)o(p)d(y) olur. Bu esitlik (3.25)
esitliginden ¢ikarilirsa her p,y, w € I igin

0=(F@F(w) - F(wFy)olp)d(y)

olur. Bu ifade hipotez kullanilarak diizenlenirse her p,y, w € [ i¢in

0= (F(wy) = Fyw))a(p)d(y) (3.26)
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bulunur. Elde edilen (3.26) bu esitligi w Yyerine wy yazilip F’nin tanimi kullanilarak

diizenlenirse her p,y, w € [ i¢in

0= (Flwy)oy) + a(wy)d(y) — Fyw)a(y) — o(yw)d(y))a(p)d(y)

elde edilir. Bu ifade de o’nmin tanimi ve Lie komiitatér tanimi kullanilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa her p,y, w € I i¢in

0= (F(wy) = Fyw))a)o(p)d(y) + o([w,yDd(y)a(p)d(y)

olur. (3.26) esitliginde p yerine yp yazilip o'nin tanimi kullanarak elde edilen esitlik bir st

satirdaki esitlikten ¢ikarilirsa her p,y, w € I i¢in

0= o([w,yDdE)a(p)d(y)

elde edilir. Bu esitlik r € R ve r[w,y] € I olmak {izere p yerine r[w,y] yazilip o nin tanimi

kullanilarak diizenlenirse her y, w € I ve r € R i¢in

0=o([w,yDd¥)a()o([w,yDd(y)

bulunur. o epimorfizma oldugundan g (R) = R olur. Yani her y, w € I i¢in

(0) = o([w,yDdF)R([w,y])d(y)

olur. R yari-asal halka oldugundan her y, w € I i¢in

0= o([w,yDd©) (3.27)

bulunur. (3.27) esitliginde r € R olmak sartiyla w eleman: rw elemani ile degistirilip o’ nin

tanimi ve (2.10) esitligi kullanilirsa her y,w € I ve r € R igin
0=0(rw,yDd@) = (c(r[w,y] + [r.ylw)d(y)
=o(Mo([w,yDdy) + o([r,yDo(w)d(¥)
bulunur. Yani hery,w € I ve r € R igin

0=0(r)o([wyDdy) +o([r.yDo(w)d(y)
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olur. Bu esitlikten (3.27) esitligi soldan o (r) ile garpilip ¢ikarilirsa hery, w € I ve r € R igin

0=0o([r,yDo(w)d(y)

bulunur. Burada Lie komiitatér tanimi1 Ve ¢’nin tanimi kullanilarak diizenlenirse her y, w €

Iver € R i¢in

0= [o(r),c(y)]o(w)d(y) (3.28)

elde edilir. (3.28) esitligi sagdan o (y) ile garpilirsa hery, w € I ve r € R i¢in

0= [o(r),c®]o(w)d¥)a(y) (3.29)

olur. (3.28) esitligi w yerine wy yazilip ¢’nin tanimi kullanilarak diizenlenirse her y, w € [

ver € R igin

0=[o(r),c]o(w)oy)d(y) (3.30)

bulunur. Elde edilen (3.29) esitliginden (3.30) esitligi ¢ikarilip Lie komiitator tanimi

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her y,w € I ve r € R igin

0=[o(r),e@]o(w)[dy),o(y)]

elde edilir. o epimorfizma oldugundan o(R) = R dir. O halde hery,w € I ve r € R igin

0=[r,o@]lo(@[dE),o()]

olur. Bu son esitlikte  elemani d(y) eleman ile degistirilirse her y, w € I i¢in

0=[d¥),c(]o(w)[d(y),o()]

elde edilir. Burada w yerine rw yazilip o nin tanimi1 kullanilarak her y,w € I ve r € R igin

0=[d¥),c]o(r)o(w)[d(y),c(¥)]
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olur. Bu esitlik soldan o(w) ile garpilirsa hery, w € I ve r € R igin
0 =0o(w)[d),c@)]o(r)o(w)[d(y),o()]
bulunur. ¢ epimorfizma oldugundan o (R) = R dir. Boylece her y, w € I igin
0 =o(w)[d), c@)]Ra(w)[d(y), o(y)]
olur. R yari-asal halka oldugundan her y, w € I i¢in
0 =0(w)d), o]
elde edilir. Buradany € I igin 0 = o(I)[d(y), o(y)] demektir.

Teorem 3.24. Her p,y€l igin F(py)+ F(y)F(p) =0 ise her
a(D[d(p),a(p)] = (0) olur,

Ispat: F, d doniisiimii ile belirli carpimsal (genellestirilmis)-(o, o)-tiirev,

pel

igin

—F, —d

dontisimii ile belirli garpimsal (genellestirilmis)-(o, o)-tiirevdir. Teorem 3.2.3. de F

doniigiimii yerine —F, d donlisiimii yerine —d doniisiimii yazilarak sonuca ulasilir.

3.3. Yari-asal Halkalarda Carpimsal Genellestirilmis Tiirevler ve Sol idealler

Bu alt boliimde, (Dhara, vd., 2020) tarafindan yapilan “A Note on Multiplicative

(Generalized) Derivation and Left Ideals in Semi-prime Rings” adli ¢alisma incelenmistir.

Bu boliimde aksi belirtilmedigi siirece R 2-torsion free yari-asal halka, (0) # 4, R

halkasinin bir sol ideali, d: R — R bir ¢arpimsal tiirev ve F, R halkasi tizerinde tanimli d ile

belirli bir carpimsal (genellestirilmis) tlirev olarak alinacaktir.

Teorem 3.3.1. Her p,y € Adi¢in [d(p), F(y)] = £ [p,y] ise her p € 4 i¢in A[d(p),p] = (0)
olur. Ayrica R asal halka ve d tirev iken her p,y € Ai¢in [d(p),F(y)] = + [p,y] ise

A4, A] = (0) olur.
Ispat: Varsayalim Ki her p,y € 1 icin

[d(p), F¥)] = £[p.y]
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olsun. Bu esitlik w € 4 olmak tizere p yerine pw yazilip (2.10) esitligi ve d’nin tanimi

kullanilarak diizenlenirse her p,y, w € A i¢in

[d(p)w, F¥)] + [pd(w), F¥)] = £[p,ylw £ plw,y]

olur. Bu esitlik (2.10) esitligi kullanilarak diizenlenirse her p,y, w € A igin

d(p)[w, F)] + [d(p), F)]w + pld(w), FY)] + [p, F¥)]d(w) = £[p,y]w * p[w,y]

elde edilir. Bu esitlik hipotez kullanilarak diizenlenirse her p,y, w € A igin

d(p)[w, F)] x [p.ylw £ plw,y] + [p, F(y¥)]d(w) = [p,y]o + plw,y]

bulunur. Yani her p,y, w € 4 i¢in

0 =d(p)w, F@I + [p, F¥)]d(w) (3.31)

olur. (3.31) esitligi pyerine wp yazilip d’nin tanimi ve (2.10) esitligi kullanilarak

diizenlenirse her p,y, w € Ai¢in

0 = (d(w)p + wd(p))[w, F¥)] + wlp, F(y)]d(w) + [w, F(y)]pd(w)

esitligi bulunur. Yani her p,y, w € A igin

0 = d(w)plw, F¥)] + wd(p)[w, F¥)] + wlp, F(y)]d(w) (3.32)
+ [w, F(y)]pd(w)

demektir. (3.31) esitligi soldan w ile ¢arpilirsa her p,y, w € A i¢in

0 = wd(p)[w, Fy)] + wlp, F(y)]d(w)

esitligi elde edilir. Bu esitlik (3.32) esitliginden ¢ikarilip diizenlenirse her p,y, w € A igin

0 = d(w)plw, F®)] + [0, F(y)]pd(w)

olur. Yani her p,y, w € 4igin

40



d(w)p[w, F¥)] = —[w, F(y)]pd(w) (3.33)

olur. (3.33) esitliginde t € A olmak tizere p eleman1 yerine pd(w)t elemani yazilirsa her

p,y,w,t € Aigin

d(w)pd(w)tlw, Fy)] = —[w, F(y)]pd(w)td(w) (3.34)

elde edilir. (3.33) esitligi sagdan td(w)p[w, F(y)] elemani ile garpilarak diizenlenirse her
p,y,w,t € digin

d(w)plw, F@)]td(w)plw, F(y)] = —[w, F(y)]pd(w)td(w)plw, Fy)]  (3.35)

olur. (3.35) esitligi (3.34) esitligi kullanilarak diizenlenirse her p,y, w, t € 1 i¢in

d(w)plw, FY)]td(w)plw, F(y)] = d(w)pd(w)t[w, F)lplw, F(y)]  (3.36)

esitligine ulagsilir. (3.33) esitliginde t € A olmak sartiyla p elemani t elemaniyla degistirilip
(3.36) esitliginde yerine yazilirsa her p,y, w, t € A i¢in

d(w)plw, Fy)]td(w)plw, FY)] = —d(w)plw, F(y)]td(w)plw, F(¥)]

olur. Buise her p,y, w, t € Aigin

0 = 2d(w)p[, F¥)]td(w)plw, F (¥)]

demektir. R 2_burulmasiz yari-asal halka oldugundan her p,y, w,t € 1i¢in

0 = d(w)plw, F(y)]td(w)plw, F(y)]

bulunur. Son esitlik r € R olmak esasiyla t yerine rt yazilarak diizenlenirse her p,y, w,t €

Aver € R i¢in

0 = d(w)plw, F(y)]rtd(w)plw, F(¥)]
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esitligi elde edilir. Bu esitlik soldan t ile ¢arpilarak diizenlenirse her p,y, w,t € Aver € R
i¢in
0 = td(w)plw, F(y)]rtd(w)plw, F(y)]

bulunur. Buradan p,y, ,t € 4

(0) = td(w)plw, Fy)]Rtd(w)p[w, F(y)]

olur. R yari-asal halka oldugundan her p,y, w,t € A i¢in

0 = td(w)plw, F(y)]
elde edilir. Bu son ifade r € R olmak sartiyla p elemanit rp elemaniyla degistirilip
diizenlenirse her p,y, w, t € Aver € R igin
0 = td(w)rplw, F(y)]
bulunur. Yani hery,w € 4
(0) = Ad(w)RA[w, F(y)]

elde edilir. Ayrica B(R) =N{P | P asal ideal} R halkasinin asal radikali ve P =
{P, | @« € I,P,,R halkastnin idealleri } olmak  lizere her y,weA icin
Ad(w)RA[w, F(y)] € P, olur. Burada P, asal ideal oldugundan her y, w € A i¢in Ad(w) <
P, veya Alw, F(y)] € P, bulunur. Bu ise her y,w € 1 i¢in [w, F(y)]Ad(w) S P, veya
d(w)Alw, F(y)] € P, demektir. (3.33) esitliginden her y,w € A ve P, € P igin iki durum
icinde d(w)A[w, F(y)] € P, sonucuna ulagilir. Yani hery, w € A igin

d(w)A[w, Fy)]€nP
olur. Yani hery, w € 1i¢in

(0) = d(w)A[w, F(y)]

dir. Bu esitlikte y eleman1 yw elemaniyla degistirilip F’nin tanimi kullanilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa her p,y, w € 1 igin

0 =d(w)p[w, Fyw)]
= d(w)plw, FF)w + yd(w)]
= d(w)plw, Fy)w] + d(w)p[w,yd(w)]
bulunur. Elde edilen son esitlik (2.11) esitligi kullanilarak diizenlenirse her p,y, w € 4 igin
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0 = d(w)plw, FY)]w + d(w)p[w,yd(w)]

elde edilir. Bu son esitlik daha 6nce elde edilen (0) = d(w)A[w, F(y)] esitligi kullanilarak

diizenlenirse her p,y, w € A i¢in

0 = d(w)p[w,yd(w)]

oldugu goriilir. Bu ifade soldan wy elemani ile garpilirsa her p,y,w € A4 i¢in 0 =
wyd(w)pl[w,yd(w)] , ayn1 ifade daha sonra p elemani yerine wp eleman1 yazilip soldan y
elemaniyla ¢arpilirsa 0 = yd (w)wp[w, yd(w)] olur. Elde edilen bu son esitlikler birbirinden
cikarilirsa her p,y, w € 1 igin

0 = [w,yd(w)]p[w,yd(w)]

esitligine ulasilir. Elde edilen son esitlikr € R olmak {izere p Yyerine rp yazilarak

diizenlenirse her p,y, w € Ave r € R igin

0 = [w,yd(w)]rp[w,yd(w)]

bulunur. Son esitlik soldan p ile carpilirsa her p,y, w € Ave r € R igin

0 = plw,yd(w)]rp[w,yd(w)]

olur. Yani p,y, w € A igin

(0) = plw,yd(w)]Rp[w,yd(w)]

dir. R yari-asal halka oldugundan her p,y, w € 4 i¢in

0 = pl[w,yd(w)] (3.37)

olur. Bu esitlikte y yerine d(w)y yazilip Lie komiitatér tanimi kullanilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa her p,y, w € 1 igin

0 = p(wd(w)yd(w) — d(w)yd(w)w) = pud(w)yd(w) — pd(w)yd(w)w

bulunur. Yani her p,y, w € 4 igin
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pwd(w)yd(w) = pd(w)yd(w)w (3.38)

olur. Bu ifade u € A olmak {izere y eleman: yerine yd(w)u eleman: yazilarak diizenlenirse

her p,y, w,u € 1 igin

0 = pwd(w)yd(w)ud(w) — pd(w)yd(w)ud(w)w

elde edilir. Son esitlik (3.38) esitligi kullanilarak diizenlenirse her p,y, w,u € A igin

0 = pd(w)yd(w)wud(w) — pd(w)yzd(w)ud(w)

esitligine ulasilir. Bu esitlik Lie komiitator tanimi kullanilarak diizenlenirse her p,y, w,u €

Aigin

0 = pd(w)y[d(w), w]ud(w) (3.39)

olur. (3.39) esitliginde y yerine wy yazilarak diizenlenirse her p,y, w, u € A igin

0 = pd(w)wy[d(w), w]ud(w) (3.40)

bulunur. Benzer sekilde (3.39) esitliginde p elemani yerine pw elemani yazilarak

diizenlenirse her p,y, w,u € 4 i¢in

0 = pwd(w)y[d(w), w]ud(w) (3.41)

olur. (3.40) esitliginden (3.41) esitligi ¢ikarilip Lie komiitator tanimi kullanilirsa her
p,y, w,u € Aigin

0 = p[d(w), w]y[d(w), w]ud(w) (3.42)
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elde edilir. (3.42) esitligi sagdan w eleman ile ¢arpilarak diizenlenirse her p,y, w, u € 4 igin

0 = p[d(w), w]y[d(w), w]ud(w)w (3.43)

bulunur. Benzer sekilde (3.42) esitliginde u elemanm1 uw elemaniyla degistirilirse her

Py, w, U € Aigin

0 = p[d(w), w]y[d(w), w]uwd(w) (3.44)

esitligi elde edilir. (3.43) esitliginden (3.44) esitligi c¢ikarilip Lie komdiitatdr tanimi

kullanilarak diizenlenirse her p,y, w,u € A igin

0 = p[d(w), wly[d(w), w]u[d(w), w]
bulunur. Bu ise her w € 4 i¢in

(0) = Ad(w), w]A[d(w), w]A[d(w), w]
demektir. Yani her w € A igin

(0) = (A[d(w), w])®
dir. R yari-asal halka oldugundan her p,y, w,u € A igin
(0) = A[d(w), w]
olur.
R’nin asal halka ve d’nin tiirev olmas1 durumunda hipotez incelenirse;
(3.37) esitligi y yerine ty yazilarak diizenlenirse her p,y, ,t € 4 igin
0 = plw,yd(w)] + plw, t]yd(w)

elde edilir. (3.37) esitliginde p elemani pt elemaniyla degistirilerek elde edilen esitlik {ist

satirda yazan esitlikten ¢ikarilirsa her p,y, w, t € 1 igin
0 = plw, t]lyd(w)
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bulunur. Bu esitlik benzer sekilde r € R olmak iizere y elemani yerine ry eleman1 yazilarak

diizenlenirse her p,y, w,t € Aver € R igin
0 = plw, t]ryd(w)
olur. Buradan her p,y, w, t € A igin
(0) = plw, t]Ryd(w)

olur. R asal halka oldugundan her p,y, w,t € A i¢in p[w, t] = 0 veya yd(w) = 0 bulunur.
Yani A1[1,1] =0 veya Ad(1) = 0 olur. Varsayalim ki 1 d(4) = 0 olsun. Hipotezde p
yerine pt yazilirsa her p,y, t € A i¢in [d(pt), F(y)] = %[pt,y] olur. Bu esitlik d 'nin tanimi
ve (2.10) esitligi kullanilarak diizenlenirse p,y,t € A igin

[d(p)t, F&)] + [pd(1), F(¥)] = £plt,y] £ [p,y]t
olur. Burada A d(4 ) = 0 esitliginden her p,y, t € A igin
[d(p)t, FY)] = £plt,y] £ [p,y]t
bulunur. Bu esitlik (2.10) esitligi kullanilarak diizenlenirse her p,y, t € 4 i¢in

d(p)[t, FWI+ [d(p), F)1t = Lplt,y] £ [p,ylt

olur. Bu son ifade hipotez kullanilarak diizenlenirse her p,y, t € A igin
d(p)[t, F] £ [p.ylt = +plt,y] + [p,y]t
esitligine ulasilir. Bu ise her p,y, t € 4 igin
d(p)[t, F(y)] = £plt,y]
demektir. Son esitlik soldan A ile garpilip diizenlenirse her p,y,t € 1 i¢in
Ad(p)[t, F(y)] = £2p[t,y]
olur. Buifade A d(1) = 0 esitligi kullanilarak diizenlenirse her p,y,t € A igin
(0) = +2p[t,y]

bulunur. Burada r € R, a € 1 olmak lizere p yerine rp yazilarak gerekli diizenlemeler

yapilirsa her a, p,y,t € A ver € R i¢in

0 = tarp[t,y]
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esitligine ulasilir. Buradan her a, p,y,t € 4 igin
(0) = taRp[t,y]
bulunur. R asal halka oldugundan her a, p,y,t € 1 igin
a=0veyap[t,y]=0

olur. Buradan A = (0) veya 1[4, 1] = (0) olur. Kabuliimiizden dolay1 1 # (0) dir. O halde
A[A, 4] = (0) olur.

Sonug¢ 3.3.2. Her p,y € R i¢in [d(p), F(y)] = *[p,y] ise her p eleman: igin [d(p),p] =0

olur.

Ispat: Teorem 3.3.1. den ve her halka bir sol ideal oldugundan her p,y € R igin
[d(p), F(y)] = £[p,y] ise her p € R igin

(0) = R[d(p), p]
olur. Bu ifade soldan [d(p), p] ile ¢arpilarak diizenlenirse her p € R igin
(0) = [d(p), p] R[d(p), p]

bulunur. R yari-asal halka oldugundan her p € R i¢in

0= [d(p),p]
olur.
Teorem 3.3.3. Her p,y € A igin [d(p), F(y)] = £(poy) ise her p € A igin A[d(p), p] = (0)
olur.
Ispat: Varsayalim ki her p,y € 1 igin

[d(p), F)] = £(poy)

olsun. Bu esitlik w € A olmak sartiyla p eleman: yerine pw elemani yazilip d’nin tanimi

kullanilarak diizenlenirse her p,y, w € A igin

[d(p)w + pd(w), F(y)] = +((pw)oy)

elde edilir. Bu esitlik (2.3), (2.10) ve (2.15) esitlikleri kullanilarak diizenlenirse her p,y, w €
Aigin
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d(p)w, F®] + [d(p), F]w + pld(w), F] + [p, F¥)]d(w) = +(poy)w + plw,y]
olur. Burada hipotez kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y, w € 4 i¢in
d(p)[w, F()] £ (poy)w + pld(w), F] + [p, F(¥)]d(w) = +(poy)w + plw,y]

elde edilir. Yani her p,y, w € A igin

d(p)[w, F] + pld(w), F®] + [p, F¥)]d(w) = tp[w,y] (3.45)

bulunur. (3.45) esitligi p yerine wp yazilip d’nin tanimi ve (2.10) esitligi kullanilarak

diizenlenirse her p,y, w € A igin
d(w)plw, F¥)] + o(d()[w, F)] + pld(w), F&)] + [p, F(1d(w)) + [w, F(¥)]p
= twplw,y]

esitligine ulasilir. Elde edilen bu esitlikte (3.45) esitligi kullanilarak diizenlenirse her
p,y,w € Aigin

d(w)plw, F(y)] £ wplw,y] + [w, FF)]p = twplw,y]
elde edilir. Bu ise her p,y, w € A igin
0 = d(w)plw, F®] + [w, FF)]p

demektir. Boylece Teorem 3.3.1. (3.33) esitliginden sonraki adimlar takip edilerek sonuca

ulagilir.
Sonu¢ 3.3.4. Herp,y € Rigin [d(p), F(y)] = £(p o y) ise her p € Ai¢in [d(p), p] = O olur.

Ispat: Teorem 3.3.3. ve her halkanin bir sol ideal oldugu kullamilirsa her p,y € R igin
[d(p), F(y)] = £(p oy) ise her x € Rigin (0) = R[d(p), p] olur. Bu esitlik soldan [d(p), p]

elemaniyla ¢arpilarak diizenlenirse her p € R i¢in

(0) = [d(p), p] R[d(p), p]

elde edilir. Boylece R yari-asal halka oldugundan her p € R igin

0= [d(p),p]
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olur.
Teorem 3.3.5. Her p,y € A igin [d(p), F(y)] = 0 ise her p € A i¢in A[d(p), p] = (0) olur.
Ispat: Kabul edelim ki her p,y € 1 igin

0 = [d(p), F(y)]

olsun. Bu esitlik w € 1 olmak iizere p yerine pw yazilip d’nin tanimi kullanilarak

diizenlenirse her p,y, w € A igin
0 =[d(p)w + pd(w), F(y)]
elde edilir. Bu ifade (2.3) ve (2.10) esitlikleri kullanilarak diizenlenirse her p,y, w € A igin
0 = d(p)lw, F¥)] + [d(p), FW]w + pld(w), F] + [p, F(y)]d (w)

bulunur. Son esitlik hipotez kullanilarak diizenlenirse her p,y, ® € A igin

0 =d(p)[w, F] + [p, F)]d(w) (3.46)

olur. (3.46) esitligi p elemani yerine wp elemant yazilip d’nin tanimi kullanilarak

diizenlenirse her p,y, w € A igin
0 = d(w)plw, F] + wd(p)[w, Fy)] + wlp, F(¥)]d(w) + [, F(y)]pd(w)
elde edilir. (3.46) esitligi soldan w ile ¢arpilip son esitlikten ¢ikarilirsa her p,y, w € 4 igin
0 = d(w)plw, F)] + [w, F(y)]pd(w)

bulunur. Boylece Teorem 3.3.1. (3.33) esitliginden sonraki basamaklar takip edilerek sonuca

ulagilir.

Teorem 3.3.6. §: R — R bir doniisiim, F: R — R § ile belirli carpimsal (genellestirilmis)

tiirev, d, R halkasi tizerinde tanimli bir ¢arpimsal tiirev olmak iizere,

her p,y € Aigin F([p,y]) £ [d(p),d(y)] £ [p,y] = Oise her p € Aigin A[d(p), p] = (0) ve
A[8(p), p] = (0) olur.

Ispat: Kabul edelim ki her p,y € 1 igin
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0=F(p,yD) + [d(p),dy)] + [p,y]

olsun. Bu esitlik y eleman1 yerine yp elemani yazilip F’nin tanimi, d ’nin tanimi, (2.3) esitligi

ve (2.11) esitliligi kullanilarak diizenlenirse her p,y € A i¢in

0=F(pyDp+[pylé(p) +dy)[d(p),p] + [d(p),d(¥)]p + [d(p),yld(p) + [p.y]p

elde edilir. Hipotez sagdan p ile carpilip bu son esitlikten ¢ikarilirsa her p,y € 4 igin

0 =[p,yl6(p) +d¥)[d(p), p] + [d(p),y]ld(p) (3.47)

olur. (3.47) esitliginde y yerine py yazilip d’nin tanim1 ve (2.11) esitligi kullanilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa her p,y € 4 i¢in

0 = plp,y16(p) + d(p)yld(p), p] + pd(¥)[d(p),p] + pld(p),yld(p)

(3.48)
+ [d(p), plyd(p)

bulunur. (3.47) esitligi soldan p elemani ile ¢arpilirsa 0 = p[p,y]5(p) + pd(¥)[d(p), p] +
pld(p),yld(p) olur. Bu esitlik (3.48) esitliginden ¢ikarilirsa her p,y € 4 igin

0 =d(p)yld(p),p] + [d(p),plyd(p)

esitligine ulagilir. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y € 4 i¢in

d(p)yld(p),pl = —[d(p), plyd(p) (3.49)

olur. (3.49) esitligi w € A olmak iizere y elemani yerine yd(p)w elemani yazilarak

diizenlenirse her p,y, w € A igin

d(p)yd(p)w[d(p),p] = —[d(p), plyd(p)wd(p) (3.50)
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bulunur. (3.49) esitligi sagdan wd(p)y[d(p), p] elemant ile garpilirsa her p,y, w € A igin

d(p)yld(p), plwd(p)y[d(p), p] = —[d(p), plyd(p)wd(p)y[d(p), p] (3.51)

olur. (3.51) esitliginde (3.50) esitligi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y, w €
A igin

d(p)yld(p), plwd(p)y[d(p), p] = d(p)yd(p)w[d(p), ply[d(p), p] (3.52)

bulunur.  (3.49) esitliginde y yerine ® yazilrsa her p,w €A igin
d(p)w[d(p),p] = —[d(p), plwd(p) elde edilir. Bu esitlik (3.52) esitliginde yerine yazilarak

gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y, w € 1 igin

d(p)yld(p), plwd(p)y[d(p), p] = —d(p)y[d(p), plwd(p)y[d(p),p]

olur. Bu ise her p,y, w € 4 i¢in

0 = 2d(p)y[d(p), plwd(p)y[d(p), p]

demektir. R 2_burulmasiz halka oldugundan her p,y, w € 2 igin

0 = d(p)yld(p), plwd(p)yld(p), p]

olur. Burada r € R olmak iizere w elemani yerine rw elemani yazilarak gerekli diizenlemeler

yapilirsa her p,y, w € Aver € R igin

0 = d(p)yld(p), plrwd(p)y[d(p), p]

elde edilir. Son esitlik soldan w ile ¢arpilirsa her p,y, w € Ave r € R igin

0 = wd(p)yld(p), plrwd(p)yld(p), p]

bulunur. Yani her p,y, w € 4 igin

(0) = wd(p)yld(p), p]Rwd(p)y[d(p), p]

olur. Burada R yari-asal halka oldugundan her p,y, w € 4 igin
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0 = wd(p)yld(p),p] (3.53)

olur. (3.53) esitligi w elemani yerine wp elemani yazilarak diizenlenirse her p,y, w € A igin

0 = wpd(p)yld(p), p] (3.54)

elde edilir. Benzer sekilde (3.53) esitliginde y eleman1 yerine py elemani yazilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa her p,y, w € A igin

0 = wd(p)pyld(p), p] (3.55)

bulunur. (3.55) esitliginden (3.54) esitligi ¢ikarilip Lie komiitator tanimi kullanilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa her p,y, w € A igin

0 = w[d(p), plyld(p), p]

esitligine ulagilir. Boylece son ifade r € R olmak iizere y elemani yerine ry elemani

yazilarak diizenlenirse her p,y,w € Ave r € R igin

0 = w[d(p), p]ryld(p), p]

bulunur. Bu esitlikte w elemani yerine y elemani yazilirsa her p,y € A ve r € R igin

0 =y[d(p), p]ryld(p), p]

olur. Buradan her p,y € 1 igin

(0) = y[d(p), p]Ryld(p), p]

elde edilir. R yari-asal halka oldugundan her p,y € 1 i¢in

0 =y[d(p),pl

bulunur. Yani her p € A igin A[d(p), p] = (0) olur.
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Simdi benzer sekilde (3.47) esitligi s € R olmak iizere y yerine sy yazilip d’nin

tanimi1 ve (2.11) esitligi kullanilarak diizenlenirse her p,y € A ve s € R i¢in

0 = [p,slyd(p) + s[p,yl6(p) + d(s)yld(p),p] + sd(y)[d(p),p] + [d(p),slyd(p)
+ s[d(p),yld(p)

elde edilir. (3.47) esitligi soldan s ile ¢arpilirsa her p,y € A ve s € Ri¢in 0 = s[p,y]6(p) +
sd(y)[d(p),p] + s[d(p),yld(p) esitligi elde edilir. Bu esitlik bir st satirdaki esitlikten

cikarilarak diizenlenirse her p,y € A ve s € R igin

0 = [p,slyd(p) + d(s)yld(p),p] + [d(p),slyd(p)

bulunur. Bu ifade daha once elde edilen A[d(p),p] = 0 denkleminden yararlanarak

diizenlenirse her p,y € A ve s € R igin

0 = [p,slyd(p) + [d(p), slyd(p) (3.56)

elde edilir. (3.56) esitligi y eleman1 yerine yp elemani yazilarak diizenlenirse her p,y € 1 ve

S € R i¢in

0 = [p,slypd(p) + [d(p),slypd(p) (3.57)

olur. (3.56) esitligi sagdan p ile ¢arpilirsa her p,y € A ve s € R igin

0 = [p,slyd(p)p + [d(p),slyd(p)p (3.58)

bulunur. Elde edilen (3.58) esitliginden (3.57) esitligi ¢ikarilip Lie komiitator tanimi

kullanilirsa her p,y € A ve s € R i¢in

0 = [p,sly[6(p), p] + [d(p),sly[d(p), p]

olur. Bu esitlik daha once elde edilen A[d(p), p] = (0) esitligi kullanilarak diizenlenirse her
p,y EAves € R igin
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0 = [p,sly[6(p), p]

elde edilir. Bu esitlikte s eleman1 yerine §(p) elemani yazilip (2.2) esitligi kullanilarak

gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y € 1 i¢in

0=[5(p),plyl[6(p), p]

bulunur. Son esitlik r € R olmak {izere y eleman1 yerine ry elemani yazilarak diizenlenirse

her p,y € Aver € R igin
0 =1[8(p),plry[6(p). p]
olur. Elde edilen son ifade soldan y ile ¢arpilirsa her p,y € A ve r € R i¢in

0 =y[6(p),plry[6(p),p]

bulunur. Burada her p,y € 4 i¢in

(0) =y[6(p), p IRy[8(p), p]
olur. R yari-asal halka oldugunda her p,y € A igin
0 =y[6(p),p]
bulunur. Yani her p € 1 i¢in 1[§(p), p] = 0 olur.

Sonug¢ 3.3.7. 6: R — R bir doniisiim, F: R — R § ile belirli ¢arpimsal (genellestirilmis)

tiirev ve d, R halkasi lizerinde taniml1 bir ¢carpimsal tiirev olmak {izere,

her p,y € R i¢cin F([p,y]) £ [d(p),d(¥)] £ [p,¥] = 0 ise her p elemani i¢in [d(p),p] = 0
ve [§(p),p] = O olur.

Ispat: Teorem 3.3.6. ve her halkanin bir sol ideal oldugu kullamilirsa her p,y € R igin
F(lp,yD) £ [d(p),d(¥)] x [p,y] = 0 ise her p elemani igin

(0) = R[d(p), p]

olur. Bu ifade soldan [d(p), p] ile carpilarak diizenlenirse her p € R i¢in

(0) = [d(p), p] R[d(p), p]

esitligine ulasilir. R yari-asal halka oldugundan her p € R i¢in
0 = [d(p), p]
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olur. Ayn1 sekilde [6(p), p] = 0 i¢inde yapulir.
Sonu¢ 3.3.8. d, 5: R — R iki carpimsal tlirev olmak tlizere,

her p,y € 4 igin §([p,y]) = [d(p),d(¥)] = [p,y] = 0 ise her p € A i¢in A[d(p), p] = (0)
ve A[6(p), p] = (0) olur.

Ispat: Kabul edelim ki her p,y € 2 i¢in

0=26([p,yD + [d(p),d]+ [p.y]

olsun. Bu ifadede y eleman1 yerine yp elemani yazilip d’nin tanimi, §’nin tanimi ve (2.11)

esitligi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p, y € 4 i¢in

0=256(p,yDp + [p,y16(p) + d¥)d(p),p] + [d(p), d¥)]p + [d(p),yld(p) + [p,¥]p

esitligi elde edilir. Hipotez sagdan p ile ¢arpilip bu son ifadeden ¢ikarilirsa her p,y € 4 igin

0= [p,ylé(p) +d)[d(p),p] + [d(p),yld(p)

bulunur. Boylece Teorem 3.3.6. (3.47) esitliginden sonraki adimlar takip edilerek sonuca

ulagilir.
Sonu¢ 3.3.9.d, §: R — R iki carpimsal tlirev olmak lizere,

her p,y € 4 i¢in 6([p,y]) = [d(p),d(y)] = 0 ise her p eleman: i¢in A[d(p), p] = (0) ve
A[6(p), p] = (0) olur.

Ispat: Kabul edelim ki her p,y € A igin

0=46([p,yD + [d(p), d(y)]

olsun. Bu ifadede y yerine yp yazilip d’nin tanimi, § ‘nin tanimi, (2.3) ve (2.11) esitlikleri

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y € A igin

0=(0(pyD + [d(p),d¥)Dp + [p.y]16(p) + d¥)[d(p), p] + [d(p),y]d(p)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte hipotez kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y €
A i¢in

[p,y16(p) + d(¥)[d(p), p] + [d(p),yld(p) =0

olur. Boylece Teorem 3.3.6. (3.47) esitliginden sonraki adimlar takip edilerek sonuca

ulagilir.

55



0 e j
Ornek 3.3.10. Z tamsayilar halkasi olmak tlizere, R = {(0 0 l) | e j,l€ Z} bi¢iminde
0 0 O

0 1 1 0 1 1
(0 0 0> R (0 0 0> = (0)
0 0 O 0 0 O

oldugundan yari-asal halka degildir. F,d: R — R olmak lizere,

0 e j 0 e j*
d(O 0 l) = (0 0 —l>
0 0 O 0 0 O
0 e § 0 e O
F<O 0 l) = <O 0 —l)
0 0 O 0 0 O

bi¢iminde tanimlanan F doniisiimii d doniisiimii ile belirli ¢arpimsal (genellestirilmis) tiirev,
burada her p,y € 4 i¢cin [d(p), F(y)] = £[p,y] iken her p € A i¢in [d(p),p] # O dir.
Dolayisiyla, Sonug 3.2.2.’deki yari-asallik sart1 kaldirilamaz.

tanimlanan R halkasi

bir doniisiim,

0 e j
Ornek 3.3.11. Z tamsayilar halkasi olmak iizere, R = {(O 0 l) | ej,l€ Z} bigiminde
0 0 O

0 1 1 0 1 1
0 0 OJR|O O 0)=(0)
0 0 O 0 0 O

oldugundan yari-asal halka degildir. F,d: R — R olmak lizere,

0 e j 0 e j*
(505
0 0 O 0 0 O
0 e J 0 e O
#(o 0 1)=(0 0 1}
0 0 O 0 0 O

seklinde tanimlanan F doniistimii d dontisiimii ile belirli garpimsal (genellestirilmis) tiirev,
burada her p,y € 1 icin [d(p), F(y)] = (poy) iken her p € A1 i¢cin [d(p),p] # O dir.
Dolayisiyla Sonug 3.2.4.’deki yari-asallik sart1 kaldirilamaz.

tanimlanan R halkasi

bir doniistim,
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0 e j
Ornek 3.3.12. Z tamsayilar halkasi olmak tlizere, R = {(0 0 l) | e j,l€ Z} bi¢iminde
0 0 O

0 1 1 0 1 1
(0 0 0> R (0 0 0> = (0)
0 0 O 0 0 O

oldugundan yari-asal halka degildir. F,d,§: R — R olmak iizere

0 e J 0 e O
o0 0 1)=(0 0 1)
0 0 O 0 0 O
0 e j 0 e? j?
6(0 0 l>=<0 0 —l>,
0 0 O 0 0 O
0 e j 0 0
F(O 0 l>=<0 el3>
0 0 O 0 0 O

bi¢iminde tanimlanan F doniisiimii § doniistimii ile belirli ¢arpimsal (genellestirilmis) tiirev

tanimlanan R halkasi

oS ®

ve d ¢arpimsal doniistimdiir. Burada, her p,y € A igin F([p,y]) + [d(p),d(¥)] + [p,¥] = 0
iken her p € A i¢in [d(p),p] # 0 ve [6(p), p] # 0 olur. Dolayisiyla, Sonug 3.2.7.”deki yari-
asallik sart1 kaldirilamaz.
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DORDUNCU BOLUM
YARI-ASAL HALKALAR UZERINDE CARPIMSAL (GENELLESTIRILMIS)-
(a, ®)-TERS TUREVLER ILE ILGILI SONUCLAR

Bu alt boliimde (Karahan, vd., 2022) tarafindan elde edilen bu sonuglar orijinaldir
ve Journal of New Theory adli dergide “On the Multiplicative (Generalized)-(a, @)-
Derivations of Semi-prime Ring” ad1 ile 01/07/2022 tarihinde yaymlanmuistir.

Bu béliimde aksi belirtilmedikge R yari-asal halka, I, R halkasinin sifirdan farkli bir
sag (sol) ideali, d: R — R bir doniisiim, «, R halkasi {izerinde taniml1 bir anti-epimorfizma
fakat I € Ker{a}, F:R — R doniisiimii ise (F,d) carpimsal (genellestirilmis)-(a, @)-ters

tirev olarak alinacaktir ve a(I) = J olarak adlandirilacaktir.

Lemma 4.1. (F,d) carpimsal (genellestirilmis)-(a, @)-ters tiirev ise her p,y € [ igin
d(py) = d(y)a(p) + a(y)d(p) olur.

Ispat: Varsayalim ki her p,v € I igin

F(pv) = F(w)a(p) + a(w)d(p) (4.1)

olsun. Bu esitlik p eleman1 yerine py elemani yazilip a’nin tanimi kullanilarak diizenlenirse

her p,y,v € I igin

F((py)v) = F)a®a(p) + a)d(py) (4.2)

olur. (4.1) esitliginde v yerine yv yazilip F’nin tanim1 ve a’nin tanimi kullanilarak gerekli
diizenlemeler yapilirsa her p,y,v € I igin F(p(yv)) =FWa@alp) + aw)dy)a(p) +
a()a(y)d(p) bulunur. Elde edilen bu esitlik (4.2) esitliginden ¢ikarilarak gerekli
diizenlenirse her p,y,v € I igin

0 = a(@)(d(py) — dy)a(p) — aly)d(p))
olur. Buradan her p,y € I i¢in
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0= a(R)(d(py) — d(y)alp) — ay)d(p))

elde edilir. @ anti-epimorfizma oldugundan a(R) = R dir. Boylece her p,y € I i¢in

(0) = R(d(py) —d@)a(p) — a(y)d(p))
bulunur. Bu son esitlik soldan (d(py) — d(y)a(p) — a(y)d(p)) eleman: ile garpilirsa her
p,y € I i¢in
(0) = (d(py) — d@a(p) — ay)d(P)R(d(py) — d¥)a(p) — a(y)d(p))

olur. Burada R yari-asal halka oldugundan her p,y € I igin

0 =d(py) — d®a(p) — a(y)d(p)

esitligine ulasilir. Yani her p,y € I igin d(py) = d(y)a(p) + a(y)d(p) olur. Bu ise d’nin

(a, a)-ters tiirev oldugunu gosterir.
Lemma4.2. F(0) = 0.

Ispat: Kabul edelim ki her p,y € I icin

F(py) = F@)a(p) + a(y)d(p)
olsun. Burada p = 0 ve y = 0 olarak alinirsa her p,y € I i¢in
F(00) = F(0)a(0) + a(0)d(0)

olur. @ doniisimii anti-epimorfizma oldugundan a@(0) = 0 dir. Boylece her p,y € I i¢in

F(0) = 0 elde edilir.

Ornek 4.1. (H, +,) degismeli bir halka, (S,@®, ©) degismeli olmayan bir halka, (S°?,@,*)
halkas1 (S,8,©) halkasinin opposite halkasi, a:S°P — S°P bir anti-homomorfizma,
d:S°P? — S°P carpimsal (a, a)-ters tirev ve F:S°? — S°P d ile belirli garpimsal
(genellestirilmis)-(a, a)-ters tirev u, @, @:H x S°? - H x S°P  doniisiimler sirasiyla
ulu,p) = (u,F (p)), ®(u,p) = (u,d(p)), e, p) = (u,a(p)) bi¢giminde tanimlansin.
Ayrica ¢, H x S°P lizerinde bir anti-homomorfizma ve @ ¢arpimsal (¢, ¢)-ters tiirev olmak
iizere p, @ ile belirli carpimsal (genellestirilmis)-(¢, @)-ters tirev iken c¢arpimsal

(genellestirilmis)- (¢, ¢)-tiirev degildir.

Coziim. u,v € H ve p,y € S°P olmak tizere ¢’nin tanim1 kullanilarak her (u, p),(v,y) €
H x S°P i¢in
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o((u, p)(,y)) = o((uv,yp)) = (uv, a(yp))

elde edilir. Bu esitlik H halkasinin degismeli olmasi ve a’nin tanimi kullanilarak

diizenlenirse her (u, p),(v,y) € H x S°P i¢in
(uv,ayp)) = (vu, a(p)a®)) = (v, a@))((w a(p))
olur. Son ifade ¢ ’nin tanim1 kullanilarak diizenlenirse her (u, p),(v,y) € H x S°P igin
(v, a®)(w alp)) = ¢,y e, p)

bulunur. Yani her (w, p),(b,y) € H x S°P icin ¢((u,p)(b,y)) = ¢(b,y)p(u, p) elde edilir.

Boylece ¢ ‘nin bir anti-homomorfizma oldugu gosterilmis olur.

Ayrica u,v € H ve p,y € S°? olmak iizere @’nin tanimi kullanilirsa her

(4 p),(v,y) € H x S igin

o((w, P)(,y)) = ¢((uv,yp)) = (uv, d(yp))

olur. Yani her (u, p),(v,y) € H x S°P igin

®o((w,p)(v,y)) = (uv,d(yp)) (4.3)

bulunur. Daha sonra @(v,y)e(u,p) + o(v,y)@(u,p) ¢’nin tanimi ve @’nin tanimi

kullanilarak diizenlenirse her (u, p),(v,y) € H x S°P i¢in

P, )p W, p) + eW,YPw,p) = (v,d)(w a(P)) + (v, a(¥)) (w, d(p))

elde edilir. Bu ise her (u, p),(v,y) € H x S°P igin

(v, d®)(w a(P)) + W, a@)(w, d(P) = (vu, a(P)d)) + (vu, d(p)a(y))

demektir. Bu esitlik d’nin tanimi kullanilarak diizenlenirse her (u, p),(v,y) € H x S°? i¢in

(vu, a(P)d®)) + (vu, d(p)a®)) = (v, a(P)d®) + d(p)a(¥)) = (w, d(yp))

olur. H halkas1 degismeli oldugundan her (u, p),(v,y) € H x S$°P igin

(vu, d(yp)) = (uv,d(yp))
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elde edilir. Yani her (u, p),(v,y) € H x §°P i¢gin

P, y)pWw,p) + o, y)P(u,p) = (vu, d(yp)) (4.33)

olur. Ayrica @(u,p)e(v,y) + ¢(u, p)®@(v,y) ®’nin tanimi Ve ¢’ nin tanimi kullanilarak

diizenlenirse her (u, p),(v,y) € H x S° igin
@ (w,P)p(v,p) + ¢, P)@W,y) = (1, d(P))(v,a®)) + (w, a(P) (v, d¥))
elde edilir. Yani her (w, p),(v,y) € H x S° igin
(wd(@) (W a®) + (u,a(P)(v.d¥)) = (wv, a(y)d(p)) + (uv, d¥)a(p))
bulunur. Bu esitlik d’nin tanimi kullanilarak diizenlenirse her (u, p),(v,y) € H x S° igin
(uv, a(y)d(p)) + (uv, d()a(p)) = (v, a¥)d(p) + d¥)a(p)) = (uv,d(py))

elde edilir. Yani her (u, p),(v,y) € H x S°P igin

@(u,p)e,y) + o, p)@(,y) = (uv,d(py)) (4.3b)

olur. Elde edilen (4.3) esitligi ve (4.3a) esitligi birbirine esit oldugundan her (u, p),(v,y) €
H x S°P i¢in dJ((u, p)(v,y)) =o(w,y)eu,p) + o(v,y)®(u,p) olur. Béylece @’nin bir
carpimsal (¢, @)-ters tiirev oldugu fakat S halkasi degismeli olmadigindan (4.3) esitligi
(4.3b) esitliginden farklidir cD((u, p) (v, y)) =P, p)e(y) + oW, p)®(w,y) Yani @ nin

carpimsal (¢, @)-tiirev olmadig1 goriliir.

Simdiise u, v € H ve p,y € S°P olmak iizere ¢ doniistimiiniin tanimi kullanilirsa her

(u,p),(v,y) € H x S°P igin

(@ P (W,y) = u(uv,yp)) = (uv, F(yp))

olur. Yani her (u,p),(v,y) € H x S°P igin
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u((wp)(,y)) = (uv, F(yp)) (4.3¢)

oldugu gorilir. Ayrica pu(v,y)eu,p) + o(v,y)@(u,p) esitligi u,® ve ¢@’nin tanimi

kullanilarak diizenlenirse her (u, p),(v,y) € H x S°P igin

@, e, p) + o, y)Pw,p) = (v, FE))(w alp)) + W, a®))(w, d(p))

elde edilir. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa her (u, p),(v,y) € H x S°P igin
(v, F®)(wa() + (v,a®))(w, d(p)) = (vu, a(p)F () + (vu, d(p)a(y))
olur. Bu ise her (u, p),(v,y) € H x S igin
(vu, a(P)F () + (v, d(p)a®)) = (vu, a(P)F () + d(p)a(y))

demektir. Bu ifade H halkasinin degismeliligi ve F’nin tanimi kullanilarak diizenlenirse her

(u,p),(v,y) € H x S°P igin
(uv, a(P)F ) + d(p)a(y)) = (uv, F(yp))

olur. Yani her (u, p),(v,y) € H x §°P igin

pw(u, p)e,y) + o, p)@w,y) = (uv, F(yp)) (4.3d)

oldugu goriilir. Ayrica pu(u,p)e(,y) + o(u,p)®(w,y) esitligi u, @ ve @’nin tanimi

kullanilarak diizenlenirse her (u, p),(v,y) € H x S°P i¢in

ww P)e,y) + ow, PP, y) = (w, F(P)(v,a®)) + (w, a(p) (v, d¥))

elde edilir. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa her (u, p),(v,y) € H x S°? i¢in

(wF()(v,a®) + (w a(@)(v,d®)) = (w, a@F () + (wv, d)a(p))
= (uv,a(y)F(p) + dy)a(p))

bulunur. Bu ifade F’nin tanim1 kullanilarak diizenlenirse her (u, p),(v,y) € H x S°? i¢in
(uwv, a@F(p) + d@a(p)) = (uv, F(py))

olur. Yani her (u,p),(v,y) € H x S°P i¢in
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wu, p)e,y) + o, p)@w,y) = (uv, F(py)) (4.3¢)

elde edilir. Boylece elde edilen (4.3c) esitligi ile (4.3d) esitligi birbirine esit oldugundan her
(w, p),(v,y) € H x S icin u((u, p) (v, ¥)) = u(w, P)o(v,y) + @(u, p)@(v,y) olur. Bu ise
w’nin dontisimii @ ile belirli ¢arpimsal (genellestirilmis)-(¢, @)-ters tiirev demektir. S
halkas1 degismeli olmadigindan (4.3c) esitligi (4.3e) esitliginde farklidir. Dolayisiyla
u((u, p)(v, y)) # u(u,p)e(,y) + o(u,p)®(v,y) olur. Yani u, @ ile belirli ¢arpimsal
(genellestirilmis)-(¢, ¢)-tiirev degildir.

Ornek 4.2. (H,+,") degismeli bir halka, (S,,®) halkasi degismeli olmayan bir halka,
(5°P,@,*) halkas1 (S,0,©) halkasinin opposite halkasi, a: S — S°P, a(x) = x bi¢iminde
tanimlanan bir doniisiim, d: S = S°P ¢arpimsal («, a)-ters tirev ve F: S — S°P d ile belirli
carpimsal sag (genellestirilmis)-(a, @)-ters tirev p, @, p:S x H = S°P x H doniisiimleri
sirastyla  u(a,x) = (F(a),x), @(a,x) = (d(a),x), ¢(a,x)=(a(a),x) bigininde
tanimlansin. Ayrica ¢, H tlizerinde bir anti-homomorfizma ve & c¢arpimsal (¢, @)-tiirev
olmak iizere pu, @ ile belirli ¢arpimsal (genellestirilmis)-(@, @)- tiirev iken carpimsal
(genellestirilmis)-(¢p, )- ters tiirev degildir.

Coziim: : a,b € S ve x,y € H olmak iizere H’nin degismeliligi, a’nin ve @’nin tanimi

kullanilirsa her (a, x), (b,y) € S x H igin

@(ab, xy)
= (a(ab),xy)

= (b*a,xy)

o((a,x)(b,y))

= (b*ayx)

= (by)ax)

= (a(b),y)(a(a),x)
= @b, y)e(a,x)

elde edilir. Béylece her (a, x), (b,y) € S x H i¢in ¢((a,x)(b,y)) = @(b,y)¢(a, x) oldugu

gortiliir. O halde ¢ anti-homomorfizmadir.
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Simdi ise H’nin degismeliligi, @’nin tanim1 ve ¢’nin tanimi kullanilarak her

(a,x),(b,y) € S x H igin

?((a,x)(b,y)) = (d(ab),xy) (4.4)
= (d(a) *x a(b) + a(a) » d(b), xy)
= (d(a) * a(b),xy) + (a(a) » d(b),xy)
= (d(a),x)(a(a),y) + (a(a),x)(d(b),y)
= P(a,x)9(b,y) + ¢(a,x)P(b,y)

elde edilir. Boylece her (a,x),(b,y) €S x H igin @((a,x)(b,y)) = ¢(b,y)¢(a x) +
@(b,y)®(a, x) esitligine ulagilir. O halde @ ¢arpimsal (¢, @)-tiirevdir.

Ayrica @(b,y)p(a,x) + @(b,y)®(a, x) ifadesi @ nin tanimi ve ¢’nin tanimi kullanilarak
diizenlenirse her (a, x), (b,y) € S x H igin
?(b,y)p(a,x) + @b, y)P(a,x) = (d(b),y)(ala),x)) + (a(b),y)(d(a),x)
elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse her (a, x), (b,y) € S x H i¢in
(d(b),y)(a(a),x)) + (a(b),y)(d(a),x) = (d(b)*a(a),yx)+ (a(b)*d(a),yx)
= (d(b) *a(a) + a(b) * d(a),yx)

bulunur. Bu esitlik d’nin tanimi1 kullanilarak diizenlenirse her (a, x), (b,y) € S x H igin
(d(b) x a(a) + a(b) x d(a),yx) = (d(ba), yx)

elde edilir. Yani her (a,x), (b,y) € S x H igin

@(b,y)p(a,x) + @b, y)®(a,x) = (d(ba),xy) (4.43)

olur.S halkasi degismeli olmadigindan (4.4) esitligi (4.4a) esitliginden farklidir

?((w,p)(W,y)) # @, p)e,y) + ¢, p)®(v,y), yani ® nin carpimsal (¢, @)-ters tiirev

olmadig: goriiliir.
Simdi a, b € S ve x,y € H olmak iizere y’nin tanim1 kullanilirsa her (a, x), (b,y) €
S x H i¢in
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w((a,x)(b,¥)) = u(ab, xy)) = (F(ab),xy)

bulunur. Yani her (a, x), (b,y) € S x H igin

u((a,x)(b,y)) = (F(ab), xy) (4.4b)

Bu esitlik F 'nin tanimi1 kullanilarak diizenlenirse her (a, x), (b,y) € S x H igin

(F(ab),xy) = (F(ab),xy) = (F(a) * a(b) + a(a) * d(b), xy)
= (F(a) * a(b),xy) + (a(a) * d(b), xy)

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa her (a, x), (b,y) € S x H igin
(F(a) x a(b), xy) + (a(a) * d(b), xy) = (F(a),x)(a(b),y) + (a(a),x)(d(b),y)

bulunur. Bu esitlik pu,@,¢ donlsimlerinin tanimi  kullanilarak diizenlenirse her

(a,x),(b,y) € S x H igin
(F(a),x)(a(b),y) + (a(a),x)(d(b),y) = u(a, x)(b,y) + ¢(a,x)®(b,y)
olur. Boylece her (a,x), (b,y) € S x H igin
u((a,x)(b,y)) = ula, )b, y) + ¢(a,x)®(b,y)

elde edilir. Dolayisiyla p, @ ile belirli carpimsal (genellestirilmis)-(¢, ¢)-tiirev oldugu

goriliir.

Ayrica u(b,y)e(a,x) + (b, y)®(a, x) esitligi u, @, ¢ doniisimlerinin tanim1 kullanilarak
diizenlenirse her (a, x), (b,y) € S x H igin

u(,y)p(a,x) + (b, y)@(a,x) = (F(b),y)(a(a),x) + (a(b),y)(d(a),x)

elde edilir. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa her (a, x), (b,y) € S x H igin

(F(b), y)(a(a),x) + (a(b),y)(d(a),x) = (F(b) * a(a), yx) + (a(a) » d(b), yx)
= (F(b)*a(a) + a(b) » d(a), yx)

bulunur. Bu ifade F’nin tanim1 kullanilarak diizenlenirse her (a, x), (b,y) € S x H igin

(F(b) * a(a) + a(b) * d(a),yx) = (F(ba), xy)
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olur. Boylece her (a, x), (b,y) € S x H igin

u(b,y)p(a,x) + ¢(b,y)®(a,x) = (F(ba),xy) (4.4c)

elde edilir. S halkas1 degismeli olmadigindan (4.4b) esitligi (4.4c) esitliginde farklidir.
Dolayisiyla  her  (a,x),(b,y) ES xH igin ,u((a, x)(b, y)) + u(b,y)o(a,x) +
@(b,y)®(a,x) olur. Boylece u, @ ile belirli ¢arpimsal (genellestirilmis)-(¢, @)-ters tiirev

olmadig goriliir.

Ornek 4.3. (H,+,") degismeli bir halka, (S,®,®) halkasi degismeli olmayan bir halka,
(§°P,@,*) halkasi (S,,©) halkasinin opposite halkasi, a: S = S°P, a(x) = x,d: S - S
carpimsal (@, a@)-tirev ve F:S — S°P d ile belirli ¢arpimsal sag (genellestirilmis)-(a, @)-
tirev u,®,:S x H - S°? x H dontisimleri sirasiyla p(a,x) = (F(a),x), ®(a,x) =
(d(a),x), ¢(a,x) = (a(a),x) bigininde tanimlansin. Ayrica ¢, H {lizerinde bir anti-
homomorfizma ve @ carpimsal (¢, @)-ters tiirev olmak lizere u, @ ile belirli ¢arpimsal

(genellestirilmis)- (¢, @)-ters tiirev iken carpimsal (genellestirilmis)-(, @)- tiirev degildir

Coziim: a,b €S ve x,y € H olmak iizere H’nin degismeliligi, a’nin ve @’nin tanimi

kullanilirsa her (a, x), (b,y) € S x H igin(a, x), (b,y) € S x H igin

@(ab,xy)

= (a(ab),xy)
=  (bxaxy)

¢((a,x)(b,y))

=  (brxayx)
= (by)(ax)
= (a(b),y)(a(a)x)
= oD y)e(ax)
elde edilir. Béylece her (a, x), (b,y) € S x H i¢in ¢((a,x)(b,y)) = @(b,y)¢(a, x) oldugu

gortiliir. O halde ¢ anti-homomorfizmadir.

Simdi ise H’nin degismeliligi, @’nin tanimi ve ¢’nin tanimi kullanilarak her

(a,x),(b,y) € S x H igin
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®?((a,x)(b,y)) = (d(ab),xy) (4.4d)
= (d(b) *a(a) + a(b) x d(a),yx)
= (d(b) * a(a),yx) + (a(b) * d(a), yx)
= (d(b),y)(a(a),x) + (a(b),y)(d(a), x)
= @(b,y)e(a,x) + @(b,y)P(a x)

elde edilir. Boylece her (a,x),(b,y) €S x H icin @((a,x)(b,y)) = ®(b,y)¢(a x) +
@(b,y)®(a, x) esitligine ulasilir. O halde @ carpimsal (¢, @)-ters tiirevdir.

Ayrica @(a,x)@(b,y) + ¢(a,x)®(b,y) ifadesi @’nin tanimi1 ve ¢’ nin tanimi kullanilarak
diizenlenirse her (a,x), (b,y) € S x H igin

®(a,x)(b,y) + ¢(a,x)@(b,y) = (d(a),x)(a(b),y)) + (a(a),x)(d(b),y)

elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse her (a, x), (b,y) € S x H igin

(d(a),x)(a(b),y)) + (a(a),x)(d(b),y) = (d(a)*a(b) xy)+ (a(a)*d(b),xy)
= (d(a)*a(b) + (a(a) * d(b),xy)
bulunur. Bu esitlik d’nin tanim1 kullanilarak diizenlenirse her (a, x), (b,y) € S x H igin

(d(a) * a(b) + a(a) * d(b),xy) = (d(ba),xy)

elde edilir. Yani her (a,x), (b,y) € S x H i¢in

@(a,x)p(b,y) + ¢(a,x)®(b,y) = (d(ba),xy) (4.4¢)

olur.S halkas1 degismeli olmadigindan (4.4d) esitligi (4.4e) esitliginden farklidir
?((w,p)(W,y)) # @(w,p)e,y) + e, p)®(v,y), yani @ nin carpimsal (¢, p)-tirev

olmadig goriliir.

Simdi a, b € S ve x,y € H olmak tizere y’nin tanim kullanilirsa her (a, x), (b,y) €

S x H i¢in
u((a,x)(b,y)) = p(ab, xy)) = (F(ab), xy)

bulunur. Yani her (a,x), (b,y) € S x H igin
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u((a,x)(b,y)) = (F(ab), xy) (4.41)

Bu esitlik H’nin degismeliligi ve F ’nin tanimi kullanilarak diizenlenirse her (a, x), (b,y) €

S x H i¢in

(F(ab),yx) = (F(ab),yx) = (F(b) » a(a) + a(b) x d(a), yx)
= (F(b) x a(a), yx) + (a(b) x d(a), yx)

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa her (a,x), (b,y) € S x H i¢in
(F(b) * a(a), yx) + (a(b) * d(a),yx) = (F(b),y)(a(a),x) + (a(b),y)(d(a), x)

bulunur. Bu esitlik u, @, donlsimlerinin tanimi  kullanilarak diizenlenirse her

(a,x),(b,y) €S x H igin
(F(b),y)(a(a),x) + (a(b),y)(d(a),x) = u(b,y)¢(a x) + ¢(b,y)P(a,x)
olur. Bdylece her (a,x), (b,y) € S x H igin
u((a,x)(b,y)) = ulb, y)p(a,x) + (b, y)@(a,x)

elde edilir. Dolayisiyla p, @ ile belirli ¢arpimsal (genellestirilmis)-(¢, @)-ters tiirev oldugu

goriliir.

Ayrica u(a, x)@(b,y) + @(a,x)®(b,y) esitligi u, @, ¢ doniisimlerinin tanim1 kullanilarak
diizenlenirse her (a,x), (b,y) € S x H i¢in

u(a, x)o(b,y) + ¢(a,x)®(b,y) = (F(a),x)(a(b),y) + (a(a),x)(d(b),y)
elde edilir. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa her (a,x), (b,y) € S x H igin

(F(a), x)(a(b),y) + (a(a), x)(d(b),y) = (F(a)* a(b),xy) + (a(a) x d(b), xy)
= (F(a) x a(b) + a(a) * d(b),xy)

bulunur. Bu ifade F’nin tanimi kullanilarak diizenlenirse her (a, x), (b,y) € S x H igin

(F(a) * a(b) + a(a) * d(b),xy) = (F(ba), xy)

olur. Boylece her (a,x), (b,y) € S x H igin
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u(a,x)p(b,y) + ¢(a,x)®(b,y) = (F(ba),xy) (4.49)

elde edilir. S halkasi degismeli olmadigindan (4.4f) esitligi (4.4g) esitliginde farklidir.

Dolayisiyla  her  (a,x),(b,y) €SxH igin pu((a x)(b,y)) # u(a,x)p(b,y) +
@(a,x)®(b,y) olur. Boylece u, @ ile belirli carpimsal (genellestirilmis)-(¢, @)-tiirev

olmadig1 goriiliir
Teorem 4.1. Her p,y € I i¢in F([p,y]) = 0 ise her p € I i¢in [a(p),d(p)] = 0 olur.
Ispat: Varsayalim Ki her p,y € I igin

0=F(p,yD

olsun. Bu esitlik p yerine yp yazilip (2.10), (2.1) esitligi ve F’nin tanimi kullanilirsa her
p,y € I igin

0=F(lyp,yD = Fylp,yl + [y.ylp) = F(ylp,yD = F([pyDa(y) + a([p,yDd(y)

olur. Boylece her p,y € I igin

0=F([pyDa@y) + a([p,yDd(y)

olur. Bu esitlik hipotez kullanilarak diizenlenirse her p,y € I i¢in

0=a(lp,yDd(y)

esitligi elde edilir. Burada Lie komiitatdr tanimi Ve &’ nin tanimi kullanilirsa her p,y € I igin

0 = [a(p), a()]d(y) (4.5)

olur. Yani hery € I igin

0) =[J,a]d )

olur. Bu esitlik hery € I vev € ] igin

0 = [v,a(®y)]d(y) (4.6)
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dir. (4.6) esitligi r € R olmak sartiyla v eleman1 rv eleman ile degistirilip (2.10) esitligi

kullanilarak diizenlenirse herr € R,y € I vev € ] i¢in

0=[rv,a]dy) = rlv,a(]dE) + [r, a]vd(y)

elde edilir. Bu esitlikte (4.6) esitligi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her r €
R,y€lvev € Jigin

0= [r,a]vd(y)

esitligine ulasilir. Son esitlikte  eleman1 d(y) elemaniyla degistirilirse hery € I vev € |

i¢in

0= [d@), a()]vd(y) (4.7)

bulunur. Bu esitlikte v yerine va(y) yazilirsahery € [ vev € ] igin

0=[dy), a@]va(y)d(y) (4.8)

elde edilir. (4.7) esitligi sagdan a(y) ile carpilirsahery € I vev € ] i¢in

0= [d), a@]vd()a(y) (4.9)

bulunur. Elde edilen (4.9) esitliginden (4.8) esitligi ¢ikarillip Lie komiitatér tanimi

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsahery € [ vev € ] igin
0=[d), a@Wv[d(y), a(¥)]

elde edilir. Yani hery € I igin
(0) = [d@), e [d¥)a)]

olur. Burada ] yari-asal halka oldugundan her y € [ i¢in
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0=[d@y), aly)]
elde edilir.
Teorem 4.2. Her p,y € I i¢in F(poy) = 0 ise her p € I i¢in [a(p),d(p)] = 0 olur.
Ispat: Varsayalim Ki her p,y € I igin
0=F(poy)

olsun. Bu esitlikte y yerine py yazilip (2.13) esitligi ve (2.1) esitligi ve F’nin tanimi

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y € I i¢in

0=F(peo(py)) =F(plpoy)) =F(poy)alp) + a(py)d(p)

bulunur. Bu esitlik hipotez kullanilarak diizenlenirse her p,y € I igin

0=a(pey)d(p) (4.10)

elde edilir. (4.10) esitligi v € I olmak iizere y eleman: yerine vy elemani yazilip (2.12)

esitligi kullanilarak diizenlenirse her p,y,v € I igin

0= a(peo@y)d(p) = a((pov)y—vlp,yl)d(p)
olur. Bu esitlik a’nin tanim1 kullanilarak diizenlenirse her p,y,v € I i¢in
0 =a@a(p-v)d(p) — a(lp,yDa(@)d(p)
bulunur. Son esitlik (4.10) esitligi kullanilarak diizenlenirse her p,y,v € I igin
0= a([p,yDa@)d(p)
olur. Bu esitlik Lie komiitator tanimi Ve o’nin tanimi kullanilarak diizenlenirse her p,y,v €
I i¢in
0 = [a(p), a@]a)d(p)
elde edilir. Yani her p € [ igin
(0) = [a(p).Jl/d(p)

olur. Buradan her p € I ve w,t € ] igin
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0 = [a(p), wltd(p) (4.11)

olur. (4.11) esitliginde w elemani yerine wd(p) elemani yazilip (2.11) esitligi kullanilirsa

herp e Ivew,t € ] igin

0 = [a(p),wd(p)]td(p) = wla(p),d(p)]td(p) + [a(p), wld(p)td(p)

elde edilir. Bu ifade (4.11) esitligi kullanilarak diizenlenirse her p € I ve w, t € ] igin

0 = wla(p),d(p)ltd(p) (4.12)

olur. (4.12) esitligi sagdan a(p) ile carpilirsa her p € I ve w, t € J i¢in

0 = wla(p),d(p)]td(p)a(p) (4.13)

elde edilir. (4.12) esitliginde t elemani yerine ta(p) elemani yazilirsa her p € [ ve w,t € |

i¢cin

0 = wla(p),d(p)]ta(p)d(p) (4.14)

bulunur. (4.14) esitliginden (4.13) esitligi ¢ikarilip Lie komiitator tanimi kullanilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa her p € I ve w, t € ] i¢in

0 = wla(p),d(p)]tlalp),d(p)]

elde edilir. Bu esitlikte t elemani yerine tw elemani yazilirsa her p € I ve w, t € J igin

0 = wla(p),d(p)]twla(p),d(p)]

olur. Yani her p € I igin ve w € J i¢in
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(0) = wla(p), d(P)Jwla(p),d(p)]
esitligine ulasilir. J yari-asal halka oldugundan her p € [ i¢in ve w € J igin
0= wla(p),d(p)]

olur. Bu esitlik soldan [a(p), d(p)] eleman ile garpilirsa her p € [ ve w € ] igin

0 = [a(p), d(p)lw[a(p),d(p)]
bulunur. Buradan her p € I igin

(0) = [a(p), d(p))[a(p), d(p)]
olur. J yari-asal halka oldugundan her p € [ i¢in

0 = [a(p),d(p)]

bulunur.

Teorem 4.3. Her p,y € I i¢in F([p,y]) = ta([p,y]) ise her p € I i¢in [a(p),d(p)] =0

olur.
Ispat: Kabul edelim ki her p,y € I igin

F(lp,yD) = ta(lp,yD

olsun. Bu esitlikte p yerine yp yazilip (2.1) esitligi ve (2.11) esitligi kullanilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa her p,y € I i¢in

F(ylp,yD = talylp.yD)

bulunur. Son esitlik F’nin tanimi1 ve a’nin tanimi1 kullanilarak diizenlenirse her p,y € I i¢in

F([p,yDa(y) + a([p,yDd(p) = a([p,yDa(y)

elde edilir. Bu esitlik hipotez kullanilarak diizenlenirse her p,y € I igin

Ta([p,yDa®) + a(lp,yDd(p) = ta([p,yDa(y)

bulunur. Bu ifadede gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra her p,y € I igin

0 = a([p,yDd(p)

olur. Burada Lie komiitator tanimi ve a’nin tanimi kullanilirsa her p,y € I i¢in
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0 = ([a(p), a)Dd(p)
esitligine ulasilir. Bu esitlik (2.2) esitligi kullanilarak diizenlenirse her p,y € I igin
0= ([a), a(@)Dd(p)
olur. Boylece Teorem 4.1. (4.5) esitliginden sonraki adimlar takip edilerek sonuca ulagilir.
Teorem4.4. Herp,y € ligin F(poy) = a(poy)iseherp € I igin [a(p),d(p)] = 0 olur.
Ispat: Kabul edelim ki her p,y € I i¢in
Flpoy) =zxa(pey)

olsun. Bu esitlik p yerine yp yazilip (2.1) ve (2.14) esitligi kullanilarak diizenlenirse her
p,y € I igin

Fy(pey)) = tal(pey))

elde edilir. Son esitlik F’nin tanimi1 ve a’nin tanimi kullanilarak diizenlenirse her p,y € I
icin

Flpey)a(y) +alpey)d(y) = ta(pey)aly)
bulunur. Bu esitlik hipotez kullanilarak diizenlenirse her p,y € I i¢in

ta(pey)al) +alpey)d(y) = talpeylaly)
olur. Bu esitlikte (2.9) esitligi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y € I i¢in

0=a(yopd(y)

olur. Boylece Teorem 4.2. (4.10) esitliginden sonraki adimlar takip edilerek sonug elde

edilir.

Teorem 4.5. Her p,y €1 igin F([p,y]) = ta(poy) ise I'mn her p elemam igin
[a(p),d(p)] = O olur.

Ispat: Kabul edelim ki her p,y € I igin

F([p,y]) = 2a(poy)

olsun. Bu esitlikte p yerine yp yazilip (2.1), (2.10) ve (2.14) esitligi kullanilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa her p,y € [ i¢in
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FlpyD) = tay(pey))

bulunur. Elde edilen son esitlik F’nin tanimi ve a’nin tanimi kullanilarak diizenlenirse her

p,y € I igin
F([p.yDa@y) + a(lp.yDdy) = ta(py)a(y)
oldugu goriiliir. Bu ifade hipotez kullanilarak diizenlenirse her p,y € I i¢in
ta(pey)a®) + a()dy) = ta(py)a(y)
olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y € [ igin
0= a(lp,yDd()
elde edilir. Bulunan esitlikte Lie komiitator tanimi ve a’nin tanimi kullanilirsa her p,y € [
igin
0= [a(p), a(¥)]d(y)
olur. Béylece Teorem 4.1. (4.5) esitliginden sonraki adimlar takip edilerek sonuca ulagilir.
Teorem4.6.Herp,y € ligin F(poy) = +a([p,y]) ise herp € Ii¢in [a(p),d(p)] = O olur.

Ispat: Kabul edelim ki her p,y € I i¢in

F(peoy) = 2a(lp,yD

olsun. Bu esitlikte p yerine yp yazilip (2.1), (2.14) ve (2.10) esitlikleri kullanilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa her p,y € [ i¢in

Fy(pey)) = zalp.yD

elde edilir. Burada F’nin ve @’nin tanimi kullanilirsa her p,y € I igin

Fpey)a(y) +alpey)d(y) = ta([p,yDa(y)
olur. Bu ifade hipotez kullanilarak diizenlenirse her p,y € [ i¢in

ta([p,yDa@) + alpy)d@y) = ta(lp.yDa)
esitligi elde edilir. Burada (2.9) esitligi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y €
I i¢in

0=ayepdQy)
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bulunur. Béylece Teorem 4.1.2. (4.10) esitliginden sonraki adimlar takip edilerek sonuca

ulasilir.

Teorem 4.7. Her p,y € I i¢in F([p,y]) = xa([F(p),y]) ise her p € I i¢in [a(p),d(p)] =0

olur.
Ispat: Kabul edelim ki her p,y € I i¢in

F(lp,yD) = £a([F(p),y])

olsun. Bu esitlikte y yerine py yazilip (2.1) ve (2.11) esitligi kullanilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa her p,y € [ icin

F(plp,yD = za(p[F(p),y]l + [F(p),ply)

olur. Burada F’nin ve a’nin tanimi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y € [

i¢in
F([p,yDa(p) + a([p,yDd(p) = +a([F(p),yDa(p) + a(y)a([F(p),p])

bulunur. Bulunan son esitlikte hipotez kullanilirsa her p,y € I i¢in

ta([F(p).yDa(p) + a(lp,yDd(p) = ta([F(p).yDa(p) £ a®)a([F(p),pD)

olur. Boylece her p,y € I i¢in

a([p,yDd(p) = ta)a([F(p),p]) (4.15)

elde edilir. Hipotez y yerine p yazilip (2.1) esitligi kullanilarak diizenlenirse her p € I igin

F(0) = £a([F(p),p])

olur. Burada F(0) = 0 (Lemma 4.1.2.) kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p €

I i¢in

0 = ta([F(p),pD (4.16)
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olur. Elde edilen (4.16) esitligi soldan a(y) elemani ile ¢arpilip (4.15) esitliginden ¢ikarilirsa
her p,y € I i¢in

0= a(lp,yDd(p)
elde edilir. Burada Lie komiitatér tanimi Ve o’nin tanimi kullanilirsa her p,y € [ igin
0 = [a(p), a(y)]d(y)
olur. Béylece Teorem 4.1. (4.5) esitliginden sonraki adimlar takip edilerek sonuca ulasilir.

Teorem4.8. Herp,y € licin F(poy) = xa(F(p)oy)iseherp € Ii¢in [a(p),d(p)] =0

olur.

Ispat: Kabul edelim ki her p,y € I

F(poy) =za(F(p)oy)

olsun. Bu esitlik y yerine py yazilip (2.13) ve (2.1) esitligi kullanilarak diizenlenirse her
p,y € I igin

F(p(pey)) = xa(p(F(p) - y)) + [F(p), pDy)

bulunur. Burada F’nin ve @’nin tanimi1 kullanilirsa her p,y € I igin

F(pey)a(p) +alpey)d(p) = £a(F(p) e y)a(p) + ay)a([F(p).p])

elde edilir. Son esitlikte hipotez kullanilirsa her p,y € I i¢in

+a(F(p) ey)a(p) + alpoy)d(p) = ta(F(p) e y)a(p) = a(y)a([F(p),p])

olur. Boylece her p,y € I i¢in

a(pey)d(p) = ta@)a([F(p),p]) (4.17)

bulunur. (4.17) esitligi r € R olmak lizere y yerine yr yazilip (2.12) esitligi kullanilarak

diizenlenirse her p,y € I ver € R igin

a((pey)r—ylp,rDd(p) = ta(yr)a([F(p),p]D)
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olur. Son esitlikte a’nin tanimi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y € [

ver € R igin

a(ma(peoy)d(p) —a(lp,rDaly)d(p) = ta(r)a(y)a([F(p),p])

elde edilir. Bu ifadede (4.17) esitligi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y € [

ver € R igin
ta(ma@a(F(p),pD) — allp,rDa@)d(p) = ta(r)a@)a(F(p),p])
olur. Boylece her p,y € I ver € R i¢in
0 =a([p,rDa(y)d(p)
olur. Burada o’nin tanimi ve Lie komiitatér tanimi kullanilirsa her p,y € I ve r € R igin
0 = [a(p), a(M)]a(y)d(p)
esitligi bulunur. o anti-epimorfizma oldugundan a(R) = R dir. Buradan her p € I i¢in
(0) = [a(p), RI/d(p)
oldugu goriiliir. Burada v € ] olmak tizere herp € I, r € R ve v € ] igin
0 = [a(p), rlvd(p)
dir. Son esitlikte  eleman1 d(y) elemani ile degistirilirse her p,y, v € I igin
0 = [a(p), d)]vd(p)

bulunur. Son ifadede p yerine y yazilirsa her y,v € I i¢in 0 = [a(y), d(y)]vd(y) elde edilir.

Boylece Teorem 4.1. (4.7) esitliginden sonraki adimlar takip edilerek sonuca ulasilir.
Teorem 4.9. Her p,y € I i¢in F(py) = F(p)F(y) ise her p € I igin [a(p),d(p)] = 0 olur.
Ispat: Kabul edelim ki her p,y € I igin
Fpy) = F(p)F(¥)
olsun. Bu esitlik y yerine py yazilip F’nin tanim1 kullanilarak diizenlenirse her p,y € I igin
F(p(py)) = F(p)F (py)

= F(p)Fy)a(p) + F(p)a(y)d(p)

olur. Bu esitlik hipotez kullanilarak diizenlenirse her p,y € I igin
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F(p(py)) = F(py)a(p) + F(p)a(y)d(p) (4.18)

olur. Ayrica F’nin tanimindan her p, w € I i¢in F(pw) = F(w)a(p) + a(w)d(p) dir. Bu

esitlikte y € I olmak lizere w yerine py yazilirsa her p,y € I igin

F(p(py)) = F(py)a(p) + a(py)d(p) (4.19)

bulunur. (4.19) esitliginden (4.18) esitligi ¢ikarilip gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y €
I i¢in

0 = (a(py) = F(p)a())d(p) (4.20)

elde edilir. (4.20) esitligi r € R olmak lizere y yerine yr yazilip a’nin tanimi kullanilarak

diizenlenirse her p,y € I ve r € R i¢in

0= (alp(yr)) = F(p)a(yr))d(p)
= (a(Ma@)a(p) — F(p)a(r)a(y))d(p)
= (a(Ma(py) — F(p)a(r)ay))d(p)

bulunur. Buradan her p,y € I i¢in

0= (a(R)alpy) — F(p)a(R)a(y))d(p)

olur. a anti-epimorfizma oldugundan a(R) = R dir. O halde her p,y € I i¢in

(0) = (Ra(py) — F(p)Ra(y))d(p)
olur. Buise herp,y € I ve r € R igin

0= (ra(py) — F(p)ra(y))d(p)

Burada v € I olmak iizere r elemani yerine F(v) elemani yazilirsa her p,y,v € [ i¢in
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0= (Fa(py) — F(p)F(v)a(y))d(p) (4.21)

oldugu goriiliir. Elde edilen (4.20) esitligi soldan F (v) ile ¢arpilirsa her p,y, v € I igin

0= (F(a(py) — FW)F(p)a(y))d(p) (4.22)

esitligi elde edilir. Benzer sekilde (4.22) esitliginden (4.21) esitligi ¢ikarilirsa her p,y,v € I

i¢in
0= (F)F(p) — F(p)F()a(y)d(p)

bulunur. Son esitlik hipotez kullanilarak diizenlenirse her p,y,v € I i¢in

0 = (F(vp) — F(pv))a(y)d(p) (4.23)

olur. Burada v yerine pv yazilip F’nin tanimi, a’nin tanimi ve Lie komiitator tanimi

kullanilarak diizenlenirse her p,y,v € [ i¢in

0 = (F(vp) — F(pv))a(yp)d(p) + a([v, p)d(p)a(y)d(p)

bulunur. Bu ifade (4.23) esitligi kullanilarak diizenlenirse her p,y,v € I igin

0 = a([v,pDd(p)a(y)d(p)

olur. Burada r € R olmak lizere y elemani yerine [v, p]r elemani yazilarak ve a’nin tanimi

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,v € I ve r € R igin

0 = a([v,pDd(p)a(r)a( v, p] )d(p)

esitligine ulasilir. a anti-epimorfizma oldugundan a(R) = R dir. Yani her p,v € I igin

(0) = a([v, pDd(p)Ra([v, p] )d(p)

olur. R yari-asal halka oldugundan her p,v € I igin

80



0 = a([v, pd(p) (4.24)

bulunur. Burada r € R olmak iizere v yerine vr yazilarak ve (2.10) esitligi kullanilarak

gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,v € I ve r € R igin

0 = a(v[r,p] + [v, plr)d(p)

olur. Son esitlikte @’nin tanimi1 kullanilirsa her p,v € I ve r € R igin

0 = a([r,pDa@)d(p) + a(™)a([v, p])d(p)

elde edilir. Burada (4.24) esitligi kullanilirsa her p,v € [ ve r € R igin

0 = a([r,pDa()d(p)

olur. Bu esitlik Lie komiitator tanimi ve a’nin tanimi kullanilarak diizenlenirse her p,v € [

ver € R igin

0 = [a(r), a(p)]a()d(p) (4.25)

elde edilir. (4.25) esitligi sagdan a(p) ile carpilirsa her p,v € [ ve r € R igin

0 = [a(r), a(p)]a()d(p)a(p) (4.26)

bulunur. (4.25) esitligi v yerine pv yazilarak ve a’nin tanimi kullanilarak diizenlenirse

herp,v € I ver € R igin

0 = [a(r), a(p)]a@)a(p)d(p) (4.27)

olur. Elde edilen (4.26) esitliginden (4.27) esitligi ¢ikarilip Lie komiitator tanimi

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,v € I ve r € R igin
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0 = [a(r), a(p)]a@)[d(p), a(p)]
bulunur. Yani her p € I igin
(0) = [a(R), a(p)]a(D[d(p), a(p)]
oldugu goriiliir. @ anti-epimorfizma oldugundan a(R) = R dir. Buradan her p € I igin
(0) = [R, a(p)l/[ d(p), a(p)]

olur. Boylece her p € I ve r € R igin

(0) = [r,a(p)l/[ d(p), a(p)]

elde edilir. Burada r yerine d(p) yazilirsa her p € I igin

(0) = [d(p), a(P)V[ d(p), a(p)]

bulunur. J yari-asal halka oldugundan her p € I igin 0 = [d(p), a(p)] olur.

Teorem 4.10. Her p,y € I i¢in F(py) + F(p)F(y) = 0 ise her p € I igin [a(p),d(p)] =0

olur.

Ispat: F, d ile belirli ¢arpimsal genellestirilmis-(a, a)-ters tirev ve - F, —d ile belirli
carpimsal genellestirilmis-(a, a)-ters tiirevdir. Teorem 4.9. da F yerine —F ve d yerine —d

yazilarak sonuca ulagilir.

Teorem 4.11. Her p,y € I i¢in F(py) — F(y)F(p) = 0ise a(I)d(I) = 0 ve hery € I igin
[F(y),a(y)] = 0 olur.

Ispat: Kabul edelim ki her p,y € I igin

F(py) = F(y)F(p)

olsun. Bu ifade v € I olmak iizere p yerine pv yazilip hipotez ve F’nin tanimi kullanilarak

diizenlenirse her p,y,v € [ i¢in

F((pv)y) = F)F(pv) = FE)(F()a(p) + a(w)d(p))

bulunur. Yani her p,y,v € I igin

F((pv)y) = F)F)a(p) + F(y)a)d(p)

olur. Bu esitlik hipotez kullanilarak diizenlenirse her p,y,v € I i¢in
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F((pv)y) = F(vy)a(p) + Fy)a)d(p) (4.28)

olur. Ayrica F’nin tanimindan her p, w € I i¢in F(pw) = F(w)a(p) + a(w)d(p) dir. Bu

esitlikte v € I olmak tizere w yerine vy yazilirsa her p,v,y € I igin

Flp(vy)) = F(uy)a(p) + a(vy)d(p) (4.29)

bulunur. (4.28) esitliginden (4.29) esitligi ¢ikarilirsa her p,y, v € I igin

0= (F(y) — a(y)a(@)d(p)

bulunur. Bu esitlik 7 € R olmak iizere v yerine vr yazilip a’nin tanimi kullanilarak

diizenlenirse her p,y,v € I ver € R i¢in

0= (FG) — aB))a(®a@)d(p)

elde edilir. a anti-epimorfizma oldugundan a(R) = R dir. Boylece her p,y,v € I igin

(0) = FG) — a@))Ra(v)d(p) (4.30)

olur. (4.30) esitligi soldan F (v) ile garpilirsa her p,y,v € I igin

(0) = F)(F(y) — a(y)Ra(v)d(p) (4.31)

elde edilir. Hipotezden her y,v € I igin F(yv) = F(v)F(y) ve ayrica F’nin tanimindan
F(yv) = Fw)a(y) + a(w)d(y) dir.Buisey,v € I igin Fw)F(y) = F(v)a(y) + a(v)d(y)
demektir. Bu esitlik diizenlenirse her y, v i¢in F (v) (F(y) — a(y)) = a(v)d(y) bulunur. Bu
esitlik (4.31) esitliginde kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y,v € I igin

(0) = a()d(y)Ra(v)d(p)
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Ve

(0) = FW)(F() — a)RF ) (F(p) — a(p))
elde edilir. Bu son iki esitliklerde p yerine y yazilirsa her y, v € I igin

(0) = a()d(y)Ra()d(y)

ve

(0) = F)(FE) — a@)RFO)(FG) — a®))

olur. R yari-asal halka oldugundan hery,v € [ i¢in 0 = a(v)d(y) yani (0) = a(l)d(I) ve
0 =F@W)(F(y) — a(y)) olur. Buradan 0 = F(v)(F(y) — a(y)) esitligi v yerine yv yazilip
F’nin tanimi ve (0) = a(I)d(I) esitligi kullanilarak diizenlenirse hery,v € I igin

0=Fa@FQy) —al)) (4.32)

bulunur. Benzer sekilde 0 = F(v) (F(y) — a(y)) esitliginde y yerine y* yazilip F’nin tanimi
ve (0) = a(l)d(I) esitligi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her y,v € I igin

0=FFWa®) —a®? (4.33)

bulunur. Burada (4.33) esitliginden (4.32) esitligi ¢ikarilip Lie komiitator tanimi kullanilirsa

hery,v € I igin

0=FIF(@),a@)]

elde edilir. Bu esitlikte v yerine pv yazilip F’nin tamimi ve (0) = a(l)d(I) esitligi

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y,v € I i¢in

0 =F@)a()[Fy),a@)] (4.34)
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olur. Benzer sekilde (4.34) esitliginde v yerine v? yazilip F’nin tanmm ve (0) = a(I)d(I)

esitligi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y,v € I igin

0 =Fa@a()Fy),al)] (4.35)

olur. (4.34) esitligi soldan a(v) elemanu ile ¢arpilarak diizenlenirse her p,y, v € I igin

0=a@FQalp)[Fy) a@)] (4.36)

bulunur. Elde edilen (4.35) esitliginden (4.36) esitligi ¢ikarilip Lie komiitator tanimi

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her p,y,v € [ i¢in
0 = [F(v), a@)]a(p)[F ), a(y)]
esitligine ulasilir. Son ifadede v eleman1 y elemaniyla degistirilirse her p,y € I igin
0=[F@),a@]a(p)F), a)]
olur. Yani hery € I igin
0=[F@),a@VIF),a@)]
elde edilir. J yari-asal halka oldugundan hery € I igin 0 = [F(y), a(y)] olur.

Teorem 4.12. Her p,y € [ i¢in F(py) + F(y)F(p) = 0ise a(I)d(I) = 0 ve hery € I i¢in
[F(y),a(y)] = 0 olur.

Ispat: F, d ile belirli carpimsal genellestirilmis-(a, a)-ters tiirev ve - F, —d ile belirli
carpimsal genellestirilmis-(a, a)-ters tirevdir. Teorem 4.11. de F yerine —F ve d yerine —d

yazilarak sonuca ulasilir.
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Bu tez ¢calismasinda, dncelikle (Ulutas ve Golbasi., 2020) tarafindan yapilan ¢alisma
motivasyon alinarak, a halka tizerinde tanimlanmis anti-homomorfizma olmak iizere
carpimsal (genellestirilmis)-(a, a)-ters tiirev kullanilarak sekiz farkli sonug elde edilmistir.
Ayrica carpimsal (genellestirilmis)-(a, a)-ters tiirevlerle ilgili 6rnekler verilmistir. Ardindan
(Dhara, vd., 2014) tarafindan yapilan ¢alismadaki dort teorem « halka iizerinde tanimlanmis
anti-homomorfizma olmak tiizere ¢arpimsal (genellestirilmis)-(a, a)-ters tiirev iizerinde

incelenmistir.
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