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ÖZET 

 

ÇARPIMSAL GENELLEŞTİRİLMİŞ TÜREVLİ HALKALAR  

 

Handan KARAHAN 

Çanakkale Onsekiz Mart Üniversitesi 

Lisansüstü Eğitim Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı Yüksek Lisans Tezi 

Danışman: Prof. Dr. Neşet AYDIN 

23/08/2022, 88 

Bu çalışmada çarpımsal genelleştirilmiş-(𝛼, 𝛼)-ters türevler üzerine sonuçlar elde 

edilmiştir. Başka bir ifadeyle 𝑅 bir yarı-asal halka, (0) ≠ 𝐼, 𝑅 halkasının bir ideali, 𝛼: 𝑅 →

𝑅 bir anti-epimorfizma fakat 𝐼 ⊈  𝐾𝑒𝑟𝛼, 𝑑: 𝑅 → 𝑅 bir dönüşüm ve 𝐹: 𝑅 → 𝑅 𝑑 dönüşümü 

ile belirli çarpımsal genelleştirilmiş-(𝛼, 𝛼)-ters türev olmak üzere aşağıda yazılı eşitliklerden 

en az biri sağlandığında her ⍴ ∈ 𝐼 için [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0 olduğu gösterilmiştir. 

𝐢. 𝐹([⍴, ỿ])  =  0 

𝐢𝐢. 𝐹(⍴ ∘ ỿ)  =  0 

𝐢𝐢𝐢. 𝐹([⍴, ỿ])  =  ±𝛼([⍴, ỿ])  

𝐢𝐯. 𝐹(⍴ ∘ ỿ)  =  ±𝛼(⍴ ∘ ỿ) 

𝐯. 𝐹([⍴, ỿ])  =  ±𝛼(⍴ ∘ ỿ) 

𝐯𝐢. 𝐹(⍴ ∘ ỿ)  =  ±𝛼([⍴, ỿ]) 

𝐯𝐢𝐢. 𝐹([⍴, ỿ])  =  ±𝛼([𝐹(⍴), ỿ]) 

𝐯𝐢𝐢𝐢. 𝐹(⍴ ∘ ỿ)  =  ±𝛼(𝐹(⍴) ∘ ỿ) 

𝐢𝐱. 𝐹(⍴ỿ) −  𝐹(⍴)𝐹(ỿ) = 0 

𝐱. 𝐹(⍴ỿ)  +  𝐹(⍴)𝐹(ỿ) = 0 

Ayrıca her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹(⍴ỿ) − 𝐹(ỿ)𝐹(⍴) = 0 ve 𝐹(⍴ỿ) + 𝐹(ỿ)𝐹(⍴) = 0 eşitlikleri 

için 𝛼(𝐼)𝑑(𝐼) = 0 ve her ỿ elemanı için [𝐹(ỿ), 𝛼(ỿ)] = 0 olduğu gösterilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Yarı-asal Halka, Anti-epimorfizma, Ters Türev, 

Genelleştirilmiş Türev, Çarpımsal Genelleştirilmiş-(𝛼, 𝛼)-Ters Türev 
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ABSTRACT 

 

THE MULTIPLICATIVE GENERALIZED DERIVATIONS OF RINGS 

Handan KARAHAN 

Çanakkale Onsekiz Mart University 

School of Graduate Studies 

Master of Science Thesis in Mathematics 

 Advisor: Prof. Dr. Neşet AYDIN 

23/08/2022, 88 

 

In this study, results on multiplicative (generalized)-(𝛼, 𝛼)-reverse derivation were 

obtained. Let 𝑅 be a ring and 𝐼 a nonzero ideal of 𝑅. A mapping 𝐹: 𝑅 → 𝑅 is called a 

multiplicative (generalized)-(𝛼, 𝛼)-reverse derivation if there exists a mapping, 𝑑: 𝑅 → 𝑅 

such that 𝐹(⍴ỿ) = 𝐹(ỿ)𝛼(⍴) + 𝛼(ỿ)𝑑(⍴), for all ⍴, 𝑦 ∈ 𝑅 where 𝛼: 𝑅 → 𝑅 is an anti-

epimorphism and 𝐼 ⊈  𝐾𝑒𝑟𝛼. In the present study, we will prove that [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0, for 

all ⍴ ∈ 𝐼 if any one of the following holds: 

𝐢. 𝐹([⍴, ỿ])  =  0 

𝐢𝐢. 𝐹(⍴ ∘ ỿ)  =  0 

𝐢𝐢𝐢. 𝐹([⍴, ỿ])  =  ±𝛼([⍴, ỿ])  

𝐢𝐯. 𝐹(⍴ ∘ ỿ)  =  ±𝛼(⍴ ∘ ỿ) 

𝐯. 𝐹([⍴, ỿ])  =  ±𝛼(⍴ ∘ ỿ) 

𝐯𝐢. 𝐹(⍴ ∘ ỿ)  =  ±𝛼([⍴, ỿ]) 

𝐯𝐢𝐢. 𝐹([⍴, ỿ])  =  ±𝛼([𝐹(⍴), ỿ]) 

𝐯𝐢𝐢𝐢. 𝐹(⍴ ∘ ỿ)  =  ±𝛼(𝐹(⍴) ∘ ỿ) 

𝐢𝐱. 𝐹(⍴ỿ) −  𝐹(⍴)𝐹(ỿ) = 0 

𝐱. 𝐹(⍴ỿ)  +  𝐹(⍴)𝐹(ỿ) = 0 

Also, If 𝐹(⍴ỿ) − 𝐹(ỿ)𝐹(⍴) = 0 and 𝐹(⍴ỿ) + 𝐹(ỿ)𝐹(⍴) = 0 for all ⍴, ỿ ∈ 𝐼, then 

𝛼(𝐼)𝑑(𝐼) = (0) and [𝐹(ỿ), 𝛼(ỿ)] = 0 for all ỿ ∈ 𝐼. 

 

Keywords: Semi-prime Ring, Anti-epimorphism, Reverse Derivation, Generalized 

Derivation, Multiplicative (Generalized)-(𝛼, 𝛼)-Reverse Derivation 
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= Eşit  
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Alt küme veya eşit 

Alt küme veya eşit değil 

∀ Her  

⇒ 
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İse 
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 ⍴ ∘ ỿ  ⍴ ve ỿ elemanlarının anti-komütatör çarpımı 

1R Birim eleman 

ℤ Tamsayılar kümesi 

ℤ+ Pozitif tamsayılar kümesi 

ℝ Reel sayılar kümesi 
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BİRİNCİ BÖLÜM 

GİRİŞ 

 

“Çarpımsal Genelleştirilmiş Türevli Halkalar” başlıklı bu tezde 𝛼 halka üzerinde 

tanımlı anti-epimorfizma olmak üzere çarpımsal (genelleştirilmiş)-(α, α)-ters türev 

kullanılarak çeşitli sonuçlar elde edilmiştir. Halkada ters türev kavramı ilk defa 1957 yılında 

I. N. Herstein tarafından ortaya atılmıştır. Herstein, 𝑅 bir asal halka olmak üzere halkanın 

sıfır dönüşümünden farklı 𝑑 ters türevi varsa 𝑅 halkasının değişmeli tamlık bölgesi ve 𝑑 

dönüşümünün türev olduğunu göstermiştir. 1957 yılından günümüze kadar birçok 

matematikçi halkada ters türev ve ters türevin genelleştirilmesi ile oluşturulmuş dönüşümleri 

kullanarak halkanın cebirsel özelliklerini tespit etmek adına birçok çalışma yapmıştır. 

İlk olarak (Samman ve Alyamani., 2007) tarafından bir yarı-asal halkanın ters türevi 

aracılığıyla Herstein’in iyi bilinen sonucu genelleştirilmiştir. 2018 yılında (Tiwari,vd., 2018) 

tarafından genelleştirilmiş ters türev tanımı verilmiştir. Bahsedilen makalede bir yarı-asal 

halkanın genelleştirilmiş ters türev yardımı ile halkanın değişmeli olup olmadığı 

incelenmiştir. Daha sonra (Asma ve Bano., 2018) tarafından çarpımsal (genelleştirilmiş) ters 

türev tanımı verilmiştir. İlgili makalede bir yarı-asal halkanın çarpımsal (genelleştirilmiş) 

ters türev içeren özdeşlikleri yardımıyla halkanın değişmeliliği araştırılmıştır. Son olarak 

2021 yılında (Alhaidary ve Majeed., 2021) tarafından çarpımsal (genelleştirilmiş)-(𝛼, 𝛽)-

ters türev kavramı verilmiştir. Burada 𝛼 ve 𝛽 halkanın iki otomorfizmasıdır. Bahsedilen 

makalede yazarlar bir asal halkanın genelleştirilmiş-(𝛼, 𝛽)-ters türev özdeşlikleri sayesinde 

değişmeli olduğunu göstermişlerdir.  

Bu tez çalışması beş ana bölümden oluşmaktadır. Bu bölümlerden ikincisinde tezin 

anlaşılması hususunda kolaylık sağlamak açısından halka teorideki bazı genel tanım, teorem 

ve kavramlara yer verilmiştir..  

Tezin üçüncü bölümünde (Ulutaş ve Gölbaşı., 2020),  (Dhara, vd,, 2014)  ve (Dhara, 

vd,, 2020) tarafından yapılan çalışmalar incelenmiştir. 

Tezin dördüncü bölümünde ise yarı-asal halkada, 𝛼 halkada tanımlı anti-epimorfizma 

olmak üzere çarpımsal genelleştirilmiş-(𝛼, 𝛼)-ters türev kullanılarak on iki sonuç elde 

edilmiştir. Bu sonuçların ilk sekizi (Ulutaş ve Gölbaşı., 2020) tarafından yapılan çalışma 
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motivasyon alınarak, son dört sonuç ise (Dhara, vd., 2014) tarafından yapılan çalışma 

motivasyon alınarak elde edilmiştir. 
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İKİNCİ BÖLÜM 

TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde, ilk olarak, halka teoride önemli olan temel kavramların bazıları 

verilmiştir. 

Tanım 2.1. ∅ ≠ 𝐺  olsun ve ⋆: 𝐺 ⨯ 𝐺 → 𝐺 ,  (⍴, ⍵) → ⍴ ⋆ ⍵ işlemi tanımlansın. Böylece 

(G1) Her ⍴, ⍵, ỿ ∈ 𝐺 için ⍴ ⋆ (⍵ ⋆ ỿ) = (⍴ ⋆ ⍵) ⋆ ỿ 

(G2) Her  ⍴ ∈ 𝐺 için  ⍴ ⋆ 𝑒 = 𝑒 ⋆ ⍴ = ⍴ olacak biçimde 𝑒 ∈ 𝐺 vardır. 

(G3) Her  ⍴ ∈ 𝐺 için ⍴ ⋆ 𝑎 = 𝑎 ⋆ ⍴ = 𝑒 olacak biçimde 𝑎 ∈ 𝐺 vardır. 

koşulları sağlanıyorsa 𝐺 kümesine ⋆ işlemine göre bir grup denir ve (𝐺,⋆) ile gösterilir. 

Ayrıca her  ⍴, ⍵ ∈ 𝐺 için  ⍴ ⋆ ⍵ = ⍵ ⋆ ⍴ koşulu da sağlanıyorsa 𝐺 grubuna değişmeli grup 

denir. 

Tanım 2.2. ∅ ≠ 𝑆 ⊆ 𝐺 olmak üzere, eğer 𝑆, 𝐺 grubu üzerinde tanımlı olan işleme göre bir 

grup oluyorsa 𝑆 kümesi 𝐺 grubunun bir altgrubu olarak adlandırılır. 

Tanım 2.3. 𝐺 grubunun 𝐺 ve {𝑒𝐺} dışındaki bir alt grubuna öz altgrubu denir. 

Tanım 2.4. 𝐻 ≠ ∅ olacak şekilde bir küme, + ve ⋅ 𝐻 kümesi üzerinde tanımlı ikili işlemler 

olsun. Eğer  

(H1) (𝐻, +) değişmeli bir grup, 

(H2) Her  ⍴, ⍵, ỿ ∈ 𝐻 için  ⍴ ⋅ (⍵ ⋅ ỿ) = (⍴ ⋅ ⍵) ⋅ ỿ 

(H3) Her  ⍴, ⍵, ỿ ∈ 𝐻 için 

⍴ ⋅ (⍵ + ỿ) = (⍴ ⋅ ⍵) + (⍴ ⋅ ỿ) 

ve 

(⍴ + ⍵) ⋅ ỿ = (⍴ ⋅ ỿ) + (⍵ ⋅ ỿ) 

koşullarını sağlayan 𝐻 kümesine + ve ⋅ işlemlerine göre bir halka denir ve (𝑯, +,⋅) ile 

gösterilir. Eğer 𝐻 halkası; 

(H4) Her  ⍴, ỿ ∈ 𝐻 için  ⍴ ⋅ ỿ = ỿ ⋅ ⍴ koşulunu sağlıyorsa değişmeli halka, 
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(H5) Her  ⍴ ∈ 𝐻 için ⍴ ⋅ 1𝐻 = 1𝐻 ⋅ ⍴ = ⍴ olacak şekilde bir 1𝐻 ∈ 𝐻 elemanı varsa ve 𝐻 

halkası bu koşulu sağlıyorsa birimli halka adını alır. 

Aksi belirtilmedikçe bu tez çalışmasında (𝑅, +,⋅) bir halkayı ve 0, 𝑅 halkasının + 

işlemine göre birim elemanı olarak gösterilecektir. Ayrıca, yazımda kolaylık sağlaması için 

⍴. ỿ notasyonu yerine ⍴ỿ kullanılacaktır. 

Tanım 2.5. 𝐾, 𝐻 halkasının boştan farklı bir altkümesi olsun. Eğer, 𝐾, 𝐻 halkasındaki 

işlemlerine göre bir halka oluyorsa, 𝐾 kümesi 𝑅 halkasının bir althalkası olarak adlandırılır. 

Tanım 2.6. (𝐾, ▫, ▪) bir halka olmak üzere her ⍴, ỿ ∈ 𝐾 için 

⋆: 𝐾 ⨯ 𝐾 → 𝐾 ,  ( ⍴, ỿ) →  ⍴ ⋆ ỿ = ỿ▪ ⍴ 

işlemi tanımlansın böylece  (𝐾, ▫,⋆) halkasına opposite halka denir ve 𝐾𝑜𝑝 olarak 

gösterilir. 

Tanım 2.7.  𝐾, 𝐻 halkasının bir altgrubu olsun. Eğer her ỿ ∈ 𝐾 ve ⍴ ∈ 𝐻 için 

ỿ⍴ ∈ 𝐾 ise 𝐾 kümesine 𝐻 halkasının bir sağ ideali 

⍴ỿ ∈ 𝐾 ise 𝐾 kümesine 𝐻 halkasının bir sol ideali 

denir. Eğer 𝐾, 𝐻 halkasının sağ ve sol ideali ise 𝐾’ya 𝐻 halkasının bir ideali (iki yanlı ideali) 

denir ve 𝐾 < 𝐻 ile gösterilir. 

Önerme 2.8. Her ideal bir althalkadır fakat her althalka bir ideal olmayabilir. 

Tanım 2.9. (𝐿, +,⋅) ve (𝐽,∗,∘) iki halka olsun eğer 𝜇: 𝐿 → 𝐽 fonksiyonu her ⍴, ỿ ∈ 𝐿 için 

𝜇(⍴ + ỿ) = 𝜇(⍴) ∗ 𝜇(ỿ) 

𝜇(⍴ ∙ ỿ) = 𝜇(⍴) ∘ 𝜇(ỿ) 

şartlarını sağlıyor ise 𝜇 fonksiyonuna halka homomorfizması denir. 𝜇 halka 

homomorfizması eğer bire-bir ise halka monomorfizması, örten ise halka epimorfizması,  

bire-bir ve örten ise halka izomorfizması adı verilir. 

Tanım 2.10. 𝜇: 𝐿 → 𝐿 homomorfizmasına 𝐿 halkasının endomorfizması ve 𝜇 izomorfizma 

ise 𝜇 fonsiyonuna 𝐿 halkasının otomorfizması denir. 

Tanım 2.11. (𝐿, +,⋅) ve (𝐽,∗,∘) iki halka olsun eğer 𝜇: 𝐿 → 𝐽 fonksiyonu her ⍴, ỿ ∈ 𝐿 için 
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𝜇(⍴ + ỿ) = 𝜇(⍴) ∗ 𝜇(ỿ) 

𝜇(⍴ ∙ ỿ) = 𝜇(ỿ) ∘ 𝜇( ⍴) 

koşulunu sağlıyor ise 𝜇 fonksiyonuna halka anti-homomorfizması denir.  

Tanım 2.12. 𝜇 bir halka anti-homomorfizması olsun. 

● 𝜇 bire-bir ise 𝜇 anti-homomorfizmasına halka anti-monomorfizması, 

● 𝜇 örten ise 𝜇 anti-homomorfizmasına halka anti-epimorfizması, 

● 𝜇 bire-bir ve örten ise 𝜇 anti-homomorfizmasına halka anti-izomorfizması, 

adı verilir. 

Tanım 2.13. 𝐻 bir halka, 𝑎 ∈ 𝐻 olmak şartıyla 𝑎𝑛 = 0 olacak biçimde bir  

n ∈ ℤ+ varsa 𝑎 elemanına 𝐻 halkasının bir nilpotent elemanı denir. 

Tanım 2.14. 𝐻 bir halka ve (0) ≠ 𝐼, 𝐻 halkasının bir ideal olmak şartıyla 𝐼𝑛 = (0) olacak 

biçimde bir n ∈ ℤ+ varsa 𝐼 idealine 𝐻 halkasının nilpotent ideali denir. 

Tanım 2.15. 𝑍(𝐻) = {⍴ ∈ 𝐻 ∣ ⍴ỿ = ỿ⍴, ∀ỿ ∈ 𝐻} şeklinde tanımlanan kümeye merkez 

denir. Biliniyor ki merkez halkanın althalkasıdır. 

Tanım 2.16. 𝐻, 𝐾 birer halka ayrıca 𝑓: 𝐻 → 𝐾 bir halka homomorfizması olsun  

𝐾𝑒𝑟𝑓 = {  ⍴ ∈ 𝐻 ∣ 𝑔( ⍴) = 0𝐾} 

şeklinde tanımlanan kümeye 𝑓 homomorfizmasının çekirdeği denir. 

Tanım 2.17. 𝐻 bir halka. 𝐴, 𝐵 ve 𝜃, 𝐻 halkanın idealleri ve 𝐻 ≠ 𝜃 olmak üzere 

𝐴𝐵 ⊆ 𝜃 ⇒ 𝐴 ⊆ 𝜃  ⋁  𝐵 ⊆ 𝜃 

koşulları sağlanıyorsa 𝜃 idealine 𝐻 halkasının asal ideali denir. 

Tanım 2.18. Bir halkanın sıfır ideali asal ideal ise bu halkaya asal halka denir.  

Örnek 2.19. (ℤ, +,⋅) tamsayılar halkası bir asal halkadır. 

Not 2.20. 𝐻 bir asal halka olsun. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐻 için  

⍴𝐻ỿ = (0) ⇒  ⍴ = 0 ⋁ ỿ = 0 
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olur. 

Tanım 2.21. Sıfır idealinden başka nilpotent ideal bulundurmayan halkaya yarı-asal halka 

denir. 

Not 2.22. 𝐻 yarı-asal halka ayrıca (0) ≠ 𝐾, 𝐻 halkasının bir asal ideali olsun. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐻 

için  

⍴𝐻⍵ ⊆ 𝐾 ⇒ ⍴ ∈ 𝐾  ⋁ ỿ ∈ 𝐾 

dir. 

Not 2.23. 𝐻 bir yarı-asal halka olsun.  ⍴ ∈ 𝐻 için  

                                               ⍴𝐻⍴ = (0) ⇒ ⍴ = 0 

dır. 

Sonuç 2.24. Her asal halka bir yarı-asal halkadır fakat her yarı-asal halka bir asal halka 

olmayabilir. 

Not 2.25. Bir yarı-asal halkanın merkezi sıfırdan farklı nilpotent eleman içermez. 

Tanım 2.26. Bir 𝐻 halkasında her  ⍴ ∈ 𝐻 için 𝑛⍴ = 0 olacak biçimde ⍴ elemanından 

bağımsız n ∈ ℤ+ varsa bu şekildeki en küçük 𝑛’ye halkanın karakteristiği denir ve 

𝑪𝒉𝒂𝒓𝑯 = 𝒏 ile gösterilir. 

Tanım 2.27. 𝐻 bir halka n ∈ ℤ+ ve ⍴ ∈ 𝐻 olmak şartıyla 𝑛⍴ = 0 iken  ⍴ = 0 ise H halkasına 

bir 𝒏 -torsion free (𝐧-burulmasız) halka denir. 

●Uyarı 2.28. 𝐻 halkası 𝒏-torsion free ise 𝐂𝐡𝐚𝐫𝐇 ≠ 𝒏 dir. 

●Uyarı 2.29. 𝐻 asal halka olmak şartıyla CharH ≠ 2 ise 𝐻 halkası 2-burulmasız bir halka 

olur. 

İspat: Varsayalım ki CharH ≠ 2 ve 𝑥 ∈ 𝐻 için 2x = 0 olsun. O halde her  ⍴, ỿ ∈ 𝐻 için 0 =

2𝑥⍴ỿ = 𝑥⍴(2ỿ) olur. Buda her  ỿ ∈ 𝐻 için 𝑥𝐻(2ỿ) = (0) dır. 𝐻 bir asal halka olduğundan 

𝑥 = 0 veya her ỿ ∈ 𝐻 için 2ỿ = 0 dır. CharH ≠ 2 olduğundan 𝑥 = 0 bulunur. Yani 𝐻, 2-

burulmasız bir halka olur. 

Tanım 2.30. 𝐻 bir halka olsun 

[, ]: 𝐻 ⨯ 𝐻 → 𝐻, [⍴, ỿ] = ⍴ỿ − ỿ⍴ 
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olacak şekilde tanımlanan dönüşüm komütatör (Lie komütatör) olarak adlandırılır. Lie 

komütatör aşağıda yazılı özellikleri sağlar her  ⍴, ⍵, ỿ ∈ 𝐻 için 

 

[⍴, ⍴] = 0 (2.1) 

  

[⍴, ⍵] = −[⍵, ⍴] (2.2) 

  

[⍴ + ⍵, ỿ] = [⍴, ỿ] + [⍵, ỿ] (2.3) 

  

[⍴, ⍵ +  ỿ] = [⍴, ⍵] + [⍴, ỿ] (2.4) 

  

[⍴, [⍵, ỿ]] + [⍵, [ỿ, ⍴]] + [ỿ, [⍴, ⍵]] = 0 (2.5) 

  

Tanım 2.31. 𝐻 bir halka olsun 

∘: 𝐻 ⨯ 𝐻 → 𝐻,   ⍴ ∘ ỿ = ⍴ỿ + ỿ⍴ 

olacak şekilde tanımlanan dönüşüm anti-komütatör (Jordan komütatör) olarak 

adlandırılır. Jordan komütatör aşağıda yazılı özellikleri sağlar her  ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐻 için 

 

⍴ ∘  ⍴ = 2⍴2 (2.6) 

  

(⍴ + ⍵) ∘ ỿ = ⍴ ∘ ỿ + ⍵ ∘ ỿ (2.7) 

  

⍴ ∘ (⍵ + ỿ) = ⍴ ∘ ⍵ +  ⍴ ∘ ỿ (2.8) 

  

⍴ ∘ 𝑘 = 𝑘 ∘ ⍴ (2.9) 

  

Özellikler: Her  ⍴, ⍵, ỿ ∈ 𝐻 için aşağıdaki bağıntılar sağlanır. 

 

[⍴⍵, ỿ] = ⍴[⍵, ỿ] + [⍴, ỿ]⍵ (2.10) 
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[⍴, ⍵ỿ] = ⍵[⍴, ỿ] + [⍴, ⍵]ỿ (2.11) 

  

⍴ ∘ (⍵ ỿ) = (⍴ ∘ ⍵)ỿ − ⍵[⍴, ỿ] (2.12) 

  

⍴ ∘ (⍵ ỿ) = ⍵(⍴ ∘ ỿ) + [⍴, ⍵]ỿ (2.13) 

  

(⍴⍵) ∘ ỿ =  ⍴(⍵ ∘ ỿ) − [⍴, ỿ]⍵ (2.14) 

  

(⍴⍵) ∘ ỿ = (⍴ ∘ ỿ)⍵ +  ⍴[⍵, ỿ] (2.15) 

  

Tanım 2.32. 𝐻 bir halka, 𝑑: 𝐻 → 𝐻 bir dönüşüm olmak üzere her  ⍴, ỿ ∈ 𝐻 için 

𝑑(⍴ + ỿ) = 𝑑(⍴) + 𝑑(ỿ) 

koşulu sağlanıyorsa 𝑑, 𝐻 üzerinde bir toplamsal dönüşüm olarak adlandırılır. 

Tanım 2.33. 𝐻 halka ve 𝑑: 𝐻 → 𝐻 bir dönüşüm olmak üzere her  ⍴, ỿ ∈ 𝐻 için  

𝑑(⍴ + ỿ) = 𝑑(⍴) + 𝑑(ỿ) 

𝑑(⍴ỿ) = 𝑑(⍴)ỿ + ⍴𝑑(ỿ) 

koşullarını sağlayan 𝑑 dönüşümüne 𝐻 halkası üzerinde bir türev denir. 

Örnek 2.34. ℤ tam sayılar kümesi olmak üzere 𝐻 = {[
 ⍴ ⍵
0 0

] ∶  ⍴, ⍵ ∈ ℤ} halkası verilsin, 

𝜃: 𝐻 → 𝐻,  𝜃 ([
 ⍴ ⍵
0 0

]) = [
0  ⍴
0 0

] ile tanımlanan dönüşüm 𝐻 halkası üzerinde bir türevdir. 

Çözüm: ⍴, ⍵, 𝑛, 𝑟 ∈ ℤ olmak üzere, 𝐺 = [
 ⍴ ⍵
0 0

],  𝑇 = [
𝑛 𝑟
0 0

] ∈ 𝐻 olsun, 

𝐺𝑇 = [
 ⍴ ⍵
0 0

] [
𝑛 𝑟
0 0

] = [
 ⍴𝑛  ⍴𝑟
0 0

] 

𝐺 + 𝑇 = [
 ⍴ ⍵
0 0

] + [
𝑛 𝑟
0 0

] = [
 ⍴ + 𝑛 ⍵ + 𝑟

0 0
] 

dir. 

𝐢. 𝜃(𝐺 + 𝑇) = 𝜃(𝐺) + 𝜃(𝑇) mi? 
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𝜃(𝐺 + 𝑇) = 𝜃 ([
 ⍴ + 𝑛 ⍵ + 𝑟

0 0
]) = [

0  ⍴ + 𝑛
0 0

] 

olur. Öte yandan, 𝜃(𝐺) = [
0  ⍴
0 0

] ve 𝜃(𝑇) = [
0 𝑛
0 0

] olduğundan 

𝜃(𝐺) + 𝜃(𝑇) = [
0  ⍴
0 0

] + [
0 𝑛
0 0

] = [
0  ⍴ + 𝑛
0 0

] 

dir. Böylece 

𝜃(𝐺 + 𝑇) = 𝜃(𝐺) + 𝜃(𝑇) 

elde edilir. 

𝐢𝐢. 𝜃(𝐺𝑇) = 𝜃(𝐺)𝑇 + 𝐺𝜃(𝑇) mi? 

𝜃(𝐺𝑇) = 𝜃 ([
 ⍴𝑛  ⍴𝑟
0 0

]) = [
0  ⍴𝑛
0 0

] 

dir. Öte yandan 

𝜃(𝐺)𝑇 = [
0  ⍴
0 0

] [
𝑛 𝑟
0 0

] = [
0 0
0 0

] 

ve 

𝜃(𝑇) = [
 ⍴ ⍵
0 0

] [
0 𝑛
0 0

] = [
0  ⍴𝑛
0 0

], 

olmak üzere 

𝜃(𝐺)𝑇 + 𝐺𝜃(𝑇) = [
0  ⍴𝑛
0 0

] 

olur. Böylece 

𝜃(𝐺𝑇) = 𝜃(𝐺)𝑇 + 𝐺𝜃(𝑇) 

eşitliği bulunur. Böylece 𝜃’nın 𝐻 halkası üzerinde bir türev olduğu gösterilmiş olunur. 

Tanım 2.35. 𝐻 bir halka ve 𝑑, 𝐻 halkası üzerinde tanımlı bir dönüşüm (toplamsal olmak 

zorunda değil) olmak üzere her  ⍴, ỿ ∈ 𝐻 için 

𝑑(⍴ỿ) = 𝑑(⍴)ỿ + ⍴𝑑(ỿ) 

koşulunu sağlayan 𝑑 dönüşümü 𝐻 halkası üzerinde bir çarpımsal türev olarak adlandırılır. 
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Uyarı 2.36. Her türev bir çarpımsal türevdir fakat tersi her zaman doğru değildir. 

Örnek 2.37. 𝐻 = 𝐶[0,1] sürekli fonksiyonlar halkası ve 𝜇: 𝐻 → 𝐻 dönüşüm, 𝜙 ∈ 𝐻 olmak 

üzere 𝜇(𝜙) aşağıdaki biçimde tanımlansın, o halde her ⍵ ∈ [0,1] için 

𝜇(𝜙)(⍵) = {
𝜙(⍵) 𝑙𝑜𝑔|𝜙(⍵)| , 𝜙(⍵) ≠ 0

0, diğer durumlarda
 

𝜇 bir çapımsal türevdir ancak 𝜇 bir türev değildir. 

Çözüm:  𝜙(⍵), 𝛾(⍵) ∈ ℝ olmak üzere 

i. 𝜇(𝜙(⍵) + 𝛾(⍵)) = 𝜇(𝜙(⍵)) + 𝜇(𝛾(⍵)) mi? 

𝜇(𝜙(⍵) + 𝛾(⍵)) = (𝜙(⍵) + 𝛾(⍵)) 𝑙𝑜𝑔|𝜙(⍵) + 𝛾(⍵)| 

 = 𝜙(⍵) 𝑙𝑜𝑔|𝜙(⍵) + 𝛾(⍵)| + 𝛾(⍵) 𝑙𝑜𝑔|𝜙(⍵) + 𝛾(⍵)| 

dir. Öte yandan  

𝜇(𝜙(⍵)) + 𝜇(𝛾(⍵)) = 𝜙(⍵)𝑙𝑜𝑔 ∣ 𝜙(⍵) ∣ +𝛾(⍵)𝑙𝑜𝑔 ∣ 𝛾(⍵) ∣ 

elde edilir. Böylece  

𝜇(𝜙(⍵) + 𝛾(⍵)) ≠ 𝜇(𝜙(⍵)) + 𝜇(𝛾(⍵)) 

olur. 

ii. 𝜇(𝜙(⍵)𝛾(⍵)) =  𝜇(𝜙(⍵))𝛾(⍵) + 𝜙(⍵)𝜇(𝛾(⍵)) midir? 

𝜇(𝜙(⍵)𝛾(⍵)) = 𝜙(⍵)𝛾(⍵)𝑙𝑜𝑔 ∣ 𝜙(⍵)𝛾(⍵) ∣ 

=  𝜙(⍵)𝛾(⍵)𝑙𝑜𝑔 ∣ 𝜙(⍵) ∣ +𝜙(⍵)𝛾(⍵)𝑙𝑜𝑔 ∣ 𝑔(⍵) ∣ 

dir. Ayrıca  

𝜇(𝜙(⍵))𝛾(⍵) + 𝜙(⍵)𝜇(𝛾(⍵)) = 𝜙(⍵)𝛾(⍵)𝑙𝑜𝑔 ∣ 𝜙(⍵) ∣ +𝜙(⍵)𝛾(⍵)𝑙𝑜𝑔 ∣ 𝛾(⍵) ∣ 

elde edilir. Yani 

𝜇(𝜙(⍵)𝛾(⍵)) =  𝜇(𝜙(⍵))𝛾(⍵) + 𝜙(⍵)𝜇(𝛾(⍵)) 

olduğu görülür. Böylece 𝜇 bir çapımsal türevdir ancak türev değildir. 

Tanım 2.38. 𝐻 bir halka, 𝑇: 𝐻 → 𝐻 toplamsal bir dönüşüm olsun. Eğer her  ⍴, ỿ ∈ 𝐻 için  
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𝑇(⍴ỿ) = 𝑇(⍴)ỿ + ⍴𝑑(ỿ) 

koşulunu sağlayan bir 𝑑: 𝐻 → 𝐻 türevi varsa 𝑇 dönüşümüne 𝒅 ile belirlenmiş 

genelleştirilmiş türev denir. (Braser 1991) (𝑇, 𝑑) ikilisi 𝑑 ile belirlenen 𝑇 genelleştirilmiş 

türevini ifade eder. 

Sonuç 2.39. Her türev kendisi ile belirli genelleştirilmiş türevdir fakat tersi her zaman doğru 

olmayabilir. 

Örnek 2.40. ℤ tam sayılar halkası olmak üzere ve 𝐻 = {(
 ⍴ 0
⍵  ỿ

)  ∣   ⍴, ⍵, ỿ ∈ ℤ } kümesi 

matrisler halkası üzerinde bilinen işlemler ile bir halkadır. 𝜇 , 𝑇: 𝐻 → 𝐻 dönüşümleri 

𝑇 (
 ⍴ 0
⍵  ỿ

) = (
0 0

 ⍴ + ⍵ 0
) 

ve  

𝜇 (
 ⍴ 0
⍵  ỿ

) = (
0 0
⍵ 0

) 

biçiminde tanımlansın. Bu durumda 𝑇 dönüşümü 𝜇  türevi ile belirlenen bir genelleştirilmiş 

türevdir ancak türev değildir. 

Çözüm: ⍴, ⍵, ỿ, 𝑒, 𝑗, 𝑙 ∈ ℤ olmak üzere 𝑛 = (
 ⍴ 0
⍵  ỿ

) , 𝑟 = (
𝑒 0
𝑗 𝑙

) ∈ 𝐻 olsun 

𝑛𝑟 = (
 ⍴ 0
⍵  ỿ

) (
𝑒 0
𝑗 𝑙

) = (
 ⍴𝑒 0

⍵𝑒 +  ỿ𝑗  ỿ𝑙
) 

𝑛 + 𝑟 = (
 ⍴ 0
⍵  ỿ

) + (
𝑒 0
𝑗 𝑙

) = (
 ⍴ + 𝑒 0
⍵ + 𝑗  ỿ + 𝑙

) 

dir. 

i. 𝜇(𝑛 + 𝑟) = 𝜇(𝑛) + 𝜇(𝑟) midir? 

𝜇(𝑛 + 𝑟) = 𝜇 (
 ⍴ + 𝑒 0
⍵ + 𝑗 ỿ + 𝑙

) = (
0 0

⍵ + 𝑗 0
) 

olur. Öte yandan 𝜇(𝑛) = (
0 0
⍵ 0

) ve 𝜇(𝑟) = (
0 0
𝑗 0

) olduğundan 

𝜇(𝑛) + 𝜇(𝑟) = (
0 0
⍵ 0

) + (
0 0
𝑗 0

) = (
0 0

⍵ + 𝑗 0
) 
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dir. Böylece  

𝜇(𝑛 + 𝑟) = 𝜇(𝑛) + 𝜇(𝑟) 

olur. 

ii. 𝜇(𝑛𝑟) = 𝜇(𝑛)𝑟 + 𝑛𝜇(𝑟) midir? 

𝜇(𝑛𝑟) = 𝜇 (
 ⍴𝑒 0

⍵𝑒 +  ỿ𝑗 ỿ𝑙
) = (

0 0
⍵𝑒 +  ỿ𝑗 0

) 

dir. Ayrıca  

𝜇(𝑛)𝑟 + 𝑛𝜇(𝑟) = (
0 0
⍵ 0

) (
𝑒 0
𝑗 𝑙

) + (
 ⍴ 0
⍵  ỿ

) (
0 0
𝑗 0

) = (
0 0

⍵𝑒 +  ỿ𝑗 0
) 

olur. Böylece 

𝜇(𝑛𝑟) = 𝜇(𝑛)𝑟 + 𝑛𝜇(𝑟) 

elde edilir. Dolayısıyla 𝜇  dönüşümünün türev olduğu görülmüş olur. 

iii. 𝑇(𝑛𝑟) = 𝑇(𝑛)𝑟 + 𝑛𝜇(𝑟) ve 𝑇(𝑛𝑟) = 𝑇(𝑛)𝑟 + 𝑛𝑇(𝑟) mi? 

 𝑇(𝑛) = (
0 0

 ⍴ + ⍵ 0
), 𝑇(𝑟) =  (

0 0
𝑒 + 𝑗 0

) ve 𝜇(𝑟) = (
0 0
𝑗 0

) olduğundan  

𝑇(𝑛𝑟) = 𝑇 (
 ⍴𝑒 0

⍵𝑒 +  ỿ𝑗 ỿ𝑙
) = (

0 0
 ⍴𝑒 + ⍵𝑒 +  ỿ𝑗 0

) 

dir. Ayrıca  

𝑇(𝑛)𝑟 + 𝑛𝜇(𝑟) = (
0 0

 ⍴ + ⍵ 0
) (

𝑒 0
𝑗 𝑙

) + (
 ⍴ 0
⍵  ỿ

) (
0 0
𝑏 0

) = (
0 0

 ⍴𝑒 + ⍵𝑒 +  ỿ𝑗 0
) 

olur. Öte yandan 

𝑇(𝑛)𝑟 + 𝑛𝑇(𝑟) = (
0 0

 ⍴ + ⍵ 0
) (

𝑒 0
𝑗 𝑐

) + (
 ⍴ 0
⍵  ỿ

) (
0 0

𝑒 + 𝑗 0
)

= (
0 0

 ⍴𝑒 + ⍵𝑒 +  ỿ𝑒 +  ỿ𝑗 0
) 

dir. Böylece 𝑇(𝑛𝑟) = 𝑇(𝑛)𝑟 + 𝑛𝜇 (𝑟) ve 𝑇(𝑛𝑟) ≠ 𝑇(𝑛)𝑟 + 𝑛𝑇(𝑟) olduğu görülür. O halde 

(𝑇, 𝜇) genelleştirilmiş türevdir fakat  𝑇 türev değildir. 



13 
 

Tanım 2.41. 𝐻 bir halka 𝑇: 𝐻 → 𝐻 bir dönüşüm (toplamsal olmak zorunda değil) ve 𝑑: 𝐻 →

𝐻 bir çarpımsal türev olmak üzere her ⍴, ỿ ∈ 𝐻 için  

𝑇(⍴ỿ) = 𝑇(⍴)ỿ + ⍴𝑑(ỿ) 

koşulunu sağlayan 𝑇 dönüşümüne 𝒅 ile belirlenmiş çarpımsal genelleştirilmiş türev denir. 

Sonuç 2.42. Her genelleştirilmiş türev çarpımsal genelleştirilmiş türevdir. Ancak her 

çarpımsal genelleştirilmiş türev genelleştirilmiş türev olmayabilir. 

Örnek 2.43. 𝐾 bir halka ve 𝐻 = {(
0  ⍴ ⍵
0 0  ỿ
0 0 0

)  ∣   ⍴, ⍵, ỿ ∈ 𝐾 } şeklinde bir halka olsun 

𝑑, 𝐹: 𝐻 → 𝐻 dönüşümleri 

𝑑 (
0  ⍴ ⍵
0 0  ỿ
0 0 0

) = (
0 0  ⍴2

0 0 0
0 0 0

) 

ve  

Տ (
0  ⍴ ⍵
0 0  ỿ
0 0 0

) = (
0 0 ⍵ ỿ
0 0 0
0 0 0

) 

biçiminde tanımlansın. Bu durumda Տ, 𝑑 çarpımsal türevi ile belirli çarpımsal 

genelleştirilmiş türevdir ancak genelleştirilmiş türev değildir. 

Çözüm: ⍴, ⍵, ỿ, 𝑒, 𝑗, 𝑙 ∈ 𝐾 olmak üzere ℳ = (
0  ⍴ ⍵
0 0  ỿ
0 0 0

), ℱ =  (
0 𝑒 𝑗
0 0 𝑙
0 0 0

) ∈ 𝑆 olsun 

ℳℱ = (
0  ⍴ ⍵
0 0  ỿ
0 0 0

) (
0 𝑒 𝑗
0 0 𝑙
0 0 0

) = (
0 0  ⍴𝑙
0 0 0
0 0 0

) 

ℳ + ℱ = (
0  ⍴ ⍵
0 0  ỿ
0 0 0

) + (
0 𝑒 𝑗
0 0 𝑙
0 0 0

) = (
0  ⍴ + 𝑒 ⍵ + 𝑗
0 0  ỿ + 𝑙
0 0 0

)  

i. 𝑑(ℳ + ℱ) = 𝑑(ℳ) + 𝑑(ℱ) mi? 

 𝑑(ℳ) = (
0 0  ⍴2

0 0 0
0 0 0

) ve 𝑑(ℱ) = (
0 0 𝑒2

0 0 0
0 0 0

) olduğundan 
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𝑑(ℳ + ℱ) = 𝑑 (
0  ⍴ + 𝑒 ⍵ + 𝑗
0 0  ỿ + 𝑙
0 0 0

) = (
0 0  ⍴2 + 2⍴𝑒 + 𝑒2

0 0 0
0 0 0

) 

dir. Ayrıca 

𝑑(ℳ) + 𝑑(ℱ) = (
0 0  ⍴2

0 0 0
0 0 0

) + (
0 0 𝑒2

0 0 0
0 0 0

) = (
0 0  ⍴2 + 𝑒2

0 0 0
0 0 0

) 

olur. Böylece  

𝑑(ℳ + ℱ) ≠ 𝑑(ℳ) + 𝑑(ℱ) 

olduğu görülür. 𝑑 toplamsal bir dönüşüm değildir. Dolayısıyla 𝑑 bir türev değildir. 

ii. 𝑑(ℳℱ) = 𝑑(ℳ)ℱ + ℳ𝑑(ℱ) mi? 

𝑑(ℳℱ) = 𝑑 (
0 0  ⍴𝑙
0 0 0
0 0 0

) = (
0 0 0
0 0 0
0 0 0

) 

dir. Ayrıca  

𝑑(ℳ)ℱ + ℳ𝑑(ℱ) = (
0 0  ⍴2

0 0 0
0 0 0

) (
0 𝑒 𝑗
0 0 𝑙
0 0 0

) + (
0  ⍴ ⍵
0 0  ỿ
0 0 0

) (
0 0 𝑒2

0 0 0
0 0 0

) = (
0 0 0
0 0 0
0 0 0

)  

olur. Dolayısıyla 

𝑑(ℳℱ) = 𝑑(ℳ)ℱ + ℳ𝑑(ℱ) 

olduğu görülür. Yani 𝑑 bir çarpımsal türevdir. 

iii. Տ(ℳℱ) = Տ(ℳ)ℱ + ℳ𝑑(ℱ) midir? 

Տ(ℳ) = (
0 0 ⍵ỿ
0 0 0
0 0 0

), 𝑆(ℱ) = (
0 0 𝑗𝑙
0 0 0
0 0 0

) olduğundan  

Տ(ℳℱ) = 𝑆 (
0 0  ⍴ỿ
0 0 0
0 0 0

) = (
0 0 0
0 0 0
0 0 0

)  

dir. Ayrıca 

Տ(ℳ)𝑁 + ℳ𝑑(ℱ) = (
0 0 ⍵ỿ
0 0 0
0 0 0

) (
0 𝑒 𝑗
0 0 𝑙
0 0 0

) +  (
0  ⍴ ⍵
0 0  ỿ
0 0 0

) (
0 0 𝑒2

0 0 0
0 0 0

) 
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= (

0 0 0
0 0 0
0 0 0

) 

elde edilir. Bu ise 

Տ(ℳℱ) = Տ(ℳ)ℱ + ℳ𝑑(ℱ) 

demektir. Böylece Տ, 𝑑 çarpımsal türevi ile belirli çarpımsal genelleştirilmiş türevdir ancak 

𝑑 türev olmadığından  (𝑆, 𝑑) genelleştirilmiş türev değildir. 

 Tanım 2.44. 𝐻 bir halka, 𝐹: 𝐻 → 𝐻 bir dönüşüm (toplamsal olmak zorunda değil) olmak 

üzere her ⍴, ỿ ∈ 𝐻 için  

𝐹(⍴ỿ) = 𝐹(⍴)ỿ + ⍴𝑑(ỿ) 

olacak biçimde bir 𝑑: 𝐻 → 𝐻 dönüşümü (toplamsal olmak zorunda değil) var ise 

𝐹 dönüşümüne 𝒅 ile belirlenmiş çarpımsal (genelleştirilmiş) türev denir. 

Tanım 2.45. 𝑆 halka, 𝑑: 𝑆 → 𝑆 toplamsal dönüşüm ve 𝛼, 𝛽: 𝑆 → 𝑆 iki dönüşüm olsun. Her  

⍴, ỿ ∈ 𝑆 için 

𝑑(⍴ỿ) = 𝑑(⍴)𝛼(ỿ) + 𝛽(⍴)𝑑(ỿ) 

şeklinde tanımlanan 𝑑 dönüşümüne (𝜶, 𝜷)-türev denir. 

Tanım 2.46. 𝐻 bir halka, 𝑑: 𝐻 → 𝐻  (𝛼, 𝛽)-türev ve 𝐷: 𝐻 → 𝐻 toplamsal dönüşüm olmak 

şartıyla her  ⍴, ỿ ∈ 𝐻 

𝐷(⍴ỿ) = 𝐷(⍴)𝛼(ỿ) + 𝛽(⍴)𝑑(ỿ) 

biçiminde tanımlanan 𝐷 dönüşümüne 𝒅 ile belirlenmiş genelleştirilmiş (𝜶, 𝜷)-türev denir. 

denir. 

Tanım 2.47. 𝐻 halka, 𝑑: 𝐻 → 𝐻 bir dönüşüm (toplamsal olmak zorunda değil), 𝛼, 𝛽: 𝐻 → 𝐻 

iki dönüşüm ve 𝐷: 𝐻 → 𝐻 bir dönüşüm (toplamsal olmak zorunda değil) olmak üzere her 

⍴, ỿ ∈ 𝐻 için 

𝐷(⍴ỿ) = 𝐷(⍴)𝛼(ỿ) + 𝛽(⍴)𝑑(ỿ) 

şeklinde tanımlanan 𝐷 dönüşümüne 𝒅 ile belirlenmiş çarpımsal (genelleştirilmiş)-(𝜶, 𝜷)-

türev denir. 
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Örnek 2.48. ℤ tamsayılar halkası olmak üzere 𝐻 = {(
0  ⍴ ⍵
0 0  ỿ
0 0 0

)  ∣   ⍴, ⍵, ỿ ∈ ℤ } bir halka 

ve 𝑑, 𝐹, 𝛼, 𝛽: 𝐻 → 𝐻 dönüşümleri sırasıyla aşağıdaki gibi tanımlansın: 

𝑑 (
0  ⍴ ⍵
0 0 ỿ
0 0 0

) = (
0 0  ⍴2

0 0 0
0 0 0

) 

𝐹 (
0  ⍴ ⍵
0 0 ỿ
0 0 0

) = (
0 0 ⍵ỿ
0 0 0
0 0 0

) 

𝛼 (
0  ⍴ ⍵
0 0 ỿ
0 0 0

) = (
0  ⍴ −⍵
0 0 0
0 0 0

) 

𝛽 (
0  ⍴ ⍵
0 0 ỿ
0 0 0

) = (
0  ⍴ 0
0 0 ỿ
0 0 0

) 

Böylece 𝐹, 𝑑 dönüşümü ile belirli çarpımsal (genelleştirilmiş)-(𝛼, 𝛽)-türevdir fakat 

genelleştirilmiş (𝛼, 𝛽)-türev değildir. 

Tanım 2.49. 𝐻 halka ve 𝑑: 𝐻 → 𝐻 bir toplamsal dönüşüm olmak üzere her  ⍴, ỿ ∈ 𝐻 için  

𝑑(⍴ỿ) = 𝑑(ỿ)⍴ + ỿ𝑑(⍴) 

koşulunu sağlayan 𝑑 dönüşümüne 𝐻 halkası üzerinde bir ters türev denir. 

Tanım 2.50. 𝐻 halka ve 𝑑: 𝐻 → 𝐻 bir dönüşüm (toplamsal olmak zorunda değil) olmak 

üzere her  ⍴, ỿ ∈ 𝐻 için  

𝑑(⍴ỿ) = 𝑑(ỿ)⍴ + ỿ𝑑(⍴) 

koşulunu sağlayan 𝑑 dönüşümüne 𝐻 halkası üzerinde bir çarpımsal ters türev denir. 

Tanım 2.51. 𝐻 halka, 𝜃: 𝐻 → 𝐻 toplamsal bir dönüşüm olmak şartıyla her  ⍴, ỿ ∈ 𝐻 için  

𝜃(⍴ỿ) = 𝜃(ỿ)⍴ + ỿ𝑑(⍴) 

ve  

𝜃(⍴ỿ) = 𝑑(ỿ)⍴ + ỿ𝜃(⍴) 
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koşulunu sağlayan bir 𝑑: 𝐻 → 𝐻 ters türevi varsa 𝜃 dönüşümüne 𝒅 ile belirlenmiş sol(sağ) 

genelleştirilmiş ters türev denir. 

Tanım 2.52. 𝐻 bir halka, 𝑑: 𝐻 → 𝐻 toplamsal bir dönüşüm ve 𝛼, 𝛽: 𝐻 → 𝐻 iki dönüşüm 

olsun. Her  ⍴, ỿ ∈ 𝐻 için 

𝑑(⍴ỿ) = 𝑑(ỿ)𝛼(⍴) + 𝛽(ỿ)𝑑(⍴) 

şeklinde tanımlanan d dönüşümüne (𝜶, 𝜷)-ters türev denir.  

Tanım 2.53. 𝐻 bir halka, 𝑑: 𝐻 → 𝐻 (𝛼, 𝛽)-ters türev olmak üzere 𝐷: 𝐻 → 𝐻 toplamsal 

dönüşüm her  ⍴, ỿ ∈ 𝐻 için 

𝐷(⍴ỿ) = 𝐷(ỿ)𝛼(⍴) + 𝛽(ỿ)𝑑(⍴) 

şeklinde tanımlanan 𝐷 dönüşümüne 𝒅 ile belirlenmiş genelleştirilmiş-(𝜶, 𝜷)-ters türev 

denir. 

Tanım 2.54. 𝐻 bir halka, 𝑑: 𝐻 → 𝐻 bir dönüşüm (toplamsal olmak zorunda değil), 

 𝛼, 𝛽: 𝐻 → 𝐻 iki dönüşüm ve  𝐷: 𝐻 → 𝐻 bir dönüşüm (toplamsal olmak zorunda değil) 

olmak üzere her  ⍴, ỿ ∈ 𝐻 için 

𝐷(⍴ỿ) = 𝐷(ỿ)𝛼(⍴) + 𝛽(ỿ)𝑑(⍴) (𝐷(⍴ỿ) = 𝑑(ỿ)𝛼(⍴) + 𝛽(ỿ)𝐷(⍴)) 

biçiminde tanımlanan 𝐷 dönüşümüne 𝒅 ile belirlenmiş çarpımsal (genelleştirilmiş)-

(𝜶, 𝜷)-ters türev denir.  

Tanım 2.55. 𝐻 bir halka, 𝑀 ⊆ 𝐻 olsun. Eğer 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑀 için 𝑚⍴𝑛 ∈ 𝑀 olacak şekilde an az 

bir ⍴ ∈ 𝐻 var ise 𝑀 kümesine bir 𝒎_𝐬𝐢𝐬𝐭𝐞𝐦 denir. 

Tanım 2.56. 𝐻 bir halka ve 𝑆, 𝐻 halkasının bir ideali olmak üzere 

𝐵(𝑆) = {𝑟 ∈ 𝐻 ∣ ∀𝑀, 𝑚_𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚 ∋ 𝑟 ∈ 𝑀 ⇒ 𝑀 ∩ 𝑆 ≠ ∅} 

şeklinde tanımlanan 𝐵(𝑆) kümesine 𝑆 idealinin asal radikali denir. 

Tanım 2.57. 𝐻 halkasının sıfır idealinin asal radikaline 𝐻 halkasının asal radikali denir. 

Teorem 2.58. (McCoy N. H. , 1964, Teorem 4.20) Bir halkanın asal radikali, o halkanın tüm 

asal ideallerin kesişimidir ve her yarı-asal ideal tarafından kapsanılan bir yarı-asal idealdir.  
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Lemma 2.59. 𝐻 yarı-asal halka, 𝑎 ∈ 𝐻 olsun. Eğer her ⍴ ∈ 𝐻 için 𝑎[𝑎, ⍴] = 0 ise 𝑎 ∈ 𝑍(𝐻) 

olur. 

İspat: Varsayalım ki her ⍴ ∈ 𝐻 için 

0 = 𝑎[𝑎, ⍴] 

olsun. Bu eşitlik 𝑟 ∈ 𝐻 olmak üzere ⍴ yerine ⍴𝑟 yazılıp (2.11) eşitliği kullanılarak 

düzenlenirse her ⍴, 𝑟 ∈ 𝐻 için                                                                                                                                                                                                                                                        

0 = 𝑎[𝑎, ⍴𝑟] = 𝑎⍴[𝑎, 𝑟] + 𝑎[𝑎, ⍴]𝑟 

eşitliğine ulaşılır. Burada hipotez kullanılırsa her ⍴, 𝑟 ∈ 𝐻 için 

 

0 = 𝑎⍴[𝑎, 𝑟] (2.16) 

 

olur. (2.16) eşitliğinde ⍴ yerine 𝑟⍴ yazılarak düzenlenirse her ⍴, 𝑟 ∈ 𝐻 için 

 

0 = 𝑎𝑟⍴[𝑎, 𝑟] (2.17) 

 

Bulunur. (2.16) eşitliği soldan 𝑟 ile çarpılırsa her ⍴, 𝑟 ∈ 𝐻 için 

 

0 = 𝑟𝑎⍴[𝑎, 𝑟] (2.18) 

 

elde edilir. (2.17) eşitliğinden (2.18) eşitliği çıkarılıp Lie komütatör tanımı kullanılarak 

gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, 𝑟 ∈ 𝐻 için 

0 = [𝑎, 𝑟]⍴[𝑎, 𝑟] 

olur. Yani her 𝑟 ∈ 𝐻 için  

(0) = [𝑎, 𝑟]𝐻[𝑎, 𝑟] 

dır. 𝐻 yarı-asal halka olduğundan her 𝑟 ∈ 𝐻 için 
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0 = [𝑎, 𝑟] 

eşitliğine ulaşılır. Bu da  𝑎 ∈ 𝑍(𝐻) demektir. 

Lemma 2.60. (𝒂) 𝑅 yarı-asal halka, (0) ≠ 𝐼, 𝑅 halkasının tek yanlı herhangi bir ideali olmak 

üzere 𝑍(𝐼) ⸦ 𝑍(𝑅) dir. Ayrıca halkanın tek yanlı ideali değişmeli ise 𝐼 ⸦ 𝑍(𝑅) olur. 

(b) Eğer 𝑅 asal halka, (0) ≠ 𝐼, 𝑅 halkasının tek yanlı herhangi bir ideali olmak şartıyla 

𝐼 ⸦ 𝑍(𝑅) ise 𝑅 halkası değişmelidir. 

İspat: (𝒂) Varsayalım ki (0) ≠ 𝐼, 𝑅 halkasının bir sağ ideali ⍴ ∈ 𝑍(𝐼) ve ỿ ∈ 𝑅 olsun. 

Böylece 𝐼 sağ ideal olduğundan ⍴ỿ ∈ 𝑍(𝐼) olur. Ayrıca merkez tanımından her ỿ ∈ 𝑅 için 

0 = [⍴, ⍴ỿ] 

dır. Bu ifade (2.1) ve (2.11) eşitliğine göre düzenlenirse her ỿ ∈ 𝑅 için 

0 = ⍴[⍴, ỿ] 

olur. Bu ise Lemma 2.59. dan ⍴ ∈ 𝑍(𝑅) demektir. Dolayısıyla 𝑍(𝐼) ⸦ 𝑍(𝑅) olduğu görülür.  

Eğer 𝐼 değişmeli bir sağ ideal ise 𝐼 = 𝑍(𝐼) olur. Burada 𝑍(𝐼) ⸦ 𝑍(𝑅) olduğundan 

𝐼 ⸦ 𝑍(𝑅) olduğu görülür. Bu ispat benzer şekilde bir sol ideal için de yapılabilir. 

(b) Hipotezden (0) ≠ 𝐼, 𝑅 asal halkasının bir sağ ideali olmak şartıyla 𝐼 ⸦ 𝑍(𝑅) 

olsun. Böylece ⍴, ỿ ∈ 𝑅, 𝑎 ∈ 𝐼 için 𝑎⍴ ∈ 𝐼 ve dolayısıyla 𝑎⍴ ∈ 𝑍(𝑅) olur. Bu ise her ⍴, ỿ ∈

𝑅 ve 𝑎 ∈ 𝐼 için 

0 = [𝑎⍴, ỿ] 

demektir. Bu eşitlik Lie komütatör tanımı kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝑅 ve 𝑎 ∈ 𝐼 

için 

0 = [𝑎⍴, ỿ] = (𝑎⍴)ỿ − ỿ(𝑎⍴) 

bulunur. Burada 𝑎 ∈ 𝐼 ⸦ 𝑍(𝑅) olduğundan her ⍴, ỿ ∈ 𝑅 ve 𝑎 ∈ 𝐼 için 

(𝑎⍴)ỿ = ỿ(𝑎⍴) = (ỿ𝑎)⍴ = (𝑎ỿ)⍴ = 𝑎(ỿ⍴) 

olur. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝑅 ve 𝑎 ∈ 𝐼 için 

0 = 𝑎(⍴ỿ) − 𝑎(ỿ⍴) 
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olur. Elden edilen bu eşitlik Lie komütatör tanımı kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝑅 ve 

𝑎 ∈ 𝐼 için 

0 = 𝑎[⍴, ỿ] 

olur. Bu eşitlik 𝑟 ∈ 𝑅 olmak üzere 𝑎 yerine 𝑎𝑟 yazılarak düzenlenirse ⍴, ỿ, 𝑟 ∈ 𝑅 ve 𝑎 ∈ 𝐼 

için 

0 = 𝑎𝑟[⍴, ỿ] 

elde edilir. Buradan her ⍴, ỿ ∈ 𝑅 ve 𝑎 ∈ 𝐼 için 

(0) = 𝑎𝑅[⍴, ỿ] 

olur. 𝑅 asal halka olduğundan her 𝑎 ∈ 𝐼 için 𝑎 = 0 yani 𝐼 = (0) veya her ⍴, ỿ ∈ 𝑅 için 

[⍴, ỿ] = 0 olur. Kabulümüze göre 𝐼 ≠ (0) olduğundan her ⍴, ỿ ∈ 𝑅 için [⍴, ỿ] = 0 olur. 

Böylece 𝑅 halkasının değişmeli olduğu gösterilmiş olur. İspat bir sol ideal içinde benzer 

şekilde yapılabilir. 
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ÜÇÜNCÜ BÖLÜM 

ÇARPIMSAL GENELLEŞTİRİLMİŞ TÜREVLİ HALKALAR İLE İLGİLİ 

ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

 

3.1. Yarı-asal Halkalarda Çarpımsal (Genelleştirilmiş)-(𝜶, 𝜶)-Türevler Üzerine 

Sonuçlar 

 

Bu bölümde (Ulutaş ve Gölbaşı., 2020) tarafından yapılan “Results on Multiplicative 

(Generalized)-(α, α)-Derivation” adlı çalışma incelenmiştir.  

Lemma 3.1.1. 𝑅 bir yarı-asal halka ve (0) ≠ 𝐼, 𝑅 halkasının ideali olmak üzere 𝑎 ∈ 𝑅 ve 

her ⍴ ∈ 𝐼 için 𝑎⍴𝑎 = 0 ise 𝑎 = 0 olur. 

İspat: Varsayalım ki 𝑎 ∈ 𝑅 olmak şartıyla her ⍴ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝑎⍴𝑎 

olsun. Bu eşitlikte 𝑟 ∈ 𝑅 olmak şartıyla ⍴ yerine 𝑟⍴ yazılırsa her ⍴ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = 𝑎𝑟⍴𝑎 

bulunur. Bulunan bu eşitlik soldan ⍴ elemanı ile çarpılırsa her ⍴ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = ⍴𝑎𝑟⍴𝑎 

olur. Yani her ⍴ ∈ 𝐼 için 

(0) = ⍴𝑎𝑅⍴𝑎 

elde edilir. Burada 𝑅 yarı-asal halka olduğundan her ⍴ ∈ 𝐼 için ⍴𝑎 = 0 olur. 

Öte yandan hipotezde 𝑟 ∈ 𝑅 olmak üzere ⍴ yerine ⍴𝑟 yazılırsa 𝑎⍴𝑟𝑎 = 0 olur. Bu 

eşitlik sağdan ⍴ ile çarpılırsa her 𝑟 ∈ 𝑅 ve ⍴ ∈ 𝐼 için 𝑎⍴𝑟𝑎⍴ = 0 eşitliğine ulaşılır. Bu ise her 

⍴ ∈ 𝐼  için 𝑎⍴𝑅𝑎⍴ = (0) demektir. 𝑅 yarı-asal halka olduğundan her ⍴ ∈ 𝐼 için 𝑎⍴ = 0 olur. 

Dolayısıyla her ⍴ ∈ 𝐼 için 𝑎⍴ = ⍴𝑎 olur. Burada Lemma 2.60. (𝑎) kullanılarak 𝑎 ∈

𝑍(𝐼) ⸦ 𝑍(𝑅) bulunur. O halde 𝑎 ∈ 𝑍(𝑅) dir. 

Hipotezde ⍴ yerine 𝑎 alınırsa 𝑎3 = 0 olur. Böylece Not 2.27. den 𝑎 = 0 olur. 
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Ele alınan bu bölümde 𝑅 yarı-asal halka, (0) ≠ 𝐼, 𝑅 halkasının ideali, 𝑑: 𝑅 → 𝑅 bir 

dönüşüm, α: 𝑅 → 𝑅 bir otomorfizma ve 𝐹: 𝑅 → 𝑅 ise (𝐹, 𝑑) çarpımsal (genelleştirilmiş)-

(𝛼, 𝛼)-türev olarak alınacaktır. 

Teorem 3.1.1 Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹([⍴, ỿ]) = 0 ise her ⍴ ∈ 𝐼 için [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0 olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈  𝐼 için  

 

0 = 𝐹([⍴, ỿ]) (3.1)     

 

olsun. (3.1) eşitliği ỿ elemanı ỿ⍴ elemanıyla değiştirilip sırasıyla  (2.11) eşitliği, (2.1) eşitliği 

ve 𝐹’nin tanımı kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝐹([⍴, ỿ⍴]) 

= 𝐹([⍴, ỿ]⍴) 

      = 𝐹([⍴, ỿ])𝛼(⍴) + 𝛼([⍴, ỿ])𝑑(⍴) 

eşitliği elde edilir. Bir üst satırdaki eşitlikte (3.1) eşitliği kullanılarak gerekli düzenlemeler 

yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝛼([⍴, ỿ])𝑑(⍴) = 0 

bulunur. Bu son eşitlikte  𝛼’nın tanımı ve Lie komütatör tanımı kullanılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

 

 0 = [𝛼(⍴), 𝛼(ỿ)]𝑑(⍴) (3.2) 

 

olduğu görülür. Yani her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = [𝛼(⍴), 𝛼(𝐼)]𝑑(⍴) 

olur. Bir idealin bir otomorfizma altındaki görüntüsü ideal olduğundan 𝛼(𝐼) idealdir. Burada 

𝛼(𝐼) = 𝐽 olarak adlandırılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için [𝛼(⍴), 𝐽]𝑑(⍴) = (0) olur. Bu ise her ⍵ ∈  𝐽 

ve ⍴ ∈  𝐼 için 



23 
 

 

 0 = [𝛼(⍴), ⍵]𝑑(⍴) (3.3) 

 

demektir. 𝑟 ∈ 𝑅 olacak şekilde (3.3) eşitliği ⍵ elemanı 𝑟⍵ elemanıyla değiştirilip (2.11) 

eşitliği kullanılarak düzenlenirse her ⍵ ∈  𝐽, ⍴ ∈  𝐼 ve 𝑟 ∈  𝑅 için 

0 = 𝑟[𝛼(⍴), ⍵]𝑑(⍴) + [𝛼(⍴), 𝑟]⍵𝑑(⍴) 

elde edilir. (3.3) eşitliği soldan 𝑟 elemanıyla çarpılıp bir üst satırdaki eşitlikten çıkarılırsa her 

⍵ ∈  𝐽, ⍴ ∈  𝐼 ve 𝑟 ∈  𝑅 için 

 

 0 = [𝛼(⍴), 𝑟]⍵𝑑(⍴) (3.4) 

 

bulunur. Elde edilen (3.4) eşitliği sağdan 𝛼(⍴) ile çarpılırsa her ⍵ ∈  𝐽, ⍴ ∈  𝐼 ve 𝑟 ∈  𝑅 

için 

 

0 = [𝛼(⍴), 𝑟]⍵𝑑(⍴)𝛼(⍴) (3.5) 

 

elde edilir. (3.4) ⍵ elemanı yerine ⍵𝛼(⍴) elemanı yazılarak düzenlenirse her ⍵ ∈  𝐽, ⍴ ∈  𝐼 

ve 𝑟 ∈  𝑅 için 

 

0 = [𝛼(⍴), 𝑟]⍵𝛼(⍴)𝑑(⍴) (3.6) 

 

olur. Elde edilen (3.6) eşitliğinden (3.5) eşitliği çıkarılıp Lie komütatör tanımı kullanılarak 

gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍵ ∈  𝐽, ⍴ ∈  𝐼 ve 𝑟 ∈  𝑅 için 

 

0 = [𝛼(⍴), 𝑟]⍵[𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] (3.7) 
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elde edilir. (3.7) eşitliğinde 𝑟 elemanı yerine 𝑑(⍴) elemanı yazılırsa her ⍵ ∈  𝐽 ve ⍴ ∈  𝐼 

için 

0 = [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)]⍵[𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] 

olduğu görülür. Yani her ⍵ ∈  𝐽 ve ⍴ ∈  𝐼 için 

(0) = [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)]𝐽[𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] 

denklemine ulaşılır. 𝐽 yarı-asal halka olduğundan her ⍴ ∈  𝐼 için 

0 = [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] 

elde edilir. 

Teorem 3.1.2. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹(⍴ ∘ ỿ) = 0 ise her ⍴ ∈ 𝐼 için [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0 olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

 

0 = 𝐹(⍴ ∘ ỿ) (3.8) 

 

olsun. (3.8) eşitliğinde ỿ yerine ỿ⍴ yazılıp 𝐹’nin tanımı, (2.12) ve (2.1) eşitlikleri kullanılarak 

gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝐹((⍴ ∘ ỿ)⍴) 

= 𝐹(⍴ ∘ ỿ)𝛼(⍴) + 𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(⍴) 
 

bulunur. Bu son eşitlik (3.8) eşitliği kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

 

0 = 𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(⍴) (3.9) 

 

elde edilir. 𝑟 ∈  𝑅 olmak şartıyla (3.9) eşitliği ỿ elemanı 𝑟ỿ elemanıyla değiştirilip (2.13) 

eşitliğinden yararlanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈  𝑅 için 

0 = 𝛼(⍴ ∘ (𝑟ỿ))𝑑(⍴) 

= 𝛼(𝑟(⍴ ∘ ỿ) + [⍴, 𝑟]ỿ)𝑑(⍴) 
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olduğu görülür. Elde edilen bu eşitlik 𝛼’nın tanımı kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 ve 

𝑟 ∈  𝑅 için 

0 = 𝛼(𝑟)𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(⍴) +  𝛼([⍴, 𝑟])𝛼(ỿ)𝑑(⍴) 

elde edilir. (3.9) eşitliği soldan 𝛼(𝑟) çarpılıp üst satırdaki eşitlikten çıkarılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 ve 

𝑟 ∈  𝑅 için 

0 = 𝛼([⍴, 𝑟])𝛼(ỿ)𝑑(⍴) 

bulunur. Bu eşitlik α’nın tanımı ve Lie komütatör tanımından faydalanarak düzenlenirse her 

⍴, ỿ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈  𝑅 için 

0 = [𝛼(⍴), 𝛼(𝑟)]𝛼(ỿ)𝑑(⍴) 

olduğu görülür. α otomorfizma olduğundan α(𝑅) = 𝑅 dir. Burada 𝛼(𝐼) = 𝐽 olarak 

adlandırılırsa her ⍴ ∈ 𝐼 için 

(0) = [𝛼(⍴), 𝑅]𝐽𝑑(⍴) 

olur. Bu ise ⍵ ∈  𝐽, ⍴ ∈  𝐼 ve 𝑟 ∈  𝑅 için 

0 = [𝛼(⍴), 𝑟]⍵𝑑(⍴) 

demektir. Böylece Teorem 3.1.1. (3.4) eşitliğinden sonraki adımlar takip edilerek sonuca 

ulaşılır. 

Teorem 3.1.3. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹([⍴, ỿ]) = ±α([⍴, ỿ]) ise her ⍴ ∈ 𝐼 için [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0 

olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ I için 

 

𝐹([⍴, ỿ]) = ±𝛼([⍴, ỿ]) (3.10) 

 

olsun. (3.10) eşitliği  ỿ yerine ỿ⍴ yazılıp (2.1) ve (2.11) eşitlikleri kullanılarak düzenlenirse 

her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹([⍴, ỿ]⍴) = ±𝛼([⍴, ỿ]⍴) 
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olduğu görülür. Bu son eşitlik 𝐹 ve α dönüşümlerinin tanımı kullanılarak düzenlenirse her 

⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹([⍴, ỿ])𝛼(⍴) + 𝛼([⍴, ỿ])𝑑(⍴) = ±𝛼([⍴, ỿ])𝛼(⍴) 

bulunur. Bu ifade (3.10) eşitliği kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

±𝛼([⍴, ỿ]) 𝛼(⍴) + 𝛼([⍴, ỿ])𝑑(⍴) = ±𝛼([⍴, ỿ])𝛼(⍴) 

olur. Son eşitlikte gerekli düzenlemeler yapıldıktan sonra her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝛼([⍴, ỿ])𝑑(⍴) 

bulunur. Bu eşitlik α’nın tanımı ve Lie komütatör tanımından faydalanarak düzenlenirse her 

⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = [𝛼(⍴), 𝛼(ỿ)]𝑑(⍴) 

eşitliği elde edilir. Buradan Teorem 3.1.1 (3.2) eşitliğinden sonraki adımlar takip edilerek 

sonuca ulaşılır. 

Teorem 3.1.4. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹(⍴ ∘ ỿ) = ±𝛼(⍴ ∘ ỿ) ise her ⍴ ∈ 𝐼 için [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0 

olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

 

𝐹(⍴ ∘ ỿ) = ±𝛼(⍴ ∘ ỿ) (3.11) 

 

olsun. (3.11) eşitliği ỿ yerine ỿ⍴ yazılıp α’nın tanımı, (2.1) ve (2.12) eşitliği kullanılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹((⍴ ∘ ỿ)⍴) = ±𝛼((⍴ ∘ ỿ)⍴) 

bulunur. Bu eşitlik 𝐹’nin ve α’nın tanımı kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹(⍴ ∘ ỿ)𝛼(⍴) + 𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(⍴) = ±𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝛼(⍴) 

elde edilir. Bu son eşitlik (3.11) eşitliği kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

±𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝛼(⍴) + 𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(⍴) = ±𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝛼(⍴) 
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bulunur. Bu eşitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(⍴) 

olur. Böylece Teorem 3.1.2. (3.9) eşitliğinden sonraki adımlar takip edilerek sonuca ulaşılır. 

Teorem 3.1.5. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹([⍴, ỿ]) = ±𝛼(⍴ ∘ ỿ) ise her ⍴ ∈ 𝐼 için [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0 

olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹([⍴, ỿ]) = ±𝛼(⍴ ∘ ỿ) 

olsun. Bu eşitlik ỿ yerine ỿ⍴ yazılıp (2.1), (2.11) ve (2.12) eşitlikleri kullanılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹([⍴, ỿ]⍴) = ±𝛼((⍴ ∘ ỿ)⍴) 

bulunur. Burada 𝐹’nin ve α’nın tanımı kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈

𝐼 için 

𝐹([⍴, ỿ])𝛼(⍴) + 𝛼([⍴, ỿ])𝑑(⍴) = ±𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝛼(⍴) 

elde edilir. Bu ifade hipotez kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

±𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝛼(⍴) + 𝛼([⍴, ỿ])𝑑(⍴) = ±𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝛼(⍴) 

olur. Elde edilen bu eşitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝛼([⍴, ỿ])𝑑(⍴) 

bulunur. Son eşitlik α’nın tanımı ve Lie komütatör tanımından yararlanarak düzenlenirse her 

⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = [𝛼(⍴), 𝛼(ỿ)]𝑑(⍴) 

eşitliği elde edilir. Böylece Teorem 3.1.1 (3.2) eşitliğinden sonraki adımlar takip edilerek 

sonuca ulaşılır. 

Teorem 3.1.6. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹(⍴ ∘ ỿ) = ±𝛼([⍴, ỿ]) ise her ⍴ ∈ 𝐼 için [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0 

olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 
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𝐹(⍴ ∘ ỿ) = ±𝛼([⍴, ỿ]) 

olsun. Bu eşitlik ỿ yerine ỿ⍴ yazılıp (2.1), (2.12) ve (2.11) eşitlikleri kullanılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹((⍴ ∘ ỿ)⍴) = ±𝛼([⍴, ỿ]⍴) 

elde edilir. Burada 𝐹’nin ve α’nın tanımı kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her 

⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹(⍴ ∘ ỿ)𝛼(⍴) + 𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(⍴) = ±𝛼([⍴, ỿ])𝛼(⍴) 

bulunur. Bu ifade hipotez kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

±𝛼([⍴, ỿ])𝛼(⍴) + 𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(⍴) = ±𝛼([⍴, ỿ])𝛼(⍴) 

olur. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(⍴) 

eşitliğine ulaşılır. Böylece Teorem 3.1.2. (3.9) eşitliğinden sonraki adımlar takip edilerek 

sonuca ulaşılır. 

Teorem 3.1.7. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹([⍴, ỿ]) = ±𝛼([𝐹(⍴), ỿ]) ise her ⍴ elemanı için 

[𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0 olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹([⍴, ỿ]) = ±𝛼([𝐹(⍴), ỿ]) 

olsun. Bu eşitlik ỿ yerine ỿ⍴ yazılıp (2.1) eşitliği ve (2.11) eşitliği kullanılarak düzenlenirse 

her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹([⍴, ỿ]⍴) = ±𝛼(ỿ[𝐹(⍴), ⍴] + [𝐹(⍴), ỿ]⍴) 

olur. Burada 𝐹’nin ve α’nın tanımı kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈

𝐼 için 

𝐹([⍴, ỿ])𝛼(⍴) + 𝛼([⍴, ỿ])𝑑(⍴) = ±𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) ± 𝛼([𝐹(⍴), ỿ])𝛼(⍴) 

elde edilir. Benzer şekilde bu eşitlik hipotez kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

±𝛼([𝐹(⍴), ỿ])𝛼(⍴) + 𝛼([⍴, ỿ])𝑑(⍴) = ±𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) ± 𝛼([𝐹(⍴), ỿ])𝛼(⍴) 
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olur. Böylece gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

 

𝛼([⍴, ỿ])𝑑(⍴) = ±𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) (3.12) 

 

eşitliğine ulaşılır. (3.12) eşitliği 𝑟 ∈ 𝑅 olmak şartıyla ỿ elemanı 𝑟ỿ elemanı ile değiştirilip 

(2.11) eşitliği ve α’nın tanımı kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

𝛼([⍴, 𝑟])𝛼(ỿ)𝑑(⍴) + 𝛼(𝑟)𝛼([⍴, ỿ])𝑑(⍴) = ±𝛼(𝑟)𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) 

 bulunur. Son eşitlikte (3.12) eşitliği kullanılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

𝛼([⍴, 𝑟])𝛼(ỿ)𝑑(⍴) ± 𝛼(𝑟)𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) = ±𝛼(𝑟)𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) 

olduğu görülür. Burada gerekli düzenleme yapıldıktan sonra her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = 𝛼([⍴, 𝑟])𝛼(ỿ)𝑑(⍴) 

bulunur. Bu eşitlik α’nın tanımı ve Lie komütatör tanımından faydalanarak düzenlenirse her 

⍴, ỿ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = [𝛼(⍴), 𝛼(𝑟)]𝛼(ỿ)𝑑(⍴) 

olur. Buradan her ⍴ ∈ 𝐼 için 

(0) = [𝛼(⍴), 𝛼(𝑅)]𝛼(𝐼)𝑑(⍴) 

bulunur. α otomorfizma olduğundan 𝛼(𝑅) = 𝑅 dir. Ayrıca 𝛼(𝐼) = 𝐽 olarak adlandırılsa her 

⍴ ∈ 𝐼 için 

(0) = [𝛼(⍴), 𝑅]𝐽𝑑(⍴) 

elde edilir. Bu ifade her ⍴ ∈ 𝐼, ⍵ ∈ 𝐽 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 0 = [𝛼(⍴), 𝑟]⍵𝑑(⍴) 

olur. Böylece Teorem 3.1.1. (3.4) eşitliğinden sonraki adımlar takip edilerek sonuca ulaşılır. 

Teorem 3.1.8. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹(⍴𝑜ỿ) = ±𝛼(𝐹(⍴)𝑜ỿ) ise her ⍴ ∈ 𝐼 için [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0 

olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹(⍴ ∘ ỿ) = ±𝛼(𝐹(⍴) ∘ ỿ) 



30 
 

olsun. Bu ifade ỿ elemanı yerine ỿ⍴ elemanı yazılıp (2.1) ve (2.12) eşitliği kullanılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹((⍴ ∘ ỿ)⍴) = ±𝛼((𝐹(⍴) ∘ ỿ)⍴ − ỿ[𝐹(⍴), ⍴]) 

eşitliği elde edilir. Bu eşitlik 𝐹’nin ve α’nın tanımı kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹(⍴ ∘ ỿ)𝛼(⍴) + 𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(⍴) = ±𝛼(𝐹(⍴) ∘ ỿ)𝛼(⍴) ∓ 𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) 

elde edilir. Elde edilen bu eşitlik hipotez kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

±𝛼(𝐹(⍴) ∘ ỿ)𝛼(⍴) + 𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(⍴) = ±𝛼(𝐹(⍴) ∘ ỿ)𝛼(⍴) ∓ 𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) 

bulunur. Bu ifadede gerekli düzenlemeler yapıldıktan sonra her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

 

𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(⍴) = ∓𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) (3.13) 

 

olur. (3.13) eşitliğinde 𝑟 ∈ 𝑅 olmak üzere ỿ yerine 𝑟ỿ yazılıp (2.13) eşitliği kullanılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

𝛼(𝑟(⍴ ∘ ỿ) + [⍴, 𝑟]ỿ)𝑑(⍴) = ∓𝛼(𝑟ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) 

olduğu görülür. Bu eşitlik α’nın tanımı kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝛼(𝑟)𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(⍴) + 𝛼([⍴, 𝑟])𝛼(ỿ)𝑑(⍴) = ∓𝛼(𝑟)𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) 

olur. Böylece bu eşitlikte (3.13) eşitliği kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈

𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

∓𝛼(𝑟)𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) + 𝛼([⍴, 𝑟])𝛼(ỿ)𝑑(⍴) = ∓𝛼(𝑟)𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) 

bulunur. Bulunan bu eşitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = 𝛼([⍴, 𝑟])𝛼(ỿ)𝑑(⍴) 

eşitliğine ulaşılır. Elde edilen bu eşitlik α’nın tanımı ve Lie komütatör tanımından 

yararlanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = [𝛼(⍴), 𝛼(𝑟)]𝛼(ỿ)𝑑(⍴) 

olur. Buradan her ⍴ ∈ 𝐼 için  
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(0) = [𝛼(⍴), 𝛼(𝑅)]𝛼(𝐼)𝑑(⍴) 

bulunur. α otomorfizma olduğundan 𝛼(𝑅) = 𝑅 dir. Burada 𝛼(𝐼) = 𝐽 olarak adlandırılsa her 

⍴ ∈ 𝐼 için 

(0) = [𝛼(⍴), 𝑅]𝐽𝑑(⍴) 

olur. Buradan her ⍴ ∈ 𝐼, ⍵ ∈ 𝐽 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için  

0 = [𝛼(⍴), 𝑟]⍵𝑑(⍴) 

bulunur. Böylece Teorem 3.1.1 (3.4) eşitliğinden sonraki adımlar takip edilerek sonuca 

ulaşılır.  

 

3.2. Yarı-asal Halkalarda Homomorfizma ve Anti-Homomorfizma Gibi 

Davranan Çarpımsal (Genelleştirilmiş)-(𝝈, 𝝈)-Türevler 

 

Bu bölümde (Dhara, vd., 2014) tarafından yapılmış olan “A Multiplicative 

(Generalized)-(σ, σ)-Derivation Acting as (Anti-) Homomorphism in Semiprime Rings” adlı 

çalışma incelenmiştir. 

Bu bölümde aksi belirtilmediği sürece 𝑅 yarı-asal halka, (0) ≠ 𝐼, 𝑅 halkasının bir sol 

ideali, 𝑑: R → R bir dönüşüm, σ: R → R bir epimorfizma ve 𝐹: R → R dönüşümü ise (𝐹, 𝑑) 

bir çarpımsal (genelleştirilmiş)-(σ, σ)-türev olarak alınacaktır. 

Teorem 3.2.1. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹(⍴ỿ) − 𝐹(⍴)𝐹(ỿ) = 0 ise 𝜎(𝐼)𝑑(𝐼) = (0) ve her ⍴ ∈ 𝐼 için 

𝜎(𝐼)[𝐹(⍴), 𝜎(⍴)] = (0) olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹(⍴ỿ) = 𝐹(⍴)𝐹(ỿ) 

olsun. Bu eşitlik ⍵ ∈ 𝐼 olmak üzere ỿ yerine ỿ⍵ yazılıp 𝐹’nin tanımı ve hipotez kullanılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 

𝐹(⍴(ỿ⍵)) = 𝐹(⍴)𝐹(ỿ⍵) = 𝐹(⍴)(𝐹(ỿ)𝜎(⍵) + 𝜎(ỿ)𝑑(⍵)) 

elde edilir. Yani her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 
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𝐹(⍴(ỿ⍵)) = 𝐹(⍴)𝐹(ỿ)𝜎(⍵) + 𝐹(⍴)𝜎(ỿ)𝑑(⍵) (3.14) 

 

olur. Ayrıca 𝐹’nin tanımı gereği her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 𝐹((⍴ỿ)⍵) = 𝐹(⍴ỿ)𝜎(⍵) + 𝜎(⍴ỿ)𝑑(⍵) 

dir. Bu eşitlik 𝜎’nın tanımı ve hipotez kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 

 

𝐹((⍴ỿ)⍵) = 𝐹(⍴)𝐹(ỿ)𝜎(⍵) + 𝜎(⍴)𝜎(ỿ)𝑑(⍵) (3.15) 

 

elde edilir. ⍴(ỿ⍵) = (⍴ỿ)⍵ dir. Burada (3.14) eşitliğinden (3.15) eşitliği çıkarılırsa her 

⍴, ỿ, ⍵ ∈ I için 

0 = (𝐹(⍴) − 𝜎(⍴))𝜎(ỿ)𝑑(⍵) 

bulunur. Elde edilen bu eşitlik 𝑟 ∈ 𝑅 olmak üzere ỿ yerine 𝑟ỿ yazılıp σ’nın tanımı 

kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = (𝐹(⍴) − 𝜎(⍴))𝜎(𝑟)𝜎(ỿ)𝑑(⍵) 

olur. Bu son eşitlik soldan 𝐹(ỿ) ile çarpılıp düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = 𝐹(ỿ)(𝐹(⍴) − 𝜎(⍴))𝜎(𝑟)𝜎(ỿ)𝑑(⍵) 

olur. σ epimorfizma olduğundan 𝜎(𝑅) = 𝑅 dir. Yani her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 

 

(0) = 𝐹(ỿ)(𝐹(⍴) − 𝜎(⍴))𝑅𝜎(ỿ)𝑑(⍵) (3.16) 

 

elde edilir. 𝐹’nin tanımı ve hipotez gereği her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹(⍴)𝐹(ỿ) = 𝐹(⍴ỿ) =

𝐹(⍴)𝜎(ỿ) + 𝜎(⍴)𝑑(ỿ) dir. Bu eşitlik düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

 

𝐹(⍴)(𝐹(ỿ) − 𝜎(ỿ)) = 𝜎(⍴)𝑑(ỿ) (3.17) 
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olur. (3.17) eşitliğinde ỿ elemanı yerine ⍴ elemanı ve ⍴ elemanı yerine ỿ elemanı yazılırsa 

her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹(ỿ)(𝐹(⍴) − 𝜎(⍴)) = 𝜎(ỿ)𝑑(⍴) bulunur. Elde edilen bu eşitlik (3.16) 

eşitliğinde yerine yazılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

(0) = 𝜎(ỿ)𝑑(⍴)𝑅𝜎(ỿ)𝑑(⍴) 

elde edilir. Benzer şekilde (3.17) eşitliğinde ỿ yerine ⍵ ve ⍴ yerine ỿ yazılırsa her ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 

için 𝐹(ỿ)(𝐹(⍵) − 𝜎(⍵)) = 𝜎(ỿ)𝑑(⍵) olur. Bu eşitlik (3.16) eşitliğinde kullanılırsa her 

⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için  

(0) = 𝐹(ỿ)(𝐹(⍴) − 𝜎(⍴))𝑅𝐹(𝑦)(ỿ(⍵) − 𝜎(⍵)) 

bulunur. Elde edilen bu son eşitlikte ⍵ elemanı ⍴ elemanıyla değiştirilirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

(0) = 𝐹(ỿ)(𝐹(⍴) − 𝜎(⍴))𝑅𝐹(ỿ)(𝐹(⍴) − 𝜎(⍴)) olur. Böylece her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

(0) = 𝜎(ỿ)𝑑(⍴)𝑅𝜎(ỿ)𝑑(⍴) 

ve 

(0) = 𝐹(ỿ)(𝐹(⍴) − 𝜎(⍴))𝑅𝐹(ỿ)(𝐹(⍴) − 𝜎(⍴)) 

eşitlikleri elde edilir. 𝑅 yarı-asal halka olduğundan her ⍴, ỿ elemanları için 0 = 𝜎(ỿ)𝑑(⍴) 

yani 0 = 𝜎(𝐼)𝑑(𝐼) ve her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

 

𝐹(ỿ)(𝐹(⍴) − 𝜎(⍴)) = 0 (3.18) 

 

elde edilir. (3.18) eşitliğinde  ỿ yerine ỿ⍴ yazılıp 𝐹’nin tanımı ve 0 = 𝜎(𝐼)𝑑(𝐼) eşitliği 

kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için  

0 = 𝐹(ỿ)𝜎(⍴)(𝐹(⍴) − 𝜎(⍴)) 

elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

 

0 = 𝐹(ỿ)𝜎(⍴)𝐹(⍴) − 𝐹(ỿ)𝜎(⍴)𝜎(⍴) (3.19) 
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bulunur. (3.18) eşitliği ⍴ yerine ⍴⍴  yazılıp 𝐹’nin tanımı, 𝜎’nın tanımı ve 0 = 𝜎(𝐼)𝑑(𝐼) 

eşitliği kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝐹(ỿ)(𝐹(⍴)𝜎(⍴) − 𝜎(⍴)𝜎(⍴)) 

olur. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

 

0 = 𝐹(ỿ)𝐹(⍴)𝜎(⍴) − 𝐹(ỿ)𝜎(⍴)𝜎(⍴) (3.20) 

 

elde edilir. (3.20) eşitliğinden (3.19) eşitliği çıkarılıp Lie komütatör tanımından 

yararlanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝐹(ỿ)[𝐹(⍴), 𝜎(⍴)] 

olur. Bu son eşitlik 𝑦 yerine 𝑦⍵ yazılıp 𝐹’nin tanımı ve 0 = 𝜎(𝐼)𝑑(𝐼) eşitliği kullanılarak 

düzenlenirse yararlanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 

 

0 = 𝐹(ỿ)𝜎(⍵)[𝐹(⍴), 𝜎(⍴)] (3.21) 

 

elde edilir. (3.21) eşitliği ⍵ yerine ỿ⍵ yazılıp 𝜎’nın tanımı kullanılarak düzenlenirse her 

⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 

 

0 = 𝐹(ỿ)𝜎(ỿ)𝜎(⍵)[𝐹(⍴), 𝜎(⍴)] (3.22) 

 

bulunur. Ayrıca (3.21) eşitliği soldan 𝜎(ỿ) ile çarpılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 

 

0 = 𝜎(ỿ)𝐹(ỿ)𝜎(⍵)[𝐹(⍴), 𝜎(⍴)] (3.23) 

 

olur. Elde edilen (3.22) eşitliğinden (3.23) eşitliği çıkarılıp Lie komütatör tanımı kullanılarak 

gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 
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0 = [𝐹(ỿ), 𝜎(ỿ)]𝜎(⍵)[𝐹(⍴), 𝜎(⍴)] 

elde edilir. Son eşitlikte ỿ yerine ⍴ yazılırsa her ⍴, ⍵ ∈ 𝐼 için 

0 = [𝐹(⍴), 𝜎(⍴)]𝜎(⍵)[𝐹(⍴), 𝜎(⍴)] 

bulunur. Bu son ifade 𝑟 ∈ 𝑅 olmak üzere ⍵ yerine 𝑟⍵ yazılıp 𝜎’nın tanımı kullanılarak 

düzenlenirse her ⍴, ⍵ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = [𝐹(⍴), 𝜎(⍴)]𝜎(𝑟)𝜎(⍵)[𝐹(⍴), 𝜎(⍴)] 

olur. σ epimorfizma olduğundan 𝜎(𝑅) = 𝑅 dir. O halde her ⍴, ⍵ ∈ 𝐼 için 

(0) = [𝐹(⍴), 𝜎(⍴)]𝑅𝜎(⍵)[𝐹(⍴), 𝜎(⍴)] 

demektir. Bu eşitlik soldan 𝜎(⍵) ile çarpılırsa her ⍴, ⍵ ∈ 𝐼 için 

(0) = 𝜎(⍵)[𝐹(⍴), 𝜎(⍴)]𝑅𝜎(⍵)[𝐹(⍴), 𝜎(⍴)] 

eşitliğine ulaşılır. R yarı-asal halka olduğundan her ⍴, ⍵ ∈ 𝐼 için  

0 = 𝜎(⍵)[𝐹(⍴), 𝜎(⍴)] 

olduğu görülür. Buradan her ⍴ ∈ 𝐼 için 0 = 𝜎(𝐼)[𝐹(⍴), 𝜎(⍴)] olur. 

Teorem 3.2.2. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹(⍴ỿ) + 𝐹(⍴)𝐹(ỿ) = 0 ise  𝜎(𝐼)𝑑(𝐼) = (0) ve her ⍴ ∈ 𝐼 

için 𝜎(𝐼)[𝐹(⍴), 𝜎(⍴)] = (0) olur. 

İspat:  𝐹, 𝑑 dönüşümü ile belirli çarpımsal (genelleştirilmiş)-(𝜎, 𝜎)-türev, −𝐹, −𝑑 

dönüşümü ile belirli çarpımsal (genelleştirilmiş)-(𝜎, 𝜎)-türevdir Teorem 3.2.1. de 𝐹 

dönüşümü yerine  −𝐹, 𝑑 dönüşümü yerine  −𝑑 dönüşümü yazılarak sonuca ulaşılır. 

Teorem 3.2.3. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹(⍴ỿ) − 𝐹(ỿ)𝐹(⍴) = 0 ise her ⍴ ∈ 𝐼 için 

𝜎(𝐼)[𝑑(⍴), 𝜎(⍴)] = (0) olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹(⍴ỿ) = 𝐹(ỿ)𝐹(⍴) 

olsun. Ayrıca 𝐹 dönüşümü tanımı gereği her ⍴, 𝑦 ∈ 𝐼 için 𝐹(⍴ỿ) = 𝐹(⍴)𝜎(ỿ) + 𝜎(⍴)𝑑(ỿ)  

dir. Bu eşitlikte ⍴ yerine ⍴ỿ yazılırsa her ⍴, 𝑦 ∈ 𝐼 için 𝐹((⍴ỿ)ỿ) = 𝐹(⍴ỿ)𝜎(ỿ) + 𝜎(⍴ỿ)𝑑(ỿ) 

olur. Hipotezde ⍴ yerine ⍴ỿ yazılıp 𝐹’nin tanımı kullanılırsa her ⍴, 𝑦 elemanları için 
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𝐹((⍴ỿ)ỿ) = 𝐹(ỿ)𝐹(⍴ỿ) = 𝐹(ỿ)(𝐹(⍴)𝜎(ỿ) + 𝜎(⍴ )𝑑(ỿ)) eşitliği elde edilir. Görüldüğü 

üzere bu elde edilen iki eşitlik birbirine eşittir yani her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹(⍴ỿ)𝜎(ỿ) + 𝜎(⍴ỿ)𝑑(ỿ) = 𝐹(ỿ)(𝐹(⍴)𝜎(ỿ) + 𝜎(⍴)𝑑(ỿ)) 

olur. Bu eşitlik hipotez kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹(ỿ)𝐹(⍴)𝜎(ỿ) + 𝜎(⍴ỿ)𝑑(ỿ) = 𝐹(ỿ)𝐹(⍴)𝜎(ỿ) + 𝐹(ỿ)𝜎(⍴)𝑑(ỿ) 

elde edilir. Böylece her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için  

 

0 = (𝜎(⍴ỿ) − 𝐹(ỿ)𝜎(⍴))𝑑(ỿ) (3.24) 

 

olur. Bu eşitlik 𝑟 ∈ 𝑅 olmak üzere ⍴ yerine 𝑟⍴ yazılıp 𝜎’nın tanımı kullanılarak düzenlenirse 

her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = (𝜎(𝑟)𝜎(⍴ỿ) − 𝐹(ỿ)𝜎(𝑟)𝜎(⍴))𝑑(ỿ) 

elde edilir. σ epimorfizma olduğundan 𝜎(𝑅) = 𝑅 olur. Yani her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = (𝑟𝜎(⍴ỿ) − 𝐹(ỿ)𝑟𝜎(⍴))𝑑(ỿ) 

olur. Bu eşitlik ⍵ ∈ 𝐼 olmak üzere 𝑟 yerine 𝐹(⍵) yazılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 

 

0 = 𝐹(⍵)𝜎(⍴ỿ)𝑑(ỿ) − 𝐹(ỿ)𝐹(⍵)𝜎(⍴)𝑑(ỿ) (3.25) 

 

eşitliğine ulaşılır. Böylece (3.24) ifadesi soldan 𝐹(⍵) elemanıyla çarpılıp düzenlenirse her 

⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 0 = 𝐹(⍵)𝜎(⍴ỿ)𝑑(ỿ) − 𝐹(⍵)𝐹(ỿ)𝜎(⍴)𝑑(ỿ) olur. Bu eşitlik (3.25) 

eşitliğinden çıkarılırsa her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için  

0 = (𝐹(ỿ)𝐹(⍵) − 𝐹(⍵)𝐹(ỿ))𝜎(⍴)𝑑(ỿ) 

olur. Bu ifade hipotez kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 

 

0 = (𝐹(⍵ỿ) − 𝐹(ỿ⍵))𝜎(⍴)𝑑(ỿ) (3.26) 
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bulunur. Elde edilen (3.26) bu eşitliği ⍵ yerine ⍵ỿ yazılıp 𝐹’nin tanımı kullanılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 

0 = (𝐹(⍵ỿ)𝜎(ỿ) + 𝜎(⍵ỿ)𝑑(ỿ) − 𝐹(ỿ⍵)𝜎(ỿ) − 𝜎(ỿ⍵)𝑑(ỿ))𝜎(⍴)𝑑(ỿ) 

elde edilir. Bu ifade de 𝜎’nın tanımı ve Lie komütatör tanımı kullanılarak gerekli 

düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 

0 = (𝐹(⍵ỿ) − 𝐹(ỿ⍵))𝜎(ỿ)𝜎(⍴)𝑑(ỿ) + 𝜎([⍵, ỿ])𝑑(ỿ)𝜎(⍴)𝑑(ỿ) 

olur. (3.26) eşitliğinde ⍴ yerine ỿ⍴ yazılıp 𝜎′nın tanımı kullanarak elde edilen eşitlik bir üst 

satırdaki eşitlikten çıkarılırsa her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝜎([⍵, ỿ])𝑑(ỿ)𝜎(⍴)𝑑(ỿ) 

elde edilir. Bu eşitlik 𝑟 ∈ 𝑅 ve 𝑟[⍵, ỿ] ∈ 𝐼 olmak üzere ⍴ yerine 𝑟[⍵, ỿ] yazılıp 𝜎’nın tanımı 

kullanılarak düzenlenirse her ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = 𝜎([⍵, ỿ])𝑑(ỿ)𝜎(𝑟)𝜎([⍵, ỿ])𝑑(ỿ) 

bulunur. 𝜎 epimorfizma olduğundan 𝜎(𝑅) = 𝑅 olur. Yani her ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 

(0) = 𝜎([⍵, ỿ])𝑑(ỿ)𝑅𝜎([⍵, ỿ])𝑑(ỿ) 

olur. 𝑅 yarı-asal halka olduğundan her ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 

 

0 = 𝜎([⍵, ỿ])𝑑(ỿ) (3.27) 

 

bulunur. (3.27) eşitliğinde 𝑟 ∈ 𝑅 olmak şartıyla ⍵ elemanı 𝑟⍵ elemanı ile değiştirilip 𝜎’nın 

tanımı ve (2.10) eşitliği kullanılırsa her ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

    0 = 𝜎([𝑟⍵, ỿ])𝑑(ỿ) = (𝜎(𝑟[⍵, ỿ] + [𝑟, ỿ]⍵)𝑑(ỿ) 

= 𝜎(𝑟)𝜎([⍵, ỿ])𝑑(ỿ) + 𝜎([𝑟, ỿ])𝜎(⍵)𝑑(ỿ) 

bulunur. Yani her ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = 𝜎(𝑟)𝜎([⍵, ỿ])𝑑(ỿ) + 𝜎([𝑟, ỿ])𝜎(⍵)𝑑(ỿ) 
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olur. Bu eşitlikten (3.27) eşitliği soldan 𝜎(𝑟) ile çarpılıp çıkarılırsa her ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = 𝜎([𝑟, ỿ])𝜎(⍵)𝑑(ỿ) 

bulunur. Burada Lie komütatör tanımı ve 𝜎’nın tanımı kullanılarak düzenlenirse her ỿ, ⍵ ∈

𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

 

0 = [𝜎(𝑟), 𝜎(ỿ)]𝜎(⍵)𝑑(ỿ) (3.28) 

 

elde edilir. (3.28) eşitliği sağdan 𝜎(ỿ) ile çarpılırsa her ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

 

0 = [𝜎(𝑟), 𝜎(ỿ)]𝜎(⍵)𝑑(ỿ)𝜎(ỿ) (3.29) 

 

olur. (3.28) eşitliği ⍵ yerine ⍵ỿ yazılıp 𝜎’nın tanımı kullanılarak düzenlenirse her ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 

ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

 

0 = [𝜎(𝑟), 𝜎(ỿ)]𝜎(⍵)𝜎(ỿ)𝑑(ỿ) (3.30) 

 

bulunur. Elde edilen (3.29) eşitliğinden (3.30) eşitliği çıkarılıp Lie komütatör tanımı 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = [𝜎(𝑟), 𝜎(ỿ)]𝜎(⍵)[𝑑(ỿ), 𝜎(ỿ)] 

elde edilir. σ epimorfizma olduğundan 𝜎(𝑅) = 𝑅 dir. O halde her ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için  

0 = [𝑟, 𝜎(ỿ)]𝜎(⍵)[𝑑(ỿ), 𝜎(ỿ)] 

olur. Bu son eşitlikte 𝑟 elemanı 𝑑(ỿ) elemanı ile değiştirilirse her ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 

0 = [𝑑(ỿ), 𝜎(ỿ)]𝜎(⍵)[𝑑(ỿ), 𝜎(ỿ)] 

elde edilir. Burada ⍵ yerine 𝑟⍵ yazılıp 𝜎’nın tanımı kullanılarak her ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = [𝑑(ỿ), 𝜎(ỿ)]𝜎(𝑟)𝜎(⍵)[𝑑(ỿ), 𝜎(ỿ)] 
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olur. Bu eşitlik soldan 𝜎(⍵) ile çarpılırsa her ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = 𝜎(⍵)[𝑑(ỿ), 𝜎(ỿ)]𝜎(𝑟)𝜎(⍵)[𝑑(ỿ), 𝜎(ỿ)] 

bulunur. 𝜎 epimorfizma olduğundan 𝜎(𝑅) = 𝑅 dir. Böylece her ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝜎(⍵)[𝑑(ỿ), 𝜎(ỿ)]𝑅𝜎(⍵)[𝑑(ỿ), 𝜎(ỿ)] 

olur. 𝑅 yarı-asal halka olduğundan her ỿ, ⍵ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝜎(⍵)[𝑑(ỿ), 𝜎(ỿ)] 

elde edilir. Buradan ỿ ∈ 𝐼 için 0 = 𝜎(𝐼)[𝑑(ỿ), 𝜎(ỿ)] demektir. 

Teorem 3.2.4. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹(⍴ỿ) + 𝐹(ỿ)𝐹(⍴) = 0 ise her ⍴ ∈ 𝐼 için 

𝜎(𝐼)[𝑑(⍴), 𝜎(⍴)] = (0) olur. 

İspat:  F, d dönüşümü ile belirli çarpımsal (genelleştirilmiş)-(𝜎, 𝜎)-türev, −𝐹, −𝑑 

dönüşümü ile belirli çarpımsal (genelleştirilmiş)-(𝜎, 𝜎)-türevdir. Teorem 3.2.3. de F 

dönüşümü yerine −𝐹, 𝑑 dönüşümü yerine −𝑑 dönüşümü yazılarak sonuca ulaşılır. 

 

3.3. Yarı-asal Halkalarda Çarpımsal Genelleştirilmiş Türevler ve Sol İdealler  

 

Bu alt bölümde, (Dhara, vd., 2020) tarafından yapılan “A Note on Multiplicative 

(Generalized) Derivation  and Left Ideals in Semi-prime Rings” adlı çalışma incelenmiştir. 

Bu bölümde aksi belirtilmediği sürece 𝑅 2-torsion free yarı-asal halka, (0) ≠ 𝜆, 𝑅 

halkasının bir sol ideali, 𝑑: 𝑅 → 𝑅 bir çarpımsal türev ve 𝐹, 𝑅 halkası üzerinde tanımlı 𝑑 ile 

belirli bir çarpımsal (genelleştirilmiş) türev olarak alınacaktır. 

Teorem 3.3.1. Her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için [𝑑(⍴), 𝐹(ỿ)] = ± [⍴, ỿ]  ise her ⍴ ∈ 𝜆  için 𝜆[𝑑(⍴), ⍴] = (0) 

olur. Ayrıca 𝑅 asal halka ve 𝑑 türev iken her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için [𝑑(⍴), 𝐹(ỿ)] = ± [⍴, ỿ]  ise  

𝜆[𝜆, 𝜆] = (0) olur.  

İspat: Varsayalım ki her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için 

[𝑑(⍴), 𝐹(ỿ)] = ±[⍴, ỿ] 



40 
 

olsun. Bu eşitlik ⍵ ∈ 𝜆 olmak üzere ⍴ yerine ⍴⍵ yazılıp (2.10) eşitliği ve 𝑑’nın tanımı 

kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

[𝑑(⍴)⍵, 𝐹(ỿ)] + [⍴𝑑(⍵), 𝐹(ỿ)] = ±[⍴, ỿ]⍵ ± ⍴[⍵, ỿ] 

olur. Bu eşitlik (2.10) eşitliği kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

𝑑(⍴)[⍵, 𝐹(ỿ)] + [𝑑(⍴), 𝐹(ỿ)]⍵ + ⍴[𝑑(⍵), 𝐹(ỿ)] + [⍴, 𝐹(ỿ)]𝑑(⍵) = ±[⍴, ỿ]⍵ ± ⍴[⍵, ỿ] 

elde edilir. Bu eşitlik hipotez kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

𝑑(⍴)[⍵, 𝐹(ỿ)] ± [⍴, ỿ]⍵ ± ⍴[⍵, ỿ] + [⍴, 𝐹(ỿ)]𝑑(⍵) = ±[⍴, ỿ]⍵ ± ⍴[⍵, ỿ] 

bulunur. Yani her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

 

0 = 𝑑(⍴)[⍵, 𝐹(ỿ)] + [⍴, 𝐹(ỿ)]𝑑(⍵) (3.31) 

 

olur. (3.31) eşitliği ⍴ yerine ⍵⍴ yazılıp 𝑑’nin tanımı ve (2.10) eşitliği kullanılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

0 = (𝑑(⍵)⍴ + ⍵𝑑(⍴))[⍵, 𝐹(ỿ)] + ⍵[⍴, 𝐹(ỿ)]𝑑(⍵) + [⍵, 𝐹(ỿ)]⍴𝑑(⍵) 

eşitliği bulunur. Yani her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

 

0 = 𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] + ⍵𝑑(⍴)[⍵, 𝐹(ỿ)] + ⍵[⍴, 𝐹(ỿ)]𝑑(⍵)

+ [⍵, 𝐹(ỿ)]⍴𝑑(⍵) 

(3.32) 

 

demektir.  (3.31) eşitliği soldan ⍵ ile çarpılırsa her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

0 = ⍵𝑑(⍴)[⍵, 𝐹(ỿ)] + ⍵[⍴, 𝐹(ỿ)]𝑑(⍵) 

eşitliği elde edilir. Bu eşitlik  (3.32) eşitliğinden çıkarılıp düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

0 = 𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] + [⍵, 𝐹(ỿ)]⍴𝑑(⍵) 

olur. Yani her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 
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𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] = −[⍵, 𝐹(ỿ)]⍴𝑑(⍵) (3.33) 

 

olur. (3.33) eşitliğinde 𝑡 ∈ 𝜆 olmak üzere ⍴ elemanı yerine ⍴𝑑(⍵)𝑡 elemanı yazılırsa her 

⍴, ỿ, ⍵, 𝑡 ∈ 𝜆 için 

 

𝑑(⍵)⍴𝑑(⍵)𝑡[⍵, 𝐹(ỿ)] = −[⍵, 𝐹(ỿ)]⍴𝑑(⍵)𝑡𝑑(⍵) (3.34) 

 

elde edilir. (3.33) eşitliği sağdan 𝑡𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] elemanı ile çarpılarak düzenlenirse her 

⍴, ỿ, ⍵, 𝑡 ∈ 𝜆 için 

 

𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)]𝑡𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] = −[⍵, 𝐹(ỿ)]⍴𝑑(⍵)𝑡𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] (3.35) 

 

olur. (3.35) eşitliği (3.34) eşitliği kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑡 ∈ 𝜆 için 

 

𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)]𝑡𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] = 𝑑(⍵)⍴𝑑(⍵)𝑡[⍵, 𝐹(ỿ)]⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] (3.36) 

 

eşitliğine ulaşılır. (3.33) eşitliğinde 𝑡 ∈ 𝜆  olmak şartıyla ⍴ elemanı 𝑡 elemanıyla değiştirilip 

(3.36) eşitliğinde yerine yazılırsa her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑡 ∈ 𝜆 için 

𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)]𝑡𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] = −𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)]𝑡𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] 

olur. Bu ise her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑡 ∈ 𝜆 için 

0 = 2𝑑(⍵)⍴[, 𝐹(ỿ)]𝑡𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] 

demektir. 𝑅 2_burulmasız yarı-asal halka olduğundan her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑡 ∈ 𝜆 için 

0 = 𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)]𝑡𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] 

bulunur. Son eşitlik 𝑟 ∈ 𝑅 olmak esasıyla 𝑡 yerine 𝑟𝑡 yazılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑡 ∈

𝜆 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = 𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)]𝑟𝑡𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] 
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eşitliği elde edilir. Bu eşitlik soldan 𝑡 ile çarpılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑡 ∈ 𝜆 ve 𝑟 ∈ 𝑅 

için 

0 = 𝑡𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)]𝑟𝑡𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] 

bulunur. Buradan ⍴, ỿ, ⍵, 𝑡 ∈ 𝜆 

(0) = 𝑡𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)]𝑅𝑡𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] 

olur. R yarı-asal halka olduğundan her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑡 ∈ 𝜆 için 

0 = 𝑡𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] 

elde edilir. Bu son ifade 𝑟 ∈ 𝑅 olmak şartıyla ⍴ elemanı 𝑟⍴ elemanıyla değiştirilip 

düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑡 ∈ 𝜆 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = 𝑡𝑑(⍵)𝑟⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] 

bulunur. Yani her ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 

(0) = 𝜆𝑑(⍵)𝑅𝜆[⍵, 𝐹(ỿ)] 

elde edilir. Ayrıca 𝐵(𝑅) =∩ { 𝑃 ∣ 𝑃 𝑎𝑠𝑎𝑙 𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 } R halkasının asal radikali ve 𝑃 =

{ 𝑃𝛼  ∣∣ 𝛼 ∈ 𝐼, 𝑃𝛼 , 𝑅 ℎ𝑎𝑙𝑘𝑎𝑠𝚤𝑛𝚤𝑛 𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙𝑙𝑒𝑟𝑖 } olmak üzere her ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

𝜆𝑑(⍵)𝑅𝜆[⍵, 𝐹(ỿ)] ⊆ 𝑃𝛼 olur. Burada 𝑃𝛼 asal ideal olduğundan her ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 𝜆𝑑(⍵) ⊆

𝑃𝛼 veya 𝜆[⍵, 𝐹(ỿ)] ⊆ 𝑃𝛼 bulunur. Bu ise her ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için [⍵, 𝐹(ỿ)]𝜆𝑑(⍵) ⊆ 𝑃𝛼  veya 

𝑑(⍵)𝜆[⍵, 𝐹(ỿ)] ⊆ 𝑃𝛼 demektir. (3.33) eşitliğinden her ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 ve 𝑃𝛼 ∈ 𝑃 için iki durum 

içinde 𝑑(⍵)𝜆[⍵, 𝐹(ỿ)] ⊆ 𝑃𝛼 sonucuna ulaşılır. Yani her ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

𝑑(⍵)𝜆[⍵, 𝐹(ỿ)] ⊆ ∩ 𝑃 

olur. Yani her ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için  

(0) = 𝑑(⍵)𝜆[⍵, 𝐹(ỿ)] 

dir. Bu eşitlikte ỿ elemanı ỿ⍵ elemanıyla değiştirilip 𝐹’nin tanımı kullanılarak gerekli 

düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

0 = 𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ⍵)] 

 = 𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)⍵ + ỿ𝑑(⍵)] 

 = 𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)⍵] + 𝑑(⍵)⍴[⍵, ỿ𝑑(⍵)] 

bulunur. Elde edilen son eşitlik (2.11) eşitliği kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 
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0 = 𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)]⍵ + 𝑑(⍵)⍴[⍵, ỿ𝑑(⍵)] 

elde edilir. Bu son eşitlik daha önce elde edilen (0) = 𝑑(⍵)𝜆[⍵, 𝐹(ỿ)] eşitliği kullanılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için  

0 = 𝑑(⍵)⍴[⍵, ỿ𝑑(⍵)] 

olduğu görülür. Bu ifade soldan ⍵ỿ elemanı ile çarpılırsa her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 0 =

⍵ỿ𝑑(⍵)⍴[⍵, ỿ𝑑(⍵)] , aynı ifade daha sonra ⍴ elemanı yerine ⍵⍴ elemanı yazılıp soldan ỿ 

elemanıyla çarpılırsa 0 = ỿ𝑑(⍵)⍵⍴[⍵, ỿ𝑑(⍵)] olur. Elde edilen bu son eşitlikler birbirinden 

çıkarılırsa her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

0 = [⍵, ỿ𝑑(⍵)]⍴[⍵, ỿ𝑑(⍵)] 

eşitliğine ulaşılır. Elde edilen son eşitlik 𝑟 ∈ 𝑅 olmak üzere ⍴ yerine 𝑟⍴ yazılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = [⍵, ỿ𝑑(⍵)]𝑟⍴[⍵, ỿ𝑑(⍵)] 

bulunur. Son eşitlik soldan ⍴ ile çarpılırsa her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = ⍴[⍵, ỿ𝑑(⍵)]𝑟⍴[⍵, ỿ𝑑(⍵)] 

olur. Yani ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

(0) = ⍴[⍵, ỿ𝑑(⍵)]𝑅⍴[⍵, ỿ𝑑(⍵)] 

dır. R yarı-asal halka olduğundan her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

 

0 = ⍴[⍵, ỿ𝑑(⍵)] (3.37) 

 

olur. Bu eşitlikte 𝑦 yerine 𝑑(⍵)ỿ yazılıp Lie komütatör tanımı kullanılarak gerekli 

düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

0 = ⍴(⍵𝑑(⍵)ỿ𝑑(⍵) − 𝑑(⍵)ỿ𝑑(⍵)⍵) = ⍴⍵𝑑(⍵)ỿ𝑑(⍵) − ⍴𝑑(⍵)ỿ𝑑(⍵)⍵ 

bulunur. Yani her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 
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⍴⍵𝑑(⍵)ỿ𝑑(⍵) = ⍴𝑑(⍵)ỿ𝑑(⍵)⍵ (3.38) 

 

olur. Bu ifade 𝑢 ∈ 𝜆 olmak üzere ỿ elemanı yerine ỿ𝑑(⍵)𝑢 elemanı yazılarak düzenlenirse 

her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑢 ∈ 𝜆 için 

0 = ⍴⍵𝑑(⍵)ỿ𝑑(⍵)𝑢𝑑(⍵) − ⍴𝑑(⍵)ỿ𝑑(⍵)𝑢𝑑(⍵)⍵ 

elde edilir. Son eşitlik (3.38) eşitliği kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑢 ∈ 𝜆 için 

0 = ⍴𝑑(⍵)ỿ𝑑(⍵)⍵𝑢𝑑(⍵) − ⍴𝑑(⍵)ỿ𝑧𝑑(⍵)𝑢𝑑(⍵) 

eşitliğine ulaşılır. Bu eşitlik Lie komütatör tanımı kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑢 ∈

𝜆 için 

 

0 = ⍴𝑑(⍵)ỿ[𝑑(⍵), ⍵]𝑢𝑑(⍵) (3.39) 

 

olur. (3.39) eşitliğinde ỿ yerine ⍵ỿ yazılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑢 ∈ 𝜆 için  

 

0 = ⍴𝑑(⍵)⍵ỿ[𝑑(⍵), ⍵]𝑢𝑑(⍵) (3.40) 

 

bulunur. Benzer şekilde (3.39) eşitliğinde ⍴ elemanı yerine ⍴⍵ elemanı yazılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑢 ∈ 𝜆 için 

 

0 = ⍴⍵𝑑(⍵)ỿ[𝑑(⍵), ⍵]𝑢𝑑(⍵) (3.41) 

 

olur. (3.40) eşitliğinden (3.41) eşitliği çıkarılıp Lie komütatör tanımı kullanılırsa her 

⍴, ỿ, ⍵, 𝑢 ∈ 𝜆 için 

 

0 = ⍴[𝑑(⍵), ⍵]ỿ[𝑑(⍵), ⍵]𝑢𝑑(⍵) (3.42) 

 



45 
 

elde edilir. (3.42) eşitliği sağdan ⍵ elemanı ile çarpılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑢 ∈ 𝜆 için 

 

0 = ⍴[𝑑(⍵), ⍵]ỿ[𝑑(⍵), ⍵]𝑢𝑑(⍵)⍵ (3.43) 

 

bulunur. Benzer şekilde (3.42) eşitliğinde 𝑢 elemanı 𝑢⍵ elemanıyla değiştirilirse her 

⍴, ỿ, ⍵, 𝑢 ∈ 𝜆 için 

 

0 = ⍴[𝑑(⍵), ⍵]ỿ[𝑑(⍵), ⍵]𝑢⍵𝑑(⍵) (3.44) 

 

eşitliği elde edilir. (3.43) eşitliğinden (3.44) eşitliği çıkarılıp Lie komütatör tanımı 

kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑢 ∈ 𝜆 için    

0 = ⍴[𝑑(⍵), ⍵]ỿ[𝑑(⍵), ⍵]𝑢[𝑑(⍵), ⍵] 

bulunur. Bu ise her ⍵ ∈ 𝜆 için 

(0) = 𝜆[𝑑(⍵), ⍵]𝜆[𝑑(⍵), ⍵]𝜆[𝑑(⍵), ⍵] 

demektir. Yani her ⍵ ∈ 𝜆 için 

(0) = (𝜆[𝑑(⍵), ⍵])3 

dir. R yarı-asal halka olduğundan her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑢 ∈ 𝜆 için 

(0) = 𝜆[𝑑(⍵), ⍵] 

olur.  

R’nin asal halka ve 𝑑’nin türev olması durumunda hipotez incelenirse; 

(3.37) eşitliği ỿ yerine 𝑡ỿ yazılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑡 ∈ 𝜆 için 

0 = ⍴[⍵, ỿ𝑑(⍵)] + ⍴[⍵, 𝑡]ỿ𝑑(⍵) 

elde edilir. (3.37) eşitliğinde ⍴ elemanı ⍴𝑡 elemanıyla değiştirilerek elde edilen eşitlik üst 

satırda yazan eşitlikten çıkarılırsa her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑡 ∈ 𝜆 için 

0 = ⍴[⍵, 𝑡]ỿ𝑑(⍵) 
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bulunur. Bu eşitlik benzer şekilde 𝑟 ∈ 𝑅 olmak üzere ỿ elemanı yerine 𝑟ỿ elemanı yazılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑡 ∈ 𝜆 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = ⍴[⍵, 𝑡]𝑟ỿ𝑑(⍵) 

olur. Buradan her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑡 ∈ 𝜆 için 

(0) = ⍴[⍵, 𝑡]𝑅ỿ𝑑(⍵) 

olur. R asal halka olduğundan her ⍴, ỿ, ⍵, 𝑡 ∈ 𝜆 için ⍴[⍵, 𝑡] = 0 veya ỿ𝑑(⍵) = 0 bulunur. 

Yani 𝜆 [𝜆 , 𝜆 ] = 0 veya 𝜆 𝑑(𝜆 ) = 0 olur. Varsayalım ki 𝜆 𝑑(𝜆 ) = 0 olsun. Hipotezde ⍴ 

yerine ⍴𝑡 yazılırsa her ⍴, ỿ, 𝑡 ∈ 𝜆 için [𝑑(⍴𝑡), 𝐹(ỿ)] = ±[⍴𝑡, ỿ] olur. Bu eşitlik 𝑑’nin tanımı 

ve (2.10) eşitliği kullanılarak düzenlenirse ⍴, ỿ, 𝑡 ∈ 𝜆 için 

[𝑑(⍴)𝑡, 𝐹(ỿ)] + [⍴𝑑(𝑡), 𝐹(ỿ)] = ±⍴[𝑡, ỿ] ± [⍴, ỿ]𝑡 

olur. Burada 𝜆 𝑑(𝜆 ) = 0 eşitliğinden her ⍴, ỿ, 𝑡 ∈ 𝜆 için 

[𝑑(⍴)𝑡, 𝐹(ỿ)] = ±⍴[𝑡, ỿ] ± [⍴, ỿ]𝑡 

bulunur. Bu eşitlik (2.10) eşitliği kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, 𝑡 ∈ 𝜆 için 

𝑑(⍴)[𝑡, 𝐹(ỿ)] + [𝑑(⍴), 𝐹(ỿ)]𝑡 = ±⍴[𝑡, ỿ] ± [⍴, ỿ]𝑡 

olur. Bu son ifade hipotez kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, 𝑡 ∈ 𝜆 için 

𝑑(⍴)[𝑡, 𝐹(ỿ)] ± [⍴, ỿ]𝑡 = ±⍴[𝑡, ỿ] ± [⍴, ỿ]𝑡 

eşitliğine ulaşılır. Bu ise her ⍴, ỿ, 𝑡 ∈ 𝜆 için 

𝑑(⍴)[𝑡, 𝐹(ỿ)] = ±⍴[𝑡, ỿ] 

demektir. Son eşitlik soldan 𝜆 ile çarpılıp düzenlenirse her ⍴, ỿ, 𝑡 ∈ 𝜆 için 

𝜆𝑑(⍴)[𝑡, 𝐹(ỿ)] = ±𝜆⍴[𝑡, ỿ] 

olur. Bu ifade 𝜆 𝑑(𝜆 ) = 0 eşitliği kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, 𝑡 ∈ 𝜆 için 

(0) = ±𝜆⍴[𝑡, ỿ] 

bulunur. Burada 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑎 ∈ 𝜆 olmak üzere ⍴ yerine 𝑟⍴ yazılarak gerekli düzenlemeler 

yapılırsa her 𝑎, ⍴, ỿ, 𝑡 ∈ 𝜆  ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = ±𝑎𝑟⍴[𝑡, ỿ] 
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eşitliğine ulaşılır. Buradan her 𝑎, ⍴, ỿ, 𝑡 ∈ 𝜆  için 

(0) = ±𝑎𝑅⍴[𝑡, ỿ] 

bulunur. R asal halka olduğundan her 𝑎, ⍴, ỿ, 𝑡 ∈ 𝜆  için 

𝑎 = 0 veya ⍴[𝑡, ỿ] = 0 

olur. Buradan 𝜆 = (0) veya 𝜆[𝜆, 𝜆] = (0)  olur. Kabulümüzden dolayı 𝜆 ≠ (0) dir. O halde 

𝜆[𝜆, 𝜆] = (0)  olur. 

Sonuç 3.3.2. Her ⍴, ỿ ∈ 𝑅 için [𝑑(⍴), 𝐹(ỿ)] = ±[⍴, ỿ] ise her ⍴ elemanı için [𝑑(⍴), ⍴] = 0 

olur. 

İspat: Teorem 3.3.1. den ve her halka bir sol ideal olduğundan her ⍴, ỿ ∈ 𝑅 için 

[𝑑(⍴), 𝐹(ỿ)] = ±[⍴, ỿ] ise her ⍴ ∈ 𝑅 için 

(0) = 𝑅[𝑑(⍴), ⍴] 

olur. Bu ifade soldan [𝑑(⍴), ⍴] ile çarpılarak düzenlenirse her ⍴ ∈ 𝑅 için 

(0) = [𝑑(⍴), ⍴] 𝑅[𝑑(⍴), ⍴] 

bulunur. 𝑅 yarı-asal halka olduğundan her ⍴ ∈ 𝑅 için 

0 = [𝑑(⍴), ⍴] 

olur. 

Teorem 3.3.3. Her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için [𝑑(⍴), 𝐹(ỿ)] = ±(⍴𝑜ỿ) ise her ⍴ ∈ 𝜆 için 𝜆[𝑑(⍴), ⍴] = (0) 

olur. 

İspat: Varsayalım ki her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için 

[𝑑(⍴), 𝐹(ỿ)] =  ±(⍴𝑜ỿ) 

olsun. Bu eşitlik ⍵ ∈ 𝜆 olmak şartıyla ⍴ elemanı yerine ⍴⍵ elemanı yazılıp 𝑑’nin tanımı 

kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ λ için 

[𝑑(⍴)⍵ + ⍴𝑑(⍵), 𝐹(ỿ)] =  ±((⍴⍵)𝑜ỿ) 

elde edilir. Bu eşitlik (2.3), (2.10) ve (2.15) eşitlikleri kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈

𝜆 için 
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𝑑(⍴)[⍵, 𝐹(ỿ)] + [𝑑(⍴), 𝐹(ỿ)]⍵ + ⍴[𝑑(⍵), 𝐹(ỿ)] + [⍴, 𝐹(ỿ)]𝑑(⍵) = ±(⍴𝑜ỿ)⍵ ± ⍴[⍵, ỿ] 

olur. Burada hipotez kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

𝑑(⍴)[⍵, 𝐹(ỿ)] ± (⍴𝑜ỿ)⍵ + ⍴[𝑑(⍵), 𝐹(ỿ)] + [⍴, 𝐹(ỿ)]𝑑(⍵) = ±(⍴𝑜ỿ)⍵ ± ⍴[⍵, ỿ] 

elde edilir. Yani her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

 

𝑑(⍴)[⍵, 𝐹(ỿ)] + ⍴[𝑑(⍵), 𝐹(ỿ)] + [⍴, 𝐹(ỿ)]𝑑(⍵) = ±⍴[⍵, ỿ] (3.45) 

 

bulunur. (3.45) eşitliği ⍴ yerine ⍵⍴ yazılıp 𝑑’nin tanımı ve (2.10) eşitliği kullanılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] + ⍵(𝑑(⍴)[⍵, 𝐹(ỿ)] + ⍴[𝑑(⍵), 𝐹(ỿ)] + [⍴, 𝐹(ỿ)]𝑑(⍵)) + [⍵, 𝐹(ỿ)]⍴

= ±⍵⍴[⍵, ỿ] 

eşitliğine ulaşılır. Elde edilen bu eşitlikte (3.45) eşitliği kullanılarak düzenlenirse her 

⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] ± ⍵⍴[⍵, ỿ] + [⍵, 𝐹(ỿ)]⍴ = ±⍵⍴[⍵, ỿ] 

elde edilir. Bu ise her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ λ için 

0 = 𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] + [⍵, 𝐹(ỿ)]⍴ 

demektir. Böylece Teorem 3.3.1. (3.33) eşitliğinden sonraki adımlar takip edilerek sonuca 

ulaşılır. 

Sonuç 3.3.4. Her ⍴, 𝑦 ∈ 𝑅 için [𝑑(⍴), 𝐹(ỿ)] = ±(⍴ ∘ ỿ) ise her ⍴ ∈ 𝜆 için [𝑑(⍴), ⍴] = 0 olur. 

İspat: Teorem 3.3.3. ve her halkanın bir sol ideal olduğu kullanılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝑅 için 

[𝑑(⍴), 𝐹(ỿ)] = ±(⍴ ∘ ỿ) ise her 𝑥 ∈ 𝑅 için (0) = 𝑅[𝑑(⍴), ⍴] olur. Bu eşitlik soldan [𝑑(⍴), ⍴] 

elemanıyla çarpılarak düzenlenirse her ⍴ ∈ 𝑅 için 

(0) = [𝑑(⍴), ⍴] 𝑅[𝑑(⍴), ⍴] 

elde edilir. Böylece R yarı-asal halka olduğundan her ⍴ ∈ 𝑅 için 

0 = [𝑑(⍴), ⍴] 
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olur.  

Teorem 3.3.5. Her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için [𝑑(⍴), 𝐹(ỿ)] = 0 ise her ⍴ ∈ 𝜆 için 𝜆[𝑑(⍴), ⍴] = (0) olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için 

0 = [𝑑(⍴), 𝐹(ỿ)] 

olsun. Bu eşitlik ⍵ ∈ 𝜆 olmak üzere ⍴ yerine ⍴⍵ yazılıp 𝑑’nin tanımı kullanılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

0 = [𝑑(⍴)⍵ + ⍴𝑑(⍵), 𝐹(ỿ)] 

elde edilir. Bu ifade (2.3) ve (2.10) eşitlikleri kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için  

0 = 𝑑(⍴)[⍵, 𝐹(ỿ)] + [𝑑(⍴), 𝐹(ỿ)]⍵ + ⍴[𝑑(⍵), 𝐹(ỿ)] + [⍴, 𝐹(ỿ)]𝑑(⍵) 

bulunur. Son eşitlik hipotez kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

 

0 = 𝑑(⍴)[⍵, 𝐹(ỿ)] + [⍴, 𝐹(ỿ)]𝑑(⍵) (3.46) 

 

olur. (3.46) eşitliği ⍴ elemanı yerine ⍵⍴ elemanı yazılıp 𝑑’nin tanımı kullanılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

0 = 𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] + ⍵𝑑(⍴)[⍵, 𝐹(ỿ)] + ⍵[⍴, 𝐹(ỿ)]𝑑(⍵) + [⍵, 𝐹(ỿ)]⍴𝑑(⍵) 

elde edilir. (3.46) eşitliği soldan ⍵ ile çarpılıp son eşitlikten çıkarılırsa her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

0 = 𝑑(⍵)⍴[⍵, 𝐹(ỿ)] + [⍵, 𝐹(ỿ)]⍴𝑑(⍵) 

bulunur. Böylece Teorem 3.3.1. (3.33) eşitliğinden sonraki basamaklar takip edilerek sonuca 

ulaşılır. 

Teorem 3.3.6. 𝛿: 𝑅 → 𝑅 bir dönüşüm, 𝐹: 𝑅 → 𝑅  𝛿 ile belirli çarpımsal (genelleştirilmiş) 

türev, 𝑑, 𝑅 halkası üzerinde tanımlı bir çarpımsal türev olmak üzere, 

her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için 𝐹([⍴, ỿ]) ± [𝑑(⍴), 𝑑(ỿ)] ± [⍴, ỿ] = 0 ise her ⍴ ∈ 𝜆 için 𝜆[𝑑(⍴), ⍴] = (0) ve 

𝜆[𝛿(⍴), ⍴] = (0) olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için  
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0 = 𝐹([⍴, ỿ]) + [𝑑(⍴), 𝑑(ỿ)] + [⍴, ỿ] 

olsun. Bu eşitlik ỿ elemanı yerine ỿ⍴ elemanı yazılıp 𝐹’nin tanımı, 𝑑’nin tanımı, (2.3) eşitliği 

ve (2.11) eşitliliği kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için 

0 = 𝐹([⍴, ỿ])⍴ + [⍴, ỿ]𝛿(⍴) + 𝑑(ỿ)[𝑑(⍴), ⍴] + [𝑑(⍴), 𝑑(ỿ)]⍴ + [𝑑(⍴), ỿ]𝑑(⍴) + [⍴, ỿ]⍴ 

elde edilir. Hipotez sağdan ⍴ ile çarpılıp bu son eşitlikten çıkarılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için 

 

0 = [⍴, ỿ]𝛿(⍴) + 𝑑(ỿ)[𝑑(⍴), ⍴] + [𝑑(⍴), ỿ]𝑑(⍴) (3.47) 

 

olur. (3.47) eşitliğinde ỿ yerine ⍴ỿ yazılıp 𝑑’nin tanımı ve (2.11) eşitliği kullanılarak gerekli 

düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için 

 

0 = ⍴[⍴, ỿ]𝛿(⍴) + 𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴] + ⍴𝑑(ỿ)[𝑑(⍴), ⍴] + ⍴[𝑑(⍴), ỿ]𝑑(⍴)

+ [𝑑(⍴), ⍴]ỿ𝑑(⍴) 
(3.48) 

 

bulunur. (3.47) eşitliği soldan ⍴ elemanı ile çarpılırsa 0 = ⍴[⍴, ỿ]𝛿(⍴) + ⍴𝑑(ỿ)[𝑑(⍴), ⍴] +

⍴[𝑑(⍴), ỿ]𝑑(⍴) olur. Bu eşitlik (3.48) eşitliğinden çıkarılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için 

0 = 𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴] + [𝑑(⍴), ⍴]ỿ𝑑(⍴) 

eşitliğine ulaşılır. Bu eşitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için 

 

𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴] = −[𝑑(⍴), ⍴]ỿ𝑑(⍴) (3.49) 

 

olur. (3.49) eşitliği ⍵ ∈ 𝜆 olmak üzere ỿ elemanı yerine ỿ𝑑(⍴)⍵ elemanı yazılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

 

𝑑(⍴)ỿ𝑑(⍴)⍵[𝑑(⍴), ⍴] = −[𝑑(⍴), ⍴]ỿ𝑑(⍴)⍵𝑑(⍴) (3.50) 
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bulunur. (3.49) eşitliği sağdan ⍵𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴] elemanı ile çarpılırsa her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için  

 

𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴]⍵𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴] = −[𝑑(⍴), ⍴]ỿ𝑑(⍴)⍵𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴] (3.51) 

 

olur. (3.51) eşitliğinde (3.50) eşitliği kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ, ⍵ ∈

𝜆 için 

 

𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴]⍵𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴] = 𝑑(⍴)ỿ𝑑(⍴)⍵[𝑑(⍴), ⍴]ỿ[𝑑(⍴), ⍴] (3.52) 

 

bulunur. (3.49) eşitliğinde ỿ yerine ⍵ yazılırsa her ⍴, ⍵ ∈ 𝜆 için 

𝑑(⍴)⍵[𝑑(⍴), ⍴] = −[𝑑(⍴), ⍴]⍵𝑑(⍴) elde edilir. Bu eşitlik (3.52) eşitliğinde yerine yazılarak 

gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴]⍵𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴] = −𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴]⍵𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴] 

olur. Bu ise her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

0 = 2𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴]⍵𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴] 

demektir. 𝑅 2_burulmasız halka olduğundan her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

0 = 𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴]⍵𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴] 

olur. Burada 𝑟 ∈ 𝑅 olmak üzere ⍵ elemanı yerine 𝑟⍵ elemanı yazılarak gerekli düzenlemeler 

yapılırsa her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = 𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴]𝑟⍵𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴] 

elde edilir. Son eşitlik soldan ⍵ ile çarpılırsa her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = ⍵𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴]𝑟⍵𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴] 

bulunur. Yani her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

(0) = ⍵𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴]𝑅⍵𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴] 

olur. Burada R yarı-asal halka olduğundan her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 
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0 = ⍵𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴] (3.53) 

 

olur. (3.53) eşitliği ⍵ elemanı yerine ⍵⍴ elemanı yazılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için      

 

0 = ⍵⍴𝑑(⍴)ỿ[𝑑(⍴), ⍴] (3.54) 

 

elde edilir. Benzer şekilde (3.53) eşitliğinde ỿ elemanı yerine ⍴ỿ elemanı yazılarak gerekli 

düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

 

0 = ⍵𝑑(⍴)⍴ỿ[𝑑(⍴), ⍴] (3.55) 

 

bulunur. (3.55) eşitliğinden (3.54) eşitliği çıkarılıp Lie komütatör tanımı kullanılarak gerekli 

düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 için 

0 = ⍵[𝑑(⍴), ⍴]ỿ[𝑑(⍴), ⍴] 

eşitliğine ulaşılır. Böylece son ifade 𝑟 ∈ 𝑅 olmak üzere ỿ elemanı yerine 𝑟ỿ elemanı 

yazılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, ⍵ ∈ 𝜆 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için   

0 = ⍵[𝑑(⍴), ⍴]𝑟ỿ[𝑑(⍴), ⍴] 

bulunur. Bu eşitlikte ⍵ elemanı yerine ỿ elemanı yazılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için   

0 = ỿ[𝑑(⍴), ⍴]𝑟ỿ[𝑑(⍴), ⍴] 

olur. Buradan her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için 

(0) = ỿ[𝑑(⍴), ⍴]𝑅ỿ[𝑑(⍴), ⍴] 

elde edilir. R yarı-asal halka olduğundan her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için 

0 = ỿ[𝑑(⍴), ⍴] 

bulunur. Yani her ⍴ ∈ 𝜆 için 𝜆[𝑑(⍴), ⍴] = (0) olur. 



53 
 

Şimdi benzer şekilde (3.47) eşitliği 𝑠 ∈ 𝑅 olmak üzere ỿ yerine 𝑠ỿ yazılıp 𝑑’nin 

tanımı ve (2.11) eşitliği kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 ve 𝑠 ∈ 𝑅 için 

0 = [⍴, 𝑠]ỿ𝛿(⍴) + 𝑠[⍴, ỿ]𝛿(⍴) + 𝑑(𝑠)ỿ[𝑑(⍴), ⍴] + 𝑠𝑑(ỿ)[𝑑(⍴), ⍴] + [𝑑(⍴), 𝑠]ỿ𝑑(⍴)

+ 𝑠[𝑑(⍴), ỿ]𝑑(⍴) 

elde edilir. (3.47) eşitliği soldan s ile çarpılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 ve 𝑠 ∈ 𝑅 için 0 = 𝑠[⍴, ỿ]𝛿(⍴) +

𝑠𝑑(ỿ)[𝑑(⍴), ⍴] + 𝑠[𝑑(⍴), ỿ]𝑑(⍴) eşitliği elde edilir. Bu eşitlik bir üst satırdaki eşitlikten 

çıkarılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 ve 𝑠 ∈ 𝑅 için 

0 = [⍴, 𝑠]ỿ𝛿(⍴) + 𝑑(𝑠)ỿ[𝑑(⍴), ⍴] + [𝑑(⍴), 𝑠]ỿ𝑑(⍴) 

bulunur. Bu ifade daha önce elde edilen  𝜆[𝑑(⍴), ⍴] = 0 denkleminden yararlanarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 ve 𝑠 ∈ 𝑅 için 

 

0 = [⍴, 𝑠]ỿ𝛿(⍴) + [𝑑(⍴), 𝑠]ỿ𝑑(⍴) (3.56) 

 

elde edilir. (3.56) eşitliği ỿ elemanı yerine ỿ⍴ elemanı yazılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 ve 

𝑠 ∈ 𝑅 için 

 

0 = [⍴, 𝑠]ỿ⍴𝛿(⍴) + [𝑑(⍴), 𝑠]ỿ⍴𝑑(⍴) (3.57) 

 

olur. (3.56) eşitliği sağdan ⍴ ile çarpılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 ve 𝑠 ∈ 𝑅 için  

 

0 = [⍴, 𝑠]ỿ𝛿(⍴)⍴ + [𝑑(⍴), 𝑠]ỿ𝑑(⍴)⍴ (3.58) 

 

bulunur. Elde edilen (3.58) eşitliğinden (3.57) eşitliği çıkarılıp Lie komütatör tanımı 

kullanılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 ve 𝑠 ∈ 𝑅 için 

0 = [⍴, 𝑠]ỿ[𝛿(⍴), ⍴] + [𝑑(⍴), 𝑠]ỿ[𝑑(⍴), ⍴] 

olur. Bu eşitlik daha önce elde edilen 𝜆[𝑑(⍴), ⍴] = (0) eşitliği kullanılarak düzenlenirse her 

⍴, ỿ ∈ 𝜆 ve 𝑠 ∈ 𝑅 için 
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0 = [⍴, 𝑠]ỿ[𝛿(⍴), ⍴] 

elde edilir. Bu eşitlikte s elemanı yerine 𝛿(⍴) elemanı yazılıp (2.2) eşitliği kullanılarak 

gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için 

0 = [𝛿(⍴), ⍴ ]ỿ[𝛿(⍴), ⍴] 

bulunur. Son eşitlik 𝑟 ∈ 𝑅 olmak üzere ỿ elemanı yerine 𝑟ỿ elemanı yazılarak düzenlenirse 

her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = [𝛿(⍴), ⍴ ]𝑟ỿ[𝛿(⍴), ⍴] 

olur. Elde edilen son ifade soldan ỿ ile çarpılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = ỿ[𝛿(⍴), ⍴ ]𝑟ỿ[𝛿(⍴), ⍴] 

bulunur. Burada her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için 

(0) = ỿ[𝛿(⍴), ⍴ ]𝑅ỿ[𝛿(⍴), ⍴] 

olur. R yarı-asal halka olduğunda her ⍴, ỿ ∈ λ için  

0 = ỿ[𝛿(⍴), ⍴] 

bulunur. Yani her ⍴ ∈ 𝜆 için 𝜆[𝛿(⍴), ⍴] = 0 olur. 

Sonuç 3.3.7. 𝛿: 𝑅 → 𝑅 bir dönüşüm, 𝐹: 𝑅 → 𝑅  𝛿 ile belirli çarpımsal (genelleştirilmiş) 

türev ve 𝑑, 𝑅 halkası üzerinde tanımlı bir çarpımsal türev olmak üzere, 

 her ⍴, ỿ ∈ 𝑅 için 𝐹([⍴, ỿ]) ± [𝑑(⍴), 𝑑(ỿ)] ± [⍴, ỿ] = 0 ise her ⍴ elemanı için [𝑑(⍴), ⍴] = 0 

ve [𝛿(⍴), ⍴] = 0 olur. 

İspat: Teorem 3.3.6. ve her halkanın bir sol ideal olduğu kullanılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝑅 için 

𝐹([⍴, ỿ]) ±  [𝑑(⍴), 𝑑(ỿ)] ± [⍴, ỿ] = 0 ise her ⍴ elemanı için 

(0) = 𝑅[𝑑(⍴), ⍴] 

olur. Bu ifade soldan [𝑑(⍴), ⍴] ile çarpılarak düzenlenirse her ⍴ ∈ 𝑅 için 

(0) = [𝑑(⍴), ⍴] 𝑅[𝑑(⍴), ⍴] 

eşitliğine ulaşılır. 𝑅 yarı-asal halka olduğundan her ⍴ ∈ 𝑅 için 

0 = [𝑑(⍴), ⍴] 
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olur. Aynı şekilde [𝛿(⍴), ⍴] = 0 içinde yapılır. 

Sonuç 3.3.8. 𝑑, 𝛿: 𝑅 → 𝑅 iki çarpımsal türev olmak üzere, 

 her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için 𝛿([⍴, ỿ]) ±  [𝑑(⍴), 𝑑(ỿ)] ± [⍴, ỿ] = 0 ise her ⍴ ∈ 𝜆 için 𝜆[𝑑(⍴), ⍴] = (0) 

ve 𝜆[𝛿(⍴), ⍴] = (0) olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için   

0 = 𝛿([⍴, ỿ]) +  [𝑑(⍴), 𝑑(ỿ)] + [⍴, ỿ] 

olsun. Bu ifadede ỿ elemanı yerine ỿ⍴ elemanı yazılıp 𝑑’nin tanımı, 𝛿’nin tanımı ve (2.11) 

eşitliği kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, 𝑦 ∈ 𝜆 için   

0 = 𝛿([⍴, ỿ])⍴ + [⍴, ỿ]𝛿(⍴) + 𝑑(ỿ)[𝑑(⍴), ⍴] +  [𝑑(⍴), 𝑑(ỿ)]⍴ + [𝑑(⍴), ỿ]𝑑(⍴) + [⍴, ỿ]⍴ 

 eşitliği elde edilir. Hipotez sağdan ⍴ ile çarpılıp bu son ifadeden çıkarılırsa her ⍴, 𝑦 ∈ 𝜆 için   

0 = [⍴, ỿ]𝛿(⍴) + 𝑑(ỿ)[𝑑(⍴), ⍴] + [𝑑(⍴), ỿ]𝑑(⍴) 

bulunur. Böylece Teorem 3.3.6. (3.47) eşitliğinden sonraki adımlar takip edilerek sonuca 

ulaşılır. 

Sonuç 3.3.9. 𝑑, 𝛿: 𝑅 → 𝑅 iki çarpımsal türev olmak üzere, 

her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için 𝛿([⍴, ỿ]) ± [𝑑(⍴), 𝑑(ỿ)] = 0 ise her ⍴ elemanı için 𝜆[𝑑(⍴), ⍴] = (0) ve 

𝜆[𝛿(⍴), ⍴] = (0) olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ λ için   

0 = 𝛿([⍴, ỿ]) +  [𝑑(⍴), 𝑑(ỿ)] 

olsun. Bu ifadede ỿ yerine ỿ⍴ yazılıp 𝑑’nin tanımı, 𝛿’nin tanımı, (2.3) ve (2.11) eşitlikleri 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için 

0 = (𝛿([⍴, ỿ]) +  [𝑑(⍴), 𝑑(ỿ)])⍴ + [⍴, ỿ]𝛿(⍴) + 𝑑(ỿ)[𝑑(⍴), ⍴] + [𝑑(⍴), ỿ]𝑑(⍴) 

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikte hipotez kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, 𝑦 ∈

𝜆 için   

[⍴, ỿ]𝛿(⍴) + 𝑑(ỿ)[𝑑(⍴), ⍴] + [𝑑(⍴), ỿ]𝑑(⍴) = 0 

olur. Böylece Teorem 3.3.6. (3.47) eşitliğinden sonraki adımlar takip edilerek sonuca 

ulaşılır. 
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Örnek 3.3.10. ℤ tamsayılar halkası olmak üzere, 𝑅 = {(
0 𝑒 𝑗
0 0 𝑙
0 0 0

)  ∣  𝑒, 𝑗, 𝑙 ∈ ℤ} biçiminde 

tanımlanan 𝑅 halkası 

(
0 1 1
0 0 0
0 0 0

) 𝑅 (
0 1 1
0 0 0
0 0 0

) = (0) 

olduğundan yarı-asal halka değildir. 𝐹, 𝑑: 𝑅 → 𝑅 olmak üzere, 

𝑑 (
0 𝑒 𝑗
0 0 𝑙
0 0 0

) = (
0 𝑒 𝑗2

0 0 −𝑙
0 0 0

) 

bir dönüşüm, 

𝐹 (
0 𝑒 𝑗
0 0 𝑙
0 0 0

) = (
0 𝑒 0
0 0 −𝑙
0 0 0

) 

biçiminde tanımlanan F dönüşümü d dönüşümü ile belirli çarpımsal (genelleştirilmiş) türev, 

burada her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için [𝑑(⍴), 𝐹(ỿ)] = ±[⍴, ỿ] iken her ⍴ ∈ 𝜆 için [𝑑(⍴), ⍴] ≠ 0 dir. 

Dolayısıyla, Sonuç 3.2.2.’deki yarı-asallık şartı kaldırılamaz. 

Örnek 3.3.11. ℤ tamsayılar halkası olmak üzere, 𝑅 = {(
0 𝑒 𝑗
0 0 𝑙
0 0 0

)  ∣  𝑒, 𝑗, 𝑙 ∈ ℤ} biçiminde 

tanımlanan 𝑅 halkası 

(
0 1 1
0 0 0
0 0 0

) 𝑅 (
0 1 1
0 0 0
0 0 0

) = (0) 

olduğundan yarı-asal halka değildir. 𝐹, 𝑑: 𝑅 → 𝑅 olmak üzere, 

𝑑 (
0 𝑒 𝑗
0 0 𝑙
0 0 0

) = (
0 𝑒 𝑗2

0 0 −𝑙
0 0 0

) 

bir dönüşüm,  

𝐹 (
0 𝑒 𝑗
0 0 𝑙
0 0 0

) = (
0 𝑒 0
0 0 𝑙
0 0 0

) 

şeklinde tanımlanan 𝐹 dönüşümü 𝑑 dönüşümü ile belirli çarpımsal (genelleştirilmiş) türev, 

burada her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için [𝑑(⍴), 𝐹(ỿ)] = ±(⍴𝑜ỿ) iken her ⍴ ∈ 𝜆 için [𝑑(⍴), ⍴] ≠ 0 dir. 

Dolayısıyla Sonuç 3.2.4.’deki yarı-asallık şartı kaldırılamaz. 
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Örnek 3.3.12. ℤ tamsayılar halkası olmak üzere, 𝑅 = {(
0 𝑒 𝑗
0 0 𝑙
0 0 0

)  ∣  𝑒, 𝑗, 𝑙 ∈ ℤ} biçiminde 

tanımlanan 𝑅 halkası 

(
0 1 1
0 0 0
0 0 0

) 𝑅 (
0 1 1
0 0 0
0 0 0

) = (0) 

olduğundan yarı-asal halka değildir. 𝐹, 𝑑, 𝛿: 𝑅 → 𝑅 olmak üzere 

𝑑 (
0 𝑒 𝑗
0 0 𝑙
0 0 0

) = (
0 𝑒 0
0 0 −𝑙
0 0 0

), 

𝛿 (
0 𝑒 𝑗
0 0 𝑙
0 0 0

) = (
0 𝑒2 𝑗2

0 0 −𝑙
0 0 0

), 

𝐹 (
0 𝑒 𝑗
0 0 𝑙
0 0 0

) = (
0 𝑒 0
0 0 𝑒
0 0 0

𝑙3) 

biçiminde tanımlanan F dönüşümü 𝛿 dönüşümü ile belirli çarpımsal (genelleştirilmiş) türev 

ve d çarpımsal dönüşümdür. Burada, her ⍴, ỿ ∈ 𝜆 için 𝐹([⍴, ỿ]) + [𝑑(⍴), 𝑑(ỿ)] + [⍴, ỿ] = 0 

iken her ⍴ ∈ 𝜆 için  [𝑑(⍴), ⍴] ≠ 0 ve [𝛿(⍴), ⍴] ≠ 0 olur. Dolayısıyla, Sonuç 3.2.7.’deki yarı-

asallık şartı kaldırılamaz.  
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DÖRDÜNCÜ BÖLÜM 

YARI-ASAL HALKALAR ÜZERİNDE ÇARPIMSAL (GENELLEŞTİRİLMİŞ)-

(𝜶, 𝜶)-TERS TÜREVLER İLE İLGİLİ SONUÇLAR 

 

Bu alt bölümde (Karahan, vd., 2022) tarafından  elde edilen bu sonuçlar orijinaldir 

ve Journal of New Theory adlı dergide “On the Multiplicative (Generalized)-(𝛼, 𝛼)-

Derivations of Semi-prime Ring” adı ile 01/07/2022 tarihinde yayınlanmıştır. 

Bu bölümde aksi belirtilmedikçe 𝑅 yarı-asal halka, 𝐼, 𝑅 halkasının sıfırdan farklı bir 

sağ (sol) ideali, 𝑑: 𝑅 → R bir dönüşüm, 𝛼, 𝑅 halkası üzerinde tanımlı bir anti-epimorfizma 

fakat 𝐼 ⊈ 𝐾𝑒𝑟{𝛼}, 𝐹: 𝑅 → 𝑅 dönüşümü ise (F, d) çarpımsal (genelleştirilmiş)-(𝛼, 𝛼)-ters 

türev olarak alınacaktır ve 𝛼(𝐼) = 𝐽 olarak adlandırılacaktır. 

Lemma 4.1. (𝐹, 𝑑) çarpımsal (genelleştirilmiş)-(𝛼, 𝛼)-ters türev ise her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝑑(⍴ỿ) = 𝑑(ỿ)𝛼(⍴) + 𝛼(ỿ)𝑑(⍴) olur. 

İspat: Varsayalım ki her ⍴, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

 

𝐹(⍴𝜐) = 𝐹(𝜐)𝛼(⍴) + 𝛼(𝜐)𝑑(⍴) (4.1) 

 

olsun. Bu eşitlik ⍴ elemanı yerine ⍴ỿ elemanı yazılıp 𝛼’nın tanımı kullanılarak düzenlenirse 

her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için  

 

𝐹((⍴𝑦)𝜐) = 𝐹(𝜐)𝛼(ỿ)𝛼(⍴) + 𝛼(𝜐)𝑑(⍴ỿ) (4.2) 

 

olur. (4.1) eşitliğinde 𝜐 yerine ỿ𝜐 yazılıp 𝐹’nin tanımı ve 𝛼’nın tanımı kullanılarak gerekli 

düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 𝐹(⍴(ỿ𝜐)) = 𝐹(𝜐)𝛼(ỿ)𝛼(⍴) + 𝛼(𝜐)𝑑(ỿ)𝛼(⍴) +

𝛼(𝜐)𝛼(ỿ)𝑑(⍴) bulunur. Elde edilen bu eşitlik (4.2) eşitliğinden çıkarılarak gerekli 

düzenlenirse her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

0 = 𝛼(𝜐)(𝑑(⍴ỿ) − 𝑑(ỿ)𝛼(⍴) − 𝛼(ỿ)𝑑(⍴)) 

olur. Buradan her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 



59 
 

0 = 𝛼(𝑅)(𝑑(⍴ỿ) − 𝑑(ỿ)𝛼(⍴) − 𝛼(ỿ)𝑑(⍴)) 

elde edilir. 𝛼 anti-epimorfizma olduğundan 𝛼(𝑅) = 𝑅 dir. Böylece her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

(0) = 𝑅(𝑑(⍴ỿ) − 𝑑(ỿ)𝛼(⍴) − 𝛼(ỿ)𝑑(⍴)) 

bulunur. Bu son eşitlik soldan (𝑑(⍴ỿ) − 𝑑(ỿ)𝛼(⍴) − 𝛼(ỿ)𝑑(⍴)) elemanı ile çarpılırsa her 

⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

(0) = (𝑑(⍴ỿ) − 𝑑(ỿ)𝛼(⍴) − 𝛼(ỿ)𝑑(⍴))𝑅(𝑑(⍴ỿ) − 𝑑(ỿ)𝛼(⍴) − 𝛼(ỿ)𝑑(⍴)) 

olur. Burada R yarı-asal halka olduğundan her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝑑(⍴ỿ) − 𝑑(ỿ)𝛼(⍴) − 𝛼(ỿ)𝑑(⍴) 

eşitliğine ulaşılır. Yani her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝑑(⍴ỿ) = 𝑑(ỿ)𝛼(⍴) + 𝛼(ỿ)𝑑(⍴) olur. Bu ise 𝑑’nin 

(𝛼, 𝛼)-ters türev olduğunu gösterir. 

Lemma 4.2. 𝐹(0) = 0.  

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹(⍴ỿ) = 𝐹(ỿ)𝛼(⍴) + 𝛼(ỿ)𝑑(⍴) 

olsun. Burada ⍴ = 0 ve ỿ = 0 olarak alınırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹(00) = 𝐹(0)𝛼(0) + 𝛼(0)𝑑(0) 

olur. 𝛼 dönüşümü anti-epimorfizma olduğundan 𝛼(0) = 0 dir. Böylece her ⍴, 𝑦 ∈ 𝐼 için 

𝐹(0) = 0 elde edilir. 

Örnek 4.1. (𝐻, +,⋅) değişmeli bir halka, (𝑆,⊕, ʘ) değişmeli olmayan bir halka, (𝑆𝑜𝑝,⊕,⋆) 

halkası (𝑆,⊕,⊙) halkasının opposite halkası, 𝛼: 𝑆𝑜𝑝 → 𝑆𝑜𝑝 bir anti-homomorfizma, 

𝑑: 𝑆𝑜𝑝 → 𝑆𝑜𝑝 çarpımsal (𝛼, 𝛼)-ters türev ve 𝐹: 𝑆𝑜𝑝 → 𝑆𝑜𝑝 𝑑 ile belirli çarpımsal 

(genelleştirilmiş)-(𝛼, 𝛼)-ters türev 𝜇, 𝛷, 𝜑: 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 → 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 dönüşümler sırasıyla 

𝜇(𝑢, ⍴) = (𝑢, 𝐹(⍴)), 𝛷(𝑢, ⍴) = (𝑢, 𝑑(⍴)), 𝜑(𝑢, ⍴) = (𝑢, 𝛼(⍴)) biçiminde tanımlansın. 

Ayrıca 𝜑, 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 üzerinde bir anti-homomorfizma ve 𝛷 çarpımsal (𝜑, 𝜑)-ters türev olmak 

üzere 𝜇, 𝛷 ile belirli çarpımsal (genelleştirilmiş)-(φ, 𝜑)-ters türev iken çarpımsal 

(genelleştirilmiş)-(φ, 𝜑)-türev değildir. 

Çözüm. 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻 ve ⍴, ỿ ∈ 𝑆𝑜𝑝 olmak üzere 𝜑’nın tanımı kullanılarak her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈

𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 
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𝜑((𝑢, ⍴)(𝑣, ỿ)) = 𝜑((𝑢𝑣, ỿ⍴)) = (𝑢𝑣, 𝛼(ỿ⍴)) 

elde edilir. Bu eşitlik 𝐻 halkasının değişmeli olması ve 𝛼’nin tanımı kullanılarak 

düzenlenirse her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

(𝑢𝑣, 𝛼(ỿ⍴)) = (𝑣𝑢, 𝛼(⍴)𝛼(ỿ)) = (𝑣, 𝛼(ỿ))((𝑢, 𝛼(⍴)) 

olur. Son ifade 𝜑’nın tanımı kullanılarak düzenlenirse her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

(𝑣, 𝛼(ỿ))(𝑢, 𝛼(⍴)) = 𝜑(𝑣, ỿ)𝜑(𝑢, ⍴) 

bulunur. Yani her (𝑢, ⍴),(𝑏, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için  𝜑((𝑢, ⍴)(𝑏, ỿ)) = 𝜑(𝑏, ỿ)𝜑(𝑢, ⍴) elde edilir. 

Böylece 𝜑’nın bir anti-homomorfizma olduğu gösterilmiş olur. 

Ayrıca 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻 ve ⍴, ỿ ∈ 𝑆𝑜𝑝 olmak üzere 𝛷’nın tanımı kullanılırsa her 

(𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

𝛷((𝑢, ⍴)(𝑣, ỿ)) = 𝜑((𝑢𝑣, ỿ⍴)) = (𝑢𝑣, 𝑑(ỿ⍴)) 

olur. Yani her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

 

𝛷((𝑢, ⍴)(𝑣, ỿ)) = (𝑢𝑣, 𝑑(ỿ⍴)) (4.3) 

 

bulunur. Daha sonra 𝛷(𝑣, ỿ)𝜑(𝑢, ⍴) + 𝜑(𝑣, ỿ)𝛷(𝑢, ⍴) 𝜑’nın tanımı ve 𝛷’nın tanımı 

kullanılarak düzenlenirse her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

𝛷(𝑣, ỿ)𝜑(𝑢, ⍴) + 𝜑(𝑣, ỿ)𝛷(𝑢, ⍴) = (𝑣, 𝑑(ỿ))(𝑢, 𝛼(⍴)) + (𝑣, 𝛼(ỿ))(𝑢, 𝑑(⍴)) 

elde edilir. Bu ise her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

(𝑣, 𝑑(ỿ))(𝑢, 𝛼(⍴)) + (𝑣, 𝛼(ỿ))(𝑢, 𝑑(⍴)) = (𝑣𝑢, 𝛼(⍴)𝑑(ỿ)) + (𝑣𝑢, 𝑑(⍴)𝛼(ỿ)) 

demektir. Bu eşitlik 𝑑’nin tanımı kullanılarak düzenlenirse her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

(𝑣𝑢, 𝛼(⍴)𝑑(ỿ)) + (𝑣𝑢, 𝑑(⍴)𝛼(ỿ)) = (𝑣𝑢, 𝛼(⍴)𝑑(ỿ) + 𝑑(⍴)𝛼(ỿ)) = (𝑢, 𝑑(ỿ⍴)) 

olur. 𝐻 halkası değişmeli olduğundan her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

(𝑣𝑢, 𝑑(ỿ⍴)) = (𝑢𝑣, 𝑑(ỿ⍴)) 
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elde edilir. Yani her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

 

𝛷(𝑣, ỿ)𝜑(𝑢, ⍴) + 𝜑(𝑣, ỿ)𝛷(𝑢, ⍴) = (𝑣𝑢, 𝑑(ỿ⍴)) (4.3a) 

 

olur. Ayrıca 𝛷(𝑢, ⍴)𝜑(𝑣, ỿ) + 𝜑(𝑢, ⍴)𝛷(𝑣, ỿ) 𝛷’nin tanımı ve  𝜑’nın tanımı kullanılarak 

düzenlenirse her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

𝛷(𝑢, ⍴)𝜑(𝑣, ⍴) + 𝜑(𝑢, ⍴)𝛷(𝑣, ỿ) = (𝑢, 𝑑(⍴))(𝑣, 𝛼(ỿ)) + (𝑢, 𝛼(⍴))(𝑣, 𝑑(ỿ)) 

elde edilir. Yani her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

(𝑢, 𝑑(⍴))(𝑣, 𝛼(ỿ)) + (𝑢, 𝛼(⍴))(𝑣, 𝑑(ỿ)) = (𝑢𝑣, 𝛼(ỿ)𝑑(⍴)) + (𝑢𝑣, 𝑑(ỿ)𝛼(⍴)) 

bulunur. Bu eşitlik 𝑑’nin tanımı kullanılarak düzenlenirse her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

(𝑢𝑣, 𝛼(ỿ)𝑑(⍴)) + (𝑢𝑣, 𝑑(ỿ)𝛼(⍴)) = (𝑢𝑣, 𝛼(ỿ)𝑑(⍴) + 𝑑(ỿ)𝛼(⍴)) = (𝑢𝑣, 𝑑(⍴ỿ)) 

elde edilir. Yani her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

 

𝛷(𝑢, ⍴)𝜑(𝑣, ỿ) + 𝜑(𝑢, ⍴)𝛷(𝑣, ỿ) = (𝑢𝑣, 𝑑(⍴ỿ)) (4.3b) 

 

olur. Elde edilen (4.3) eşitliği ve (4.3a) eşitliği birbirine eşit olduğundan her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈

𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 𝛷((𝑢, ⍴)(𝑣, ỿ)) = 𝛷(𝑣, ỿ)𝜑(𝑢, ⍴) + 𝜑(𝑣, ỿ)𝛷(𝑢, ⍴) olur. Böylece 𝛷’nın bir 

çarpımsal (𝜑, 𝜑)-ters türev olduğu fakat 𝑆 halkası değişmeli olmadığından (4.3) eşitliği 

(4.3b) eşitliğinden farklıdır 𝛷((𝑢, ⍴)(𝑣, ỿ)) ≠ 𝛷(𝑢, ⍴)𝜑(𝑣, ỿ) + 𝜑(𝑢, ⍴)𝛷(𝑣, ỿ) Yani 𝛷’nın 

çarpımsal (𝜑, 𝜑)-türev olmadığı görülür. 

Şimdi ise 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻 ve ⍴, ỿ ∈ 𝑆𝑜𝑝 olmak üzere 𝜇 dönüşümünün tanımı kullanılırsa her 

(𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

𝜇((𝑢, ⍴)(𝑣, ỿ)) = 𝜇(𝑢𝑣, ỿ⍴)) = (𝑢𝑣, 𝐹(ỿ⍴)) 

olur. Yani her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 
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𝜇((𝑢, ⍴)(𝑣, ỿ)) = (𝑢𝑣, 𝐹(ỿ⍴)) (4.3c) 

 

olduğu görülür. Ayrıca 𝜇(𝑣, ỿ)𝜑(𝑢, ⍴) + 𝜑(𝑣, ỿ)𝛷(𝑢, ⍴) eşitliği 𝜇, 𝛷 ve 𝜑’nin tanımı 

kullanılarak düzenlenirse her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

𝜇(𝑣, ỿ)𝜑(𝑢, ⍴) + 𝜑(𝑣, ỿ)𝛷(𝑢, ⍴) = (𝑣, 𝐹(ỿ))(𝑢, 𝛼(⍴)) + (𝑣, 𝛼(ỿ))(𝑢, 𝑑(⍴)) 

elde edilir. Bu eşitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

(𝑣, 𝐹(ỿ))(𝑢, 𝛼(⍴)) + (𝑣, 𝛼(ỿ))(𝑢, 𝑑(⍴)) = (𝑣𝑢, 𝛼(⍴)𝐹(ỿ)) + (𝑣𝑢, 𝑑(⍴)𝛼(ỿ)) 

olur. Bu ise her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

(𝑣𝑢, 𝛼(⍴)𝐹(ỿ)) + (𝑣𝑢, 𝑑(⍴)𝛼(ỿ)) = (𝑣𝑢, 𝛼(⍴)𝐹(ỿ) + 𝑑(⍴)𝛼(ỿ)) 

demektir. Bu ifade 𝐻 halkasının değişmeliliği ve 𝐹’nin tanımı kullanılarak düzenlenirse her 

(𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

(𝑢𝑣, 𝛼(⍴)𝐹(ỿ) + 𝑑(⍴)𝛼(ỿ)) = (𝑢𝑣, 𝐹(ỿ⍴)) 

olur. Yani her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

 

𝜇(𝑢, ⍴)𝜑(𝑣, ỿ) + 𝜑(𝑢, ⍴)𝛷(𝑣, ỿ) = (𝑢𝑣, 𝐹(ỿ⍴)) (4.3d) 

 

olduğu görülür. Ayrıca 𝜇(𝑢, ⍴)𝜑(𝑣, ỿ) + 𝜑(𝑢, ⍴)𝛷(𝑣, ỿ) eşitliği 𝜇, 𝛷 ve 𝜑’nin tanımı 

kullanılarak düzenlenirse her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

𝜇(𝑢, ⍴)𝜑(𝑣, ỿ) + 𝜑(𝑢, ⍴)𝛷(𝑣, ỿ) = (𝑢, 𝐹(⍴))(𝑣, 𝛼(ỿ)) + (𝑢, 𝛼(⍴))(𝑣, 𝑑(ỿ)) 

elde edilir. Bu eşitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

(𝑢, 𝐹(⍴))(𝑣, 𝛼(ỿ)) + (𝑢, 𝛼(⍴))(𝑣, 𝑑(ỿ)) = (𝑢𝑣, 𝛼(ỿ)𝐹(⍴)) + (𝑢𝑣, 𝑑(ỿ)𝛼(⍴)) 

 = (𝑢𝑣, 𝛼(ỿ)𝐹(⍴) + 𝑑(ỿ)𝛼(⍴)) 

bulunur. Bu ifade 𝐹’nin tanımı kullanılarak düzenlenirse her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 

(𝑢𝑣, 𝛼(ỿ)𝐹(⍴) + 𝑑(ỿ)𝛼(⍴)) = (𝑢𝑣, 𝐹(⍴ỿ)) 

olur. Yani her (𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 
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𝜇(𝑢, ⍴)𝜑(𝑣, ỿ) + 𝜑(𝑢, ⍴)𝛷(𝑣, ỿ) = (𝑢𝑣, 𝐹(⍴ỿ)) (4.3e) 

 

elde edilir. Böylece elde edilen (4.3c) eşitliği ile (4.3d) eşitliği birbirine eşit olduğundan her 

(𝑢, ⍴),(𝑣, ỿ) ∈ 𝐻 ⨯ 𝑆𝑜𝑝 için 𝜇((𝑢, ⍴)(𝑣, ỿ)) = 𝜇(𝑢, ⍴)𝜑(𝑣, ỿ) + 𝜑(𝑢, ⍴)𝛷(𝑣, ỿ) olur. Bu ise  

𝜇’nin dönüşümü 𝛷 ile belirli çarpımsal (genelleştirilmiş)-(𝜑, 𝜑)-ters türev demektir. 𝑆 

halkası değişmeli olmadığından (4.3c) eşitliği (4.3e) eşitliğinde farklıdır. Dolayısıyla 

𝜇((𝑢, ⍴)(𝑣, ỿ)) ≠ 𝜇(𝑢, ⍴)𝜑(𝑣, ỿ) + 𝜑(𝑢, ⍴)𝛷(𝑣, ỿ) olur. Yani 𝜇, 𝛷 ile belirli çarpımsal 

(genelleştirilmiş)-(𝜑, 𝜑)-türev değildir. 

Örnek 4.2. (𝐻, +,⋅) değişmeli bir halka, (𝑆,⊕,⊙) halkası değişmeli olmayan bir halka, 

(𝑆𝑜𝑝,⊕,⋆) halkası (𝑆,⊕,⊙) halkasının opposite halkası, 𝛼: 𝑆 → 𝑆𝑜𝑝, 𝛼(𝑥) = 𝑥 biçiminde 

tanımlanan bir dönüşüm, 𝑑: 𝑆 → 𝑆𝑜𝑝 çarpımsal (𝛼, 𝛼)-ters türev ve 𝐹: 𝑆 → 𝑆𝑜𝑝 𝑑 ile belirli 

çarpımsal sağ (genelleştirilmiş)-(𝛼, 𝛼)-ters türev 𝜇, 𝛷, 𝜑: 𝑆 ⨯ 𝐻 → 𝑆𝑜𝑝 ⨯ 𝐻 dönüşümleri 

sırasıyla 𝜇(𝑎, 𝑥) = (𝐹(𝑎), 𝑥), 𝛷(𝑎, 𝑥) = (𝑑(𝑎), 𝑥), 𝜑(𝑎, 𝑥) = (𝛼(𝑎), 𝑥) biçininde 

tanımlansın. Ayrıca 𝜑, 𝐻 üzerinde bir anti-homomorfizma ve 𝛷 çarpımsal (𝜑, 𝜑)-türev 

olmak üzere 𝜇, 𝛷 ile belirli çarpımsal (genelleştirilmiş)-(φ, φ)- türev iken çarpımsal 

(genelleştirilmiş)-(φ, φ)- ters türev değildir. 

Çözüm: : 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 olmak üzere 𝐻’nin değişmeliliği, 𝛼’nın ve φ’nin tanımı 

kullanılırsa her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

𝜑((𝑎, 𝑥)(𝑏, 𝑦)) = 𝜑(𝑎𝑏, 𝑥𝑦) 

 = (𝛼(𝑎𝑏), 𝑥𝑦) 

 = (𝑏 ⋆ 𝑎, 𝑥𝑦) 

 = (𝑏 ⋆ 𝑎, 𝑦𝑥) 

 = (𝑏, 𝑦)(𝑎, 𝑥) 

 = (𝛼(𝑏), 𝑦)(𝛼(𝑎), 𝑥) 

 = φ(𝑏, 𝑦)φ(𝛼, 𝑥) 

 

elde edilir. Böylece her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 𝜑((𝑎, 𝑥)(𝑏, 𝑦)) = φ(𝑏, 𝑦)φ(𝛼, 𝑥) olduğu 

görülür. O halde φ anti-homomorfizmadır. 
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Şimdi ise 𝐻’nin değişmeliliği, 𝛷’nin tanımı ve φ’nın tanımı kullanılarak her 

(𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

 

𝛷((𝑎, 𝑥)(𝑏, 𝑦)) = (𝑑(𝑎𝑏), 𝑥𝑦) (4.4) 

 = (𝑑(𝑎) ⋆ 𝛼(𝑏) + 𝛼(𝑎) ⋆ 𝑑(𝑏), 𝑥𝑦) 

 = (𝑑(𝑎) ⋆ 𝛼(𝑏), 𝑥𝑦) + (𝛼(𝑎) ⋆ 𝑑(𝑏), 𝑥𝑦) 

 = (𝑑(𝑎), 𝑥)(𝛼(𝑎), 𝑦) + (𝛼(𝑎), 𝑥)(𝑑(𝑏), 𝑦) 

 = 𝛷(𝑎, 𝑥)φ(𝑏, 𝑦) + φ(𝑎, x)𝛷(𝑏, 𝑦) 

 

elde edilir. Böylece her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 𝛷((𝑎, 𝑥)(𝑏, 𝑦)) = 𝛷(𝑏, 𝑦)φ(𝑎, 𝑥) +

φ(b, y)𝛷(𝑎, 𝑥) eşitliğine ulaşılır. O halde 𝛷 çarpımsal (φ, φ)-türevdir. 

Ayrıca 𝛷(𝑏, 𝑦)𝜑(𝑎, 𝑥) + 𝜑(𝑏, 𝑦)𝛷(𝑎, 𝑥) ifadesi 𝛷’nin tanımı ve  𝜑’nın tanımı kullanılarak 

düzenlenirse her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

𝛷(𝑏, 𝑦)𝜑(𝑎, 𝑥) + 𝜑(𝑏, 𝑦)𝛷(𝑎, 𝑥)  = (𝑑(𝑏), 𝑦)(𝛼(𝑎), 𝑥)) + (𝛼(𝑏), 𝑦)(𝑑(𝑎), 𝑥) 

elde edilir. Bu eşitlik düzenlenirse her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

(𝑑(𝑏), 𝑦)(𝛼(𝑎), 𝑥)) + (𝛼(𝑏), 𝑦)(𝑑(𝑎), 𝑥) = (𝑑(𝑏) ⋆ 𝛼(𝑎), 𝑦𝑥) + (𝛼(𝑏) ⋆ 𝑑(𝑎), 𝑦𝑥) 

 = (𝑑(𝑏) ⋆ 𝛼(𝑎) + 𝛼(𝑏) ⋆ 𝑑(𝑎), 𝑦𝑥) 

bulunur. Bu eşitlik 𝑑’nin tanımı kullanılarak düzenlenirse her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

(𝑑(𝑏) ⋆ 𝛼(𝑎) + 𝛼(𝑏) ⋆ 𝑑(𝑎), 𝑦𝑥) = (𝑑(𝑏𝑎), 𝑦𝑥) 

elde edilir. Yani her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

 

 𝛷(𝑏, 𝑦)𝜑(𝑎, 𝑥) + 𝜑(𝑏, 𝑦)𝛷(𝑎, 𝑥)  = (𝑑(𝑏𝑎), 𝑥𝑦) (4.4a) 

 

olur. 𝑆 halkası değişmeli olmadığından (4.4) eşitliği (4.4a) eşitliğinden farklıdır 

𝛷((𝑢, ⍴)(𝑣, ỿ)) ≠ 𝛷(𝑢, ⍴)𝜑(𝑣, ỿ) + 𝜑(𝑢, ⍴)𝛷(𝑣, ỿ), yani 𝛷’nın çarpımsal (𝜑, 𝜑)-ters türev 

olmadığı görülür. 

Şimdi 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 olmak üzere 𝜇’nin tanımı kullanılırsa her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈

𝑆 ⨯ 𝐻 için 
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𝜇((𝑎, 𝑥)(𝑏, 𝑦)) = 𝜇(𝑎𝑏, 𝑥𝑦)) = (𝐹(𝑎𝑏), 𝑥𝑦) 

bulunur. Yani her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

 

 𝜇((𝑎, 𝑥)(𝑏, 𝑦)) = (𝐹(𝑎𝑏), 𝑥𝑦) (4.4b) 

 

Bu eşitlik  𝐹’nin tanımı kullanılarak düzenlenirse her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

    (𝐹(𝑎𝑏), 𝑥𝑦) = (𝐹(𝑎𝑏), 𝑥𝑦) = (𝐹(𝑎) ⋆ 𝛼(𝑏) + 𝛼(𝑎) ⋆ 𝑑(𝑏), 𝑥𝑦)

= (𝐹(𝑎) ⋆ 𝛼(𝑏), 𝑥𝑦) + (𝛼(𝑎) ⋆ 𝑑(𝑏), 𝑥𝑦) 

elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

(𝐹(𝑎) ⋆ 𝛼(𝑏), 𝑥𝑦) + (𝛼(𝑎) ⋆ 𝑑(𝑏), 𝑥𝑦) = (𝐹(𝑎), 𝑥)(𝛼(𝑏), 𝑦) + (𝛼(𝑎), 𝑥)(𝑑(𝑏), 𝑦) 

bulunur. Bu eşitlik 𝜇, 𝛷, 𝜑 dönüşümlerinin tanımı kullanılarak düzenlenirse her 

(𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

(𝐹(𝑎), 𝑥)(𝛼(𝑏), 𝑦) + (𝛼(𝑎), 𝑥)(𝑑(𝑏), 𝑦) = 𝜇(𝑎, 𝑥)𝜑(𝑏, 𝑦) + 𝜑(𝑎, 𝑥)𝛷(𝑏, 𝑦) 

olur. Böylece her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

𝜇((𝑎, 𝑥)(𝑏, 𝑦)) = 𝜇(𝑎, 𝑥)𝜑(𝑏, 𝑦) + 𝜑(𝑎, 𝑥)𝛷(𝑏, 𝑦) 

elde edilir. Dolayısıyla 𝜇, 𝛷 ile belirli çarpımsal (genelleştirilmiş)-(𝜑, 𝜑)-türev olduğu 

görülür. 

Ayrıca 𝜇(𝑏, 𝑦)𝜑(𝑎, 𝑥) + 𝜑(𝑏, 𝑦)𝛷(𝑎, 𝑥) eşitliği 𝜇, 𝛷, 𝜑 dönüşümlerinin tanımı kullanılarak 

düzenlenirse her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

  𝜇(𝑏, 𝑦)𝜑(𝑎, 𝑥) + 𝜑(𝑏, 𝑦)𝛷(𝑎, 𝑥) = (𝐹(𝑏), 𝑦)(𝛼(𝑎), 𝑥) + (𝛼(𝑏), 𝑦)(𝑑(𝑎), 𝑥) 

elde edilir. Bu eşitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

(𝐹(𝑏), 𝑦)(𝛼(𝑎), 𝑥) + (𝛼(𝑏), 𝑦)(𝑑(𝑎), 𝑥) = (𝐹(𝑏) ⋆ 𝛼(𝑎), 𝑦𝑥) + (𝛼(𝑎) ⋆ 𝑑(𝑏), 𝑦𝑥) 

 = (𝐹(𝑏) ⋆ 𝛼(𝑎) + 𝛼(𝑏) ⋆ 𝑑(𝑎), 𝑦𝑥) 

bulunur. Bu ifade 𝐹’nin tanımı kullanılarak düzenlenirse her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

(𝐹(𝑏) ⋆ 𝛼(𝑎) + 𝛼(𝑏) ⋆ 𝑑(𝑎), 𝑦𝑥) = (𝐹(𝑏𝑎), 𝑥𝑦) 
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olur. Böylece her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

 

 𝜇(𝑏, 𝑦)𝜑(𝑎, 𝑥) + 𝜑(𝑏, 𝑦)𝛷(𝑎, 𝑥) = (𝐹(𝑏𝑎), 𝑥𝑦) (4.4c) 

 

elde edilir. 𝑆 halkası değişmeli olmadığından (4.4b) eşitliği (4.4c) eşitliğinde farklıdır. 

Dolayısıyla her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 𝜇((𝑎, 𝑥)(𝑏, 𝑦)) ≠  𝜇(𝑏, 𝑦)𝜑(𝑎, 𝑥) +

𝜑(𝑏, 𝑦)𝛷(𝑎, 𝑥) olur. Böylece 𝜇, 𝛷 ile belirli çarpımsal (genelleştirilmiş)-(𝜑, 𝜑)-ters türev 

olmadığı görülür. 

Örnek 4.3. (𝐻, +,⋅) değişmeli bir halka, (𝑆,⊕,⊙) halkası değişmeli olmayan bir halka, 

(𝑆𝑜𝑝,⊕,⋆) halkası (𝑆,⊕,⊙) halkasının opposite halkası, 𝛼: 𝑆 → 𝑆𝑜𝑝, 𝛼(𝑥) = 𝑥, 𝑑: 𝑆 → 𝑆𝑜𝑝 

çarpımsal (𝛼, 𝛼)-türev ve 𝐹: 𝑆 → 𝑆𝑜𝑝 𝑑 ile belirli çarpımsal sağ (genelleştirilmiş)-(𝛼, 𝛼)-

türev 𝜇, 𝛷, 𝜑: 𝑆 ⨯ 𝐻 → 𝑆𝑜𝑝 ⨯ 𝐻 dönüşümleri sırasıyla 𝜇(𝑎, 𝑥) = (𝐹(𝑎), 𝑥), 𝛷(𝑎, 𝑥) =

(𝑑(𝑎), 𝑥), 𝜑(𝑎, 𝑥) = (𝛼(𝑎), 𝑥) biçininde tanımlansın. Ayrıca 𝜑, 𝐻 üzerinde bir anti-

homomorfizma ve 𝛷 çarpımsal (𝜑, 𝜑)-ters türev olmak üzere 𝜇, 𝛷 ile belirli çarpımsal 

(genelleştirilmiş)-(φ, φ)-ters türev iken çarpımsal (genelleştirilmiş)-(φ, φ)- türev değildir 

Çözüm: 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 olmak üzere 𝐻’nin değişmeliliği, 𝛼’nın ve φ’nin tanımı 

kullanılırsa her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için(𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

𝜑((𝑎, 𝑥)(𝑏, 𝑦)) = 𝜑(𝑎𝑏, 𝑥𝑦) 

 = (𝛼(𝑎𝑏), 𝑥𝑦) 

 = (𝑏 ⋆ 𝑎, 𝑥𝑦) 

 = (𝑏 ⋆ 𝑎, 𝑦𝑥) 

 = (𝑏, 𝑦)(𝑎, 𝑥) 

 = (𝛼(𝑏), 𝑦)(𝛼(𝑎), 𝑥) 

 = φ(𝑏, 𝑦)φ(𝛼, 𝑥) 

elde edilir. Böylece her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 𝜑((𝑎, 𝑥)(𝑏, 𝑦)) = φ(𝑏, 𝑦)φ(𝛼, 𝑥) olduğu 

görülür. O halde φ anti-homomorfizmadır. 

Şimdi ise 𝐻’nin değişmeliliği, 𝛷’nin tanımı ve φ’nın tanımı kullanılarak her 

(𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 
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𝛷((𝑎, 𝑥)(𝑏, 𝑦))  = (𝑑(𝑎𝑏), 𝑥𝑦) (4.4d) 

 = (𝑑(𝑏) ⋆ 𝛼(𝑎) + 𝛼(𝑏) ⋆ 𝑑(𝑎), 𝑦𝑥) 

 = (𝑑(𝑏) ⋆ 𝛼(𝑎), 𝑦𝑥) + (𝛼(𝑏) ⋆ 𝑑(𝑎), 𝑦𝑥) 

 = (𝑑(𝑏), 𝑦)(𝛼(𝑎), 𝑥) + (𝛼(𝑏), 𝑦)(𝑑(𝑎), 𝑥) 

 = 𝛷(𝑏, 𝑦)φ(𝑎, 𝑥) + φ(b, y)𝛷(𝑎, 𝑥) 

 

elde edilir. Böylece her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 𝛷((𝑎, 𝑥)(𝑏, 𝑦)) = 𝛷(𝑏, 𝑦)φ(𝑎, 𝑥) +

φ(b, y)𝛷(𝑎, 𝑥) eşitliğine ulaşılır. O halde 𝛷 çarpımsal (φ, φ)-ters türevdir. 

 Ayrıca 𝛷(𝑎, 𝑥)𝜑(𝑏, 𝑦) + 𝜑(𝑎, 𝑥)𝛷(𝑏, 𝑦) ifadesi 𝛷’nin tanımı ve  𝜑’nın tanımı kullanılarak 

düzenlenirse her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

𝛷(𝑎, 𝑥)𝜑(𝑏, 𝑦) + 𝜑(𝑎, 𝑥)𝛷(𝑏, 𝑦) = (𝑑(𝑎), 𝑥)(𝛼(𝑏), 𝑦)) + (𝛼(𝑎), 𝑥)(𝑑(𝑏), 𝑦) 

elde edilir. Bu eşitlik düzenlenirse her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

(𝑑(𝑎), 𝑥)(𝛼(𝑏), 𝑦)) + (𝛼(𝑎), 𝑥)(𝑑(𝑏), 𝑦) = (𝑑(𝑎) ⋆ 𝛼(𝑏), 𝑥𝑦) + (𝛼(𝑎) ⋆ 𝑑(𝑏), 𝑥𝑦) 

 = (𝑑(𝑎) ⋆ 𝛼(𝑏) + (𝛼(𝑎) ⋆ 𝑑(𝑏), 𝑥𝑦) 

bulunur. Bu eşitlik 𝑑’nin tanımı kullanılarak düzenlenirse her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

(𝑑(𝑎) ⋆ 𝛼(𝑏) + 𝛼(𝑎) ⋆ 𝑑(𝑏), 𝑥𝑦) = (𝑑(𝑏𝑎), 𝑥𝑦) 

elde edilir. Yani her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

 

 𝛷(𝑎, 𝑥)𝜑(𝑏, 𝑦) + 𝜑(𝑎, 𝑥)𝛷(𝑏, 𝑦)  = (𝑑(𝑏𝑎), 𝑥𝑦) (4.4e) 

 

olur. 𝑆 halkası değişmeli olmadığından (4.4d) eşitliği (4.4e) eşitliğinden farklıdır 

𝛷((𝑢, ⍴)(𝑣, ỿ)) ≠ 𝛷(𝑢, ⍴)𝜑(𝑣, ỿ) + 𝜑(𝑢, ⍴)𝛷(𝑣, ỿ), yani 𝛷’nın çarpımsal (𝜑, 𝜑)-türev 

olmadığı görülür. 

Şimdi 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 olmak üzere 𝜇’nin tanımı kullanılırsa her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈

𝑆 ⨯ 𝐻 için 

𝜇((𝑎, 𝑥)(𝑏, 𝑦)) = 𝜇(𝑎𝑏, 𝑥𝑦)) = (𝐹(𝑎𝑏), 𝑥𝑦) 

bulunur. Yani her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 
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 𝜇((𝑎, 𝑥)(𝑏, 𝑦)) = (𝐹(𝑎𝑏), 𝑥𝑦) (4.4f) 

 

Bu eşitlik 𝐻’nin değişmeliliği ve 𝐹’nin tanımı kullanılarak düzenlenirse her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈

𝑆 ⨯ 𝐻 için 

    (𝐹(𝑎𝑏), 𝑦𝑥) = (𝐹(𝑎𝑏), 𝑦𝑥) = (𝐹(𝑏) ⋆ 𝛼(𝑎) + 𝛼(𝑏) ⋆ 𝑑(𝑎), 𝑦𝑥)

= (𝐹(𝑏) ⋆ 𝛼(𝑎), 𝑦𝑥) + (𝛼(𝑏) ⋆ 𝑑(𝑎), 𝑦𝑥) 

elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

(𝐹(𝑏) ⋆ 𝛼(𝑎), 𝑦𝑥) + (𝛼(𝑏) ⋆ 𝑑(𝑎), 𝑦𝑥) = (𝐹(𝑏), 𝑦)(𝛼(𝑎), 𝑥) + (𝛼(𝑏), 𝑦)(𝑑(𝑎), 𝑥) 

bulunur. Bu eşitlik 𝜇, 𝛷, 𝜑 dönüşümlerinin tanımı kullanılarak düzenlenirse her 

(𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

(𝐹(𝑏), 𝑦)(𝛼(𝑎), 𝑥) + (𝛼(𝑏), 𝑦)(𝑑(𝑎), 𝑥) = 𝜇(𝑏, 𝑦)𝜑(𝑎, 𝑥) + 𝜑(𝑏, 𝑦)𝛷(𝑎, 𝑥) 

olur. Böylece her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

𝜇((𝑎, 𝑥)(𝑏, 𝑦)) = 𝜇(𝑏, 𝑦)𝜑(𝑎, 𝑥) + 𝜑(𝑏, 𝑦)𝛷(𝑎, 𝑥) 

elde edilir. Dolayısıyla 𝜇, 𝛷 ile belirli çarpımsal (genelleştirilmiş)-(𝜑, 𝜑)-ters türev olduğu 

görülür. 

Ayrıca 𝜇(𝑎, 𝑥)𝜑(𝑏, 𝑦) + 𝜑(𝑎, 𝑥)𝛷(𝑏, 𝑦) eşitliği 𝜇, 𝛷, 𝜑 dönüşümlerinin tanımı kullanılarak 

düzenlenirse her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

 𝜇(𝑎, 𝑥)𝜑(𝑏, 𝑦) + 𝜑(𝑎, 𝑥)𝛷(𝑏, 𝑦)  = (𝐹(𝑎), 𝑥)(𝛼(𝑏), 𝑦) + (𝛼(𝑎), 𝑥)(𝑑(𝑏), 𝑦) 

elde edilir. Bu eşitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

(𝐹(𝑎), 𝑥)(𝛼(𝑏), 𝑦) + (𝛼(𝑎), 𝑥)(𝑑(𝑏), 𝑦) = (𝐹(𝑎) ⋆ 𝛼(𝑏), 𝑥𝑦) + (𝛼(𝑎) ⋆ 𝑑(𝑏), 𝑥𝑦) 

 = (𝐹(𝑎) ⋆ 𝛼(𝑏) + 𝛼(𝑎) ⋆ 𝑑(𝑏), 𝑥𝑦) 

bulunur. Bu ifade 𝐹’nin tanımı kullanılarak düzenlenirse her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 

(𝐹(𝑎) ⋆ 𝛼(𝑏) + 𝛼(𝑎) ⋆ 𝑑(𝑏), 𝑥𝑦) = (𝐹(𝑏𝑎), 𝑥𝑦) 

olur. Böylece her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 
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 𝜇(𝑎, 𝑥)𝜑(𝑏, 𝑦) + 𝜑(𝑎, 𝑥)𝛷(𝑏, 𝑦) = (𝐹(𝑏𝑎), 𝑥𝑦) (4.4g) 

 

elde edilir. 𝑆 halkası değişmeli olmadığından (4.4f) eşitliği (4.4g) eşitliğinde farklıdır. 

Dolayısıyla her (𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦) ∈ 𝑆 ⨯ 𝐻 için 𝜇((𝑎, 𝑥)(𝑏, 𝑦)) ≠ 𝜇(𝑎, 𝑥)𝜑(𝑏, 𝑦) +

𝜑(𝑎, 𝑥)𝛷(𝑏, 𝑦) olur. Böylece 𝜇, 𝛷 ile belirli çarpımsal (genelleştirilmiş)-(𝜑, 𝜑)-türev 

olmadığı görülür 

Teorem 4.1. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹([⍴, ỿ]) = 0 ise her ⍴ ∈ 𝐼 için [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0 olur. 

İspat: Varsayalım ki her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için  

0 = 𝐹([⍴, ỿ]) 

olsun. Bu eşitlik ⍴ yerine ỿ⍴ yazılıp (2.10), (2.1) eşitliği ve 𝐹’nin tanımı kullanılırsa her 

⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝐹([ỿ⍴, ỿ]) = 𝐹(ỿ[⍴, ỿ] + [ỿ, ỿ]⍴) = 𝐹(ỿ[⍴, ỿ]) = 𝐹([⍴, ỿ])𝛼(ỿ) + 𝛼([⍴, ỿ])𝑑(ỿ) 

olur. Böylece her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝐹([⍴, ỿ])𝛼(ỿ) + 𝛼([⍴, ỿ])𝑑(ỿ) 

olur. Bu eşitlik hipotez kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝛼([⍴, ỿ])𝑑(ỿ) 

eşitliği elde edilir. Burada Lie komütatör tanımı ve 𝛼’nın tanımı kullanılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

 

0 = [𝛼(⍴), 𝛼(ỿ)]𝑑(ỿ) (4.5) 

 

olur. Yani her ỿ ∈ 𝐼 için 

(0) = [𝐽, 𝛼(ỿ)]𝑑(ỿ) 

olur. Bu eşitlik her ỿ ∈ 𝐼 ve 𝜐 ∈  𝐽 için  

 

0 = [𝜐, 𝛼(ỿ)]𝑑(ỿ) (4.6) 
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dir. (4.6) eşitliği 𝑟 ∈  𝑅 olmak şartıyla 𝜐 elemanı 𝑟𝜐 elemanı ile değiştirilip (2.10) eşitliği 

kullanılarak düzenlenirse her 𝑟 ∈ 𝑅, ỿ ∈ 𝐼 ve 𝜐 ∈  𝐽 için 

0 = [𝑟𝜐, 𝛼(ỿ)]𝑑(ỿ) = 𝑟[𝜐, 𝛼(ỿ)]𝑑(ỿ) + [𝑟, 𝛼(ỿ)]𝜐𝑑(ỿ) 

elde edilir. Bu eşitlikte (4.6) eşitliği kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her 𝑟 ∈

𝑅, ỿ ∈ 𝐼 ve 𝜐 ∈  𝐽 için   

0 = [𝑟, 𝛼(ỿ)]𝜐𝑑(ỿ) 

eşitliğine ulaşılır. Son eşitlikte 𝑟 elemanı 𝑑(ỿ) elemanıyla değiştirilirse her ỿ ∈ 𝐼 ve 𝜐 ∈  𝐽 

için   

 

0 = [𝑑(ỿ), 𝛼(ỿ)]𝜐𝑑(ỿ) (4.7) 

 

bulunur. Bu eşitlikte 𝜐 yerine 𝜐𝛼(ỿ) yazılırsa her ỿ ∈ 𝐼 ve 𝜐 ∈  𝐽 için   

 

0 = [𝑑(ỿ), 𝛼(ỿ)]𝜐𝛼(ỿ)𝑑(ỿ) (4.8) 

 

elde edilir. (4.7) eşitliği sağdan 𝛼(ỿ) ile çarpılırsa her ỿ ∈ 𝐼 ve 𝜐 ∈  𝐽 için    

 

0 = [𝑑(ỿ), 𝛼(ỿ)]𝜐𝑑(ỿ)𝛼(ỿ) (4.9) 

 

bulunur. Elde edilen (4.9) eşitliğinden (4.8) eşitliği çıkarılıp Lie komütatör tanımı 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ỿ ∈ 𝐼 ve 𝜐 ∈  𝐽 için   

0 = [𝑑(ỿ), 𝛼(ỿ)]𝜐[𝑑(ỿ), 𝛼(ỿ)] 

elde edilir. Yani her ỿ ∈ 𝐼 için 

(0) = [𝑑(ỿ), 𝛼(ỿ)]𝐽[𝑑(ỿ)𝛼(ỿ)] 

olur. Burada  𝐽 yarı-asal halka olduğundan her 𝑦 ∈ 𝐼 için 
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0 = [𝑑(ỿ), 𝛼(ỿ)] 

elde edilir. 

Teorem 4.2. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹(⍴ ∘ ỿ) = 0 ise her ⍴ ∈ 𝐼 için [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0 olur. 

İspat: Varsayalım ki her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝐹(⍴ ∘ ỿ) 

olsun. Bu eşitlikte ỿ yerine ⍴ỿ yazılıp (2.13) eşitliği ve (2.1) eşitliği ve 𝐹’nin tanımı 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝐹(⍴ ∘ (⍴ỿ)) = 𝐹(⍴(⍴ ∘ ỿ)) = 𝐹(⍴ ∘ ỿ)𝛼(⍴) + 𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(⍴) 

bulunur. Bu eşitlik hipotez kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

 

0 = 𝛼(⍴ ∘ 𝑦)𝑑(⍴) (4.10) 

 

elde edilir. (4.10) eşitliği 𝜐 ∈ 𝐼 olmak üzere ỿ elemanı yerine 𝜐ỿ elemanı yazılıp (2.12) 

eşitliği kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

0 = 𝛼(⍴ ∘ (𝜐ỿ))𝑑(⍴) = 𝛼((⍴ ∘ 𝜐)ỿ − 𝜐[⍴, ỿ])𝑑(⍴) 

olur. Bu eşitlik α’nın tanımı kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

0 = 𝛼(ỿ)𝛼(⍴ ∘ 𝜐)𝑑(⍴) − 𝛼([⍴, ỿ])𝛼(𝜐)𝑑(⍴) 

bulunur. Son eşitlik (4.10) eşitliği kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

0 = 𝛼([⍴, ỿ])𝛼(𝜐)𝑑(⍴) 

olur. Bu eşitlik Lie komütatör tanımı ve α’nın tanımı kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈

𝐼 için 

0 = [𝛼(⍴), 𝛼(ỿ)]𝛼(𝜐)𝑑(⍴) 

elde edilir. Yani her ⍴ ∈ 𝐼 için 

(0) = [𝛼(⍴), 𝐽]𝐽𝑑(⍴) 

olur. Buradan her ⍴ ∈ 𝐼 ve 𝑤, 𝑡 ∈ 𝐽 için  
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0 = [𝛼(⍴), 𝑤]𝑡𝑑(⍴) (4.11) 

 

olur. (4.11) eşitliğinde 𝑤 elemanı yerine 𝑤𝑑(⍴) elemanı yazılıp (2.11) eşitliği kullanılırsa 

her ⍴ ∈ 𝐼 ve 𝑤, 𝑡 ∈ 𝐽 için 

0 = [𝛼(⍴), 𝑤𝑑(⍴)]𝑡𝑑(⍴) = 𝑤[𝛼(⍴), 𝑑(⍴)]𝑡𝑑(⍴) + [𝛼(⍴), 𝑤]𝑑(⍴)𝑡𝑑(⍴) 

elde edilir. Bu ifade (4.11) eşitliği kullanılarak düzenlenirse her ⍴ ∈ 𝐼 ve 𝑤, 𝑡 ∈ 𝐽 için 

 

0 =  𝑤[𝛼(⍴), 𝑑(⍴)]𝑡𝑑(⍴) (4.12) 

 

olur. (4.12) eşitliği sağdan 𝛼(⍴) ile çarpılırsa her ⍴ ∈ 𝐼 ve 𝑤, 𝑡 ∈ 𝐽 için 

 

0 =  𝑤[𝛼(⍴), 𝑑(⍴)]𝑡𝑑(⍴)𝛼(⍴) (4.13) 

 

elde edilir. (4.12) eşitliğinde 𝑡 elemanı yerine 𝑡𝛼(⍴) elemanı yazılırsa her ⍴ ∈ 𝐼 ve 𝑤, 𝑡 ∈ 𝐽 

için 

 

0 =  𝑤[𝛼(⍴), 𝑑(⍴)]𝑡𝛼(⍴)𝑑(⍴) (4.14) 

 

bulunur. (4.14) eşitliğinden (4.13) eşitliği çıkarılıp Lie komütatör tanımı kullanılarak gerekli 

düzenlemeler yapılırsa her ⍴ ∈ 𝐼 ve 𝑤, 𝑡 ∈ 𝐽 için 

0 =  𝑤[𝛼(⍴), 𝑑(⍴)]𝑡[𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] 

elde edilir. Bu eşitlikte 𝑡 elemanı yerine 𝑡𝑤 elemanı yazılırsa her ⍴ ∈ 𝐼 ve 𝑤, 𝑡 ∈ 𝐽 için 

0 =  𝑤[𝛼(⍴), 𝑑(⍴)]𝑡𝑤[𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] 

olur. Yani her ⍴ ∈ 𝐼 için ve 𝑤 ∈ 𝐽 için 
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(0) =  𝑤[𝛼(⍴), 𝑑(⍴)]𝐽𝑤[𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] 

eşitliğine ulaşılır. 𝐽 yarı-asal halka olduğundan her ⍴ ∈ 𝐼 için ve 𝑤 ∈ 𝐽 için 

0 =  𝑤[𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] 

olur. Bu eşitlik soldan [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] elemanı ile çarpılırsa her ⍴ ∈ 𝐼 ve 𝑤 ∈ 𝐽 için 

0 = [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)]𝑤[𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] 

bulunur. Buradan her ⍴ ∈ 𝐼 için  

(0) = [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)]𝐽[𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] 

olur. 𝐽 yarı-asal halka olduğundan her ⍴ ∈ 𝐼 için 

0 = [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] 

bulunur. 

Teorem 4.3. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹([⍴, ỿ]) = ±𝛼([⍴, ỿ]) ise her ⍴ ∈ 𝐼 için [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0 

olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹([⍴, ỿ]) = ±𝛼([⍴, ỿ]) 

olsun. Bu eşitlikte ⍴ yerine ỿ⍴ yazılıp (2.1) eşitliği ve (2.11) eşitliği kullanılarak gerekli 

düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹(ỿ[⍴, ỿ]) = ±𝛼(ỿ[⍴, ỿ]) 

bulunur. Son eşitlik 𝐹’nin tanımı ve 𝛼’nın tanımı kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹([⍴, ỿ])𝛼(ỿ) + 𝛼([⍴, ỿ])𝑑(⍴) = ±𝛼([⍴, ỿ])𝛼(ỿ) 

elde edilir. Bu eşitlik hipotez kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

±𝛼([⍴, ỿ])𝛼(ỿ) + 𝛼([⍴, ỿ])𝑑(⍴) = ±𝛼([⍴, ỿ])𝛼(𝑦) 

bulunur. Bu ifadede gerekli düzenlemeler yapıldıktan sonra her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝛼([⍴, ỿ])𝑑(⍴) 

olur. Burada Lie komütatör tanımı ve α’nın tanımı kullanılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 
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0 = ([𝛼(⍴), 𝛼(ỿ)])𝑑(⍴) 

eşitliğine ulaşılır. Bu eşitlik (2.2) eşitliği kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = ([𝛼(𝑦), 𝛼(𝑝)])𝑑(⍴) 

olur. Böylece Teorem 4.1. (4.5) eşitliğinden sonraki adımlar takip edilerek sonuca ulaşılır. 

Teorem 4.4. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹(⍴ ∘ ỿ) = ±𝛼(⍴ ∘ ỿ) ise her ⍴ ∈ 𝐼 için [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0 olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için  

𝐹(⍴ ∘ ỿ) = ±𝛼(⍴ ∘ ỿ) 

olsun. Bu eşitlik ⍴ yerine ỿ⍴ yazılıp (2.1) ve (2.14) eşitliği kullanılarak düzenlenirse her 

⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹(ỿ(⍴ ∘ ỿ)) = ±𝛼(ỿ(⍴ ∘ ỿ)) 

elde edilir. Son eşitlik 𝐹’nın tanımı ve 𝛼’nın tanımı kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 

için 

𝐹(⍴ ∘ ỿ)𝛼(ỿ) + 𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(ỿ) = ±𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝛼(ỿ) 

bulunur. Bu eşitlik hipotez kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

±𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝛼(ỿ) + 𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(ỿ) = ±𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝛼(ỿ) 

olur. Bu eşitlikte (2.9) eşitliği kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝛼(ỿ ∘ ⍴)𝑑(ỿ) 

olur. Böylece Teorem 4.2. (4.10) eşitliğinden sonraki adımlar takip edilerek sonuç elde 

edilir. 

Teorem 4.5. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹([⍴, ỿ]) = ±𝛼(⍴ ∘ ỿ) ise 𝐼’nın her ⍴ elemanı için 

[𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0 olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için  

𝐹([⍴, ỿ]) = ±𝛼(⍴ ∘ ỿ) 

olsun. Bu eşitlikte ⍴ yerine ỿ⍴ yazılıp (2.1), (2.10) ve (2.14) eşitliği kullanılarak gerekli 

düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 
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𝐹(ỿ[⍴, ỿ]) = ±𝛼(ỿ(⍴ ∘ ỿ)) 

bulunur. Elde edilen son eşitlik 𝐹’nin tanımı ve 𝛼’nın tanımı kullanılarak düzenlenirse her 

⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹([⍴, ỿ])𝛼(ỿ) + 𝛼([⍴, ỿ])𝑑(ỿ) = ±𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝛼(ỿ) 

olduğu görülür. Bu ifade hipotez kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için  

±𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝛼(ỿ) + 𝛼(ỿ)𝑑(ỿ) = ±𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝛼(ỿ) 

olur. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için  

0 = 𝛼([⍴, ỿ])𝑑(ỿ) 

elde edilir. Bulunan eşitlikte Lie komütatör tanımı ve 𝛼’nın tanımı kullanılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 

için 

0 = [𝛼(⍴), 𝛼(ỿ)]𝑑(ỿ) 

olur. Böylece Teorem 4.1. (4.5) eşitliğinden sonraki adımlar takip edilerek sonuca ulaşılır. 

Teorem 4.6. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹(⍴ ∘ ỿ) = ±𝛼([⍴, ỿ]) ise her ⍴ ∈ 𝐼 için [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0 olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için  

𝐹(⍴ ∘ ỿ) = ±𝛼([⍴, ỿ]) 

olsun. Bu eşitlikte ⍴ yerine ỿ⍴ yazılıp (2.1), (2.14) ve (2.10) eşitlikleri kullanılarak gerekli 

düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹(ỿ(⍴ ∘ ỿ)) = ±𝛼(ỿ[⍴, ỿ]) 

elde edilir. Burada 𝐹’nin ve 𝛼’nın tanımı kullanılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹(⍴ ∘ ỿ)𝛼(ỿ) + 𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(ỿ) = ±𝛼([⍴, ỿ])𝛼(ỿ) 

olur. Bu ifade hipotez kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

 ±𝛼([⍴, ỿ])𝛼(ỿ) + 𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(ỿ) = ±𝛼([⍴, ỿ])𝛼(ỿ) 

eşitliği elde edilir. Burada (2.9) eşitliği kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈

𝐼 için 

0 = 𝛼(ỿ ∘ ⍴)𝑑(ỿ) 
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bulunur. Böylece Teorem 4.1.2. (4.10) eşitliğinden sonraki adımlar takip edilerek sonuca 

ulaşılır. 

Teorem 4.7. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹([⍴, ỿ]) = ±𝛼([𝐹(⍴), ỿ]) ise her ⍴ ∈ 𝐼 için [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0 

olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹([⍴, ỿ]) = ±𝛼([𝐹(⍴), ỿ]) 

olsun. Bu eşitlikte ỿ yerine ⍴ỿ yazılıp (2.1) ve (2.11) eşitliği kullanılarak gerekli 

düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹(⍴[⍴, ỿ]) = ±𝛼(⍴[𝐹(⍴), ỿ] + [𝐹(⍴), ⍴]ỿ) 

olur. Burada 𝐹’nin ve α’nın tanımı kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 

için 

𝐹([⍴, 𝑦])𝛼(⍴) + 𝛼([⍴, 𝑦])𝑑(⍴) = ±𝛼([𝐹(⍴), 𝑦])𝛼(⍴) ± 𝛼(𝑦)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) 

bulunur. Bulunan son eşitlikte hipotez kullanılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

±𝛼([𝐹(⍴), ỿ])𝛼(⍴) + 𝛼([⍴, ỿ])𝑑(⍴) = ±𝛼([𝐹(⍴), ỿ])𝛼(⍴) ± 𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) 

olur. Böylece her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

 

𝛼([⍴, ỿ])𝑑(⍴) = ±𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) (4.15) 

 

elde edilir. Hipotez ỿ yerine ⍴ yazılıp (2.1) eşitliği kullanılarak düzenlenirse her ⍴ ∈ I için 

𝐹(0) = ±𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) 

olur. Burada  𝐹(0) = 0 (Lemma 4.1.2.) kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴ ∈

𝐼 için 

 

0 = ±𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) (4.16) 
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olur. Elde edilen (4.16) eşitliği soldan 𝛼(ỿ) elemanı ile çarpılıp (4.15) eşitliğinden çıkarılırsa 

her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = 𝛼([⍴, ỿ])𝑑(⍴) 

elde edilir. Burada Lie komütatör tanımı ve α’nın tanımı kullanılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = [𝛼(⍴), 𝛼(ỿ)]𝑑(ỿ) 

olur. Böylece Teorem 4.1. (4.5) eşitliğinden sonraki adımlar takip edilerek sonuca ulaşılır. 

Teorem 4.8. Her ⍴, ỿ ∈  𝐼 için 𝐹(⍴ ∘ ỿ) = ±𝛼(𝐹(⍴) ∘ ỿ) ise her ⍴ ∈ 𝐼 için [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0 

olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈  𝐼 

𝐹(⍴ ∘ ỿ) = ±𝛼(𝐹(⍴) ∘ ỿ) 

olsun. Bu eşitlik ỿ yerine ⍴ỿ yazılıp (2.13) ve (2.1) eşitliği kullanılarak düzenlenirse her 

⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹(⍴(⍴ ∘ ỿ)) = ±𝛼(⍴(𝐹(⍴) ∘ ỿ)) + [𝐹(⍴), ⍴])ỿ)  

bulunur. Burada 𝐹’nin ve 𝛼’nın tanımı kullanılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için  

𝐹(⍴ ∘ ỿ)𝛼(⍴) + 𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(⍴) = ±𝛼(𝐹(⍴) ∘ ỿ)𝛼(⍴) ± 𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) 

elde edilir. Son eşitlikte hipotez kullanılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

±𝛼(𝐹(⍴) ∘ ỿ)𝛼(⍴) + 𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(⍴) = ±𝛼(𝐹(⍴) ∘ ỿ)𝛼(⍴) ± 𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) 

olur. Böylece her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

 

𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(⍴) = ±𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) (4.17) 

 

bulunur. (4.17) eşitliği 𝑟 ∈  𝑅 olmak üzere ỿ yerine ỿ𝑟 yazılıp (2.12) eşitliği kullanılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

𝛼((⍴ ∘ 𝑦)𝑟 − 𝑦[⍴, 𝑟])𝑑(⍴) = ±𝛼(𝑦𝑟)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) 
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olur. Son eşitlikte 𝛼’nın tanımı kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 

ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

𝛼(𝑟)𝛼(⍴ ∘ ỿ)𝑑(⍴) − 𝛼([⍴, 𝑟])𝛼(ỿ)𝑑(⍴) = ±𝛼(𝑟)𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) 

elde edilir. Bu ifadede (4.17) eşitliği kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 

ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

±𝛼(𝑟)𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) − 𝛼([⍴, 𝑟])𝛼(ỿ)𝑑(⍴) = ±𝛼(𝑟)𝛼(ỿ)𝛼([𝐹(⍴), ⍴]) 

olur. Böylece her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = 𝛼([⍴, 𝑟])𝛼(ỿ)𝑑(⍴) 

olur. Burada α’nın tanımı ve Lie komütatör tanımı kullanılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = [𝛼(⍴), 𝛼(𝑟)]𝛼(ỿ)𝑑(⍴) 

eşitliği bulunur. α anti-epimorfizma olduğundan 𝛼(𝑅) = 𝑅 dir. Buradan her ⍴ ∈ 𝐼 için 

(0) = [𝛼(⍴), 𝑅]𝐽𝑑(⍴) 

olduğu görülür. Burada 𝜐 ∈ 𝐽 olmak üzere her ⍴ ∈ 𝐼, 𝑟 ∈ 𝑅 ve 𝜐 ∈ 𝐽 için 

0 = [𝛼(⍴), 𝑟]𝜐𝑑(⍴) 

dir. Son eşitlikte 𝑟 elemanı 𝑑(ỿ) elemanı ile değiştirilirse her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

0 = [𝛼(⍴), 𝑑(ỿ)]𝜐𝑑(⍴) 

bulunur. Son ifadede ⍴ yerine ỿ yazılırsa her ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 0 = [𝛼(ỿ), 𝑑(ỿ)]𝜐𝑑(ỿ)  elde edilir. 

Böylece Teorem 4.1. (4.7) eşitliğinden sonraki adımlar takip edilerek sonuca ulaşılır. 

Teorem 4.9. Her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 𝐹(⍴ỿ) = 𝐹(⍴)𝐹(ỿ) ise her ⍴ ∈ 𝐼 için [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0 olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹(⍴ỿ) = 𝐹(⍴)𝐹(ỿ) 

olsun. Bu eşitlik ỿ yerine ⍴ỿ yazılıp 𝐹’nin tanımı kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹(⍴(⍴ỿ)) = 𝐹(⍴)𝐹(⍴ỿ) 

= 𝐹(⍴)𝐹(ỿ)𝛼(⍴) + 𝐹(⍴)𝛼(ỿ)𝑑(⍴) 

olur. Bu eşitlik hipotez kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 
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𝐹(⍴(⍴ỿ)) = 𝐹(⍴ỿ)𝛼(⍴) + 𝐹(⍴)𝛼(ỿ)𝑑(⍴) (4.18) 

 

olur. Ayrıca 𝐹’nin tanımından her ⍴, 𝜔 ∈ 𝐼 için 𝐹(⍴𝜔) = 𝐹(𝜔)𝛼(⍴) + 𝛼(𝜔)𝑑(⍴) dir. Bu 

eşitlikte ỿ ∈ 𝐼 olmak üzere 𝜔 yerine ⍴ỿ yazılırsa her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için  

 

𝐹(⍴(⍴ỿ)) = 𝐹(⍴ỿ)𝛼(⍴) + 𝛼(⍴ỿ)𝑑(⍴) (4.19) 

 

bulunur.  (4.19) eşitliğinden (4.18) eşitliği çıkarılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ ∈

𝐼 için 

 

0 = (𝛼(⍴ỿ) − 𝐹(⍴)𝛼(ỿ))𝑑(⍴) (4.20) 

 

elde edilir. (4.20) eşitliği 𝑟 ∈  𝑅 olmak üzere ỿ yerine ỿ𝑟 yazılıp 𝛼’nın tanımı kullanılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = (𝛼(⍴(ỿ𝑟)) − 𝐹(⍴)𝛼(ỿ𝑟))𝑑(⍴) 

 = (𝛼(𝑟)𝛼(ỿ)𝛼(⍴) − 𝐹(⍴)𝛼(𝑟)𝛼(ỿ))𝑑(⍴) 

 = (𝛼(𝑟)𝛼(⍴ỿ) − 𝐹(⍴)𝛼(𝑟)𝛼(ỿ))𝑑(⍴) 

bulunur. Buradan her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için  

0 = (𝛼(𝑅)𝛼(⍴ỿ) − 𝐹(⍴)𝛼(𝑅)𝛼(ỿ))𝑑(⍴) 

olur. α anti-epimorfizma olduğundan 𝛼(𝑅) = 𝑅 dir. O halde her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

(0) = (𝑅𝛼(⍴ỿ) − 𝐹(⍴)𝑅𝛼(ỿ))𝑑(⍴) 

olur. Bu ise her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = (𝑟𝛼(⍴ỿ) − 𝐹(⍴)𝑟𝛼(ỿ))𝑑(⍴) 

Burada 𝜐 ∈ 𝐼 olmak üzere 𝑟 elemanı yerine 𝐹(𝜐) elemanı yazılırsa her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 
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0 = (𝐹(𝜐)𝛼(⍴ỿ) − 𝐹(⍴)𝐹(𝜐)𝛼(ỿ))𝑑(⍴) (4.21) 

 

olduğu görülür. Elde edilen (4.20) eşitliği soldan 𝐹(𝜐) ile çarpılırsa her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

 

0 = (𝐹(𝜐)𝛼(⍴ỿ) − 𝐹(𝜐)𝐹(⍴)𝛼(ỿ))𝑑(⍴) (4.22) 

 

eşitliği elde edilir. Benzer şekilde (4.22) eşitliğinden (4.21) eşitliği çıkarılırsa her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 

için 

0 = (𝐹(𝜐)𝐹(⍴) − 𝐹(⍴)𝐹(𝜐))𝛼(𝑦)𝑑(⍴) 

bulunur. Son eşitlik hipotez kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

 

0 = (𝐹(𝜐⍴) − 𝐹(⍴𝜐))𝛼(𝑦)𝑑(⍴) (4.23) 

 

olur. Burada 𝜐 yerine ⍴𝜐 yazılıp 𝐹’nin tanımı, 𝛼’nın tanımı ve Lie komütatör tanımı 

kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

0 = (𝐹(𝜐⍴) − 𝐹(⍴𝜐))𝛼(𝑦⍴)𝑑(⍴) + 𝛼([𝜐, ⍴])𝑑(⍴)𝛼(𝑦)𝑑(⍴) 

bulunur. Bu ifade (4.23) eşitliği kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

0 = 𝛼([𝜐, ⍴])𝑑(⍴)𝛼(𝑦)𝑑(⍴) 

olur. Burada 𝑟 ∈ 𝑅 olmak üzere 𝑦 elemanı yerine [𝜐, ⍴]𝑟 elemanı yazılarak ve 𝛼’nin tanımı 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, 𝜐 ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = 𝛼([𝜐, ⍴])𝑑(⍴)𝛼(𝑟)𝛼( [𝜐, ⍴] )𝑑(⍴) 

eşitliğine ulaşılır. 𝛼 anti-epimorfizma olduğundan 𝛼(𝑅) = 𝑅 dir. Yani her ⍴, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

(0) = 𝛼([𝜐, ⍴])𝑑(⍴)𝑅𝛼( [𝜐, ⍴] )𝑑(⍴) 

olur. R yarı-asal halka olduğundan her ⍴, 𝜐 ∈ 𝐼 için 



81 
 

 

0 = 𝛼([𝜐, ⍴])𝑑(⍴) (4.24) 

 

bulunur. Burada 𝑟 ∈ 𝑅 olmak üzere 𝜐 yerine 𝜐𝑟 yazılarak ve (2.10) eşitliği kullanılarak 

gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, 𝜐 ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = 𝛼(𝜐[𝑟, ⍴] + [𝜐, ⍴]𝑟)𝑑(⍴) 

olur. Son eşitlikte 𝛼’nın tanımı kullanılırsa her ⍴, 𝜐 ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = 𝛼([𝑟, ⍴])𝛼(𝜐)𝑑(⍴) + 𝛼(𝑟)𝛼([𝜐, ⍴])𝑑(⍴) 

elde edilir. Burada (4.24) eşitliği kullanılırsa her ⍴, 𝜐 ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = 𝛼([𝑟, ⍴])𝛼(𝜐)𝑑(⍴) 

olur. Bu eşitlik Lie komütatör tanımı ve 𝛼’nın tanımı kullanılarak düzenlenirse her ⍴, 𝜐 ∈ 𝐼 

ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

 

0 = [𝛼(𝑟), 𝛼(⍴)]𝛼(𝜐)𝑑(⍴) (4.25) 

 

elde edilir. (4.25) eşitliği sağdan 𝛼(⍴) ile çarpılırsa her ⍴, 𝜐 ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

 

0 = [𝛼(𝑟), 𝛼(⍴)]𝛼(𝜐)𝑑(⍴)𝛼(⍴) (4.26) 

 

bulunur. (4.25) eşitliği 𝜐 yerine ⍴𝜐 yazılarak ve 𝛼’nın tanımı kullanılarak düzenlenirse 

her ⍴, 𝜐 ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

 

0 = [𝛼(𝑟), 𝛼(⍴)]𝛼(𝜐)𝛼(⍴)𝑑(⍴) (4.27) 

 

olur.  Elde edilen (4.26) eşitliğinden (4.27) eşitliği çıkarılıp Lie komütatör tanımı 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, 𝜐 ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 
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0 = [𝛼(𝑟), 𝛼(⍴)]𝛼(𝜐)[𝑑(⍴), 𝛼(⍴)] 

bulunur. Yani her ⍴ ∈ 𝐼 için 

(0) = [𝛼(𝑅), 𝛼(⍴)]𝛼(𝐼)[𝑑(⍴), 𝛼(⍴)] 

olduğu görülür. 𝛼 anti-epimorfizma olduğundan 𝛼(𝑅) = 𝑅 dir. Buradan her ⍴ ∈ 𝐼 için 

(0) = [𝑅, 𝛼(⍴)]𝐽[ 𝑑(⍴), 𝛼(⍴)] 

olur. Böylece her ⍴ ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

(0) = [𝑟, 𝛼(⍴)]𝐽[ 𝑑(⍴), 𝛼(⍴)] 

elde edilir. Burada 𝑟 yerine 𝑑(⍴) yazılırsa her ⍴ ∈ 𝐼 için 

(0) = [𝑑(⍴), 𝛼(⍴)]𝐽[ 𝑑(⍴), 𝛼(⍴)] 

bulunur. 𝐽 yarı-asal halka olduğundan her ⍴ ∈ 𝐼 için 0 = [𝑑(⍴), 𝛼(⍴)] olur. 

Teorem 4.10. Her ⍴, ỿ ∈  𝐼 için 𝐹(⍴ỿ) + 𝐹(⍴)𝐹(ỿ) = 0 ise her ⍴ ∈ 𝐼 için [𝛼(⍴), 𝑑(⍴)] = 0 

olur. 

İspat: 𝐹, 𝑑 ile belirli çarpımsal genelleştirilmiş-(𝛼, 𝛼)-ters türev ve – 𝐹, −𝑑 ile belirli 

çarpımsal genelleştirilmiş-(𝛼, 𝛼)-ters türevdir. Teorem 4.9. da 𝐹 yerine −𝐹 ve 𝑑 yerine −𝑑 

yazılarak sonuca ulaşılır.  

Teorem 4.11. Her ⍴, ỿ ∈  𝐼 için 𝐹(⍴ỿ) − 𝐹(ỿ)𝐹(⍴) = 0 ise 𝛼(𝐼)𝑑(𝐼) = 0 ve her ỿ ∈  𝐼 için 

[𝐹(ỿ), 𝛼(ỿ)] = 0 olur. 

İspat: Kabul edelim ki her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

𝐹(⍴ỿ) = 𝐹(ỿ)𝐹(⍴) 

olsun. Bu ifade 𝜐 ∈  𝐼 olmak üzere ⍴ yerine ⍴𝜐 yazılıp hipotez ve 𝐹’nın tanımı kullanılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

𝐹((⍴𝜐)ỿ) = 𝐹(ỿ)𝐹(⍴𝜐) = 𝐹(ỿ)(𝐹(𝜐)𝛼(⍴) + 𝛼(𝜐)𝑑(⍴)) 

bulunur. Yani her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

𝐹((⍴𝜐)ỿ) = 𝐹(ỿ)𝐹(𝜐)𝛼(⍴) + 𝐹(ỿ)𝛼(𝜐)𝑑(⍴) 

 olur. Bu eşitlik hipotez kullanılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 
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𝐹((⍴𝜐)ỿ) = 𝐹(𝜐ỿ)𝛼(⍴) + 𝐹(ỿ)𝛼(𝜐)𝑑(⍴) (4.28) 

 

olur. Ayrıca 𝐹’nin tanımından her ⍴, 𝜔 ∈ 𝐼 için 𝐹(⍴𝜔) = 𝐹(𝜔)𝛼(⍴) + 𝛼(𝜔)𝑑(⍴) dir. Bu 

eşitlikte 𝜐 ∈ 𝐼 olmak üzere 𝜔 yerine 𝜐ỿ yazılırsa her ⍴, 𝜐, ỿ ∈ 𝐼 için  

 

𝐹(⍴(𝜐ỿ)) = 𝐹(𝜐ỿ)𝛼(⍴) + 𝛼(𝜐ỿ)𝑑(⍴) (4.29) 

 

bulunur.  (4.28) eşitliğinden (4.29) eşitliği çıkarılırsa her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

0 = (𝐹(ỿ) − 𝛼(ỿ))𝛼(𝜐)𝑑(⍴) 

bulunur. Bu eşitlik 𝑟 ∈ 𝑅 olmak üzere 𝜐 yerine 𝜐𝑟 yazılıp 𝛼’nın tanımı kullanılarak 

düzenlenirse her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

0 = (𝐹(ỿ) − 𝛼(ỿ))𝛼(𝑟)𝛼(𝜐)𝑑(⍴) 

elde edilir. 𝛼 anti-epimorfizma olduğundan 𝛼(𝑅) = 𝑅 dir. Böylece her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için  

 

(0) = (𝐹(ỿ) − 𝛼(ỿ))𝑅𝛼(𝜐)𝑑(⍴) (4.30) 

 

olur. (4.30) eşitliği soldan 𝐹(𝜐) ile çarpılırsa her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

 

(0) = 𝐹(𝜐)(𝐹(ỿ) − 𝛼(ỿ))𝑅𝛼(𝜐)𝑑(⍴) (4.31) 

 

elde edilir. Hipotezden her  ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 𝐹(ỿ𝜐) = 𝐹(𝜐)𝐹(ỿ) ve ayrıca 𝐹’nin tanımından 

𝐹(ỿ𝜐) = 𝐹(𝜐)𝛼(ỿ) + 𝛼(𝜐)𝑑(ỿ) dir. Bu ise ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 𝐹(𝜐)𝐹(ỿ) = 𝐹(𝜐)𝛼(ỿ) + 𝛼(𝜐)𝑑(ỿ) 

demektir. Bu eşitlik düzenlenirse her ỿ, 𝜐 için 𝐹(𝜐)(𝐹(ỿ) − 𝛼(ỿ)) = 𝛼(𝜐)𝑑(ỿ) bulunur. Bu 

eşitlik (4.31) eşitliğinde kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

(0) = 𝛼(𝜐)𝑑(ỿ)𝑅𝛼(𝜐)𝑑(⍴) 
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ve 

(0) = 𝐹(𝜐)(𝐹(ỿ) − 𝛼(ỿ))𝑅𝐹(𝜐)(𝐹(⍴) − 𝛼(⍴)) 

elde edilir. Bu son iki eşitliklerde ⍴ yerine ỿ yazılırsa her ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

(0) = 𝛼(𝜐)𝑑(ỿ)𝑅𝛼(𝜐)𝑑(ỿ) 

ve 

(0) = 𝐹(𝜐)(𝐹(ỿ) − 𝛼(ỿ))𝑅𝐹(𝜐)(𝐹(ỿ) − 𝛼(ỿ)) 

olur. 𝑅 yarı-asal halka olduğundan her ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 0 = 𝛼(𝜐)𝑑(ỿ)   yani (0) = 𝛼(𝐼)𝑑(𝐼) ve  

0 = 𝐹(𝜐)(𝐹(ỿ) − 𝛼(ỿ)) olur. Buradan 0 = 𝐹(𝜐)(𝐹(ỿ) − 𝛼(ỿ)) eşitliği 𝜐 yerine ỿ𝜐 yazılıp 

𝐹’nin tanımı ve (0) = 𝛼(𝐼)𝑑(𝐼) eşitliği kullanılarak düzenlenirse her ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

 

0 = 𝐹(𝜐)𝛼(ỿ)(𝐹(ỿ) − 𝛼(ỿ)) (4.32) 

 

bulunur. Benzer şekilde 0 = 𝐹(𝜐)(𝐹(ỿ) − 𝛼(ỿ)) eşitliğinde ỿ yerine ỿ² yazılıp 𝐹’nin tanımı 

ve (0) = 𝛼(𝐼)𝑑(𝐼) eşitliği kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

 

0 = 𝐹(𝜐)(𝐹(ỿ)𝛼(ỿ) − 𝛼(ỿ)²) (4.33) 

 

bulunur. Burada (4.33) eşitliğinden (4.32) eşitliği çıkarılıp Lie komütatör tanımı kullanılırsa 

her ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

0 = 𝐹(𝜐)[𝐹(ỿ), 𝛼(ỿ)] 

elde edilir. Bu eşitlikte 𝜐 yerine ⍴𝜐 yazılıp 𝐹’nin tanımı ve (0) = 𝛼(𝐼)𝑑(𝐼)  eşitliği 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

 

0 = 𝐹(𝜐)𝛼(⍴)[𝐹(ỿ), 𝛼(ỿ)] (4.34) 
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olur. Benzer şekilde (4.34) eşitliğinde 𝜐 yerine 𝜐² yazılıp 𝐹’nin tanımı ve (0) = 𝛼(𝐼)𝑑(𝐼)  

eşitliği kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

 

0 = 𝐹(𝜐)𝛼(𝜐)𝛼(⍴)[𝐹(ỿ), 𝛼(ỿ)] (4.35) 

 

olur. (4.34) eşitliği soldan 𝛼(𝜐) elemanı ile çarpılarak düzenlenirse her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

 

0 = 𝛼(𝜐)𝐹(𝜐)𝛼(⍴)[𝐹(ỿ), 𝛼(ỿ)] (4.36) 

 

bulunur. Elde edilen (4.35) eşitliğinden (4.36) eşitliği çıkarılıp Lie komütatör tanımı 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa her ⍴, ỿ, 𝜐 ∈ 𝐼 için 

0 = [𝐹(𝜐), 𝛼(𝜐)]𝛼(⍴)[𝐹(ỿ), 𝛼(ỿ)] 

eşitliğine ulaşılır. Son ifadede 𝜐 elemanı ỿ elemanıyla değiştirilirse her ⍴, ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = [𝐹(ỿ), 𝛼(ỿ)]𝛼(⍴)[𝐹(ỿ), 𝛼(ỿ)] 

olur. Yani her ỿ ∈ 𝐼 için 

0 = [𝐹(ỿ), 𝛼(ỿ)]𝐽[𝐹(ỿ), 𝛼(ỿ)] 

elde edilir. 𝐽 yarı-asal halka olduğundan her ỿ ∈ 𝐼 için 0 = [𝐹(ỿ), 𝛼(ỿ)] olur. 

Teorem 4.12. Her ⍴, ỿ ∈  𝐼 için 𝐹(⍴ỿ) + 𝐹(ỿ)𝐹(⍴) = 0 ise 𝛼(𝐼)𝑑(𝐼) = 0 ve her ỿ ∈  𝐼 için 

[𝐹(ỿ), 𝛼(ỿ)] = 0 olur. 

 

İspat: 𝐹, 𝑑 ile belirli çarpımsal genelleştirilmiş-(𝛼, 𝛼)-ters türev ve – 𝐹, −𝑑 ile belirli 

çarpımsal genelleştirilmiş-(𝛼, 𝛼)-ters türevdir. Teorem 4.11. de 𝐹 yerine −𝐹 ve 𝑑 yerine −𝑑 

yazılarak sonuca ulaşılır.  
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BEŞİNCİ BÖLÜM 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında, öncelikle (Ulutaş ve Gölbaşı., 2020) tarafından  yapılan çalışma 

motivasyon alınarak, 𝛼 halka üzerinde tanımlanmış anti-homomorfizma olmak üzere 

çarpımsal (genelleştirilmiş)-(𝛼, 𝛼)-ters türev kullanılarak sekiz farklı sonuç elde edilmiştir. 

Ayrıca çarpımsal (genelleştirilmiş)-(𝛼, 𝛼)-ters türevlerle ilgili örnekler verilmiştir. Ardından 

(Dhara, vd., 2014) tarafından yapılan çalışmadaki dört teorem 𝛼 halka üzerinde tanımlanmış 

anti-homomorfizma olmak üzere çarpımsal (genelleştirilmiş)-(𝛼, 𝛼)-ters türev üzerinde 

incelenmiştir. 
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