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OZET
a. DERECEDEN BAZI GENELLESTIRILMIS YAKINSAKLIK TURLERI

Sevcan BULUT
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Dr. Ogr. Uyesi Aykut OR
10/08/2022, 42

Bu tez ¢alismasinda ilk olarak, reel say1 dizilerinde istatistiksel yakinsaklik, metrik
uzaylarda ideal yakinsaklik ve normlu uzaylarda kaba yakinsaklik kavramlari sunuldu.
Ardindan, kaba yakinsakligin genellestirmeleri olan kaba istatistiksel, kaba ideal ve kaba
ideal istatistiksel yakinsaklik kavramlar1 incelendi. Daha sonra, incelenen bu kavramlarin
derecelendirmelerinden bahsedilerek . dereceden kaba ideal istatistiksel yakinsaklik ve o.
dereceden ideal istatistiksel sinirlilik kavramlari tanitildi ve bu kavramlarin bazi temel

ozellikleri incelendi.

Anahtar sozciikler: Istatistiksel yakinsaklik, Ideal yakinsaklik, Kaba yakinsaklik,
. dereceden kaba istatistiksel yakinsaklik, «. dereceden kaba ideal yakinsaklik, o.

dereceden kaba ideal istatistiksel yakinsaklik
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ABSTRACT

Some Generalized Convergence Types of Order «.

Sevcan BULUT
Canakkale Onsekiz Mart University
School of Graduate Studies
Master of Science Thesis in Department of Mathematics
Advisor: Dr. Ogr. Uyesi Aykut OR
08/10/2022, 42

This thesis, firstly, presents the concepts of statistical convergence in real number
sequences, ideal convergence in metric spaces, and rough convergence in normed spaces.
Afterwards, it defines the concepts of rough statistical convergence, rough ideal
convergence and rough ideal statistical convergence. Later on, the concepts of rough
statistical convergence of order «., rough ideal convergence of order . has studied. Then,
it defines the concepts of rough 1deal statistical convergence of order ¢. and 1deal statistical

bounded of order . In addition, it examines some basic properties of these concepts.

Keywords: Statistical convergence, Ideal convergence, Rough convergence, Rough
statistical convergence of order ., Rough ideal convergence of order ., Rough ideal

statistical convergence of order .
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BIRINCI BOLUM
GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik, klasik anlamda yakinsakligin dogal sayilarin bir
altkiimesinin yogunluguna dayanan genellestirmesidir. Istatistiksel yakinsaklik kavrami
Fast (1951) ve Steinhaus (1951) tarafindan birbirlerinden bagimsiz olarak tanimlanmugtir.
Sonrasinda, Schoenberg (1959) bu yakinsakligi bir toplanabilme metodu olarak
incelemistir. Temelde istatistiksel yakinsaklik kavrami kullanilarak Salat (1980), Fridy
(1985) ve Fridy ve Orhan (1997)'m calismalarn ile matematik literatiiriine zenginlik

kazandirilmisgtir.

Kostryko vd. (2000) istatistiksel yakinsakligin bir genellestirilmesi olan ve temeli
keyfi bir X kiimesinin altkiimelerinin ideali kavramina dayanan ideal yakinsaklik kavramini
tanimlamiglardir. Daha sonra bu yakinsaklik tiiriiniin klasik yakinsaklikta iyi bilinen kavram

ve teoremleri saglayip saglamadigini incelemislerdir.

Pozitif lineer operatorlerin kiimesinin istatistiksel yakinsamasi ile iligkili olarak
Gadjiev ve Orhan (2002) tarafindan dereceye baglh istatistiksel yakinsama kavrami
tanmitilmigtir.  Colak (2010) yilinda «. dereceden yogunluk ve «. dereceden istatistiksel
yakinsakligin bir genellestirmesini elde etmistir. Daha sonra Das ve Savas (2014) bu
genellestirmeyi ideale tagiyarak o. dereceden ideal istatistiksel yakinsamay1 tanitmislardir.

(o € (0,1])

Phu (2001) sonlu boyutlu uzaylarda kaba yakinsaklik kavramini ortaya atmis ve
kaba yakinsaklik ile diger yakinsaklik tiirleri arasindaki iliskiyi incelemistir. Ayrica, kaba
yakinsakligin en 6nemli ve anlamli Ozellikleri olan kaba limit kiimelerinin kapaliligi,
stirliligt ve konveksligini gostermistir.  Daha sonra Aytar (2008) kaba istatistiksel
yakinsaklik kavramini tanitmis ve kaba istatistiksel limit noktalar ile kaba istatistiksel
yigilma noktalar1 kavramlarini ve Ozelliklerini incelemistir. Benzer sekilde kaba
yakinsaklik kavramini ideal kavramu ile genisleten Pal vd. (2013) kaba ideal yakinsaklik
kavramimi gelistirmigler ve kaba /— limit noktalar1 kiimesini tanitarak bu kiimenin
ozelliklerini arastirmiglardir.  Sonrasinda Savas vd. (2019) kaba ideal istatistiksel
yakinsaklik kavramini tanimlamiglardir. Kaba istatistiksel yakinsakligin derecelendirmesi

olan . dereceden kaba istatistiksel yakinsaklik kavrami ve o. dereceden kaba istatistiksel



limit noktalar1 kiimesinin temel 6zellikleri Maity (2016) tarafindan incelenmistir.

Bu tez calismasimin ikinci boliimiinde, istatistiksel yakinsaklik ve ideal yakinsaklik
kavramlari ile bu kavramlara iliskin bazi temel ozellikler verildi. Ugiincii boliimde kaba
yakinsaklik ve genellestirmeleri ile ilgili bazi temel tanim ve teoremlere yer verildi.
Dordiincii boliimde, . dereceden kaba ideal istatistiksel yakinsaklik ve . dereceden ideal
istatistiksel sinirlilik kavramlart tanimlandi ve bu kavramlar arasindaki iligkiler incelendi.
Sonu¢ ve oOneriler boliimiinde derecelendirme kavraminin farkli dizi uzaylar1 iizerinde

calisilabilecegi ifade edildi.



IKINCI BOLUM
GENEL KAVRAMLAR

2.1. Istatistiksel Yakinsaklik

Bu boliimde, yogunluk ve istatistiksel yakinsaklik kavramlari incelendi. Ayrica,
istatistiksel yakinsaklik kavraminin yogunluk kavramiyla yakindan iligkili olan tanimina ve
bir altdizisi yardimiyla karakterizasyonuna yer verildi. Bunlara ek olarak, istatistiksel
Cauchy dizisi kavrami tamitilarak reel sayilar uzayinda istatistiksel yakinsaklik ile bu
kavramin denk oldugu ifade edildi. Son olarak, istatistiksel limit ve istatistiksel yigilma
noktalart kavramlarina ve bu kavramlarin bazi temel 6zelliklerine iligkin bilgilere yer

verildi.

Tanim 2.1. (Freedman ve Sember, 1981) A ve B dogal sayilarin iki alt kiimesi olmak

iizere 8, : 2% — [0, 1] fonksiyonu
1. A~ B= §,(A) = 5.(B)
2. ANB#0= 8.(A)+6,.(B) < 8.(AUB)
3. 8,(A)+68.(B) < 1+8,(ANB)
4. 8,(N)=1

ozelliklerini sagliyorsa &, fonksiyonuna alt asimptotik yogunluk fonksiyonu denir. Burada,

A ~ B ile A ile B kiimelerinin simetrik farkinin sonlu oldugu ifade edilmistir.

Tanim 2.2. (Freedman ve Sember, 1981) A C N ve A€, A nin tiimleyeni olmak iizere
0" (A)=1—68,(A°)

seklinde tanimli §* : 2V — [0, 1] fonksiyonuna iist asimptotik yogunluk fonksiyonu denir.



Tanim 2.3. (Freedman ve Sember, 1981) 0, ve 0 sirasiyla alt ve iist asimptotik

yogunluk fonksiyonlar1 olmak iizere her A C N i¢in

olacak bigimdeki 8(A) ya A kiimesinin yogunlugu denir.

Ornek 2.4. A C N olmak iizere A kiimesindeki x e esit veya kiigiik pozitif tamsayilarin

kiimesini A(x) ile gosterelim. Bu durumda,
A={246,.}

seklinde cift sayilardan olusan bir A kiimesi i¢in

A2)=1{2}, AB)=1{2}, . . . ,A(7)={2,4,6}, A(%):{2,4,6,8} 2.1)

dir. Dikkat edilecek olursa bir A C N kiimesi i¢in A(n) kiimesinin eleman say1st
[A(n)] = {ke Ak <A}

seklinde ifade edilir. Burada |.| ile kiimenin eleman sayis1 gosterilmistir.

. |keA:k<n]
lim ———

n—oo n

limiti var ise bu limit A kiimesinin yogunlugunu verir.

Ornek 2.5. A = {2k : k € N} olmak iizere

% n ¢ift
A(n)| =
”51 , n tek
dir. Dolayistyla,
Alm)| 1
0(A4) = lim == =5

olur. Benzer sekilde

A={2n+1:neN},B={n*:neN}



olmak iizere §(4) = 3, §(B) = 5 ve §(N) = 1 dir.

Ornek 2.6. A = {1,4,9,....n%,...} ise
A(n)| = [{k€ Ak <n}| < n

n—roo n T n—e p

=0

oldugundan A kiimesinin yogunlugu 6(A) = 0 dur.

Sonug¢ 2.7. (Freedman ve Sember, 1981) Sonlu bir A C N kiimesinin yogunlugu
stfirdir.

Tanim 2.8. (Niven, 1951) k e Nigina; <ap < --- < a; < ... olmak iizere A = (ay)

dizisinin alt yogunlugu ve iist yogunlugu sirasiyla

0x(A) := liminfM

n—oo n

A
0«(A) :=limsup —=

n—yoo n
biciminde tanimlanir. Eger
0.(A)=6"(A)

liaf

. dizisinin var olmasi halinde

ise A = (ay) dizisi bir yogunluga sahiptir denir ve

5(4) = lim A0

n—e

ile gosterilir. Ayrica (ay) pozitif tamsay1 dizisi ve A = {a; : k € N} olmak iizere alt ve tist

yogunluk
A
0:(A) = liminf| (k) = liminfi
k ay
Ak k
0%(A) = limsup ARK)] = limsup —
k Ay



olur. Boylece (f—k> dizisinin limiti var ise

dir.

Ornek 2.9. (Freedman ve Sember, 1981) A C N olmak iizere

O(A) := lim [{keA:k<ni

n—yoo n

bi¢iminde tanimlanan o bir yogunluk fonksiyonudur.

Tanim 2.10. (Fast, 1951) (x;) bir reel say1 dizisi ve xo € R olsun. Eger, her € > 0 i¢in

o HEZ 5 =0l = e} _

n—soo n

0

oluyorsa (xy) dizisi xo sayisina istatistiksel yakinsiyor denir ve st — lim x; = xo bi¢iminde
k—roo

gosterilir. Ayrica, tiim istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile tanimlanir.

Tamm 2.11. (Zygmund, 1939) x = (x;) dizisinin B sifir yogunluklu kiimesi digindaki
tiim k indisleri bir P 6zelligini sagliyorsa, verilen (x) dizisi P 6zelligini hemen her k igin

sagliyor denir ve bu kisaca h.h.k. seklinde ifade edilir.

Ayrica, (Fridy, 1985) calismasinda istatistiksel yakinsaklik kavramimi yogunluk

kavrami ile agagidaki bicimde tanimladi.

Tamm 2.12. (Fridy, 1985) (x;) bir reel say1 dizisi ve xyp € R olsun. Eger, her € > 0
i¢in
O({keN:|xy—xo| >€})=0
oluyorsa yani h.h.k i¢in

|xk—x0] <E€

ise (x;) dizisi xo sayisina istatistiksel yakinsiyor denir.



Ornek 2.13.
vk, k=n?

Xk =
8, k # n?

seklinde tanimlanan x = (x;) dizisi verilsin.

() = (1,8,8,2,8,8,8,8,3,8,8,...)
oldugundan, her € > 0 i¢in

{k:|x,—8|>¢e}={1,4,9,16,...}

olup, st — lim x; = 8 dir.
k—yoo

Istatistiksel yakinsakligin tanimindan goriildiigii iizere eger bir (x;) dizisi bir x € R

elemanina istatistiksel anlamda yakinsiyorsa xg elemaninin keyfi bir € komgulugunda dizinin

sonsuz elemani varken bu komsulugun disinda da, indis kiimesinde bulunan elemanlarin

yogunlugu sifir olmak sartiyla, yine sonsuz sayida eleman bulunabilir. Yakinsaklikta bir

N¢’ dan sonraki tiim terimlerin x’in bir € komsuluguna diistiigiinden bu komsuluk disinda

kalan terimler sonlu sayidadir ve yogunluk tanimi geregi sonlu kiimelerin yogunlugu sifir

oldugundan yakinsak her dizinin istatistiksel yakinsak oldugu aciktir.

yakinsak her dizinin yakinsak olmadig1 Ornek 2.15’ten goriiliir.

Ornek 2.14.

1, k=n?
Xk =
0, k#n?

seklinde tanimlanan x = (x;) dizisini gz oniine alalim. Her € > 0 i¢in
{k<nsbul > e} < [Tk <nin £0} < Va

oldugundan
k<n: 0
fim =% 7 }|§lim\/—ﬁ:O

n—oo n n—e n

elde edilir. Yani

st— limx; =0
k—yo0

Ancak, istatistiksel



olur. Ancak, bu dizi yakinsak degildir.

Klasik anlamda yakinsaklik sinirlilig1 gerektirirken istatistiksel yakinsaklik sinirliligi
gerektirmez. Dolayisiyla, istatistiksel yakinsaklik sinirsiz iraksak dizileri de limitleyebilir.
Ote yandan, (x;) = ((—1)X) dizisi smirli bir dizi olmasina ragmen istatistiksel yakinsak bir
dizi degildir. Bu nedenle, tiim sinirh dizilerin uzayi olan /. ile S uzayi birbirini kapsamazlar.

Ancak,

biciminde tanimlanan dizi ele alinirsa bu iki dizi uzayinin arakesitinin bos olmadig1 goriiliir.

Teorem 2.15. (Fridy, 1985) (x) bir reel say1 dizisi ve x € R olsun. Eger, st — ]}im Xp =
—>00

X oluyorsa xq sayisi teklikle belirlidir.

KANIT. Bir (x;) dizisi verilsin. Bu dizi xo ve x; gibi iki farkli degere istatistiksel

yakinsak olsun. 0 < £ < [®5=L| alalim.
A={k<n:|x—xo| > €}

olmak iizere (x;), xo a istatistiksel yakinsak oldugundan A kiimesinin yogunlugu 6(A) =0

dir. Ote yandan x = (x;), x| e de istatistiksel yakinsak oldugundan,
B={k<n:|x—x1| >¢€}

kiimesinin yogunlugu &(B) = 0 dir. B’ C A oldugundan 6(B’) < 6(A) olur. Buise 1 <0
demektir ki buradan ¢eligki elde edilir. O halde xg = x; dir. [



Teorem 2.16. (Salat, 1980) (x) bir reel say1 dizisi ve xo € R olsun. (x;) dizisinin

xo sayisina istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 6(A) =1 ve lim x;, = xo
n—r°

olacak bicimde bir

A={ky:ky, <kyi1,VneN} CN

kiimesi vardir.

Lemma 2.17. (Salat, 1980) (x;) ve (yx) iki reel say1 dizisi ve xg,yo ve ¢ € R olsun.

v st st .
Eger, x; — xo ve yx — yo 1se
st
1. exp — cxg
st
2. X+ Yk — X0+ Y0

bicimindedir.

KANIT. 1. Eger,c=01ise

st — lim cxp =cve st — limx, =0
k—>o0 k—o0

olur ve ispat agikardir. Simdi ¢ # 0 ve st — klim X = xo olsun. O halde, B C N icin
—>00
6(B) = 0 oldugunda, € > 0 verildiginde her k > ko ve her k € (N\ B) i¢in

€
|xk—)€()| < =
C

olacak bi¢imde ko € N vardir. Bu yiizden her k € (N\ B) ve her k > ky igin

E

|ex — exo| = ||
|

=E&
olup, her € > 0 icin
1
lim —[{k <n:|cxy —cxo| > €} =0

n—oo

elde edilir. Yani st — klim cx = cxg dir.
—>00



2. st— klim Xj = Xo Ve St — klim Yk = Yo olsun. Herhangi € > 0 alalim.
—>00 —»00

st — lim x; = xg
k—roo

oldugundan,
i LRl 2 5}
n—yeo n

0

olur. Benzer bi¢cimde,
st — lim y, = yo
k—yo0
oldugundan,

i [{k<n:lye—yo| =5} 0

n—oo n

olur. Buradan

fim kSl (oo lze) lim ksnbaxolzs | ksl 25}
n—oo n—oo n n—oo n

< 0+0=0

olur.

Tamm 2.18. (Fridy, 1985) (x;) terimleri reel yada kompleks olan bir dizi olsun. Eger,

her € > 0 i¢in
li |{ >n |xk XN| = }|

n—oo n

0

olacak bigimde bir N = N(¢&) sayis1 var ise (x;) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.19. (Fridy, 1985) (x), R kiimesinde bir dizi olsun. Asagidakiler denktir.

i. (xy) istatistiksel yakinsaktir.

ii. (xy) istatistiksel Cauchy dizisidir.

iii. Hemen her k i¢in x; = yj olacak bigcimde bir y = (y;) dizisi vardir.

10



Tamm 2.20. (Fridy, 1993) (xi) bir reel say1 dizisi olmak iizere eger
0({keN:|x| >H})=0

olacak bicimde bir H € R varsa (x;) dizisine istatistiksel sinirlt dizi denir.

Tanmm 2.21. (Fridy, 1993) x = (xi) bir reel say1 dizisi, (x,), (xx) dizisinin bir alt
dizisi ve A = {k, : n € N} olsun. Eger, 6(A) = 0 ise (x, ), (x) dizisinin zay1f (thin) alt dizisi
olarak adlandirilir. Eger, 6(A) # 0 ise (xg, ), (xx) dizisinin zayif olmayan (nonthin) alt dizisi

olarak adlandirilir.

Tanm 2.22. (Fridy, 1993) Keyfi bir A € R ve x = (x;) C R dizisi verilsin. Eger, (x)
dizisinin A’ya yakinsayan zayif olmayan bir alt dizisi varsa A’ya (x;) dizisinin istatistiksel
limit noktasi denir ve (x;) dizisinin tiim istatistiksel limit noktalarinin kiimesi A, ile

gosterilir.
Tanim 2.23. (Fridy, 1993) Keyfi bir ¢ € R ve (x;) C R dizisi verilsin. Eger, her € > 0
icin
O({keN:|xy—c|<e})#0

oluyorsa, ¢ sayisina (x;) dizisinin bir istatistiksel y1gilma noktasi denir. Istatistiksel y1§1lma

noktalarinin kiimesi I', seklinde gosterilir.
Lemma 2.24. (Fridy, 1993) x = (x;) reel say1 dizisi igin A, C I'y bi¢imindedir.
Lemma 2.25. (Fridy, 1993) x = (x;) reel say1 dizisi i¢in I', kapal bir kiimedir.

Ornek 2.26.

dizisi tammmlansin. O halde,

A={ky€N:|xy, —0| > e} ={kn€N:xy, > €} ={ky € N:xp, #0} = {k e N: &%}

11



olmak iizere, 6(A) = 0 dir. Yogunluk tanimindan

8 ({kn € N:ky#ky*}) #0

ve klim xx, = 0 oldugundan (x;) dizisinin istatistiksel limit noktas1 O dur. Istatistiksel y1g1lma
n—">°

noktalar1 kiimesi tanimi geregi ayrica 0O istatistiksel yi1gilma noktasidir. Yani, L, = {0,1},
Ay ={0} ve T, = {0} olur.

2.2. Ideal Yakinsakhk

Bu alt boliimde, (Kostryko vd., 2000) tarafindan tamimlanan ve istatistiksel
yakinsakligin bir genellestirmesi olan ideal yakinsaklik kavramindan ve onun temel

ozelliklerinden bahsedilmistir.

Tamm 2.27. (Kostryko vd., 2000) X bostan farkli bir kiime ve I C 2X olsun. Eger,
1. 0el
2. TelveSCTise, Sel
3. T,Selise, (TUS) el
kosullar1 saglaniyorsa [ ailesine, X kiimesi iizerinde ideal denir.
Tamim 2.28. (Kostryko vd., 2000) /, X {izerinde bir ideal olsun.
1. Eger, I # 0 ve I # P(X) ise I ya asikar olmayan (6z) ideal denir.

2. Eger, I bir 6z ideal ve {{x} : x € X} C I oluyorsa [ idealine bir uygun (admissible)

ideal denir.
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Tanim 2.29. (Kostryko vd., 2000) Bostan farkli X kiimesi verilsin. Eger, X

kiimesinin alt kiimelerinin bogtan bagka bir F C P(X) ailesi
1.0¢F
2. T,SecFikenTNSeF
3. TeFveSCTiseSeF
kosullarini sagliyorsa, F ailesine X kiimesi iizerinde bir siizge¢ denir.
Not 2.30. (Kostryko vd., 2000) I C P(X) bir agikar olmayan ideal olmak iizere,
F(I)={X\A:A€l}
kiimesine / ideali ile iligkili siizge¢ denir.
Ornek 2.31. (Kostryko vd., 2000)
I. N kiimesinin sonlu altkiimelerinin sinifi
Iy = {A C N : A sonlu bir kiimedir}
admissible idealdir. Gergekten,
i. 0 sonlu oldugundan 0 € I

ii. T,S € Irolsun. Sonlu iki kiimenin birlesimleri sonlu olacagindan 7' U S sonlu olur.
Yani, TUS € Iy dir.

iii. T €lyveT C §olsun. Sonlu bir kiimenin altkiimeleri de sonlu olacagindan S € I

olur.

O halde, Iy, N kiimesi lizerinde bir admissible idealdir. N sayilabilir sonsuz oldugundan

N ¢ Iy olur. Dolayistyla Ir, N kiimesinde bir 6z idealdir.
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II. Benzer sekilde,

bir admissible idealdir.

Tamm 2.32. (Kostryko vd., 2000) (X,d) bir metrik uzay ve x = (x;), X’de bir dizi

olmak iizere, her € > 0 i¢in
A(e)={keN:d(xx,x0) > €} el

oluyorsa (x;) dizisi xo sayisina ideal yakinsaktir (I-yakinsaktir) denir ve I — l}im X = Xxp ile
—>00

gosterilir.

Lemma 2.33. (Kostryko vd., 2000) Eger, I sinifi X uzay1 iizerinde bir admissible
ideal ise klasik yakinsaklik, /— yakinsaklig1 gerektirir.

Simdi, /— yakinsaklik kavraminin bazi1 genel yakinsaklik aksiyomlarini saglayip
saglamadigini inceleyelim.
(S) Her sabit {x,x,...,x,...} dizisi x noktasina yakinsar.
(H) Yakinsak her dizinin limiti tektir.

(F) Yakinsak dizinin her alt dizisi de yakinsaktir. Ustelik yakisadig1 nokta aymdir.

Teorem 2.34. (Kostryko vd., 2000) X en az iki elemanl bir kiime ve I C 2% bir

admissible ideal olsun. O halde
1. I- yakinsaklik (S) ve (H) aksiyomlarini saglar.

2. Eger, I bir sonsuz kiime igeriyorsa I— yakinsaklik (F') aksiyomunu saglamaz.

Tanim 2.35. (Kostryko vd., 2000) (X, d) bir metrik uzay ve (x;), X de bir dizi olsun.

1. M &1 ve ]}imka = xp olacak bigimde bir M = {m; < mp < ...} C N var ise x
—»00

elemanina (x;) dizisinin /— limit noktast,
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2. Her € > 0 igin {k € N : d(x;,x0) < €} ¢ I oluyorsa xp elemanina (x;) dizisinin /—

y1gilma noktasi denir.

Tiim /— limit noktalarinin kiimesi /(A) ile /— yigilma noktalarim kiimesi 7 — (Ty) ile

gosterilir.
Tanim 2.36. (Kostryko vd., 2005) (x;), X’de bir dizi olsun.
A={keN:|x|>H} el

olacak bi¢imde en az bir H pozitif reel say1s1 var ise (x;) dizisine ideal sinirlidir (/— siurlidir

) denir.

Tamm 2.37. (Das ve Savas, 2011) (x) bir reel say1 dizisi, her € > 0 ve her § > 0

{nEN: Hk <n:d(xg,x) > €} 25}61

n

icin,

oluyorsa (x;) dizisi xo elemanina ideal istatistiksel yakinsak ( /- istatistiksel yakinsak ) denir.

Burada x( elemanina (x;) dizisinin /- istatistiksel limiti denir ve I — st — l}im Xy = xp ile
—>00

gosterilir.

Teorem 2.38. (Debnath ve Rakshit, 2018) Bir (x;) dizisinin /— istatistiksel limit

noktas1 varsa, tektir.

KANIT. Kabul edelim ki (x;) dizisi birbirinden farkli xy ve yo noktalarina /-
istatistiksel yakinsak olsun. O halde, her € > 0 ve her 6 > 0 i¢in

{keN: [{ksn:dlaxo) 2 e} 6} el 2.2)
n
{keN: HkS”:d(z"’yO) 2 e}l 5} el 2.3)

15



dir. Ote yandan (2.2) ve (2.3) den

{k <n:d(xg,x0) > €}
n

Alz{keN:’ gé}eF(l)

ve

Azz{keN: [k n:d(xyo) 2 €} gés}eF(l)

n

olur. Bu yiizden A{ UA; # 0 ve Aj NA, € F(I) olur. Simdi

d(x0,0)

0
3 >

meA NAyvee=

alalim.
’{k sm: d(xk7x0) = 8}| < &ve |{k sm: d(xkay()) > £}| <S5
m m

olur. kK < m ve bir § > 0 degeri i¢in d(x;,x0) < € ve d(xg,y0) < € olur. Bu durumda
{k <m:d(xp,x0) < e}N{k<m:d(xx,yo) <€} #0

dir. Bu ise xo ve yo 1n komguluklarinin ayrik olmasi ile ¢eligir. Dolayistyla (x;) dizisinin 7—

istatistiksel limit noktasi tektir. O]

Teorem 2.39. (Debnath ve Rakshit, 2018) Herhangi bir (x;) dizisi igin

st — lim x; = xg ise I — st — lim x; = x¢ dir.
k—oo k—voo

KANIT. Kabul edelim ki st — klim Xx = Xxo olsun. Bu durumda her € > 0 sayis1 ve
—>00
A(e) = {k <n:d(xx,x0) > €} kiimesi i¢in 6(A) = 0 dir. Yani;

tm {k <n:d(xg,x0) > €} _

n—oo n

0

dir. O halde, her € > 0 ve her > 0 i¢in

{n e ks nidnx) > £} > 5}

n

sonlu bir kiimedir. Dolayisiyla, I idealine aittir. Bu durumda I — st — klim X = Xq dir. U
—>00
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Teorem 2.40. (Debnath ve Rakshit, 2018) (x;), X te bir dizi ve I bir admissible ideal

olmak iizere I — lim x; = xq ise [ — st — lim x;, = x( dur.
k—yo0 k—yo0
Ornek 2.41. = I alalim ve (x;) asagidaki gibi tammlansin;

0, k=n?
Xk =

1, k#n?

I—st— klim X = 1 dir. Ancak (xy) dizisi /— yakinsak bir dizi degildir.

—»00

Simdi istatistiksel ve ideal yakinsak dizi uzaylarinin, toplama ve skalerle carpma
islemlerine gore kapali oldugunu ifade ettigimiz teoremi /— istatistiksel yakinsak dizi

uzaylari i¢inde ifade edelim.

Teorem 2.42. (Debnath ve Rakshit, 2018) Herhangi iki (xi), (yx) dizileri alindidinda;

1. I—st—limx; =xg ve c € Rise I — st — lim cx; = cxp.
k—yo0 k—o0

2. I—st— limxg = xo ve [ — st — lim y; = yg ise I — st — lim (x; + yx) = xo + yo dir.

Tamm 2.43. (Debnath ve Rakshit, 2018) (x;) bir reel say1 dizisi olmak iizere,

k<n: H
{nEN:H <n: |l > }|>8}€I

n

sartin1 saglayan H sayisi bulunabiliyorsa (x;) reel say1 dizisine ideal istatistiksel sinirli dizi

denir.

Tanmm 2.44. Debnath ve Rakshit (2018) x = (xy) dizisi verilmis olsun. M ¢ I ve st —

klim xx,, = xo olacak bi¢imde bir M = {m; < my < ...} C N var ise xo elemanina x dizisinin
m—ro°

I— istatistiksel limit noktasi denir. Bir x dizisinin tiim / istatistiksel limit noktalarinin kiimesi

I —S(Ay) ile gosterilir.
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Tanim 2.45. (Debnath ve Rakshit, 2018) x = (x;) dizisi verilmis olsun. Her € > 0 ve

{nEN: [{k<n:|x—cl=e} <5}¢1

0 > 0ig¢in,

n
oluyorsa ¢ € X noktasina x dizisinin /— istatistiksel yi1gilma noktas1 denir. Bir x dizisinin

tiim /- istatistiksel y1g1lma noktalarinin kiimesi 7 — S(T'y) seklinde gosterilir.
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UCUNCU BOLUM
KABA YAKINSAKLIK

Bu alt boliimde klasik yakinsakligin farkli bir genellestirmesi olan ve Phu tarafindan

2001 yilinda sonlu boyutlu uzaylarda tanimlanan kaba yakinsaklik kavrami incelenmistir.

Tamm 3.1. (Phu, 2001) (X, ||.||) bir normlu uzay, r > 0 ve x = (x;),X te bir dizi

olsun. Eger, her € > 0 i¢in k > k¢ olmak {izere
|lxk —x0l] <r+e€
sartin1 saglayan en az bir k¢ € N sayis1 varsa veya
kli_r>r°1°sup ||lxx —x0l] <

oluyorsa x dizisi xo elemanina kaba yakisaktir (r— yakinsaktir) denir ve x; — xo ile
gosterilir.  Tamimdaki x¢ elemanina x dizisinin r— limit noktast denir. Tim r— limit
noktalarinin kiimesi LIM] ile gosterilir. Buradaki r, kabalik derecesi olarak adlandirilir,

r = 0 oldugu durumda klasik anlamda yakinsaklik elde edilir.

Kaba yakinsakligin ortaya ¢ikis nedenini su sekilde agiklayabiliriz: Bir xp noktasina
yakinsak oldugu 6ngoriilen bir (y;) dizisinin terimleri kesin olarak belirlenemeyebilir (yani,
Olciilemeyebilir ya da hesaplanamayabilir). Terimleri kesin belirlenemeyen dizinin yerine,
iglemleri kolaylagtiracak ve terimleri bilinen bir (x;) yaklagim dizisinden yararlanilabilir.
(x) yaklagim dizisi her & igin ||x; — yi|| < r olacak sekilde belirlenir. Burada r > 0 sayist,
yaklagim hatasinin bir tist siniridir. (x;) dizisi klasik anlamda x( noktasina yakinsak degildir.

Fakat

[k — xo0|| < |lxx — yill + lyk — X0l < 7+ [lyk —xol|

oldugundan (x;) dizisi xy noktasina r— yakinsaktir.

Ornek 3.2. x = (x;) C R ve x; = (—1)¥ dizisi verilsin. (—1)* dizisi klasik anlamda
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yakinsak bir dizi degildir. Ancak, her € > 0 icin
g —xo| <r+e
olacak bicimde r > 0 bulunabilirse dizi kaba yakinsak olur. Simdi,
X —xo| <rd+e=—r—e+x <xo<r+e+x

(xz) = (—1)* dizisinin (xo;) ve (x2x_1) seklinde iki alt dizisini alalim. x = (xp;) = (1,1,1,...)

olur ve her € > 0 i¢in
—r—e<l—xo<r+e=l-r—e<xo<l+r+e=xg€[l—rl+r]
olur ve x = (xp;_1) = (—1,—1,—1,...) olur ve her € > 0 i¢in
—r—eg<—-l—-x<r+e=—-l—-r—e<x<-l4+r+e=xe[-1—r—-1+7]

elde edilir. Boylece

0, r<1
LIM! =
M—rr—1], r>1

olur ki bu durumda dizi kaba yakinsaktir.

Sonug 3.3. (Phu, 2001) x = (x) bir reel say1 dizisi olmak iizere LIM] # 0 ise

LIM; = kh_r)r:o supx; — r, kh_r)rolo infx; +r

dir.

3.1. Kaba Limit Kiimesinin Baz1 Ozellikleri

Kaba yakinsaklik, klasik anlamda yakinsakliktan farkli olarak bir dizinin yakinsadigi
noktanin tek olmasinm1 gerektirmez. Bu sebeple kaba yakinsaklikta dizinin kaba yakinsadigi
noktalarin kiimesinin yani LIM], kiimesinin topolojik bazi 6zelliklerini incelemek onemlidir.

Bundan dolayi bu alt boliimde s6z konusu 6zellikler incelenmistir.
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Teorem 3.4. (Phu, 2001) (X||.||) sonlu boyutlu bir normlu uzay ve x = (x), X’de
bir dizi olsun. Bu durumda diam(LIM?) < 2r dir. Ustelik, daha kiigiik bir iist stnir yoktur.

Klasik anlamda yakinsak dizilerin sinirli olma 6zelliginin kaba yakinsaklik i¢in

ifadesi agagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.5. (Phu, 2001) (X, ||.||) sonlu boyutlu bir normlu uzay ve x = (x;), X’de bir
dizi olsun. (x) dizisinin sinirl olmasi igin gerek ve yeter sart r > 0 i¢in LIM. # 0 olmasidur.

Ayrica sinirh bir (x) dizisi pozitif her r reel sayisi i¢in
LIM;, #0

ozelligini saglayan (x, ) alt dizisini icerir.

Teorem 3.6. (Phu, 2001) (X, ||.||) sonlu boyutlu bir normlu uzay ve (x;), X’de bir dizi
olsun. (xg,) C (x¢) ise LIMy C LIM;, dir.

Teorem 3.7. (Phu, 2001) (X|.||) sonlu boyutlu bir normlu uzay ve x = (x;), X’de

bir dizi olsun. (x;) dizisinin LIM! kiimesi kapali bir kiimedir.

Teorem 3.8. (Phu, 2001) (X,|.||) sonlu boyutlu bir normlu uzay ve x = (x), X’de

bir dizi olsun. (x;) dizisinin LIM] kiimesi konveks bir kiimedir.
3.2. Kaba Yakinsakhgin Diger Yakinsakhk Tiirleri ile Tliskisi

Tamm 3.9. (Aytar, 2008) (X, ||.||) bir normlu uzay, r > 0 ve (x;), X’ de bir dizi olsun.
Eger, her € > 0 i¢in
S({keN: |lxx—xol| >r+€})=0

veya

st — lim sup ||xx — xol| < r
k—roo

oluyorsa (xy) dizisi xo sayisina kaba istatistiksel yakinsaktir denir ve x; LN X0 biciminde

gosterilir.
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Teorem 3.10. (Aytar, 2008) (X, ||.||) sonlu boyutlu bir normlu uzay ve x = (x), X’de
bir dizi olsun. Bu durumda diam(st — LIM?) < 2r dir. Ustelik, daha kiigiik bir iist sinr

yoktur.

KANIT. Kabul edelim ki diam(st — LIM}) > 2r olsun. O halde ||y — z|| > 2r olacak
bicimde y,z € st — LIM vardir. € = (0, M — r> secelim. y,z € st — LIM oldugundan

Ki={keN:|x,—yl| > r+e}

Ky={keN:|x—z|]| >r+e€}
olmak iizere her € > 0 i¢in 6(K;) = 0 ve 6(K) = 0 olur. Dogal yogunluk &zelliklerini
kullanarak 6 (K{ NK5) = 1 oldugunu gorebiliriz. Bu yiizden her k € K N K5 i¢in
1y =zl < lbee =yl + e — 2l <2(r+€) = [y —zl|

elde ederiz ki bu bir ¢eligkidir. O halde kabuliimiiz yanlistir.

Simdi teoremin ikinci kismu igin, st — lim x; = xp olacak bi¢imde bir x = (x;) dizisi
k—roo

verilmig olsun. Keyfi bir € > 0 i¢in,
O({keN:|xy—x0l| >€})=0
yazilir. Boylece
Yy € B(xo) ={y € X:[ly—xol| < r}
i¢in
[k =yl < e = xoll + llxo = yII < [l —xol| +7

elde edilir. Bu durumda

ke{keN:|x—xol <€}
icin
o=yl <r+e
olur. (x) dizisi xo elemanina istatistiksel yakinsak oldugundan,

OS({keN:|x—xf| <e})=1
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elde edilir. Boylece y € st — LIM dir. Sonug olarak
st — LIM}, = B,(xo)

dir. diam(B,(xg)) = 2r oldugu igin bu genel olarak st — LIM! kiimesinin ¢apinin 2r iist

sinirinin her zaman azalmayacagini gosterir. ]

Sonug 3.11. (Aytar, 2008) x = (x;) dizisi sinirliysa st — LIM # 0 olacak bi¢imde bir

r pozitif reel sayis1 vardir.

Teorem 3.12. (Aytar, 2008) (X, ||.||) bir normlu uzay ve x = (x;), X’ de bir dizi olsun.
(xy) dizisi istatistiksel simirhidir ancak ve ancak st — LIM. # 0 olacak bigimde bir r pozitif

reel sayis1 vardir.

KANIT. Kabul edelim ki x = (x;) dizisi istatistiksel simirli olsun. O halde
S({k e N: ||x]| > H}) =0 olacak bicimde bir H pozitif reel sayis1 vardir. Oncelikle
K :={k € N: ||x,|| > H} olmak iizere ry := sup{||xc|| : kK € K} olsun. O halde st — LIM,'
kiimesi X nin orijinini igerir. Bu durumda st — LIM;' # 0 olur. Eger, baz1 1’ ler igin
st — LIM} # 0 olursa xo € st — LIM olacak bigimde en az bir xo var demektir. Yani, her
€>0igin
O({keN:|lxxy—xo|| >r+€})=0

olur. O halde hemen her k igin (x;) yaricapr r’den bilyiik olmayan yuvarlar tarafindan

kapsanir. Yani, x = (x;) dizisi istatistiksel sinirlt bir dizidir. O

Teorem 3.13. (Aytar, 2008) xp = (x,), x = (x%) nin zayif olmayan bir altdizisi ise
st — LIM C st — LIMJ,.

Teorem 3.14. (Aytar, 2008) Kaba istatistiksel limit noktalarmin kiimesi kapali bir

kiimedir.

KANIT. Eger, st — LIM; = 0 ise kanitlanacak bir sey yoktur. Kabul edelim ki st —
LIM! # 0 olsun. O halde k — oo iken y; — yg ve (yx) C st — LIM! olacak bi¢imde bir (yy)

dizisi segebiliriz. Eger, yo € st — LIM oldugunu gosterirsek ispat biter.
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€ > 0 verilmis olsun. y; — yo oldugundan oyle bir k% € N vardir ki her k > k% icin

&

Iy = yol| < 5

dir. Simdi kg > k% olacak sekilde ky € N secersek,

&

olur. Diger yandan, (yx) C st — LIM} oldugundan yy, € st — LIM olur ve

5<{k€N:||xk—yk0||2r+§}>:0 3.1

olur. Simdi asagidaki kapsamanin saglandigini gosterelim.

E
{keN:|xx—yol| <r+e€}2 {k €Nt |lxk —y |l <r+ 5} (3.2)

ne {keN:|xg—ygl <r+5} alahm. O halde |x, — yg, || < 7=+ 5 olur ve bu yiizden
13 = yoll < [1%0 = yio | + llyko = Yol <r+e

olur yani (3.2) saglanir. Bu durumda (3.1) den (3.2) nin sag tarafindaki kiimenin dogal
yogunlugu 1 olur ki bu sol tarafindaki kiimenin de dogal yogunlugunun 1 olmas1 demektir.
O halde

S({keN:[lx—yol = r+e}) =0

dir. O]

Teorem 3.15. (Aytar, 2008) Bir dizinin kaba istatistiksel limit noktalarinin kiimesi

konvekstir.

KANIT. Kabul edelim ki yg,y; € st — LIM} olsun ve € > 0 verilmis olsun.
Ky :={keN:|x—yol =r+e}

Ky :={keN:|x—y||>r+e}
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tanimlansin. yg,y; € st — LIM] oldugundan 6(K;) = 6(K) = 0 dir. Bu yiizden, her k €
K{NKS ve her A € [0,1] igin,

[ = [(1 =2 )yo + Ayl = |(1 = A) 0ok = yo) + A (ke —y1)[| <r+e
olur. 6(Kf{NK5) =1 oldugundan
S({keN:[lx—[(1-A)yo+ Ayl =z r+e})=0

olur. Bu durumda [(1 — A)yo+ Ay;] € st — LIM]. dir. O

Teorem 3.16. (Aytar, 2008) r > 0 olmak iizere (x;) dizisi xp elemanina kaba
istatistiksel yakinsaktir ancak ve ancak st — klim yr =X ve her k € N i¢gin ||xy — || <r
—>00

olacak bicimde (yy) dizisi mevcuttur.
KANIT. (=) x; ——% xg olsun. O halde,
st — lim sup ||xg — xo| < r (3.3)
k—>o0

y = (yx) dizisini agsagidaki sekilde tanimlayalim:

| xo, |xx = xo| < 7
T +rpi=t, dd
YT x> 44

O halde,

07 H.Xk—.X()H <r
[y = ol =
% —xol| =1, d.d.

yazabiliriz ve (yy) dizisinin tanimi geregi her k € N i¢in

e —yil| < r (3.4)
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olur. (3.4) den ve (yy) dizisinin tanimindan
st — lim sup ||yx — xo[| =0
k—roo

olur ve bu st — ]}im i = xo demektir.
—>00

(1<) st — klim Yk = xo oldugundan her € > 0 i¢in,
—>00
S({keN:|y—x0| >€})=0

olur.

{keN: |yt —xol| > e} D{keN:|xx —xo|| > r+¢}

Yukaridaki kapsamadan ve §({k € N : |lyx —xo|| > €}) = 0 oldugundan 8({k € N : ||x; —
xol| >r+e€})=0dm O

Onerme 3.17. (Aytar, 2008) Herhangi bir ¢ € I’ ve xq € st —LIM i¢in ||xo —c|| <r
dir.

KANIT. Kabul edelim ki xo € st — LIM. i¢in ||xo — c|| > r olacak bigimde bir ¢ € T,

olsun ve € = M sekilde tanimlansin. O halde
{keN:|xy—xo|| >r+e} D{keN:|x—c| <&} (3.5)

¢ € Iy oldugundan, 6({k € N : ||xx —¢|| < €}) # 0 dir. ~ (3.5) kapsamasindan
0({k e N: ||xx —xo|| > r+€}) # 0 olur ki bu kabuliimiiz ile yani xo € st — LIM!. olmasi ile

celigir. 0

Tamm 3.18. (Pal vd., 2013) (X, ||.||) bir normlu uzay, r > 0 ve x = (x;) ,X de bir dizi

olsun. Eger, her € > 0 i¢in

{keN:|xy—xo|| >r+e}tel
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. . . ~1 D
oluyorsa x = (x) dizisi x elemanina kaba ideal yakisaktir denir ve x; —- xo biciminde

ifade edilir ve x dizisinin kaba ideal limit noktalar1 kiimesini / — LIM seklinde gosterilir.

Teorem 3.19. (Pal vd., 2013) (X|.||) bir normlu uzay ve x = (x;), X’de bir dizi
olsun. Bu durumda diam(I — LIM?) < 2r dir. Ustelik, daha kiigiik bir iist sinir yoktur.

Teorem 3.20. (Pal vd., 2013) Bir x = (x;) dizisi /— simirhdir ancak ve ancak

I — LIM;, # 0 olacak bi¢imde bir r pozitif reel sayis1 vardir.

Teorem 3.21. (Pal vd., 2013) Bir x = (x;) dizisinin kaba ideal limit noktalarinin

kiimesi I — LIM; kapal bir kiimedir.

Teorem 3.22. (Pal vd., 2013) Bir x = (x;) dizisinin kaba ideal limit noktalarinin

kiimesi / — LIM konveks bir kiimedir.

Teorem 3.23. (Pal vd., 2013) r > 0 olmak iizere x = (x;) dizisi xo a kaba ideal
yakinsaktir ancak ve ancak I — klim yr = xo ve her n € N igin ||x; — y¢|| < r olacak bigimde
—>00

y = (yx) dizisi mevcuttur.

Onerme 3.24. (Pal vd., 2013) Herhangi bir ¢ € T',(I) ve her xo € I — LIM! igin

||xo — c|| < rdir.

Tamm 3.25. (Savas vd., 2019) (X, ||.||) bir normlu uzay, » > 0 ve x = (x¢), X’de bir
dizi olsun. Eger, her € > 0 ve her 6 > 0 i¢in

<n: — >
{neN: [{k<n:|x nXo|| > r+el| 25} cl

kosulu saglaniyorsa x dizisi xo elemanina kaba ideal istatistiksel yakinsaktir denir ve
Xk I xo dle gosterilir ve x dizisinin kaba ideal istatistiksel limit kiimesini / — st — LIM],

seklinde gosterilir.

Teorem 3.26. (Savas vd., 2019) Bir x = (x;) dizisi i¢in diam(I — st — LIM.) < 2r dir.
Genel anlamda diam(I — st — LIMY) en kii¢iik sinira sahip degildir.
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Teorem 3.27. (Savas vd., 2019) Bir x = (x;) dizisi I-istatistiksel sinirlidir ancak ve

ancak I — st — LIM, # ( olacak bi¢imde bir r pozitif reel sayis1 vardir.

Teorem 3.28. (Savas vd., 2019) Bir x = (x) dizisinin kaba ideal istatistiksel limit
kiimesi I — st — LIM; kapal bir kiimedir.

Teorem 3.29. (Savas vd., 2019) Bir x = (xy) dizisinin kaba ideal istatistiksel limit

noktalarinin kiimesi / — st — LIM}, konveks bir kiimedir.
Teorem 3.30. (Savag vd., 2019) r > 0 olmak iizere, x = (x;) dizisi x( elemanina kaba
ideal istatistiksel yakinsaktir ancak ve ancak [ — st — klim yr =xo ve her k € Nigin |Jx; —yi|| <
—»00

r olacak bi¢cimde y = (yy) dizisi mevcuttur.

Teorem 3.31. (Savas vd., 2019) Herhangi bir ¢ € I — S(I'y) ve xo € I — st — LIM., igin

||xo — c|| < rdir.
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DORDUNCU BOLUM
o.. DERECEDEN YAKINSAKLIK

4.1. a. Dereceden Istatistiksel Yakinsaklik

Tanim 4.1. (Colak, 2010) o € (0, 1] olmak iizere bir B C N kiimesinin ¢. yogunlugu,

Sa(B) = lim {k <n:ke B}

n—oo n%

seklinde tanimlanir.

Onerme 4.2. (Colak, 2010) B C N olsun. Eger, 0 < o < B < 1 esitsizligi saglaniyorsa
0g(B) < 6¢(B) olur.

KANIT. Kabul edelimki 0 < a <8 <1 olsun. n* < nP oldugundan her n € N icin
iﬁ < la olur. O halde
n n

{k <n:ke€ B} < {k <n:k € B}
nb i n®
elde edilir. Bu esitsizlikten dg(B) < 8¢ (B) oldugu goriiliir. O

Tanim 4.3. (Colak, 2010) x = (x;) bir reel say1 dizisi ve o € (0, 1] olmak iizere her

€>0igin K = |[{k € N: |xx —xo| > €}| kilmesinin . yogunlugu 0 oluyorsa yani;

k<l > e}
n—oo n%

0

ise (xx) dizisi xg reel sayisina o. dereceden istatistiksel yakinsaktir denir ve st —lim% x;, = xg

ile gosterilir.

Teorem 4.4. (Colak, 2010) x = (x;) ve y = (yx) reel say1 dizileri ve 0 < a < 1 olmak

uzere,
1. st —lim%x; = x¢ ve ¢ € R ise st — lim% cx; = cxq dir.

2. st —1im% x; = xo ve st —lim% y; = yg ise st — lim* (x; + yx) = x0 + yo dir.
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KANIT. 1. ¢=0iginispat agiktir. Kabul edelim ki, ¢ # 0 olsun. st —1lim%* x; = xo

oldugundan, her € > 0 igin,

Hkgn: |xx — xo| > %H
lim =0
n—oo n%

dir. Ayn1 zamanda,

. €
{k <n:|cxp—cxo| > €} < Hkgn. [xx — xo ZHH

n% n%
oldugundan,
. Hk<n:lexg—cxo| > €}
r}l—r}c}o n% 0
dir.

2. Benzer sekilde her € > 0 i¢in,

[{k<nt bty —(o+yo)l > e} _ [{k<n:lx—x Zg}u\{kén: vk —ol > 5}

n% n% n¢%

oldugundan,
lim [{k<n:la+ye—(o+yo)l =€}

n—soo n%

0

dir.

Teorem 4.5. (Colak, 2010) x = (x;) bir reel say1 dizisi ve 0 < o < 1 olmak iizere
st —lim% x; = x¢ olsun. O halde x = (x;) dizisinin klim yr = xo olacak bi¢imde bir y = (yy)
—>00

alt dizisi vardir.
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4.2. a. Dereceden Ideal Istatistiksel Yakinsakhk

Tanim 4.6. (Das ve Savas, 2014) (x;),X’de bir dizi ve 0 < o < 1 olmak iizere her
€ >0ve d > 0igin;

{neN: I{k§n1IXk—XO|28|Z5}|}EI

no

oluyorsa (x,) dizisi xy sayisina . dereceden [-istatistiksel yakinsaktir denir ve
[ —st—1im% = xp ile gosterilir. or. dereceden I-istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini S(/)%

ile gosterecegiz.

Teorem 4.7. (Das ve Savas, 2014) 0 < a < B < 1 olmak iizere S(I)* C S(I)P olmast
icin en az bir k € N vardir oyle ki o < % < B vel=1Idir

KANIT. 0 < a < 8 <1 olsun. O halde,

[{k<nlu—xo|>e}| _ |[{k<n: x| > e}
nb F n¢%

ve her 6 > 0 igin

{nEN: {k <n:|xg—xo| > €} ES}C{nEN: {k <n:|xx—xo| > €} 25}

nb n%

olur. Buradan sag taraftaki kiime / idealine aitse aciktir ki sol taraftaki kiimede I idealine
aittir ve bu S(I)* C S(I)P oldugunu gésterir. Sonucun sadece bahsedilen kosullara uyan o

ve fB lar i¢in gegerli oldugunu kanitlamak icin asagidaki diziyi inceleyelim,

1, k=j"jeN
Xk =

0, k#j"jeN

I = Iy olmak iizere I — st — limP x; = 0 yani x € S(I)# dir fakat x ¢ S(I)* dur. O

Sonuc 4.8. (Das ve Savas, 2014) Eger, bir dizi bir xy elemanina ¢. dereceden ideal

istatistiksel yakinsak ise bu dizi xy elemanina ideal istatistiksel yakinsaktir.

31



4.3. a. Dereceden Kaba Istatistiksel Yakinsakhik

Tanmim 4.9. (Maity, 2016) (X, ||.||) bir normlu uzay olmak iizere x = (xy), X’de bir
diziver > 0€ Rve 0 < o <1 verilmis olsun. Her € > 0 icin,

i K S n e —xol| > rte}]
n—soo n% N

0

oluyorsa x dizisi xo € R elemanina o. dereceden kaba istatistiksel yakinsaktir denir ve
_a
x X xo seklinde gosterilir. Herhangi bir x dizisinin . dereceden kaba istatistiksel limit

noktalarmin kiimesi st — LIM* ile gosterilir.

Tamm 4.10. (Maity, 2016) x = (x;), X’ de bir dizi olsun. Eger,

k<n: >H
k<l > HY

n—eo n%

0

olacak bigimde bir H pozitif reel sayisi bulunabiliyorsa (x;) dizisi o. dereceden istatistiksel

sinirhidir denir.

Teorem 4.11. (Maity, 2016) x = (x; ), X’de bir dizi olmak iizere x dizisi &@. dereceden
istatistiksel sinirlidir ancak ve ancak st — LIM.* # 0 olacak bigimde bir r pozitif reel sayisi

vardir.

KANIT. Kabul edelim ki x = (x;) dizisi . dereceden istatistiksel sinirli olsun. O
halde ,}E‘}o L1{k <n:|lx|| > H}| = 0 olacak bigimde bir H pozitif reel sayist vardir. Simdi
bir | tammlayalim. Oncelikle K := {k € N: ||x;|| > H} olmak iizere r; := sup{||x¢| : k € K}
olsun. O halde st — LIM* kiimesi X in orijinini igerir. Bu durumda st — LIM.* # @ olur.
Eger, bazi r’ler i¢in st — LIM.% # 0 olursa xo € st — LIM.* olacak bi¢cimde en az bir xy var
demektir. Yani, her € > 0 i¢in,

L Hk<n: ol 2 rve)]
n—oo n% -

0

olur. O halde hemen her (x;) yaricap1 r* den biiyiik olmayan yuvarlar tarafindan kapsanir.

Yani x = (x;) dizisi o. dereceden istatistiksel sinirlidir. O
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Teorem 4.12. (Maity, 2016) st — LIM*, x dizisinin o. dereceden kaba istatistiksel

limit noktalarinin kiimesi kapal1 bir kiimedir.

KANIT. Eger, st — LIM* = 0 ise ispat agiktir. Kabul edelim ki st — LIM[* # 0
olsun. O halde k — oo iken y; — yo ve (yx) C st — LIM* olacak bicimde bir (yy) dizisi
secebiliriz. Eger, yo € st — LIM* oldugunu gosterirsek ispat biter.

€ > 0 verilsin. y; — yo oldugundan 6yle bir k% vardir ki her k > k% icin

&

—yoll <
Iy — yol| >

dir. Simdi kg > k% olacak sekilde bir ky € N secersek,

E

Iy~ oll < 5

olur. Diger yandan, (yx) C st — LIM* oldugundan y, € st — LIM;* olur ve

[{k<n:|x—ygll >r+5}] 0

jim = @
olur. Simdi asagidaki kapsamanin saglandigini gosterelim.

{k<ni =yl <r+3} Sle<n: fu—yoll <r+e} “2)
t € {k<n:l|xg—ygll <r+5} alam. O halde ||x; — yg,|| < r+ 5 olur. Bu yiizden,

[ = yoll < [l — vkl + [y = yoll <7 +€ (4.3)

olur ki (4.2) kapsamasi saglanir. Bu durumda (4.1) den (4.2) nin sag tarafindaki kiimenin
dogal yogunlugu 1 olur ki bu sol tarafindaki kiimenin dogal yogunlugunun da 1 olmasi

demektir. O halde,
< ol > el
n—oo n%

0

dir. L]

33



Teorem 4.13. (Maity, 2016) st — LIM*, x dizisinin o. dereceden kaba istatistiksel

limit noktalarinin kiimesi konvekstir.

KANIT. Kabul edelim ki yy,y, € st — LIM.* olsun ve € > 0 verilmig olsun.
Kii={k<n:|x—yill =r+e}

Ky:={k<n:|xn—yl=r+e}

tanimlansin. yy,y; € st — LIM.% oldugundan, lim ,%a|K1! = lim ,%a!K2| = 0 dir. Bu yiizden
n—yoo n—oo

her k € K{ NK5 ve A € [0,1] igin,
[ = [(1=2A)y1 +Ayal| = [(1 = A) O = y1) + A (0 —y2) | <r+e
olur. nh_r)rgo —L|K§ NKS| = 1 oldugundan

{k<n:lx—[(1=2)yi+Ap]l| = r+e}|

nlglgo n% 0
olur. Bu durumda [(1 —A)y; + Ayz] € st — LIM* olur ve ispat biter. O

Teorem 4.14. (Maity, 2016) r > 0 olmak iizere, x = (x;) dizisi xo elemanina o.
dereceden kaba istatistiksel yakinsaktir ancak ve ancak st — LIM{® = xo ve her k € N igin

||xk — y|| < r olacak bicimde y = (yx) dizisi mevcuttur.
Teorem 4.15. (Maity, 2016) I',, tiim kaba istatistiksel y1g1lma noktalarinin kiimesi

olmak tizere keyfi bir ¢ € I'y ve xg € st — LIM* icin ||xg — ¢|| < r olacak bi¢imde bir r pozitif

reel sayis1 vardir.
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BESINCI BOLUM
o. DERECEDEN KABA IDEAL ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Tamm 5.1. x = (x;), X normlu uzayinda bir dizi olsun. Her € > 0 ve § > 0 igin,

n(X

k<n: — >
{neN:H =n: | xo"—r+£}|23}el,ae(0,1]

oluyorsa x = (x;) dizisi xp noktasina . dereceden kaba ideal istatistiksel yakinsaktir denir
Iy— o . T o L
Ve X RN xo ile gosterilir. o. dereceden kaba ideal istatistiksel limit noktalarinin kiimesi

I — st — LIM* ile gosterilir.

Tamm 5.2. x = (x;), X normlu uzayinda bir dizi olsun.

{nGN: {k<n: |l > Hjl >5}€I

n(x

olacak bigimde bir H reel sayisi mevcutsa x = (x;) dizisine . dereceden istatistiksel

sinirhidir denir.

Teorem 5.3.x = (x;), X normlu uzayinda bir dizi olsun. x dizisi . dereceden
istatistiksel simirhidir ancak ve ancak I — st — LIM!* # ( olacak bi¢cimde bir r > 0 reel sayisi

vardir.

KANIT. (=-:) Kabul edelim ki x = (x;) a. dereceden I— istatistiksel sirlt dizi

olsun. O halde,
k<n: H
A:{nENzl{ Sn x> H>6}€I

n%

olacak bicimde bir H reel sayis1 vardir. 7| := sup{||x| : # € N} olsun. I — st — LIM;'%, X’in
orijinini i¢erdiginden I — st — LIM.* 2 0 dir.

(«<=:) Kabul edelim ki herhangi bir » > 0 i¢in I — st — LIM* # 0 olsun. O halde her
€>0ve d>0igin

k<n: — >
{neN:I{ <n:|x XOII_r+8}|>5}€I

no
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olacak bigimde bir xg € I — st — LIM* vardir. Burada € = ||xo|| segersek, her § > 0 ve

H = r+|Jxo|| i¢in,

<n: — >H
{neN:Hk_n [k — xol| > }\>5}€I

n(x

olur. Bu yiizden, (x;) dizisi a. dereceden I— istatistiksel sinirlidir. ]

Teorem 5.4. x = (x;), X normlu uzayinda bir dizi olsun. [ — st — LIM[* kiimesi

kapalidir.

KANIT. I —st— LIM.* = 0 ise ispat agiktir. Kabul edelim ki I — st — LIM/* £ Q
ve n — oo iken y, — x( olacak bi¢imde bir (y,) C I — st — LIM.* dizisi var olsun. O halde,
her € > 0 i¢in n > ng olacak bigimde ne € N vardir dyle ki ||y, —xo|| < € dur. Simdi ng € N,
Yng € (Yn) €1 — st —LIM;* segelim. Bu durumda,

k<n:|xx—yull>r+&
A:{nGN:H < b yoll_r+2}]<5}€FU)

n¢®

olur. ¢t € A alirsak,
[k <1l —yml = r+ 8} _

l-(X

olur. Maksimum k < ¢ igin ||xx — yu, || < 7+ 5 ve keyfi bir ng > ne igin,
[eke = xo| < ok = g | + [lyng —x0l[ <7 +€

olur ve maksimum k <t € A igin,

<n: — >
{neN:\{k_n B3 XO||_r+€}|<5}€I

no

olur. Bu yiizden xg € I — st — LIM.* dir. Sonug olarak [ — st — LIM.* kapal1 bir kiimedir. [

36



Teorem 5.5.x = (x;), X normlu uzaymda bir dizi olsun. [ — st — LIM/* kiimesi

konvekstir.

KANIT. Kabul edelim ki yg,y; € I — st — LIM.% olsun. Her € > 0 ve > 0 i¢in

<n: — >
n

k<n: - > €
fesn:fonlzreell, 5l
n

Azz{neN:

olur. Simdi F(7) dan S = N\ (A] UA7) sonlu kiimesini alalim, s € S i¢in

By ={k<s:|xi—yol| >r+e}veBy={k<s:|xx—y|| >r+e}

olsun. Burada, lim Bl — 1im B2l — 0 dir. Her k € BS N BS ve A € [0, 1] igin,

n—oo n—yoo
[ = (L =2A)yo+Ay1)|| = [(1 =A) (k= yo) + A(xe —y1) || <r+e

. |B¢NBS
ve lim IBi0Bs|

im = = 1 olur. Bu yiizden,
n—yco

k<n:|x—((1-24 A >r+e€
fren EgnlnoOApor il 2 el ) 5 g
n
olur ki sonug olarak I — st — LIM.* konvekstir. ]

Teorem 5.6. Keyfi bir b € I — S(I'y) ve xo € I — st — LIM* i¢in ||xo — b|| < r olacak

bicimde bir r pozitif reel sayis1 vardir.

KANIT. Kabul edelim ki |xo — b|| > r olacak bicimde b € I — S(I'y) ve

xo € [ — st — LIML® var olsun. € = w olsun. O halde,

A:{HGN: [{k<n:lx—bl>e}| <5}¢1

n(X

k<n: — >

no

olur. A kiilmesinden bir ¢ elemam alirsak, w < 0 olur. Maksimum k < ¢ igin
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||xx — b|| < € olur. Bu ylizden k <t € A i¢in,
[l = xol[ > [lx0 = bl| = | — bl > r+-€

olur ve bu A C B anlamina gelir ki bu da B ¢ I olmas1 demektir. Sonug olarak celigkiye

variriz. O halde her xo € I — st — LIM[* ve b € I — S(I'y) i¢in ||xo — b|| < r demektir. O

Teorem 5.7.r > 0 olsun. Bir x = (x;) dizisi xp elemanina «. dereceden /—
istatistiksel yakinsaktir ancak ve ancak I — st — LIM)* = xo ve her k € N igin [jx; — yi[ <7

olacak bicimde y = () dizisi mevcuttur.

KANIT. (<=:) Kabul edelim ki / — st — LIM* = xo ve her k € N igin [|x; — yi[| < r
olsun. Her € > 0 ve § > 0 igin,

<n: — >
A:{neNzl{k_n 1k XOH_8}\<5}€I

nOC

olur. Ayrica,

e = xol| < [l = yil + llyx = xoll <r+e,k<s €A

dir. Bu yiizden,

<n: — >
{nENZHk_n “xk x0||—r+£}’<5}QACEF(I)

n%

O halde, x = (xy) dizisi xo elemanina a. dereceden kaba I— istatistiksel yakinsaktir.

(=) Kabul edelim ki I — st — LIM* = xp olsun. Her € > 0 igin,

<n: — >
{neN:\{k_n [k on_r+8}\>5}€I

n(x

olur. Simdi y = (y,) dizisini asagidaki gibi tanimlayalim;

X0, H-xk_xOH Sr
Yk =
X+ r o dd.

[lxe—xoll*
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Asagidaki esitsizlikler,

-l < 1 I — xo) < 7
k —A0| >
H)Ck—XOH7 d.d.

\(

e =yl < r

saglanir. Bu sebeple,

n(x

<n: — >
{nGN:Hk_nHm mm_eﬂ>5}€,

olur. Sonug olarak I — st — LIM* = xo ve her k € Nigin |x; —yx|| < r dir.
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ALTINCI BOLUM
SONUC VE ONERILER

Bu calismada, ¢. dereceden kaba ideal istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitilmig
ve o.. dereceden kaba ideal istatistiksel yakinsak dizilerin limit noktalarinin kiimesinin bazi
ozellikleri incelenmigtir. ~ Ayrica, bazi teoremlerin ispatlarinda kullanilmak iizere o.

dereceden istatistiksel sinirlilik kavrami tanitilmagtir.

Daha sonraki caligmalarda, derecelendirilmis kaba istatistiksel, ideal istatistiksel ve
kaba ideal istatistiksel yakinsama kavramlari ¢ift indisli diziler, bulanik say1 dizileri gibi

farkli dizi uzaylar tizerinde calisilabilir.
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