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ETIK BEYAN

Canakkale Onsekiz Mart Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii Tez Yazim
Kurallari’na uygun olarak hazirladigim bu tez calismasinda; tez icinde sundugum verileri,
bilgileri ve dokiimanlar1 akademik ve etik kurallar cercevesinde elde ettigimi, tiim bilgi,
belge, degerlendirme ve sonuglart bilimsel etik ve ahlak kurallarina uygun olarak
sundugumu, tez calismasinda yararlandigim eserlerin tiimiine uygun atifta bulunarak
kaynak gosterdigimi, kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigimi, bu tezde
sundugum calismanin 6zgiin oldugunu, bildirir, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim

hak kayiplarini kabullendigimi taahhiit ve beyan ederim.

Gokay Karabacak
10/06/2022

il



TESEKKUR

Bu calisma konusunu bana vererek, calismalarim boyunca yakin ilgi ve yardimlarini
esirgemeyen sayg1 deger hocam, Sayin Dr. Ogr. Uyesi Aykut OR’a hayata ve matematige

iligkin 6grendigim ve 68renecefim her sey i¢in en icten saygi ve minnetlerimi sunarim.

Yiiksek lisans egitimim boyunca her konuda destek ve yardimlarimi esirgemeyen

degerli arkadagim Aras. Gor. Sevcan BULUT a tesekkiirlerimi sunarim.

Son olarak, maddi manevi her konuda beni sonuna kadar destekleyen, calismalarim
stiresince tiim zorluklar1 benimle gogiisleyen, hayatimin her evresinde bana destek olan ve

borglarini asla 6deyemecegim sevgili aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Gokay Karabacak
Canakkale, Haziran 2022
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OZET
BULANIK METRIK UZAYLARDA IDEAL YAKINSAKLIK

Gokay Karabacak
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Dr. Ogr. Uyesi Aykut OR
10/06/2022, 38

Bu tez calismasinda, ilk olarak, reel say1 dizilerinde istatistiksel yakinsaklik, metrik
uzaylarda ideal yakinsaklik ve bulanik metrik uzaylarda istatistiksel yakinsaklik kavramlari
sunuldu. Ardindan, bulamik metrik uzaylarda ideal yakinsaklik (/-yakinsaklik), ideal
Cauchy (I/—Cauchy) dizisi, I*-yakinsaklik, /*-Cauchy dizisi kavramlari tanimlandi. Ayrica,
calisilan bu kavramlarin bulamik metrik uzaylardaki alisilmis kavramlardan daha genel
oldugu gosterildi. Daha sonra, bir bulanik metrik uzaydaki bir dizinin ideal limit (/-limit)
ve ideal y1g1lma (/—y1g1lma) noktalar1 kavramlar1 tanimlandi ve bu kavramlarin bazi temel

ozellikleri incelendi. Son olarak, gelecek calismalar icin bir arastirmaya yer verildi.

Anahtar sozciikler: Ideal Yakinsaklik, Ideal Cauchy Dizileri, Ideal Limit Noktalar,
Ideal Y1g1lma Noktalar1, Bulamik Metrik Uzaylar

v



ABSTRACT

IDEAL CONVERGENCE IN FUZZY METRIC SPACES

Gokay Karabacak
Canakkale Onsekiz Mart University
School of Graduate Studies
Master of Science Thesis in Departmant of Mathematics
Advisor: Asst. Prof. Dr. Aykut OR
06/10/2022, 38

This thesis, firstly, presents the concepts of statistical convergence in real number
sequences, ideal convergence in metric spaces, and statistical convergence in fuzzy metric
spaces. Afterwards, it defines the concepts of ideal convergence (/-convergence), ideal
Cauchy (/—Cauchy) sequences, [*-convergence, [*-Cauchy sequences in fuzzy metric
spaces. This study has shown that these studied concepts are more general than ordinary
concepts in fuzzy metric spaces. Then, it defines the concepts of ideal limit (/-limit) and
ideal cluster (/—cluster) points of a sequence in these spaces and examines some basic

properties of these concepts. Finally, this study discusses future research.

Keywords: Ideal Convergence, Ideal Cauchy Sequences, Ideal Limit Points, Ideal

Cluster Points, Fuzzy Metric Spaces
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kiimesi

Bulanik metrik uzaylarda bir (x,) dizisinin tiim limit noktalarinin

kiimesi
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BIRINCI BOLUM
GIRIS

Dizilerin yakinsakligi kavrami matematikte her zaman ilgi ¢eken bir konudur.
Ancak, bilindigi tizere her dizi bir limit noktasina sahip olmayabilir. Bundan dolayi, 20.
yiizyilin ortalarinda birbirinden bagimsiz olarak Fast (1951) ve Steinhaus (1951) tarafindan
yakinsakligin bir genellestirmesi olan istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlanmistir ve
yakinsak olmayan bazi dizilerin istatistiksel anlamda yakinsak oldugu gosterilmistir.
Istatististiksel yakinsaklik kavramiyla iligkili olan asimptotik yogunluk kavrami Niven
(1951) tarafindan tammmlanmistir. Daha sonra, istatistiksel yakinsaklik kavrami Schoenberg
(1959) tarafindan bir toplanabilme yontemi olarak calisilmistir. Ardindan, Salat (1980)
istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimini asimptotik yogunluk kavramiyla tanimlanmigtir
ve bir dizinin bir alt dizisi ve bu alt diziye ait bir indis kiimesinin yogunlugu yardimiyla
istatistiksel yakinsaklik kavraminin 6nemli bir karakterizasyonunu elde etmistir. Fridy
(1985) Cauchy dizisi kavramin istatistiksel olarak calismistir ve istatistiksel yakinsak
dizilerle istatistiksel Cauchy dizilerinin birbirine denk oldugunu gostermistir. Fridy (1993)
bir dizinin limit noktast kavramindan farkli olan istatistiksel limit noktasi ve istatistiksel
yigilma noktas: kavramlarini alt dizilerin yogunlugunu kullanarak tanimlamistir. Ayrica,
istatistiksel yakinsaklik kavrami, toplanabilme teorisi (Freedman ve Sember, 1981), yerel
konveks dizi uzaylar1 (Maddox, 1970), trigonometrik seriler (Zygmund, 1939), say1 teorisi
(Erdos ve Tenenbaum, 1989) ve 6l¢ii teorisi (Miller, 1995) gibi alanlarda calisiimistir.

Pozitif tamsayilar kiimesi iizerinde bir I ideali aracilifiyla Kostryko vd. (2000)
yakinsaklik ve istatistiksel yakinsaklik kavramlarinin bir genellestirmesi olan
I—yakinsaklik kavraminmi tanimlanmistir. Buna ek olarak, ayni ¢calismada ideal yakinsaklik
(I—yakinsaklik) kavramiyla yakindan iligkili olan 7* —yakinsaklik kavramin1 ve istatistiksel
limit noktas1 ve istatistiksel yigilma noktasi kavramlarnin bir dogal genellemesi olan
I—limit noktas1 ve /—yigilma noktas: kavramlarini ¢alisilmigtir.  Ayrica, Dems (2004)
istatistiksel Cauchy dizisi (Fridy, 1985) kavramini ideallere genisletmistir ve /—Cauchy
dizisi kavramina giris yapmustir. Nabiev vd. (2007) I*—Cauchy dizisi kavramini ¢aligmistir

ve I—Cauchy ve I* —Cauchy diziler arasindaki iligkileri aragtirmistir.

Zadeh (1965) cesitli uygulama bilimlerinde matematiksel modelleme ve insan

bilgisini bagdastirmak amaciyla bulanik kiimeler kavramimi ortaya atmistir.  Bulanik



kiimeler kavrami, tiptan finansa, insan davranigi analizinden tiiketici liriinlerine, makine
kontroliinden hesaplamali dilbilime kadar bir¢cok alana uygulanmistir. Ayni zamanda,
mantik, kategori teorisi, topoloji, fonksiyonel analiz, cebir, cizge teorisi, genellestirilmis
Olcii teorisi ve integral vb. teorilerin bulanik versiyonlarini gelistirmek i¢in kapsamli
arastirmalar yapilmigtir. Metrik uzaylar teorisi matematik, fizik, bilgisayar bilimi, istatistik
vb. alanlarda temel 6neme sahiptir. Bulanik kiimelerle ilgili literatiirde bir ¢ok calisma
yapilmustir. Bu ¢alismalaradan biri de, Kramosil ve Michalek (1975) tarafindan olasiliksal
metrik uzay kavramimi bulanik duruma genisleterek bulanik metrik kavramini ortaya
atilmasidir. Ancak, Kramosil ve Michalek (1975) anlamindaki bir bulanik metrik uzayin
doguracagi topoloji Hausdorff olmadigindan dolayi, bulamik metrik uzay iizerinde bir
Hausdorff topoloji elde etmek i¢in bu tamima George ve Veeramani (1994) daha giiclii
kosullar ekleyerek yeni bir bulanik metrik tanimu ileri siirmiistiir. Bu sayede bulanik metrik
uzaylar {izerinde bir Hausdorff topolojisi elde etmisler ve bu uzaylarin bazi 6nemli
topolojik ozelliklerini incelemigler. Bu tez calismasi boyunca da George ve Veeramani
(1994) anlaminda bulanik metrik uzay tanimi kullanilmistir. Son 20 yilda bu alanda yapilan
calismalarda, topoloji ve fonksiyonel analizin temel kavramlarinin ve 6zelliklerinin bulanik
versiyonlarinin incelenmesi 6ne ¢ikmistir. Ayni zamanda, bulanik metrik kavraminin
kuantum parcacik fizigindeki, 6zellikle hem sicim hem de e* teorisi agisindan ve renkli
gorlintii  igleme tekniklerindeki goz ard1 edilemeyecek uygulamalar1 goz Oniinde
bulunduruldugunda, bu uygulama alanlarinin ¢esitliligi, bulanik metrik uzaylarin énemini
ve kullanishligim1 gostermektedir. Bunlara ek olarak, son yillarda bulanik metrik uzaylarda
bircok yakinsaklik tiirli tanimlanmigtir. Bu yakinsakliklar arasinda literatiirde dnemli bir

yeri olan istatistiksel yakinsaklik kavrami Li vd. (2020) tarafindan incelenmistir.

Bu tez calismasmin ikinci boliimiinde, calismada kullanilacak kavramlara ait genel
bilgiler verildi. Uciincii boliimde, bulanik metrik uzaylarda I—yakinsaklik, /—Cauchy
dizisi, I*—yakinsaklik ve I*—Cauchy dizisi kavramlart tanimlandi ve bu kavramlar
arasindaki iligkiler incelendi. Dordiincii boliimde, bulanik metrik uzaylarda /—limit noktasi
ve [—yi1gilma noktasi kavramlari tanimlandi ve bu kavramlarla ilgili 6zellikler incelenerek
aralarindaki iligki verildi. Sonug¢ ve Oneriler boliimiinde bulanik metrik uzaylarda farkli

yakinsaklik tiirlerinin ¢alisilabilecegi ifade edildi.



IKINCI BOLUM
GENEL KAVRAMLAR

2.1. Istatistiksel Yakinsaklik

Bu boliimde, yogunluk ve istatistiksel yakinsaklik kavramlari incelendi. Ayrica,
istatistiksel yakinsaklik kavraminin yogunluk kavramiyla yakindan iligkili olan tanimina ve
bir alt dizisi yardimiyla karakterizasyonuna yer verildi. Bunlara ek olarak, istatistiksel
Cauchy dizisi kavrami tamitilarak reel sayilar uzayinda istatistiksel yakinsaklik ile bu
kavramin denk oldugu ifade edildi. Son olarak, istatistiksel limit ve istatistiksel yigilma
noktalart kavramlarina ve bu kavramlarin bazi temel 6zelliklerine iligkin bilgilere yer

verildi.

Tanim 2.1. (Niven, 1951) k e Niginn; <np < --- <ni < ... olmak iizere A = (ny)

dizisinin alt yogunlugu 8(A) ve iist yogunlugu 8(A) sirasiyla

O(A) = liminflM

n—yoo n

ve
S(A) := limsup Aln)

n—sco n

bi¢ciminde tanimlanir. Burada A(n) n’den daha biiyiik olmayan A’nin tamsayilarinin sayisini

belirler. Eger, §(A) = 8(A) saglaniyorsa A yogunluga sahiptir denir ve

s(a) = Ji 4

bicimindedir.

Tamm 2.2. (Freedman ve Sember, 1981) N dogal sayilar kiimesi ve P(N) dogal
sayilarin kuvvet kiimesi olmak tizere bir 6 : P(N) — [0, 1] fonksiyonu her A, B € P(N) i¢in

i. A~B= 8(A)=48(B)
ii. ANB#0=38(A)+8(B) <J(AUB)

iii. 8(A)+06(B)<1+4+38(ANB)



v. 8(N)=1
kosullarini sagliyorsa 8’ya bir alt asimptotik yogunluk fonksiyonu denir. Burada, A ~ B ile

A ve B kiimelerinin simetrik farkinin sonlu oldugu ifade edilmistir.

Tanim 2.3. (Freedman ve Sember, 1981) A C N ve ¢ bir alt yogunluk fonksiyonu
olsun. O halde,
3(4) = 1-3(N\4)

biciminde tanimlanan & fonksiyonuna bir iist asimptotik yogunluk fonksiyonu denir.
Tanim 2.4. (Freedman ve Sember, 1981) 6 bir alt yogunluk ve 8 bir iist yogunluk
fonksiyonu olsun. Eger, A C Nicin §(A) = §(A) = §(A) oluyorsa & fonksiyonuna asimptotik

yogunluk (kisaca yogunluk) fonksiyonu denir. §(A), A kiimesinin yogunlugu olarak ifade

edilir.

Ornek 2.5. (Freedman ve Sember, 1981) A C N olmak iizere

§(A) = lim HKEAK=ni]

n—oo n

bigciminde tanimlanan & bir yogunluk fonksiyonudur.

Ornek 2.6.

i. A={1,2,3,...} olsun. O halde,

{k € A: k <n}| =noldugundan

1
5(4) = lim ~|{ke Ak <n}|= lim 2~ =1

n—oo

olur. Dolayisiyla, 6(A) = 6(N) = 1 elde edilir.
ii. A={2k:k e N} olsun. O halde,

2 eger n cift ise,
{keA:k<n)|:=q2 5008

%, eger n tek ise



bicimindedir. Dolayisiyla,
§(A) = lim ~|{k €Ak <n}| = .
= lim — : ==
n—oo 1 =" 2
elde edilir. Benzer bigimde, B = {2k+ 1 : k € N} ise

8(8)=lim "|{keB:k<n}|= 5

n—eo i

iii. A={k?:ke N} olsun. O halde, her n € N igin
HkeA:k<n}| <+vn

veE

1
0< 8(A) = lim ~|{k €A : k< n}| < lim ~/n=0

n—eon n—oon

oldugundan 8(A) = 0 bi¢cimindedir.

Tamm 2.7. (Fast, 1951) (x,) bir reel say1 dizisi ve xo € R olsun. Eger, her € > 0 i¢in

im [{k<n:|x—xo0| > e} _

n—oo n

0

oluyorsa (x;) dizisi xp sayisina istatistiksel yakinsiyor denir ve st — lim x,, = xo bigiminde
n—soo

gosterilir. Ayrica, tiim istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile tanimlanir.

Not 2.8. Eger, (x,) dizisi 0 sayisina istatistiksel yakinsiyorsa bu diziye istatistiksel

sifir dizisi denir.

Tanim 2.9. (Zygmund, 1939) Eger, bir P(n) o6zelligi sifir yogunluklu bir kiime

haricinde saglaniyorsa P 6zelligi hemen her n i¢in saglanir denir ve h.h.n ile gosterilir.

Tanim 2.10. (Buck, 1953) (x,) bir reel say1 dizisi, xo € R, A C N ve 6(A) = 0 olsun.
Eger, € > 0 verildiginde her n > N(€) ve her n ¢ A igin |x, — x| < € olacak bi¢imde bir

N(¢g) € N varsa (x,) dizisi xo sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.



Ayrica, Fridy (1985) calismasinda istatistiksel yakinsaklik kavramini yogunluk

kavramiyla tanimladi.

Tanim 2.11. (Fridy, 1985) (x,) bir reel say1 dizisi ve xo € R olsun. Eger, her € > 0
icin

O({keN:|xy—xo| >€})=0

oluyorsa (x,) dizisi xp sayisina istatistiksel yakinsiyor denir.

Istatistiksel yakimsakligin tammmindan gériildiigii iizere eger bir (x,) dizisi bir xo € R
elemanina istatistiksel anlamda yakinsiyorsa xg elemaninin keyfi bir € komgulugunda dizinin
sonsuz elemani varken bu komsulugun disinda da, indis kiimesinde bulunan elemanlarin
yogunlugu sifir olmak kosuluyla, yine sonsuz sayida eleman bulunabilir. Yakinsaklikta bir
Ng’dan sonraki tiim terimlerin xp’1n bir € komguluguna diistiigtinden bu komsuluk disinda
kalan terimler sonlu sayidadir ve yogunluk tanimi geregi sonlu kiimelerin yogunlugu sifir
oldugundan yakinsak her dizinin istatistiksel yakinsak oldugu aciktir. Ancak, istatistiksel

yakinsak her dizinin yakinsak olmadig1 Ornek 2.12’dan goriiliir.

Ornek 2.12.
n, dkeNsn=~kK

0, VkeN,n#k?

dizisi tammmlansin. O halde,
A={k<n:|uq—-0>e}={k<n:xy>e}={k<n:x#0} ={k*: keN}
olmak iizere, Ornek 2.6 iii’den §(A) = 0 ve Tamim 2.7°den

st—limx, =0
n—soo

elde edilir. Ancak, bu dizi yakinsak degildir.

Ayrica, yakinsaklik sinirliligr gerektirirken Ornek 2.12’dan istatistiksel yakinsak bir
dizinin smnirli olmasi gerekmedigi goriilmektedir. Dolayisiyla, istatistiksel yakinsaklik

sinirsiz 1raksak dizileri de limitleyebilir. Ote yandan, (x,) = ((—1)") dizisi siurh bir dizi



olmasina ragmen istatistiksel yakinsak bir dizi degildir. Bu nedenle, tiim sinirhi dizilerin

uzay1 olan /. ile S uzayi birbirini kapsamazlar. Ancak,

5, FkeN>n==Kk
0, VkeN,n#k?

biciminde tanimlanan dizi ele alinirsa bu iki dizi uzayinin arakesitinin bos olmadig1 goriiliir.

Teorem 2.13. (Fridy, 1985) (x,) bir reel say1 dizisi ve xop € R olsun. Eger,

st — li_r>n Xp = xo oluyorsa xq sayis1 teklikle belirlidir.
n—oo

Teorem 2.14. (Salat, 1980) (x,) bir reel say1 dizisi ve xo € R olsun. (x,) dizisinin

xo sayisina istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosul §(A) =1 ve liin Xp, = X0
Nj—>

olacak bicimde bir

A={m:t >k, <nm}CN
kiimesi vardir.

Lemma 2.15. (Salat, 1980) (x,) ve (y,) reel say1 dizileri ve xq,yp,A € R olsun. Eger,

st — lim x,, = xg ve st — lim y, = yg ise
n—yoo n—oo

i. st— lim Ax, = Axg
n—voeo

ii. st— lim (x, +y,) = x0 + Yo

n—oo

bicimindedir.

Tanim 2.16. (Fridy, 1985) (x;) bir reel say1 dizisi olsun. Eger, her € > 0 i¢in

i Kb =] = e}

n—yoo n

0

olacak bigimde bir N = N(¢&) € N say1s1 varsa (x,,) dizisine R iizerinde bir istatistiksel Cauchy

dizisi denir.



Teorem 2.17. (Fridy, 1985) (x,) bir reel say1 dizisi olsun. O halde, asagidakiler
denktir.

i. (x,) dizisi istatistiksel yakinsaktir
ii. (x,) dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir
iii. h.h.ni¢in x, =y, olacak bigimde yakinsak bir (y,) dizisi vardir

Teorem 2.18. (Connor, 1988) (x,) bir reel say1 dizisi, xyg € R ve st — lim x,, = xp
n—roo
olsun. O halde, x, = y, + z, olacak bigimde xy elemanina yakinsak bir (y,) dizisi ve

istatistiksel sifir (z,) dizisi vardir.

Sonug 2.19. (Salat, 1980; Fridy, 1985; Connor, 1988) (x,) bir reel say: dizisi ve

xo € R olsun. Eger, st — lim x,, = x ise (x,) dizisi x( sayisina yakinsak bir alt diziye sahiptir.
n—yoo

Tanmm 2.20. (Fridy, 1993) (x;,) bir reel say1 dizisi, (xp,), (x,) dizisinin bir alt dizisi
ve A = {ny : k € N} olsun. Eger, §(A) = 0ise (xy, ), (x,) dizisinin zay1f (thin) alt dizisi olarak
adlandirilir. Eger, 6(A) # 0 ise (xp, ), (x,) dizisinin zayif olmayan (nonthin) alt dizisi olarak

adlandirir.

Tamim 2.21. (Fridy, 1993) x = (x,) bir reel say1 dizisi ve A € R olsun. Eger, (x,)
dizisi A sayisina yakinsak olan ve zayif olmayan bir alt diziye sahipse A sayisina (x,)
dizisinin istatistiksel limit noktas1 denir ve (x,) dizisinin tiim istatistiksel limit noktalarinin

kiimesi A ile gosterilir.

Ornek 2.22.
1, 3keN>n=~kK

Xn =

0, VkeN,n#k?

dizisi tanimlansin. O halde,

A={m eN:|x, —0>e}={m €N:x, >¢e}={m €N:x, #0} = {n} :m €N}



oldugundan Ornek 2.6 iii’den §(A) = 0 bigimindedir. Yogunluk tanimindan
S({m e N:Vt e N,my #1°}) #£0

veE

lim x, =0
nj—>o0

oldugundan O elemani (x,) dizisinin bir istatistiksel limit noktasidir. Kabul edelim ki 0 #
a € R, (x,) dizisinin bir istatistiksel limit noktasi olsun.

lim x,, =a
nj—roo

olacak bi¢imde bir tek a = 1 sayis1 vardir. Ancak, bu alt dizisinin indis kiimesinin yogunlugu

Ornek 2.12’den sifirdir. Sonug olarak, A, = {0} olur.

Tamm 2.23. (Fridy, 1993) x = (x,) bir reel say1 dizisi ve y € R olsun. Eger, her € >0
icin §({k € N : |x; — 7| < €}) # 0 ise y sayisina (x,) dizisinin istatistiksel y1gilma (cluster)

noktasi denir ve (x,) dizisinin tim y18i1lma noktalarmin kiimesi I'y ile gosterilir.
Lemma 2.24. (Fridy, 1993) x = (x,) reel say1 dizisi i¢in A, C I'y bicimindedir.

Lemma 2.25. (Fridy, 1993) x = (x,) reel say1 dizisi i¢in I'y kapali bir kiimedir.
2.2. Ideal Yakinsakhk

Bu boliimde, Kostryko vd. (2000) tarafindan tanitilan, yakinsaklik ve istatistiksel
yakinsaklik kavramlarinin bir genellestirmesi olan, ideal yakinsaklik kavrami ve Nabiev vd.
(2007) tarafindan tanitilan ideal Cauchy dizisi kavrami incelendi. Ayrica, ideal yakinsak her
dizinin ideal Cauchy dizisi oldugu ifade edildi. Bunlara ek olarak, I*—yakinsaklik,
I*—Cauchy kavramlar1 verilerek bu kavramlar arasindaki iligkiye bakildi ve ideal yakinsak
diziyle I* —yakinsak dizi ve ideal Cauchy dizisiyle /*—Cauchy dizisi arasindaki iligkiye yer

verildi. Son olarak, ideal limit ve ideal y18i1lma noktasi kavamlari ifade edildi.



Tamm 2.26. (Kostryko vd., 2000) X bostan farkli bir kitme ve I C P(X) olsun. Eger,
i. 0el
ii. T,.Sel=TuSecl
ii. (TeEINSCT)=S¢el
kosullar1 saglaniyorsa [ ailesine X iizerinde bir ideal denir.
Tamm 2.27. (Kostryko vd., 2000) /, X {izerinde bir ideal olsun.
i. Eger, I # 0 ve X ¢ I oluyorsa I idealine bir agikar olmayan (6z) ideal denir.

ii. Eger, I bir 6z ideal ve {{x} : x € X} C I oluyorsa [ idealine bir uygun (admissible) ideal

denir.

Ornek 2.28. (Kostryko vd., 2000)
I. N kiimesinin sonlu altkiimelerinin sinifi
Iy = {A C N : A sonlu bir kiimedir}
admissible idealdir. Gergekten,
i. 0 sonlu oldugundan 0 € I
ii. T,S € Irolsun. Sonlu iki kiimenin birlesimleri sonlu olur. Yani, TUS € I
iii. T €lyveSCT olsun. Sonlu kiimenin altkiimeleri de sonlu oldugundan S € /7 olur.

O halde, I, N kiimesi iizerinde bir admissible idealdir. N sayilabilir sonsuz oldugundan

N ¢ I. Dolayisiyla, I, N kiimesinde bir 6z idealdir.
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II. Benzer sekilde,

bir admissible idealdir.

Ornek 2.29. (Kostryko vd., 2000) Her k € N icin 7} bir sonsuz kiime olmak iizere
{T : k € N} ailesi N’nin bir ayrigimi olsun. O halde,

K={ACN:keNSACTIUQLU---UT;}

ailesi bir admissible idealdir.

Tamm 2.30. (Kostryko vd., 2000) / bir admissible ideal ve (P;) I iizerinde bir kiime
dizisi olsun. Ayrica, her i € N i¢in P; sayilabilir ve her i, j € N igin i # j iken LNP; =0

olsun. Eger, her i € N i¢in BAR; sonlu ve |J R; € I sartlarini saglayan bir / tizerinde bir (R;)
ieN
kiime dizisi varsa I ideali toplamsallik 6zelligini (TO) saglar denir.

Not 2.31. (Kostryko vd., 2000) R = | R; € I olmak iizere heri € Nicin R; CRve [
ieN
bir ideal oldugundan R; € I saglanir. l

Tanim 2.32. (Kostryko vd., 2000) X bostan farkl: bir kiime ve @ # F C P(X) olsun.
Eger,

i. 0¢F,
ii. T,.SeF=TNSEeF,
iii. SEFANSCT)=TEF.
kosullar1 saglaniyorsa F ailesine X iizerinde bir siizge¢ denir.

Not 2.33. (Kostryko vd., 2000) 1, X iizerinde bir 6z ideal olmak iizere

F(I)={X\S:Sel}

11



kiimesi X iizerinde bir siizgectir ve / idealine karsilik gelen stizgec olarak adlandirilir.

Onerme 2.34. (Nabiev vd., 2007) I C P(N) (TO) kosulunu saglayan bir admissible
ideal, (P;), P(N) tizerinde bir kiime dizisi ve her i € N i¢in P; € F(I) olsun. O halde, her
i € Ni¢in PAP sonlu ve P € F(I) sartlarin saglayan bir P C N vardur.

Tamm 2.35. (Kostryko vd., 2000) (X,d) bir metrik uzay, (x,) X’de bir dizi, I, N

kiimesi iizerinde bir 6z ideal ve xp € X olsun. Eger, her € > 0 i¢in
Ae)={neN:d(x,,xg) >¢e} el

kosulu saglaniyorsa (x,) dizisi xo elemanina ideal yakinsaktir (/—yakinsaktir) denir ve

I — lim x, = xp veya x,, — xo biciminde gosterilir.
n—yoo

Not 2.36. (Kostryko vd., 2000) Eger, I bir admissible ideal ise yakinsaklik
I—yakinsaklig1 gerektirir.

Teorem 2.37. (Kostryko vd., 2000) (X,d) bir metrik uzay, I, N kiimesi iizerinde bir

admissible ideal, (x,) X de bir dizi ve xo € X olsun.
i. Her sabit (xp,xo, ..., Xp, ...) dizisi xo noktasina /-yakinsaktir.
ii. Eger I — lim x, =xo ve [ — lim x,, = x; ise xo = x dir.
n—oo Nn—oo

iii. Eger, I bir sonsuz kiime iceriyorsa I — lim x, = xo iken (x,) dizisinin xy sayisina
n—oo

[—yakinsak olmayan bir (y,) alt dizisi vardir.

Ornek 2.38. (Kostryko vd., 2000)

i. Eger,
I =1y ={A C N:A sonlu bir kiimedir}

secilirse /7, N iizerinde bir admissible ideal olur ve /—yakinsaklik yakinsaklifa denk

olur.
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ii. Eger,
I=1I5={ACN:6(A) =0}
secilirse I5, N iizerinde bir admissible ideal olur ve I—yakinsaklik istatistiksel

yakinsakliga denk olur.

Teorem 2.39. (Nabiev vd., 2007) I, (TO) kosulunu saglayan bir ideal ve x = (x,),
X’de bir dizi olsun. O halde, asagidaki kosullar denktir.

i. I—1limx,=xq
n—soo

ii. x=y+z, li_r>n yn =xo ve supp(z) ={n € N:z, # Ox} € I sartlarinm1 saglayan y = (y,),z =
n—roo

(zn) C X dizileri vardr.

Tanim 2.40. (Nabiev vd., 2007) (X,d) bir metrik uzay, I, N kiimesi iizerinde bir

admissible ideal ve (x,) X de bir dizi olsun. Eger, her € > 0 i¢in
Ae)={neN:d(x,,xy) > €} el

olacak bi¢imde bir N = N(€) € N varsa (x,) dizisine X tiizerinde bir ideal Cauchy
(I—Cauchy) dizisi denir.

Ornek 2.41. (Nabiev vd., 2007)
i. Eger,
I =1y ={A C N:A sonlu bir kiimedir}

secilirse /7, N lizerinde bir admissible ideal olur ve I—Cauchy dizisi Cauchy dizisine

denk olur.

ii. Eger,
I=I5={ACN:6(A)=0}

secilirse I, N tizerinde bir admissible ideal olur ve /—Cauchy dizisi istatistiksel Cauchy

dizisine denk olur.

13



Teorem 2.42. (Nabiev vd., 2007) I, N kiimesi iizerinde bir admissible ideal olsun. O
halde, her /—yakinsak dizi bir /—Cauchy dizisidir.

Tanim 2.43. (Kostryko vd., 2000) (X,d) bir metrik uzay, /, N kiimesi tizerinde bir 6z
ideal, (x,) X de bir dizi ve xo € X olsun. Eger,

lim x;, = xo
/’lk—>°° k

olacak bicimde
H:{hkll‘>k,hk<h,}EF([)

*

kiimesi varsa (x,) dizisi xo elemanina I*—yakinsak denir ve I* — lim x,, = xo veya x,, — X
n—oo

biciminde gosterilir.

Teorem 2.44. (Kostryko vd., 2000) (X,d) bir metrik uzay, I, N iizerinde bir
admissible ideal, (x,) X’de bir dizi ve xop € X olsun. O halde, I* — ILm xn = xp iken
n—oo

I — lim x,, = x¢ dir.
n—oo

Teorem 2.45. (Kostryko vd., 2000) (X,d) bir metrik uzay, I, N iizerinde bir

admissible ideal, (x,) X de bir dizi ve xo € X olsun.
i. Eger, I ideali (TO) kosulunu sagliyorsa [ — lgn X, = xo iken I" — 1i_r>n X, = Xo olur.
n—oo Nn—yoo

ii. Eger, X en az bir yi18ilma noktasina sahipse ve I — lim x,, = x¢ iken /* — lim x,, = xo
n—oo n—oo

oluyorsa / ideali (TO) kosulunu saglar.

Teorem 2.46. (Kostryko vd., 2000) (X,d) bir metrik uzay ve I, N kiimesi iizerinde
bir admissible ideal olsun. Eger, X kiimesi bir yigilma noktasina sahip degilse I ve

I —yakinsaklik denktir.

Tanim 2.47. (Kostryko vd., 2000) (X,d) bir metrik uzay, I, N kiimesi iizerinde bir

admissible ideal ve (x,) X de bir dizi olsun. Eger,

lim d =0
hk7l’}p—>oo (th7th)
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olacak bicimde bir

H:{hkll‘>k,hk<h,}EF([)

kiimesi varsa (x,) dizisine X iizerinde bir I*—Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.48. (Nabiev vd., 2007) (X,d) bir metrik uzay, I, N kiimesi tizerinde bir
admissible ideal ve (x;) X de bir dizi olsun. Eger, (x;) dizisi I*—Cauchy dizisiyse /—Cauchy

dizisidir.

Teorem 2.49. (Nabiev vd., 2007) (X,d) bir metrik uzay, I, N kiimesi tizerinde bir
admissible ideal ve (x,) X’de bir dizi olsun. O halde, (x,) dizisi /—Cauchy dizisi iken

I*—Cauchy dizisi olmast i¢in gerek ve yeter kosul [ idealinin (TO) kosulunu saglamasidir.

Tanim 2.50. (Kostryko vd., 2000) (X,d) bir metrik uzay, /, N kiimesi iizerinde bir

admissible ideal ve (x,) X de bir dizi olsun. Eger,

lim x,, =xo
Nj—ro0

olacak bicimde bir

H={m:t>kn<m} ¢l

kiimesi varsa xp elemanma (x,) dizisinin bir /—limit noktas: denir ve (x,) dizisinin tiim

I—limit noktalarimin kiimesi 7(A,) ile gosterilir.

Tanim 2.51. (Kostryko vd., 2000) (X,d) bir metrik uzay, I, N kiimesi iizerinde bir

admissible ideal ve (x,) X de bir dizi olsun. Eger, her € > 0 i¢in
{keN:d(xp,x0) < e} &1

oluyorsa xp elemanmna (x,) dizisinin bir /—yigilma noktast denir ve (x,) dizisinin tiim

I—y18ilma noktalarinin kiimesi I(I'y) ile gosterilir.
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2.3. Bulamk Metrik Uzaylar

2.3.1. Genel Bilgiler

Bu boliimde, ilk olarak t-norm ve bulanik kiime tanimlar: verildi. Ardindan, Kramosil
ve Michalek (1975) ve George ve Veeramani (1994) anlaminda bulanik metrik tanimlari
verilerek bazi bulanik metrik drnekleri incelendi. Son olarak bulanik metrik uzaylarda agik

yuvar, yakinsaklik ve Cauchy dizisi kavramlarina yer verildi.

Tamm 2.52. (George ve Veeramani, 1994) x : [0,1]> — [0, 1] bir fonksiyon olsun.

Eger, her x1,x2,x3 € [0, 1] igin

i #(xp,x2) = *(x2,x1)

ii. *(xq,*%(x2,x3)) = *(x(x1,x2),x3)

i xp <x3 = *x(x1,x) < *(x1,x3)

. *(xp, 1) =x(1,x1) =x
kosullar1 saglaniyorsa * fonksiyonuna bir iiggensel norm (t-norm) denir.

Ornek 2.53. (George ve Veeramani, 1994) Asagidaki fonksiyonlar birer t-normdur:

(1) a*b = ab (Carpim t-normu)
(2) a*b=min{a,b} (Minimum t-normu)

Tamm 2.54. (Zadeh, 1965) E bostan farkli bir kiime ve y : E — [0, 1] bir fonksiyon
olsun. O halde, p’niin grafigi olan {(x, u(x)) : x € E} kiimesine E iizerinde bir bulanik kiime

denir.

Tamim 2.55. (Kramosil ve Michalek, 1975) M keyfi bir kiime, * siirekli bir t-norm ve

u, M? x [0,0) iizerinde bir bulamik kiime olsun. O halde, her u,v > 0 ve x1,x2,x3 € M igin
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i U(x1,x,0)=0
i. U(xy,x,u)=1<x=x
iii. p(xy,x2,u) = p1(x2,x1,u)
. p(xy,x3,u+v) > p(xg,x2,u)* m(x,x3,v)

v. Her u € [0,0) i¢in (W)y,x, = M(X1,%2,u) biciminde tanimlanan (U )y,y, : [0,00) — [0, 1]

fonksiyonu soldan siireklidir

kosullar1 saglaniyorsa (M, i, *) iigliisiine bir bulanik metrik uzay denir.

Not 2.56. u(xy,xp,u) degerine u parametresine gore x; ve xp noktalar arasindaki
mesafe olarak bakilabilir. Bu durum, u > 0 i¢in x; ve xp arasindaki mesafenin sifir (yani
x] = xp) olmast u(xy,xp,u) = 1 biciminde, x; ve xp arasindaki mesafenin sonsuz olmasi
ise w(xy,xp,u) = 0 bi¢ciminde ifade edilebilir. Kramosil ve Michalek (1975) anlamindaki
bir bulanik metrik uzayin olusturacagi topoloji Hausdorff topoloji olmadigindan, bu durumu
ortadan kaldirmak i¢in Tanim 2.55 degistirilerek George ve Veeramani (1994) tarafindan

asagidaki tanim verilmistir.

Tanim 2.57. (George ve Veeramani, 1994) M keyfi bir kiime, * siirekli bir t-norm ve

i, M? x (0,00) iizerinde bir bulamk kiime olsun. O halde, her u,v > 0 ve x1,x2,x3 € M icin
i W(xy,x,u)>0

i, U(xy,x,u)=1<x=x

i p(xy,x,u) = w(xp,xp,u)

v, w(xr,x3,u+v) > w(xy,xz,u)* pm(x,x3,v)
v. Her u > 0igin (W)y,x, () = p(x1,x2,u) biciminde tanimlanan (i)y,x, : (0,00) — (0, 1]

fonksiyonu siireklidir
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kosullar1 saglaniyorsa (M, u,x) iicliisiine bir bulanik metrik uzay denir. Ayrica, (u,x*)

ikilisine, M iizerinde bir bulanik metrik denir.

Ornek 2.58. (George ve Veeramani, 1994) M = R olsun ve a * b = ab t-normu goz

Oniine alinsin. O halde, her u > 0 ve x1,x; € R i¢in

1

[xp —xo|
u

W(xp,x0,u) =
e

olmak iizere (M,u,*) ticliisii George ve Veeramani (1994) anlaminda bir bulanik metrik

uzaydir.

Ornek 2.59 her metrigin bir bulanik metrik iirettigini ve dolayisiyla da bulanik metrik

uzay kavraminin metrik uzay kavraminin bir genellemesi oldugunu gosterir.

Ornek 2.59. (George ve Veeramani, 1994) (M, d) bir metrik uzay olsun ve a*b = ab

t-normu goz oniine alinsin. O halde, x1,x, € M ve k,m,n,u > 0 icin

ku"

B ku + md(x1 ,X2)

p(xp,x0,u)

olmak iizere (M, u,*) bir bulanik metrik uzaydir ve (u,*) bulanik metrigine d metriginin

tirettigi bulanik metrik denir.

Tanim 2.60. (Kaleva ve Seikkala, 1984) (M, i, x) bir bulanik metrik uzay, (x,) M’de
bir dizi ve xo € M olsun. Her € € (0,1) ve u > 0 igin n > N(¢) iken

M (X, x0,u) > 1—¢€
olacak bigimde bir N(&) € N varsa veya denk olarak
Tim g1 (xp.30,0) = 1

saglantyorsa (x,) dizisi xg elemanina yakinsaktir denir.
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Tanim 2.61. (George ve Veeramani, 1994) (M,u,«) bir bulanik metrik uzay ve
x1 € M olsun. O halde, her € € (0,1) ve u > 0 igin

D(xhgﬂu) = {Xz EMI‘U,(XI,)Q,M) >1 _8}

kiimesi x; civarinda €—acik yuvar (agik yuvar) olarak adlandirilir.

Tanim 2.62. (Kaleva ve Seikkala, 1984) (M, u,*) bir bulanik metrik uzay ve (x;,)
M’de bir dizi olsun. Her € € (0,1) ve u > 0 i¢in n,m > N(€) iken

(X, X, u) > 1—¢€
olacak bigimde bir N(&) € N varsa veya denk olarak

n},izr_r}wu(x”’xm’ I/l) =1

saglantyorsa (x,) dizisine M iizerinde bir Cauchy dizisi denir.
2.3.2. Bulanik Metrik Uzaylarda Istatistiksel Yakinsaklik

Bu boliimde, Li vd. (2020) tarafindan tanimlanan bulanik metrik uzaylarda
yakinsaklik kavraminin bir genellestirmesi olan istatistiksel yakinsaklik kavrami ve bazi

ozellikleri incelenmistir.
Tanim 2.63. (Li vd., 2020) (M, i, *) bir bulanik metrik uzay ve (x,) M’de bir dizi
olsun. Eger, her € € (0,1) ve u > 0 i¢in

llm |{k§n::u’(xn7x07u) S 1_8}| _
n—oo n N

0

veya
S({k € N: p(xp,x0,u) <1—€}) =0

oluyorsa (x,) dizisi bir xyp € M elemanina istatistiksel yakinsiyor denir ve

sts — lim p(x,,xp,u) = 1 biciminde gosterilir.
n—soo
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Teorem 2.64. (Li vd., 2020) (M, it,*) bir bulanik metrik uzay ve (x,) M’de bir dizi

olsun. Eger, (x,) dizisi yakinsaksa (x,) istatistiksel yakinsaktir.

Ornek 2.65. (Li vd., 2020) M = [1,3] olsun ve a * b = ab t-normu verilsin. Her u > 0

ve x1,X2 € M i¢in
u

B2 = ]

olmak iizere (M, W, *) bir bulanik metrik uzaydir. Ayrica, M kiimesinde

2, ImeN>p="nintd)

1

, diger durumlar

ile taniml (x,) dizisi goz Oniine alnsin. (x,) yakinsak degildir. Ancak, (x,) 1 sayisina

istatistiksel yakinsaktir. Gergekten, € € (0,1) ve u > 0 i¢in

A(g,u):={neN:u(x,,1,u)>1—¢}

kiimesini goz Oniine alalim. € € (Fllv 1) olmasi durumunda her m € N igin n # w iken

Uy, Liu)y=1>1—¢

—m(";H) iken

vebazim € Niginn =

u
>1—¢€

u+1: u-+1

.u(xm 1, u) =
elde edilir. Buradan, her n € N i¢in u(x,, 1,u) > 1 — € olur. Dolayisiyla,

A
tim AL i

n—oo 1N n—oo n

+3)

: ] olmasi durumunda her m € N i¢in n # m(mT iken

elde edilir. Ayrica, € € (O, Py

Uy, Liu)y=1>1—¢

—m(";H) iken

vebazim € Niginn =

.u(xm 17”) =



olacak bi¢imde bir m( € N varsa

elde edilir. Bir n € N i¢in n = _”10(’"20+3)
. |A(n)| . w—mo m0_|_1
lim — lim —2 "7 — {im 1
n—e p gy —>oo mo(”;o—i—S) mo—e Mo + 3

bulunur. Ayrica, eger her m € N i¢in n # w oluyorsa n = w — i olacak bi¢cimde

i € Nigin 1 <i<m sartin1 saglayan bir m; € N vardir. Buradan,

1

1
<— <
ml mi

]
1<i<m = —
my

mLZ = 0 elde edilir. Dolayisiyla, her m € N i¢in n # m sartin1 saglayan
1

oldugundan lim

mp—roo
nigin
A M i 1) mdmy =202
lim = lim = lim — =1
n—oo N my—soo ml(”121+3)_l~ my—eo m%—}—Sml—zl

elde edilir. Sonug olarak, her € € (0,1) ve u > 0 i¢in

0({neN:ux,, lu)>1—¢})=1

bulunur. Yani, (x,) dizisi istatistiksel yakinsaktir.
Teorem 2.66. (Li vd., 2020) (M, i, *) bir bulanik metrik uzay, (x,) M’de bir dizi ve

x1,X3 € M olsun. Eger, (x,) dizisi x; ve x, elemanlarina istatistiksel yakinsaksa x; = x,

bicimindedir.
Teorem 2.67. (Li vd., 2020) (M, i, x) bir bulanik metrik uzay, (x,) M’de bir dizi ve

Xo € M olsun. O halde, (x,) dizisi xo elemanina istatistiksel yakinsaktir gerek ve yeter kosul
O0(A)=1ve liin (X, ,x0,u) = 1 olacak bigimde bir
Nj—7°

A={ng:t>km<m}CN

kiimesi vardir.
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Tamm 2.68. (Li vd., 2020) (M, u,*) bir bulanik metrik uzay ve (x,) M’de bir dizi
olsun. Eger, her € € (0,1) ve u > 0 i¢in

O({keN: u(xp,xy,u) <l—€})=0

olacak bigimde bir N € N sayis1 varsa (x,) dizisi bir istatistiksel Cauchy dizisi olarak

adlandirilir.

Teorem 2.69. (Li vd., 2020) (M, i, *) bir bulanik metrik uzay ve (x,) M’de bir dizi

olsun. Eger, (x,) dizisi istatistiksel yakinsaksa (x,) bir istatistiksel Cauchy dizisidir.

Teorem 2.70. (Li vd., 2020) (M, u,*) bir bulanik metrik uzay ve (x,) M’de bir dizi
olsun. O halde, (x,) dizisi bir istatistiksel Cauchy dizisidir gerek ve yeter kosul 6(A) =1 ve
lim  p(xp,,%n,,u) = 1 olacak bigimde bir

Ny, p—>00

A={ng:t>kn<m}CN

kiimesi vardir.
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UCUNCU BOLUM
BULANIK METRIK UZAYLARDA IDEAL YAKINSAKLIK VE IDEAL CAUCHY
DIZILERI

Bu boliimde, bulanik metrik uzaylarda ideal yakinsaklik, ideal Cauchy dizisi,
I* —yakinsaklik ve I* —Cauchy dizisi kavramlar1 tanimlandi. Ideal yakinsaklik kavraminin
yakinsakligin sagladig1 bazi 6zellikleri saglayip saglamadig arastirildi. Bunlara ek olarak,
bu uzaylarda ideal yakinsaklik ile ideal Cauchy dizisi ve I*—yakinsaklik ile /*—Cauchy
dizisi arasindaki iligkilere yer verildi. Son olarak, ideal yakinsaklik ile /*—yakinsaklik ve

ideal Cauchy dizisi ile I* —Cauchy dizisi arasindaki iligki incelendi.

Tanim 3.1. (M, u, *) bir bulanik metrik uzay, 7, N kiimesi iizerinde bir 6z ideal, (x;,)

M’de bir dizi ve xo € M olsun. Eger, (x,) dizisi her € € (0,1) ve u > 0 i¢in
A(u,e) ={n e N: pu(xp,xo,u) <l—e} el
kosulunu sagliyorsa (x,) dizisi xo elemanina p (/)—yakinsak denir ve

w(I) — lim x, = xo

n—oo

1
veya x, LGN xo bi¢iminde gosterilir. Burada, xo, (x,) dizisinin bir pt(7)—limit noktasi olarak

adlandiriir.

Not 3.2. Eger, / admissible bir ideal ise bulanik metrik uzaylarda yakinsaklik
w(I)—yakinsaklig1 gerektirir.

Ornek 3.3.

i. Eger,
I =1y ={A C N:A sonlu bir kiimedir}

segilirse /7, N iizerinde bir admissible ideal olur ve u(I)—yakinsaklik bulamk metrik

uzaylardaki yakinsakliga denk olur.
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ii. Eger,
I=1I5={ACN:6(A) =0}

secilirse /5, N iizerinde bir admissible ideal olur ve p(I)—yakinsaklik bulanik metrik

uzaylardaki istatistiksel yakinsakliga denk olur.

Teorem 3.4. (M, 1, *) bir bulanik metrik uzay, I, N kiimesi tizerinde bir admissible

ideal, (x,) M’de bir dizi ve xg,x; € M olsun. O halde,
i. Her sabit (xq,xo,...,Xo,...) dizisi xo noktasina p(I)-yakinsaktir.
ii. Eger, u(I)— lim x, = xo ve u(I) — lim x, = x; ise xo = x dir.
n—yoo n—oo

iii. Eger, I bir sonsuz kiime iceriyorsa u(I) — lim x, = xq iken (x,) dizisinin xy sayisina
n—yoo

L (I)—yakinsak olmayan bir (y,) alt dizisi vardir.

KANIT. (M,u,*) bir bulanik metrik uzay, I, N kiimesi iizerinde bir admissible

ideal, (x,) M’de bir dizi ve xp,x; € M olsun.
i. Kabul edelim ki, (x,,) = (xo,x0,X0,--.,X0,-..) olsun. Her € € (0,1) ve u > 0 i¢in

W (xp,x0,u) = U(xp,x0,u) =1>1—¢

oldugundan (x,) dizisi yakinsaktir. Ayrica, I bir admissible ideal oldugundan (x,) dizisi

(I)—yakinsak olur.

ii. Kabul edelim ki, (x,), u(I)—yakinsak iken yakinsadigi nokta tek olmasin. Yani,
pu(I) — lim x, = xo, u(I) — lim x,, = x| ve xo # x olsun. u > 0 ve € = %, (n=2,3,...)
n—oo n—oo

secelim. O halde, Not 2.33’dan
N\A ={n: u(x,,x0,u) >1—¢€}, N\B={n:u(xy,x,u) >1—¢€} e F(I)

kiimeleri vardir. Bu durumda, (N\ A) N (N\ B) € F(I) olur. Dolayistyla, her € € (0,1)
ve u > 01i¢in

u('xm’x()?u) >1l-¢ Venu(xnﬁxlau) >1—¢
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iii.

olacak bicimde bir m € N vardir. Buradan, u(xg,x;,u) = 1 bulunur. Bu ise xo # x|

olmastyla gelisir. O halde, (x,) u(I)—yakinsak iken yakinsadig1 nokta tektir.

Kabul edelim ki, A = {n : t > k, n; < n,} C N sonsuz kiimesi / idealine ait olsun.
B=N\A={my:t >k m <m}

alalim. 7 bir admissible ideal oldugundan B kiimesi de sonsuz ¢oklukta elemana sahiptir.

X0, NEA

X1, nEB

bi¢ciminde bir dizi tammlansin ve xo # x; olsun. u(l)— ILm Xp = xo oldugu aciktir.
n—oco
Ayrica,  (xp,) = (x1,x1,...,X1,...), (x,) dizisinin sabit bir alt dizisi olup
u(l) — liin Xm, = x1. Dolayistyla, I bir sonsuz kiime iceriyorsa p (/) — lgn Xn = X0
My —>0 n—oo

iken (x,) dizisinin xo sayisina u(I)—yakinsak olmayan bir (y,) alt dizisi vardir.

Tamm 3.5. (M, i, *) bir bulanik metrik uzay, I, N iizerinde bir admissible ideal ve

(x,) M’de bir dizi olsun. Eger, her € € (0,1) ve u > 0 igin

A(u,e) ={neN: ulx,xy,u)<l—e}el

olacak bicimde bir N € N sayis1 varsa, (x,) dizisine M iizerinde bir p(I)—Cauchy dizisi

denir.

Teorem 3.6. (M, 11, *) bir bulanik metrik uzay ve I, N kiimesi iizerinde bir admissible

ideal olsun. O halde, her u(I)—yakinsak dizi p(7)—Cauchy dizisidir.

KANIT. Kabul edelim ki (M,u,*) bir bulanik metrik uzay, I, N iizerinde bir

admissible ideal ve u(I) — li_I>n Xn = Xo olsun. O halde, her € € (0,1) ve u > 0 igin
n—roo

A(u,e) ={neN: u(xp,xo,u) <l—ge} el
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olur. Admissible ideal tanimindan N ¢ A(u, €) olacak bigimde bir N € N vardir.
Kabul edelim ki,
B ={neN: 1(vxwu) < 5(e)}

olsun. O halde,

=) o)

esitsizliginden her n € B i¢in

6(e)=(1—g)x(1—€)=u (xn,xo,g> * U (XN,xo,g)

olur.  Ayrica, N ¢ A(u,€) oldugundan p(xy,xo,u) > 1 — € saglamir.  Dolayisiyla,
U (xp,x0,u) < 1 —€ ve n € A(u,€) olur. Bu durumda, her € € (0,1) ve u > 0 igin
B C A(u,€) €I elde edilir. Sonug olarak, (x,) dizisi u(I)—Cauchy dizisidir. O

Tamm 3.7. (M, i, ) bir bulanik metrik uzay, 7, N kiimesi iizerinde bir admissible

ideal, (x,) M’de bir dizi ve xy € M olsun. Eger,

lim p(xp,,x0,u) =1 3.1

hk%w

olacak bicimde bir

H:{hkll‘>k,hk<h,}EF([)

kiimesi varsa (x,) dizisi xo elemanina u (I*)—yakinsaktir denir ve p(I*) — lgn Xpn = X veya
n—roo

Xn M) X0 bigiminde gosterilir.

Teorem 3.8. (M, 1, *) bir bulanik metrik uzay, I, N kiimesi tizerinde bir admissible
ideal, (x,) M’de bir dizi ve xo € M olsun. Eger, u(I*) — lim x, = xo ise u(I) — 1i_r>n Xpn = X0
n—oo n—oo
dir.

KANIT. Kabul edelim ki, 7, N iizerinde bir admissible ideal ve p(I*) — lim x,, = xo
n—soo
olsun. O halde,
H:N\K:{hklt>k,hk<h;}
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olacak bigimde (3.1) sartin1 saglayan bir K € I kiimesi vardir. u > 0 ve € € (0,1) igin (3.1)

ifadesinden n > kg iken p(x,,xo,u) > 1 — € olacak bigimde bir kg € N vardir.
A(u78) = {I’l : /.L(Xn,X(),Lt) <1- 8}

alinirsa

A(M,S) C KU{hlah27-"7hk0}

elde edilir. / bir admissible ideal ve K € I oldugundan
KU{hl,hz,. .. ,hko} el

olur ve dolayistyla A(u,€) € I olur. Yani, u(7) — lim x, = xp elde edilir. O
n—soo

Ornek 3.9. Ornek 2.59’da (R, |.|) metrik uzay1, a*b = ab t-normuve k =m=n= 1
icin
u

1 xr,x,u) = i, —

bulanik metrigini ve Ornek 2.29°de verilen I = K idealini alalim. Kabul edelim ki, xo R’ nin

bir y1g1lma noktasi olsun. x( yigilma noktast oldugundan lim pt(x,,xo,u) = 1 olacak bi¢imde
n—oo

R’de bir (x,) dizisi vardir. j=1,2,... i¢in n € T} ise y, = x; olacak bi¢imde bir (y,) dizisi

tanimlansin. € € (0,1) ve u > 0 i¢in % < € olacak bicimde bir m € N segilsin. O halde,
A(u,e) ={neN: u(yp,x,u) <1—€e} CTTULU...UT,

olur. Dolayistyla, ideal tanimindan A(u,€) € I ve buradan u(l) — lgn yn = xo elde edilir.
n—roo

Varsayalim ki p(7*) — lim y, = x¢ olsun. O zaman
n—soo
H={my:t>km<m}ecl
olacak bigimde bir lim g (y,,xo,u) = 1 vardir. Idealin tanimindan,
n—soo

HCTUThU...UT,

olacak bi¢imde bir s € N vardir. Ancak, T C N\ H ve sonsuz sayidaki k’lar i¢in y,,, = HLI

bi¢imindedir. Bu yiizden, ligl M (Ymy,X0,u) = 1 gergeklenmez.
My —>°
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Teorem 3.10. (M, 1, x) bir bulanik metrik uzay, /, N kiimesi iizerinde bir admissible

ideal, (x,) M’de bir dizi ve xy € M olsun.

i. Bger, I ideali (TO) kosulunu saglhyorsa (/) — 1i_r>n Xn = xo iken u(r*) — li_r>n Xn = X0
n—oo n—oo

olur.

ii. Eger, M en az bir y1gi1lma noktasina sahipse ve p(I) — 1i_r>n Xpn = xo iken p(I*) — li_r>n Xp =
n—roo n—-oo

xo oluyorsa I ideali (TO) kosulunu saglar.

KANIT. (M,u,*) bir bulanik metrik uzay, /, N kiimesi iizerinde bir admissible
ideal, (x,) M’de bir dizi ve xy € M olsun.

i. Kabul edelim ki, x,, M xo ve I, (TO) kosulunu saglasin. O halde, heru >0 ve € € (0,1)
i¢cin

A(u,€) ={n eN: u(xy,xo,u) <l—ge} el

olur. Ote yandan,

1
P = {n € Nt p(xp,x0,u) < 5}

k—1 k
Pk:{nENIT<H(XH,XO,M)SH—1},]€22

olacak bigimde ki her bir P; € I (j = 1,2,...) ve i # j i¢in PN P; = 0 olur. I, (TO)

kosulunu sagladig1 icin PjAR; (j = 1,2,...) sonlu bir kiime ve R = |J R; € I olacak
=1
bicimde R; C N kiimeleri vardir. H = N\ R olmak iizere

r}glolo Xn = X0 3.2)
neH

oldugunu kanitlamak yeterlidir.

u € (0,1) ve u > 0 olsun. % < U olmak iizere bir m € N segilsin. O halde,

m+1
{neN: u(xy,xo,u) <1—p}C {n € Nt (xp,x0,u) < 1—;} c e
j=1
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iL.

m+1

elde edilir. |J P; € I oldugundan {n € N: pt(x,,x0,u) <1—u} €1 olur. Ayrica, P;AR;
j=1

(j=1,2,...) sonlu oldugundan,

m—+1 m—+1
=1 =1

m+1
olacak bi¢imde bir ne € N sayisi vardir. Eger, n > n¢ igin n ¢ R secilirsen ¢ |J R; ve
j=1
m+1
dolayistylan ¢ (J Pj olur. O halde,
j=1
m+1
{neN: pu(xy,x0,u) <1—pu}C U P;
j=1

oldugundan n € {n € N : pu(x,,x0,u) > 1 — u} elde edilir. Sonug olarak, (3.2) saglanir.

Kabul edelim ki xg, M’in bir yigilma noktast ve u(l) — r}grolo X, = xo iken
w(r) —r}glgo Xn, = xo saglansin. xp yigilma noktasi oldugundan r}glgo W (X, x0,u) =1
olacak bigimde M’de bir (x,) dizisi vardir. {P, Ps,...}, I idealinin ayrik alt kiimelerinin
bir simfi olsun. j = 1,2,... icin n € P; ise y, = x; olacak bigimde bir (y,) dizisi

tanimlansin. € € (0,1) ve u > 0 i¢in % < € olacak bigimde bir m € N segilsin. O halde,
A(u,e) ={neN: u(yp,x,u) <1—€e} CPUPL,U...UP,

olur. Dolayisiyla, ideal tamimindan A(u, €) € I ve buradan pu () — li_r)n yn = Xo elde edilir.
n—roo
Bu yiizden
u(Ir) — nlglolo)’n = X0

olur ki p(I*)—yakinsaklik tanimidan R € I ve N\ R = {my : t > k, my < m;} i¢in

lim  y,, = xo 3.3)

My —ro°
miEN\R

olur. R; =P;NR (j=1,2,...) alalm. Her j € Ni¢in

(PiNR) CPjel
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olup R; € I elde edilir. Ustelik,

o>} oo

URri=U®RnP)=RO{JPCR
=1 j=1 =1

elde edilir, R € I oldugundan |J R; € I olmasi gerektirir. lim p(yp,,xo,u) = 1
j:1 My —ro°
oldugundan limit tanim1 geregince her € € (0,1) ve u > 0 i¢in

{mr € N: u(ym,,x0,u) <1—€} CN\R
kiimesi sonlu elemana sahiptir.
A(u,e) ={neN: u(y,,xo,u) <1—€} CPUP,U...UP,
ifadesinden N\ R kiimesi ile P; sadece sonlu sayida ortak elemana sahiptir. Buradan,
P; C (PiNR)U{my,my,...}
olacak bi¢imde bir kg € N sayis1 vardir. Son olarak, her j € N icin
Rj\Pj=R;jNR;=(P,NR)NP; =10

oldugundan

PiAR; = (P;\R;)U(R;\ Pj) = P;N(N\R)

olup P;AR; sonlu olur. Bu ise I idealinin (TO) sartin1 sagladigin gosterir.

Teorem 3.11. (M,p,«) bir bulanik metrik uzay ve I, N kiimesi iizerinde bir
admissible ideal olsun. Eger, M yi8ilma noktasina sahip degilse u(l) ve pu(I*)—
yakinsaklik denktir.

KANIT. I, N iizerinde bir admissible ideal, M bir bulanik metrik uzay, xo € M ve

Xn M Xxo olsun. Teorem 3.8’den dolayi, x, M Xxo oldugunu ispatlamak yeterlidir. M
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y1gilma noktasina sahip olmadigi i¢in
D(x0785u) = {X eEM: ,LL(X,X(),L{) >1 _8} = {XO}

olacak bi¢imde bir € € (0,1) ve u > 0 vardir. Kabulden, {n € N: u(x,,xo,u) <1—€e} el

olur. Dolayisiyla,

{neN:ulx,,xp,u)>1—e}={neN:x,=xp} € F(I)

ve X, M xp elde edilir. ]

Teorem 3.12. (M, u, ) bir bulamk metrik uzay, I, N iizerinde (TO) kosulunu
saglayan bir ideal, (x,) M’de bir dizi ve xo € M olsun. O halde, asagidaki kosullar denktir:

ey _r}i_r}oloxn = X0

ii. x=y+z, li_r>n U (yn,x0,u) = 1 ve supp(z) = {n € N : z, # Oy} € I olmak iizere
n—soco
y = (¥n),2 = (zx) € M dizileri vardur.

KANIT. (M,u,*) bir bulanik metrik uzay, I, N iizerinde (TO) kosulunu saglayan
bir ideal, (x,) M’de bir dizi ve xg € M olsun.

(=) Kabul edelim ki, u(7) — lim x, = xo olsun. Bu durumda, Teorem 3.10 den,
n—oo

hlim e (xp, ,x0,u) = 1 olacak bigimde bir H = {hy : t > k, hy < h;} € F(I) kiimesi vardir.
ke

X, neH
Yn = (3.4)
Xp, nec N\H

bi¢ciminde bir dizi tanimlansin. Dolayisiyla, lim p(y,,xo,u) = 1 olur. Ayrica, n € N i¢in
n—soo

Zn = Xn — yn olsun. O halde, (y,) dizisinin tanimindan
{keN:xx #w} CN\Hel
olur. Dolayistyla, supp(z) = {k € N:zx # Oy} € I ve (3.4)’den her n € N i¢in x, = y, + 2,
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dir.

(«=:) Simdi tersine, y = (y,) ve z= (z,), M kiimesi iizerinde iki dizi olsun. Bu diziler,

x=y+z, li_r>n U (yn,x0,u) = 1 ve supp(z) € I saglasin.
n—oo
w(l)— lim x, = xo 3.5)
n—oo

oldugu ispatlansin. Kabul edelim ki, H = {l € N : gz, = 0} C N olsun.
supp(z) = {hx € N:z,, # 0} €I oldugundan, H € F(I) vardir. Dolayisiyla, n € H iken

Xxp, = yy elde edilir. Bu yiizden,

lim g (xp, ,x0,u) =1
hkﬂoo

olacak bicimde bir H = {hy : t > k, hy < Iy} € F(I) kiimesi oldugu elde edilir. Teorem
3.10°den (3.5) saglanir. O

Tamm 3.13. (M, i, *) bir bulanik metrik uzay, /, N tizerinde bir admissible ideal ve
(xn) M’de bir dizi olsun. Eger,

lim Xp,,Xp u) =1
hk,hp—m'u( k2= p? )

olacak bicimde bir

H={h:t>k h<h}ecF(I)

kiimesi varsa (x,) dizisine M iizerinde u(I*)—Cauchy dizisi denir.

Teorem 3.14. (M, ., *) bir bulanik metrik uzay, /, N iizerinde bir admissible ideal ve

(xn) M’de bir dizi olsun. Eger, (x,) u(I*)-Cauchy dizisiyse u(7)-Cauchy dizisidir.

KANIT. Kabul edelim ki (x,) bir u(7*)-Cauchy dizisi olsun. Bu durumda, her u >
0,e€(0,1) ve k, p > ko igin W (xp,, Xp,,u) > 1 — € olacak bigimde bir

H=N\K={h:t>k h<h}ecF()
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kiimesi vardir. N = A4 segilsin. O halde, her u > 0 ve € € (0, 1) icin
/.L(xhk,xN,u) >1—¢, k>koy

vardir.

A:{I’ZGN:[.L(XH,XN,M)S1—8}CKU{h] </’l2<...</’lk0}

icin K € I oldugundan
KU{h <hy<..<h}el

olur ve [ idealinin tamimindan A € [ elde edilir. Dolayisiyla, (x,) p(/)—Cauchy dizisidir. [

Teorem 3.15. (M, i1, x) bir bulanik metrik uzay, I, N iizerinde bir admissible ideal ve
(x,) M’de bir dizi olsun. Eger, I ideali (TO) kosulunu sagliyorsa (x;) dizisi u(/)—Cauchy
dizisi iken p(I*)—Cauchy dizisi olur.

KANIT. Kabul edelim ki (x,) M iizerinde bir u(/)—Cauchy dizisi ve I, (TO)

kosulunu saglayan admissible bir ideal olsun. O halde, her € € (0,1) ve u > 0 i¢in
{neN:ulx,,xyu)<l—ge}el

olacak bi¢imde bir N € N sayis1 vardir. m; = N (%) olacak bi¢imde i = 1,2,... i¢in

— 1
S; = {ne N & (X, X, 1) > ZT}

segilsin. i = 1,2,... i¢in S; € p(I) oldugu agikur. I ideali (TO) kosulunu sagladigindan
dolay1, Onerme 2.34 den S € p(I) ve tiim i indisleri igin S\ S; sonludur. Kabul edelim ki
k > % olmak iizere € € (0,1), u > 0 ve k € N olsun. Eger, n,m € S ise, S\ S sonlu bir
kiimedir. Dolayisiyla, her m,n > j(k) i¢cin m € Sy ve n € Sy olan j = j(k) vardir. Bu yiizden,
her n,m > j(k) i¢in (X, Xy, , u) > % ve W (X, X, , 1) > % olur. Bu durumda, m,n > j(k)
icin

W (X, X ut) > 1 (xn,xmk,g> * L (xm,xmk,g) >(1—¢)x(l—€)=48(¢)

elde edilir. Sonug olarak,

nvyfgw.u(xn,xma u)=1

n,mes
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olur. O]

Teorem 3.16. (M, 11, *) bir bulanik metrik uzay, I, N kiimesi iizerinde bir admissible
ideal ve (x,) M’de bir dizi olsun. Eger, (x,) dizisi u(I*)— yakinsak ise (x,) dizisi
W (I*)—Cauchy dizisidir.

KANIT. (M,u,*) bir bulanik metrik uzay, I, N iizerinde bir admissible ideal, (x;,)

NPT I
M’de bir dizi ve x, M Xxo olsun. O zaman,

lim g (xp, ,x0,u) =1
hk%m

olacak bicimde bir

H={h:t>k h <h}eF(I)

kiimesi vardir.

u u
ot 010) = 1 (30,5 ) e (0,000, 5 ) > (1= ) (1= ) = 8(e)

esitsizligi diisiiniiliirse,
lim  w(xp,,x, ,u) =1
hyshp—reo (5 Xy )

olur. Yani, (x,) dizisi u(I*)—Cauchy dizisidir. O
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DORDUNCU BOLUM
w(I)—LIMIT NOKTALARI VE 1 (I)-YIGILMA NOKTALARI

Bu bolimde, bulanik metrik uzaylarda w(/)—limit noktalar1 ve p(7)-yigilma
noktalar1 kavramlar1 tanimladi. Ayrica, bu kavramlar arasindaki iliski analiz edildi. Son

olarak, pt(I)-y18ilma noktalart kiimesinin kapali bir kiime oldugu gosterildi.

Tamm 4.1. (M, i, ) bir bulanik metrik uzay, I, N kiimesi iizerinde bir admissible

ideal, (x,) M’de bir dizi ve xg € M olsun. Eger,
lim g (xp, ,x0,u) =1

hkﬂoo

olacak bicimde bir

H={h:t>kh<h} &I

kiimesi varsa xo elemanina (x,) dizisinin bir p(7)—limit noktas1 denir.

Tamm 4.2. (M, i, ) bir bulanik metrik uzay, 7, N kiimesi iizerinde bir admissible

ideal, (x,) M’de bir dizi ve xy € M olsun. Eger, her u > 0 ve € € (0, 1) i¢in
{neN:ulxy,xo,u) >1—¢€} ¢1

saglaniyorsa x( elemanina (x,) dizisinin bir u(7)—y1gilma noktas1 denir.

x = (x,) dizisinin tim p(7)—limit noktalar1 ve p(7)—yigilma noktalart kiimeleri,

strastyla, u(7)(Ay) and u(I)(Iy) biciminde gosterilir.

Onerme 4.3. (M, i, ) bir bulanik metrik uzay, I, N kiimesi iizerinde bir admissible

ideal ve x = (x,,) M’de bir dizi olsun. O halde, u(I)(Ay) C u(I)(T'y) saglanir.

KANIT. I, N kiimesi iizerinde bir admissible ideal, x = (x,), M’de bir dizi ve xq €
w1(I)(Ay) olsun. O halde,

lim p(xp,,x0,u) =1 4.1)

hk%w
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olacak bigimde bir H = {hy : t > k, ly < h;} ¢ I kiimesi vardir. € € (0,1) ve u > 0 i¢in (4.1)
esitligi dikkate alindiginda k > ko icin p(xy, ,xo,u) > 1 — € olacak bigimde bir ko € N vardur.
Dolayisiyla,

H\{hi,hy,....h,} C{n e N:u(x,,xo,u) >1—-¢}

olur ve bundan dolayt {n € N : u(x,,xp,u) > 1—¢€} ¢ I elde edilir. Yani, xo € u(I)(T)
olur. ]

Teorem 4.4. (M, 11, *) bir bulanik metrik uzay, /, N tizerinde bir admissible ideal ve

x = (x,) M’de bir dizi olsun. O halde, p(7)(I'y) kiimesi M iizerinde kapalidir.

KANIT. I, N iizerinde bir admissible ideal, x = (x,), M’de bir dizi, x, € u(I)(Iy),
u>0veee(0,1)olsun. O halde, xo € D(x2,€,u) N u(I)(Tx) olur. Kabul edelim ki

D(xq,0,u) C D(x2,€,u)
olacak bigimde bir 8 € (0, 1) ve u > 0 olsun. Dolayisiyla,
{neN:u(xo,xp,u) >1-68} C{neN:u(x,x,,u)>1—¢}

elde edilir. Sonug olarak, {n € N : u(xy,xp,u) >1—€} ¢ Ivex, € u(I)(I'y) bulunur. [
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BESINCI BOLUM
SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, George ve Veeramani (1994) anlaminda bulanik metrik uzay
kavrami kullanarak, bulanik metrik uzaylarda yakinsaklik ve istatistiksel yakinsakligin bir
genellestirmesi olan ideal yakinsaklik kavrami tamimlandi. Ayrica, p(I*)—yakinsaklik,
w(I)—Cauchy dizileri, p(I*)—Cauchy dizileri kavramlari inceledi ve bu kavramlarin temel
ozellikleri analiz edildi. Bunlara ek olarak, bulanik metrik uzaylarda p(7)-limit noktalari ve
w(l)—yigilma noktalart kavramlari tanimlandi ve bu kavramlar arasindaki baglanti

incelendi.

Daha sonraki caligmalarda, bulamik bir metrik uzayda Lacunary yakinsamanin
burada sunulan kavramlar ve sonuclar kullanilarak tanimlanabilecegine ve temel

ozelliklerinin calisilabilecegine inaniyoruz.
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