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OZET
YARIGRUP CESITLERINDE YARIASALLIGIN KAYNAGI
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Danigsman: Dr. Ogr. Uyesi Didem YESIL
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Bu calismada, verilen ¢esitli S yarigruplari i¢in Sg = {a € S | aSa = (0) } bi¢iminde
tanimlanan yariasalligin kaynagi kiimesinin bazi 6zellikleri incelenecektir. Bu calismanin
amaci, matematigin ve ozellikle cebirin 6nemli konularindan biri olan yarigrup teorisinde
elde edilecek genellemeler ve baglantilar ile problemlere etkili ¢oziimler getirmektir. Ayrica
bu konunun yarigrup cesitlerinde arastirilmasi hem literatiire yeni tanim ve problemler
ekleyecek hem de halka teorisi ile yarigrup teorisi arasinda iligkiler kurulmasina yardimci

olacaktir.

Anahtar sozciikler: Yariasal Yarigup, indirgenmis Yarigrup, Idempotent Yarigrup,

Sifir Bolensiz Yarigrup, Tersinir Yarigrup, Tamamen Regiiler Yarigrup

v



ABSTRACT

THE SOURCE OF SEMIPRIMENESS ON SEMIGROUP TYPES

Rasie MEKERA
Canakkale Onsekiz Mart University
School of Graduate Studies
Master of Science Thesis in Mathematics
Advisor: Asst. Prof. Dr. Didem YESIL
01/26/2022, 54

In this study, some properties of the source set of semiprimeness defined as
Ss={a € S|aSa=(0)} for the types semigroups S will be examined. The aim of this
study is to get effective solutions to problems with generalizations and connections to be
obtained in semigroup theory which is one of the important subjects of mathematics and
especially algebra. In addition, investigating this subject in semigroup types will both add
new definitions and theorems to the literature, and help establish the relationships between

ring theory and semigroup theory.

Keywords: Semiprime Semigroup, Reduced Semigroup, Idempotent Semigroup,

Non-zero Divisor Semigroup, Inverse Semigroup , Completely Regular Semigroup
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IKINCI BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde, tezin sonraki boliimlerinde kullanilacak olan bazi temel tamim ve

teoremler verildi.

Tanim 2.1. S bostan farkli bir kiime ve - : S X § — § ikili igslemi tanimlansin. Her
a,b,c € S i¢in a.(b.c) = (a.b).c (birlesme ozelligi) kosulu saglaniyorsa, S kiimesine bir

yarigrup denir.

Tamim 2.2. S bir yarigrup olsun. Her x € § i¢in e.x = x.e = x olacak sekilde e € S
varsa e elemanina birim eleman denir. S yarigrubuna da monoid adi verilir. S yarigrubunun

birim elemani 15 ile gosterilecektir. O halde,

gl S, lgeSise
SU{l}, Ig¢ S ise

seklindedir.

Tamim 2.3. § bir yarigrup olsun. x € S i¢in x.y.x = x ve y.x.y = y olacak sekilde en az

bir y € S eleman1 varsa x elemanina tersinir eleman, y elemanina da x in bir fersi denir.

Uyari 2.4. Yarigruplarda bir elemanin tersi tek olmak zorunda degildir.

Uyan 2.5. S bir yarigrup olsun. S monoid ise a € S i¢in a.a~! = a~'.a = 15 olacak

sekilde a~! € S varsa a elemanina tersinir eleman denir.

Tamim 2.6. S monoidinin her elemani tersinir ise S ye bir grup denir.

Tamm 2.7. S bir yarigrup olsun. Her a € S igin S # {z} olmak iizere z.a =a.z =z

olacak sekilde z € S varsa z elemanina sifir eleman denir. S yarigrubuna da sifirli yarigrup



denir. S yarigrubunun sifir elemani Oy ile gosterilecektir. O halde,

0 S, OseSise
SU{0} , Os ¢ S ise

seklindedir.

Tanmm 2.8. S bir yarigrup olsun. Her x,y € § i¢in x.y = y.x ise S yarigrubuna

degismeli yarigrup denir.

Tanmim 2.9. S bir yarigrup ve @ # A C S olsun. Her x,y € A i¢in x.y € A ise A kiimesine

S yarigrubunun altyarigrubu denir.

Uyari 2.10. (S, .) bir yarigrup olmak iizere her x,y € S i¢in x.y = xy ile gosterilecektir.

2

Tamim 2.11. S bir yarigrup ve e € S olsun. e~ = e ise e elemanina idempotent eleman

denir. Yarigrubun biitiin elemanlar1 idempotent ise S yarigrubuna idempotent yarigrup denir.

Tanmim 2.12. S bir yarigrup olsun. Bir x € § i¢in xyx = x olacak sekilde en az bir
y € § varsa x elemanina regiiler eleman denir. Yarigrubun biitiin elemanlar regiiler ise S

yarigrubuna regiiler yarigrup denir.

Lemma 2.13. Her regiiler elemanin bir tersi vardir.

KANIT. x € § regiiler eleman olsun. O zaman xyx = x olacak sekilde en az bir
y € § vardir. yxy = y(xyx)y = y(x)yxy = y(xyx)yxy = (yxy)x(yxy) oldugundan yxy regiiler
elemandir. Dolayisiyla x(yxy)x = (xyx)yx = xyx = x saglanir. O halde x in tersi yxy

elemanidir. ]

Uyan 2.14. S bir regiiler yarigrup ise x € S icin xyx = x olacak sekildeki y € S teklikle

belirli olmak zorunda degildir.

Tamm 2.15. S bir yarigrup olsun. Her x € § icin xx~'x = x ve x " xx~! = x~! olacak



sekilde teklikle belirli x~! € S varsa S yarigrubuna tersinir yarigrup denir.

Uyari 2.16. Tersinir yarigrupta e € S idempotent eleman ise, e = ¢! dir.

1 1

Tanim 2.17. § bir yarigrup olsun. Her x € § i¢in xx— = x~x olacak

X=X VE XX

sekilde teklikle belirli x~! € S varsa S yarigrubuna tamamen regiiler yarigrup denir.

Tanmm 2.18. 0 # X kiimesi icin Ty = {a : X — X|a fonksiyon} kiimesine tam

transformasyon yarigrup denir.

Ornek 2.19. T3 tam transformasyon yarigrubunda,

1 23 1 23 1 23
X = , y g ve =
I 11 2 2 2 333
olsun.
1 23 1 23 1 23 1 23 . .
xXyx = = = x dir. Benzer sekilde
111 2 2 2 I 11 1 11

XZX = X, ZX7 = Z, yXy =y, yzy =y, zyz = z dir. Dolayisiyla x,y ve z tersinir elemanlardir. Her
elemanin tersi teklikle belirli olmadigindan 73 tersinir yarigrup degildir. Fakat 73 regiiler

yarigruptur. Ayrica xy = x # y = yx oldugundan 73 tamamen regiiler yarigrup degildir.
Ornek 2.20. (R, .) yarigrubunu diisiinelim.

Her a € R i¢in aba = a olan en az bir b € R oldugundan (R, .) regiiler yarigruptur.
Aym zamanda aa " 'a = a ve a 'aa™! = a~! olacak sekilde teklikle belirli a=! € R
oldugundan (R,.) tersinir yarigruptur. aa 'a = a ve aa~! = a~'a oldugundan (R,.)

tamamen regiiler yarigruptur.
Uyan 2.21. Biitiin gruplar regiiler yarigrup ve tersinir yarigruptur.
Tamm 2.22. Sifirli S yarigrubunun bir 0 # x € S icin xy = 0 olacak sekilde 0 #y € S

varsa x elemanina sol sifir bolen eleman, zx = 0 olacak sekilde 0 # z € S varsa x elemanina

sag sifir bolen eleman denir. Eger x hem sol sifir bolen hem sag sifir bolen ise x elemanina



stfir bolen eleman denir.

Tanim 2.23. S sifirh bir yarigrup olsun. S nin sifirdan farkli sifir bolen eleman yoksa

S yarigrubuna sifir bolensiz yarigrup denir.

Tamm 2.24. (S, ) bir yarigrup, A ve B, S nin iki altkiimesi olsun.

A-B={a-b:acA,beB}

olarak tanimlanir. Eger A = {a} ise {a} - B yerine a - B ve benzer sekilde B = {b} ise A - {b}

yerine A - b gosterimi kullanilir.

Tamim 2.25. S bir yarigrup ve @ # I C S olsun. IS C [ ise I ya S yarigrubunun sag
ideali, SI C I ise I ya S yarigrubunun sol ideali denir. I hem sol hem sag ideal ise / ya S

yarigrubunun bir ideali denir.

Tamim 2.26. /, S yarigrubunun bir ideali olmak iizere I # S ise [ idealine dz(proper)

ideal denir.

Tamm 2.27. S bir yarigrup ve a € S olsun. (a) = aS = {as : s € S} kiimesine a

tarafindan iiretilen esas ideal denir.

Tamim 2.28. P, S yarigrubunun bir proper ideali olsun. A ve B, S yarigrubunun iki
ideali olmak tizere AB C P iken A C P veya B C P saglaniyorsa P idealine S yarigrubunun

asal ideali denir.

Tamim 2.29. P, S yarigrubunun bir proper ideali olsun. a,b € S i¢in ab € P iken a € P

veya b € P oluyorsa P idealine tamamen asal ideal denir.

Tanmm 2.30. S sifirh bir yarigrup olsun. § yarigrubunda sifir ideali asal ideal ise S

yarigrubuna bir asal yarigrup denir.

Tanim 2.31. M, S yarigrubunun keyfi bir altkiimesi olsun. Eger a,b € M i¢in axb € M

olacak sekilde bir x € S elemani varsa M kiimesine bir m-sistem denir.



Tamim 2.32. § yarigrubunun carpma islemine gore kapali olan elemanlarinin bir

kiimesine ¢arpumsal sistem denir. Aslinda bu S nin bir altyarigrubudur.
Uyari 2.33. Carpimsal sistem m-sistemdir.

Tanim 2.34. S bir yarigrup ve A, S yarigrubunun bir ideali olsun.
V/ (A) ={r e S:ryiigeren her M(r) m-sistemi i¢in M(r)NA # 0}

kiimesine A idealinin asal radikali denir.

Tamim 2.35. S sifirh bir yarigrup olsun. S yarigrubunun asal radikali sifir idealinin

asal radikali olarak tanimlanir ve

V (8) = {s € S:syiigeren her M(s) m-sistemi i¢in 0 € M(s)}

seklindedir.

Tanmim 2.36. S bir yarigrup ve Q, S yarigrubunun bir ideali olsun. S yarigrubunda
herhangi bir A ideali icin A*> C Q iken A C Q saglaniyorsa Q idealine S yarigrubunun yariasal

ideali denir.

Tamm 2.37. Q, S yarigrubunun herhangi bir ideali olsun. a € Sicin a®> € Qikena € Q

oluyorsa Q idealine tamamen yariasal ideal denir.

Tamm 2.38. N, S yarigrubunun keyfi bir altkiimesi olsun. Eger a € N i¢in axa € N

olacak sekilde bir x € S eleman1 varsa N kiimesine bir n-sistem denir.

Tanmm 2.39. S sifirh bir yarigrup olsun. a € S i¢in a" = 0 olacak sekilde bir n pozitif
tamsayis1 varsa a elemanina nilpotent eleman denir. Bu sekildeki en kiiciik n pozitif

tamsayisina a elemaninin nilpotentlik indeksi denir.

Tanim 2.40. S sifirli bir yarigrup olsun. Sifirdan bagka nilpotent eleman: olmayan S

yarigrubuna reduced(indirgenmig) yarigrup denir.

7



Tamm 2.41. S sifirl bir yarigrup ve A, S nin bir ideali olsun. Eger A" = (0) olacak

sekilde bir n € Z™ varsa A idealine nilpotent ideal denir.

Tanim 2.42. S sifirl bir yarigrup olsun. a € S i¢in aSa = (0) iken @ = 0 oluyorsa S

yarigrubu yariasal olarak adlandirilir.

Tamim 2.43. S sifirl bir yarigrup ve A, S nin bir ideali olsun. A idealinin her elemant1

nilpotent ise A idealine nil ideal denir.

Onerme 2.44. Her nilpotent ideal nil idealdir.

Tamim 2.45. S bir yarigrup ve Q onun bir proper ideali olsun. Q C A C § olacak
sekildeki her A ideali icin Q = A veya A = § ise Q idealine S yarigrubunun bir maksimal

ideali denir.

Tamm 2.46. C(P) = {r € S : r ¢ P} kiimesine P nin S yarigrubundaki tiimleyeni

denir.

Tamim 2.47. x, S yarigrubu iizerinde bir denklik bagintis1 olsun. Vx,y,z € S i¢in
xky iken (zx)k(zy) ise k bagintisina sol kongriians ve xxy iken (xz)k(yz) ise K bagintisina
sag kongriians denir. Eger k hem sol kongriians hem de sag kongriians ise kK bagintisina

kongriians denir.

Tanmim 2.48. S bir yarigrup ve I, S yarigrubunun bir ideali olsun.
Kk=(IxI)U{(a,a):aeS\I}
bagintisini alalim. k bagintis1 bir kongriians bagintisidir. Eger Va,b € S icin
akb & a,beclveyaa=>b
saglantyorsa x kongriiansina modulo / ya gore Rees kongriians denir.

Gergekten,



1. x €ligin (x,x) € I xI oldugundan (x,x) € k dir. x € S\ i¢in (x,x) € {(a,a):a € S\I}

oldugundan (x,x) € k dir. Dolayisiyla xkx oldugundan yansima 6zelligi saglanir.

2. xKky olsun. (x,y) € k dir. (x,y) € I x I ise x,y € [ dir. O halde (y,x) € I x I olup
(y,x) € Kk dir. (x,y) € {(a,a) :a € S\ I} ise (x,y) = (a,a) olup x =y elde edilir.
Buradan, (y,x) € {(a,a) :a € S\ I} olur ve (y,x) € k dir. Dolayisiyla ykx oldugundan

simetri 0zelligi saglanir.

3. xKy ve ykz olsun. O zaman (x,y) € Kk ve (y,z) € kK dir. (x,y),(y,z) € [ xIise x,y,z €
dir. O halde (x,z) € I x I olup (x,z) € k elde edilir. (x,y),(y,z) € {(a,a) :a € S\I}
ise (x,y) = (a,a) ve (y,z) = (a,a) olup y = x ve z =y olur. Buradan x = z oldugundan
(x,z) € {(a,a) :a € S\ I} dir ve (x,z) € k olur. O halde xkz oldugundan ge¢isme

ozelligi saglanir. Dolayisiyla K bagintist bir denklik bagintisidir.

Simdi xKky yani (x,y) € K olsun. (x,y) € I x I ise x,y € [ dir. ¢ € S igin [ ideal
oldugundan xc,cx € I ve yc,cy € I olur ve buradan (xc,yc) € I x I ve (cx,cy) € I x 1

dir. O halde (xc,yc), (cx,cy) € k oldugundan (xc)k(yc) ve (cx)k(cy) saglanir.

(x,y) € {(a,a) :a € S\ 1} ise (x,y) = (a,a) ve x =y dir. ¢ € § igin xc = yc ve cx = ¢y

olur.  Bdylece (xc,yc),(cx,cy) € {(a,a) : a € S\ I} elde edilir O halde

(xc,yc), (cx,cy) € x oldugundan (xc)k(yc) ve (cx)k(cy) saglanir. Dolayisiyla K

bagintis1 bir kongriianstir.

Son olarak, x,y € S i¢in xky olsun. (x,y) € I x I ise x,y € I olur.

(x,y) € {(a,a) :a € S\ 1} ise (x,y) = (a,a) ve x =y olur. Dolayisiyla x,y € S i¢in
xkKy & x,yel veyax=y

dir.

Tanim 2.49. Rees kongriians k bagmtisinin denklik siniflari, a € S i¢in

a

{beS:(a,b)ex}



dir. Boylece a € I i¢in,

a={beS:(a,b)clxI}=1

veya a ¢ I i¢in,

a={beS:aeS\Iigin (a,b) € (a,a)} = {a}

seklindedir. O halde S yarigrubunun modulo k ya gore denklik simiflar1 7 ve her

a € S\ I i¢in tek nokta kiimesi {a} dir. Denklik siniflarin kiimesi S/ k gosterimi yerine
S/I gosterimi kullanilir ve S/I, S yarigrubunun modulo / ya gore Rees faktor yarigrubu

olarak tanimlanir.

Uyari 2.50. 7, S/I nin sifir elemanidur.

Tamm 2.51. (S, *) ve (T,0) iki yarigrup olmak iizere f : S — T bir fonksiyon olsun.
Eger her a,b € S i¢in
flaxb) = f(a)o f(b)

kosulu saglanmiyorsa f fonksiyonuna yarigrup homomorfizmast denir. f Orten ise f

homomorfizmasina yarigrup epimorfizmasi denir.

Tanim 2.52. /, S yarigrubunun bir ideali ise,

0:S—S/I, 0(a)=al

ile tamimlanan doniisiim bir yarigrup epimorfizmasidir. Bu yarigrup epimorfizmasina dogal

homomorfizma denir.

10



UCUNCU BOLUM
ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu boliimde, (Giri ve Wazalwar, 1993) ve (Park ve Kim, 1992) calismalar incelendi.
3.1. Degismeli Olmayan Yarigruplarda Asal idealler ve Asal Radikaller

M.Satyanarayana (1972) degismeli halkalarda tanimlanan asal ideal ve asal radikal
kavramlarim1 degismeli yarigruplar iizerinde calismigtir. Bu calismada Giri ve Wazalwar

(1993), M. Satyanarayana’nin ¢alismasini degismeli olmayan yarigruplara genellemislerdir.
3.1.1. Sonuclar

Sonug 3.1. S ve T iki yarigrup olmak tizere 8 : S — T bir yarigrup homomorfizmasi
olsun. A,B C S ve U,V C T idealleri icin 6~ 1(U)6~1 (V) C - 1(UV) dir.

KANIT. 6 fonksiyonunun ters goriintiisii 6! = {x € S:0(x) € T} seklindedir.
x€ 0-1(U)6~1 (V) alahm. O zaman x = ab olacak sekilde a € 8~ (U) ve b € 671(V)
vardir. Buradan 6(a) € U ve 6(b) € V elde edilir. Bu 08(a)6(b) € UV ve 6 homomorfizma
oldugundan 6(ab) € UV demektir. Boylece ab € 0-1(UV) yani x € 6~ (UV) olur.
Dolayisiyla 6~ 1(U)0~1(V) C -1 (UV) saglanur. O

Sonug 3.2. Yarigruplarda sag idealler i¢in azalan zincir kuralinin gegerli olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul S yarigrubunun sag ideallerinin bog olmayan her altkiimesinde bir

minimal sag ideal var olmasidir.

KANIT. = : Yarigruplarda sag idealler i¢in azalan zincir kurali gegerli olsun. O
zaman S yarigrubundaki sag ideallerin her azalan dizisi A; D Ay D ... duragandir. S
yarigrubunun sag ideallerinin keyfi bir A altkiimesini alalim. O zaman A altkiimesi

duragandir. Dolayisiyla S yarigrubunun bir minimal sag ideali vardir.

< : § yarigrubunun sag ideallerinin bos olmayan her altkiimesinde bir minimal sag
ideal olsun. Sag idealler i¢in bir azalan zincir durumu A; D Ay D ... alalim. Kabuliimiizden

bu zincir duragandir. Dolayisiyla yarigruplarda sag idealler icin azalan zincir kurali
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gecerlidir. [
3.1.2. Asal Idealler ve Asal Radikaller
Teorem 3.3. P, S yarigrubunun bir ideali olsun. O zaman asagidakiler denktir.
1. P bir asal idealdir.
2. a,be SicinaShb C Pikena € P veya b € P dir.
3. S'aS' ve $'bS!, S yarigrubunda esas idealler olmak iizere
(S'aS')(S'bS") C P iken a € P veya b € P dir.
4. U ve V, S yarigrubunda sag idealler olmak tizere UV C P iken U C P veya V C P dir.

5. U ve V, S yarigrubunda sol idealler olmak tizere UV C P iken U C P veya V C P dir.

KANIT. 1 = 2 : P bir asal ideal ve a,b € S i¢in aSh C P olsun. aSb C P iken
SaSbS C SPS C P olur. Bu yiizden (SaS)(SbS) C SaSSbS ve $? C S oldugundan
(SaS)(SbS) C SaSbS C P olur. P asal ideal oldugundan SaS C P veya SbS C P dir. Kabul
edelim ki SaS C P olsun. A = S'aS! icin

A3 = (S'aSh)(S'asS")(S'aS!) = (S'aS'S'as')(S'aS') C (S'aS'aS')(S'aS') =
(S'as'as'S'as") C (S'aS'aS'aS") = (S'aS")a(S'aS") elde edilir. S'aS' = {yaz:y,z € S'}
oldugundan keyfi bir x € S'aS! icin x = yaz olacak sekilde y,z € S vardir. y =z =1 ise
x=1lal =ae€Solur. y#1vez#ligina,y,z € Solup x = yaz € S elde edilir. Dolayisiyla
SlaS! C S elde edilir. Boylece (S'aS")a(S'aS') C SaS C P olur. Dolayisiyla A3 C P ve P
asal ideal oldugundan A C P sa8lanir. a € A icin a € P elde edilir. Benzer sekilde SbS C P
ve B = §'bS" olsun. B*> = (S'bS")(S'bS")(S'hS") C SHS C P olur. P asal ideal oldugunda
B C Pveb e Bigin b € P elde edilir.

2=3:a,bc SicinaSh C Pikena € P veya b € P olsun. Kabul edelim ki S'aS' ve
S'bS! esas idealleri igin (S'aS!)(S'hS') C P olsun. O halde arb € aSb igin
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arb = lalrlbl € (S'aS")(S'bS') C P oldugundan arb € P dir. Her r € § igin
saglandigindan aSh C P olur. Dolayisiyla (2) den aSh C P iken a € P veya b € P elde edilir.

3 = 4: S yanigrubunda S'aS! ve S'bS! esas idealleri igin (S'aS')(S'bS') C P iken
a € P veya b € P olsun. Kabul edelim ki § yarigrubunda U ve V sag idealleriicin UV C P ve
U Polsun. u € U iginu ¢ Pdir. vV alalm. (S'uS')(S'vs') C STuS's'vs! C STus'vs! C
S'UV C (UV)U(SUV) C PUSP C Polur. Buu € P veya v € P demektir. u ¢ P oldugundan
v € P dir. Dolayisiyla V C P saglanir.

4 = 5: U veV sag idealleri icin UV C P iken U C P veya V C P saglansin. Kabul
edelim ki U ve V, S yarigrubunda sol idealler olmak iizere UV C P ve U Z P olsun. Boylece
ucUiginu ¢ Pdir. vV alahm. (S'uS")(S'vsS') CUVS! C (UV)U(UVS) C Polur. S'us!
ve S'vS! sag idealler oldugundan (4) den S'uS! C P veya S'vS' C P dir. (3) den u € P veya
v € P dir. Ancak u ¢ P oldugundan v € P elde edilir. Dolayisiyla V C P saglanir.

S = 1: U ve V herhangi iki ideal olsun. Her ideal sol ideal oldugundan (5) den
UV C Piken U C P veyaV C P dir. Asal ideal tanimindan P asal idealdir. U]

Sonug¢ 3.4. P, S yarigrubunun bir ideali olsun. P nin asal ideal olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul S\ P nin bir m-sistem olmasidir.

KANIT. = : P asal ideal olsun. a,b € S\ P alalim. O zaman a,b ¢ P dir. Teorem
3.3 den aSbh £ P olur. Bu durumda axb ¢ P olacak sekilde bir x € S vardir. Bu axb € S\ P
demektir. Boylece a,b € S\ P i¢in axb € S\ P olacak sekilde bir x € S vardir. O halde S\ P

bir m-sistemdir.

< : S\ P bir m-sistem olsun. O zaman a,b € S\ P igin axb € S\ P olacak sekilde
bir x € S vardir. Buradan a,b ¢ P olur. Dolayisiyla a,b ¢ P i¢in axb ¢ P olacak sekilde bir
x € S vardir. Bu a,b ¢ P ve aSh P oldugunu gosterir. O halde Teorem 3.3 den P asal
idealdir. ]

Onerme 3.5. r € \/(A) ise 1 € A olacak sekilde bir n pozitif tamsayist vardir.

KANIT. re€4/(A) olsun. 1/ (A) kiimesinin tanimindan r € S olmak iizere r yi igeren
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her m-sistem M(r) i¢in M(r) NA # 0 dir. B= {r':i=1,2,...} kiimesini alalim. 7,/ € B
icin 'r/ = r'*/ = r* € B oldugundan B kiimesi ¢arpimsal sistemdir. Her carpimsal sistem
bir m-sistem oldugundan B bir m-sistemdir. i = 1 i¢in r € B oldugundan BN A # 0 dir. Bu

yiizden r* € A olacak sekilde bir n pozitif tamsayist vardir. 0

Teorem 3.6. Eger A, S yarigrubunda bir ideal ise 1/ (A), A y1igeren S yarigrubundaki

tim asal ideallerin arakesitidir.

KANIT. Heri€[ig¢in P, S yarigrubunda bir asal ideal olmak iizere A C P; oldugunu
varsayahm. r € y/(A) alalim. r ¢ P, ise P; asal ideal oldugundan Sonug 3.4 den C(P;) bir
m-sistemdir. Bu yiizden C(P) NA # 0 dir. Fakat A C P, oldugundan C(P,) NA = 0 olur.
Bu ise bir celigkidir. Dolayisiyla r € P, olmalidir. O halde /(A) C P, elde edilir. Buradan

(A) C NP saglanir. Simdi NP, C /(A) oldugunu gosterelim. r ¢ /(A) olsun. r ¢ /(A)
oldugundan S yarigrubunda bir m-sistem M(r) vardir 6yle ki r € M ve M(r)NA = 0 dir.
K={I:ACI, S nin ideali ve r € S i¢cin M(r) NI = 0} kiimesini diistinelim. A C A ve
M(r)NA = 0 oldugundan A € K dir. Yani K # 0 dir. Zorn Lemmasindan K kiimesinin bir P
maksimal ideali vardir 6yle ki M(r) NP =0 ve A C P dir. r € M igin r ¢ P olur. Simdi P nin
bir asal ideal oldugunu gosterelim. Teorem 3.3 dena ¢ P ve b ¢ P ise (S'aS')(S'hS') ¢ P
oldugunu gosterirsek ispat biter. Varsayalim ki a ¢ P ve b ¢ P olsun. P C PU(S'aS!), P nin
maksimaliginden PU (S'aS'), M nin bir m; elemanini icerir. Benzer sekilde P C PU(S'5S'),
M nin bir m, elemanin icerir. my,my € M i¢in M bir m-sistem oldugundan mxm, € M
olacak sekilde bir x € S vardir. mxmy € (PUS'aS")(PUS'bS') den m; € PU (S'aS!) ve
my € PU(S'bS") elde edilir. (S'aS')(S'bS") C P ise myxmy € P olur. Bu ise myxmy €
M(r) NP olmasini gerektirir. Bu ise bir celiskidir. Boylece (S'aS")(S'bS!) € P saglamr. O
halde P bir asal idealdir. ]

3.1.3. Yanriasal Idealler

Teorem 3.7. S sifirh bir yarigrup ve Q, S nin bir ideali olsun. S/Q Rees faktor
yarigrubunun sifirdan farkli nilpotent idealinin olmamasi icin gerek ve yeter kosul §

yarigrubunda Q idealinin yariasal ideal olmasidir.

KANIT. < : Q, S yarigrubunda yariasal ideal olsun. S/Q = S olmak iizere S
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tizerinde bir 6 dogal homomorfizmasini alalim. Varsayalm ki U, S/Q Rees faktor
yarigrubunda nilpotent ideal olsun. O zaman S yarigrubunda U”" = @ olacak sekilde n
pozitif tamsayis1 vardir. Q, S/Q yangrubunun sifir elemani olmak iizere
0~ (U") =6"1(0)=0Q ve (6-1(U))" C 6~ 1(U") = Q olur. Q yariasal ideal oldugundan

0-1(U) C Q ve dolayistyla U = (0) elde edilir. O halde S/Q Rees faktor yarigrubu sifir

olmayan nilpotent ideal icermez.

= : Kabul edelim ki S/Q Rees faktor yarigrubu sifir olmayan nilpotent ideal
icermesin.A, S yarigrubunda bir ideal olmak iizere A% C Q olsun. O halde
(8(A))> = B(A%) = A’2Q C §/Q ve S/Q sifir olmayan nilpotent ideal igermediginden
A? C Q oldugundan A2Q = Q = (0) olmak zorundadir. Buradan 6(A) = (0) elde edilir ve
A C Q saglanir. Dolayisiyla Q yariasal idealdir. [

Teorem 3.8. O, S yarigrubunun bir ideali olsun. O halde asagidakiler denktir.
1. Q bir yariasal idealdir.
2. ae SicinaSa C Qiken a € Q dur.
3. StasS!, s yarigrubunda esas ideal olmak iizere (S IasS! )2 C Qikena € Q dur.
4. S yarigrubunda U sag ideali i¢in U? C Q iken U C Q dur.

5. S yarigrubunda U sol ideali i¢in U? C Q iken U C Q dur.

KANIT. 1 = 2: Q bir yarniasal ideal ve a € S i¢in aSa C Q olsun. aSa C Q iken
SaSaS C SOS C Q olur. Boylece (SaS)(SaS) C SaSSaS C SaSaS C Q ve Q yariasal ideal
oldugundan SaS C Q elde edilir. A = S'aS" igin

A3 = (5'as")(S'aS")(S'aS") C (S'ash)a(S'aS!) olur. x € S'aS! icin x = yay olacak
sekilde y € S = SU {1} vardir. y = 1 alirsak x = lal = a € S dir. Buradan S'aS' C §
olur. Dolaysiyla A3 = (§'aS")? = (S'aS")a(S'aS') C SaS C Q saglanir. Q yariasal ideal
oldugundan A C Q dur. Buradan a € A i¢in a € Q elde edilir.
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2= 3:acSicinaSa C Qiken a € Q olsun. Kabul edelim ki S yarigrubunda S'aS!
esas ideali i¢in (S'aS')? C Q olsun. ara € aSa igin ara = lalrlal € (§'aS")(S'aS') =
(S'as")? C Q oldugundan ara € Q olur. Her r € S igin saglandigindan aSa C Q elde edilir.
Dolayisiyla (2) den a € Q saglanr.

3 = 4: S yarigrubunda S'aS! esas ideali icin (S'aS')? C Q iken a € Q olsun. Kabul
edelim ki S yarigrubunda U sag ideali icin U?> C Q olsun. u € U alalim.
(S'uS")? = (S'uS")(S'us") = S'uS'S'us' C S'us'us! C S'U? C U?USU? C Q elde edilir.
Dolayisiyla (3) den (S'uS')? C Q iken u € Q olur. O halde U C Q saglanur.

4 = 5: S yarigrubunda U sag ideali icin U? C Q iken U C Q ve kabul edelim ki S
yarigrubunda U sol ideali icin U? C Q olsun. u € U alalm. (S'uS")? = (S'uS")(S'uS') =
StuS'stus' C S'us'uS' CUS' CU?UU?S C Q elde edilir. Dolayisiyla (3) den

(S'uS")? C Q iken u € Q olur. O halde U C Q saglanir.

5 = 1: U herhangi bir ideal olsun. Her ideal sol ideal oldugundan (5) den U 2CcQ
iken U C Q dir. Yariasal ideal tanimindan Q yariasal idealdir. [

Teorem 3.9. S bir yarigrup ve Q, S yarigrubunun bir ideali olsun. S\ Q nun bir n-

sistem olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Q idealinin yariasal ideal olmasidir.

KANIT. < : Q bir yanasal ideal olsun. a € S\ Q alaim. O zaman a ¢ Q dur.
Boylece Teorem 3.8 den aSa € Q dur. Bu durumda axa ¢ Q olacak sekilde bir x € S vardir.
Bu axa € S\ Q demektir. Boylece a € S\ Q icin axa € S\ Q olacak sekilde bir x € S vardir.
Dolayistyla S\ Q bir n-sistemdir.

= : §\ Q bir n-sistem olsun. O halde a € S\ Q i¢in axa € S\ Q olacak sekilde bir
x € S vardir. Buradan a ¢ Q dur. Boylece a ¢ Q igin axa ¢ Q olacak sekilde bir x € S vardir.
Bua ¢ Q ve aSa Z Q oldugunu gosterir. Teorem 3.8 den Q yariasal idealdir. U

Lemma 3.10. Eger a € N icin N, S yarigrubunda bir n-sistem ise o zaman S

yarigrubunda a € M ve M C N olan bir m-sistem M vardir.
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KANIT. N, § yarigrubunda bir n-sistem ve a € N olsun. a; = a alalim. O zaman
ai € N icin N bir n-sistem oldugundan ajxa; € N olacak sekilde bir x € S vardir. O halde
a1Sa; CNveaSa;NN # O dir. a; € a;Sa; NN alalim. Burada a; € N oldugundan ayza; € N
olacak sekilde bir z € S vardir. Boylece aySay C N ve axSap NN # 0 dir. Boyle devam edersek
a; € N igin a;11 € a;Sa; NN olur. M = {ay,ay,...,a;,ai1,...} kimesini disiinelim. M C N
dir. i < jigin a;,a; € M alahm. O zaman a;| € a;Sa; C a;Sa; dir. Ancak a; € M dir.

Boylece a1 = a;xa; € M olacak sekilde bir x € § vardir. Dolayisiyla M bir m-sitemdir. [

Teorem 3.11. S yarigrubunda Q idealinin yariasal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul 1/(Q) = Q olmasidir.

KANIT. < : Q ideal olmak iizere 1/(Q) = Q olsun. Teorem 3.6 dan /(Q) = O,
Q idealini iceren S yarigrubundaki biitiin asal ideallerin arakesitidir. Ancak asal ideallerin

arakesiti yariasal ideal oldugundan Q yariasal idealdir.

= : Q yarasal ideal olsun. Q ideal oldugundan her a,b € Q i¢in x = a veya x = b
alinirsa axb € Q olur. O halde Q bir m-sistemdir ve Q(a) NQ # 0 dir. Dolayisiyla a € \/@
olur. Q C \/@ dur. Varsayalim ki \/@ Z Q olsun. O zaman a € \/@ icin a ¢ Q dur.
a ¢ Q oldugundan a € S\ Q ve Q yariasal ideal oldugundan Teorem 3.9 dan S\ Q bir n-
sistemdir. Lemma 3.10 dan bu n-sistem S\ Q i¢in bir m-sistem M vardirkia € M C S\ Q dir.
Simdi a € \/(Q) ise a € S ve her m-sistem M (a) i¢in M(a) N Q # @ dir. BuM(a)NS\Q =0
demektir. Bu ise M C S\ Q olmastyla gelisir. M(a)NQ = 0 dur. Bu yiizden 1/(Q) Z O
kabulii yanligtir. O halde 1/(Q) C Q olur. Dolayisiyla 1/(Q) = Q saglanir. O

Sonug 3.12. S yarigrubunda bir Q idealinin yariasal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul Q idealinin S yarigrubunda asal ideallerin arakesiti olmasidir.

KANIT. = : Q yanasal ideal ise Teorem 3.11 den /(Q) = Q dur. Q ideal
oldugundan Teorem 3.6 dan /(Q), Q idealini iceren S yarigrubundaki asal ideallerin

arakesitidir. Boylece Q asal ideallerin arakesitidir.

< Q, Syarigrubunda asal ideallerin arakesiti olsun. Asal ideallerin arakesiti yariasal

ideal oldugundan Q yariasal idealdir. [
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Sonug 3.13. Eger A, S yarigrubunda bir ideal ise o zaman /(A), S yarigrubunda A

idealini iceren yariasal ideallerin en kiictigiidiir.

KANIT. A, § yarigrubunda bir ideal ise Teorem 3.6 dan \/@, S yarigrubunda A
idealini iceren biitiin asal ideallerin arakesitidir. Asal ideallerin arakesiti yariasal ideal
oldugundan \/@ yariasal idealdir. Q, A idealini iceren herhangi bir yariasal ideal olsun.
a € \/(A) alalim. O halde a € S ve M(a) NA # @ dir. A C Q oldugundan M(a) N Q # 0 dir.

Dolayisiyla a € 1/(Q) olur. Boylece \/(A) C 1/(Q) dur. Teorem 3.11 den Q yariasal ideal
oldugundan /(Q) = Q dur. O zaman /(A) C Q elde edilir. Boylece /(A), S

yarigrubunda A idealini i¢eren yariasal ideallerin en kii¢tigiidiir. 0

3.1.4. Yarigruplarin Asal Radikali

Teorem 3.14. S sifirli bir yarigrup olsun. Eger /(S), S yarigrubunun asal radikali ise

0 zaman,
1. /(S), S yarigrubunda biitiin asal ideallerin arakesitidir.

2. \/(8), S yarigrubundaki her yariasal idealde bulunan bir yariasal idealdir.

KANIT. 1. \/(S) = /(0) ve (0), S yarigrubunda her ideal tarafindan
kapsandigindan Teorem 3.6 dan +/(S), S yarigrubundaki biitiin asal ideallerin

arakesitidir.

2. (0), S yarigrubunda sifir ideali oldugundan Sonug 3.13 den /(S), S yarigrubundaki
yariasal ideallerin en kiiciiguidiir. Dolayisiyla 1/ (S), S yarigrubundaki her yariasal

idealde bulunan bir yariasal idealdir.

Teorem 3.15. Eger S sifirh bir yarigrup ise o zaman +/(S), S yarigrubunda her

nilpotent sag (sol) ideali kapsayan bir nil idealdir.

KANIT. /(S) asal radikalinin nil ideal oldugunu gostermek i¢in 4/(S) nin her
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elemaninin nilpotent oldugunu gostermemiz gerekir. a € \/@ alalm. Onerme 3.5 den
a" = 0 olacak sekilde bir n pozitif tamsayis1 vardir. Boylece \/@ nin her elemani nilpotent
elemandir. Dolayisiyla m nil idealdir. S yarigrubunda bir A sag ideali i¢in A" = (0)
olsun. Agiktr ki A" = (0) C \/@ dir. Sonug¢ 3.13 den m, S yarigrubundaki tim
yariasal ideallerin en kii¢iiglidiir. O halde \/@, S yarigrubundaki biitiin nilpotent sag
idealleri kapsar. [

Teorem 3.16. S sifirli bir yarigrup olsun. 7, § yarigrubunda bir ideal ise T
yarigrubunun asal radikali 7N /(S) dir.

KANIT. T, S yarigrubunun bir ideali oldugundan 7" idealinin kendisi bir yarigruptur.
T yarigrubunun asal radikali, 1/(T) = {s € S : ¥ m-sistem M(s) igin 0 € M(s)} seklindedir.
Boylece Teorem 3.6 dan \/m , S yarigrubunda 7T yi iceren biitiin asal ideallerin arakesitidir.
P, S yarigrubunun bir asal ideali ise PN T, T nin bir asal idealidir. Gercekten a,b € T ve
aTb C PNT olsun. Bu durumda aSTb C aTh C PNT C P ve P, S yarigrubunda asal ideal
oldugundan Teorem 3.3 den a € P veya b € P dir. PNT C P oldugundan a € PNT veya
b€ PNT dir. Boylece PN T, T yarigrubunda asal idealdir. \/(T) = N{K : K, S de asal}
olmasindan PN T bu K ideallerinden biridir. O zaman /(T) = N{K : K, S de asal} C PNT
yani /(T) C P dir. P, S yarigrubunun bir asal ideali oldugundan S yarigrubundaki her
asal ideal \/m kiimesini kapsar. O zaman arakesitleride \/m kiimesini kapsar. Buradan

(T) C \/(S) saglanir ve aym zamanda /(T) C T oldugundan /(T) C T N+/(S) dir.

Tersine a € TN +/(S) alalim. a € T ve a € 1/(S) dir. S yarigrubunda a € T ve
a y1 bulunduran her m-sistem M(a) i¢in 0 € M(a) dir. K, T yarnigrubunda a € K olacak

sekilde bir m-sistem ise ayni zamanda S yarigrubunda da bir m-sistem oldugundan 0 € K

olur. Boylece a € /(T) dir. Buise TN +/(S) C +/(T) demektir. Dolayisiyla TN +/(S) =
V/(T) saglanr. N

Teorem 3.17. S sifirh bir yarigrup olsun. S nin asal radikalinin sifir olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul sifir olmayan nilpotent (sag veya sol) idealin olmamasidir.

KANIT. = : S yarigrubunun asal radikali sifir olsun. Teorem 3.14 den /(S), S deki

tiim asal ideallerin arakesitidir. Asal ideallerin arakesiti yariasal ideal oldugundan
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(S) = (0) yariasal idealdir. A # (0) ise A Z +/(S) ve /(S) yanasal ideal
oldugundan A> ¢ /(S) dir. Yani A # (0) iken A? # (0) dir. O halde S yarigrubu sifir

olmayan nilpotent ideale sahip degildir.

<« : § yanigrubu sifir olmayan nilpotent ideal igermesin. O halde S yarigrubundaki
her A ideali icin A # (0) iken A® # (0) dir. Yariasal ideal tanimindan (0) yariasal idealdir.

Dolayisiyla S yarigrubunun asal radikali sifirdir. [

Teorem 3.18. S sifirli bir yarigrup olsun. § yarigrubunda sag idealler icin azalan

zincir kurali gecerli ise S de her sag nil ideal nilpotent idealdir.

KANIT. § yarigrubunda azalan zincir kurali gecerli olsun. O zaman S deki sag
ideallerin her azalan dizisi A D Ay D ... duragandir. A, S yarigrubunda sifir olmayan sag
nil ideal olsun. Azalan zincir kurali gecgerli oldugundan bir n pozitif tamsayisi i¢in A" =
AL = A2 = dir. M = A" ve M # (0) oldugunu varsayalim. M? = M oldugundan
M? # (0) olur. A, S yarigrubunda bir sag ideal ve K kiimesini K = {A sag ideal : AM # (0)}
seklinde tanimlayalim. K kiimesi M yi icerdiginden bostan farklidir. Azalan zincir kural
gecerli oldugundan Sonug 3.2 den K kiimesinde bir B minimal sag ideal vardir. BM # (0)
oldugundan b € Bi¢in bM # (0) dir. bM C B oldugundan bM , S yarigrubunda sag idealdir ve
M:=M oldugundan bM, K kiimesinin bir elemanidir. B, K kiimesinde minimal oldugundan
bM = B dir. Bir m € M icin bm = b dir. Buradan b = bm = bm* = ... elde edilir. M nil
ideal oldugundan bmk = 0 olacak sekilde k pozitif tamsayis1 vardir. Bu b = 0 demektir ve
dolayisiyla bM = (0) olur. Bu ise bM # (0) olmasiyla ¢elisir. Bu yiizden M = (0) ve A sag
nil ideal nilpotent idealdir. [

Sonug 3.19. S sifirli bir yarigrup olsun. S yarigrubunda sag idealler i¢in azalan zincir

kural1 gegerli ise 1/(S), S nin her sag ve sol nilpotent idealini kapsayan nilpotent idealdir.

KANIT. Teorem 3.15 den O € S bir yarigrup ise /(S), S deki her nilpotent (sag ve
sol) ideali iceren bir nil idealdir. Teorem 3.18 den sifir1 olan § yarigrubunda sag idealler
icin azalan zincir kurali gecerli ise her sag nil ideal nilpotent idealdir. Dolayisiyla 1/ (S), S

yarigrubunun her sag ve sol nilpotent idealini kapsayan bir nilpotent idealdir. [
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3.1.5. Asal Radikallerin Baz1 Sonuclar:

Teorem 3.20. A ve B, S yarigrubunda herhangi iki ideal olmak iizere,

KANIT. 1. ACBolsun. a € y/(A) alahm. O halde a € S ve M(a)NA # 0
dir. A C B oldugundan M(a) N B # 0 olur. Dolayisiyla a € \/(B) ve /(A) C \/(B)

saglanir.

2. A ve B, S yarigrubunda iki ideal oldugundan AB C A ve AB C B dir. O zaman

AB C ANB ve (1) den \/(AB) C \/(ANB) saglamr. ANBC A ve ANBCB

oldugundan (1) den VANB C /(A) ve /(ANB) C /(B) olur. Dolayisiyla
V/(ANB) C v/(A) N /(B) olur. Boylece \/(AB) C \/(ANB) C \/(A)N/(B) elde
edilir. Simdi z € \/(A)N+/(B) alahm. z € \/(A) ve z € /(B) dir. Asal radikal

tanimindan M(z) NA # 0 ve M(z) N B # 0 olacak sekilde z yi iceren m-sistem M(z)
vardir. 73 € M(z) NA ve zp € M(z) N B alalm. z1,zp € M(z) ve M(z) m-sistem

oldugundan zjxzp € M(z) olacak sekilde x € S vardir. A ve B ideal oldugundan

71xz2 € AN B dir. Buradan M(z) N (ANB) # 0 dir. Yani z € \/(ANB) elde edilir.

Benzer sekilde zjxzo = z1(z2) € AB oldugundan M(z) N (AB) # 0 dir.  Yani
(AB) elde edilir. O halde \/(A)N+/(B) C \/(ANB) C \/(AB) saglanr.

3. Teorem 3.11 de A ideal iken A C /(A) oldugunu gosterdik. (i) den \/(A) C 1/ (1/(A))
olur. Diger taraftan a € y/(1/(A)) alalim. Asal radikal tanimindan a y1 igeren m-
sistem M (a) vardir ve M(a) N /(A) # 0 dir. O zaman z € M(a) N /(A) olacak sekilde
en az bir z elemant vardir. z € \/_ ) oldugundan z yi igeren bir m-sistem M(z) vardir
ve M(z) NA # 0 dir. z € M(a) oldugundan M(a) NA # 0 dir. Yani a € \/(A) olur.
Dolayisiyla 1/ (1/(A)) C 1/ (A) saglanir.
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Teorem 3.21. P, S yarigrubunun bir asal ideali ve A, S yarigrubunun herhangi bir

ideali olsun. A C P ancak ve ancak /(A) C P dir.

KANIT. = : A C Polsun. y/(A) € P oldugunu varsayalim. r € /(A) ise r ¢ P dir.
O halde r € C(P) ve P asal ideal oldugundan Sonug 3.4 den C(P) bir m-sistemdir. r € /(A)
oldugundan r yi igeren bir m-sistem vardir ve C(P)NA # 0 dir. C(P)NP=0ve ACP
oldugundan C(P)NA = 0 olur. Bu ise bir celiskidir. A C P ise 1/(A) C P olur.

< 4/(A) C P olsun. A ideal oldugundan her a,b € A i¢in x = a veya x = b alinirsa
axb € A olur. Boylece A bir m-sistemdir. A, a y1iceren bir m-sistem oldugundan A(a) NA # 0
dir. Dolayisiyla a € 1/ (A) olur. Buradan A C /(A) C P oldugundan A C P saglanir. O

Teorem 3.22. S birimli bir yarigrup olsun. Her pozitif n tamsayis1 igin /(M)" = M
olacak sekilde teklikle belirli bir M maksimal ideal vardir.

KANIT. \/M = M oldugunu gosterelim. M ideal oldugundan M C \/M dir.

(M) ideal oldugundan \/M ya 0z idealdir ya da 6z ideal degildir. M maksimal ideal
oldugundan /(M) C M dir. /(M) 6z ideal degilse ise \/(M) = S dir. O halde 1 € \/(M)
olur. Boylece 1 i igeren bir m-sistem M(1) vardir ve M(1) "M # 0 dir. {1} tek nokta
kiimesi 1 i iceren bir m-sistem oldugundan {1} "M # 0 dir. Buradan 1 € M elde edilir.
Yani M = S olur. Bu ise M nin maksimal ideal olmasiyla ¢eligir. O halde \/M # S elde
edilir. Dolaysiyla /(M) 6z idealdir. Varsayalim ki 1 < k < n i¢in /(M)¥ = M olsun.

Tiimevarimdan,
(M)t = /(M) (M)
= /(M)kNn\/(M) (Teorem 3.20 (ii) den)
= MNM=M
elde edilir. Boylece her n pozitif tamsayisi i¢in y/(M)"* = M olur. 0
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3.2. Yarigruplarda Asal ve Yariasal idealler

Asal idealler yarigruplarda ¢cok onemli rol oynar. Asal ideallerin arakesiti yariasal
ideal oldugundan Park ve Kim (1992) calismasinda, S yarigrubunun asal ideal ve yariasal

ideal arasindaki iligki incelenmistir.
3.2.1. On Hazirliklar
Lemma 3.23. P, § yarigrubunun bir ideali olsun. Asagidaki kosullar denktir.
1. P, S yarigrubunun asal idealidir.

2. Herhangi a,b € S i¢in aSh C P iken a € P veya b € P dir.

KANIT. 1=-2: Teorem 3.3 den goriiliir.

2=1:A,BC Sideallerii¢cin ABC Polsun. A Z Pise a € A igin a ¢ P olur. Herhangi
bir b € B i¢in aSh C AB C P oldugundan (2) den aSb C P iken a € P veya b € P dir. Fakat
a ¢ P oldugundan b € P olur. Dolayisiyla B C P elde edilir. Asal ideal tanimindan P asal
idealdir. ]

Ornek 3.24. m > 1 olmak iizere S = {0,a!,4?,...,a"} kiimesi

o |dt, i+ j<m
a.a’

0, i+j>m
islemi ile bir yarigruptur. S yarigrubunun proper ideali,

1={0,d",a""',...,a™} (2 < k < m) seklindedir ve S yarigrubunun asal ideali degildir.

Coziim. 0 #1C S, S yarigrubunun proper ideali olsun. 7 ideal oldugundan hera’ € Sve a/ € 1
icin a’.a/ € I dir. i = m alinirsa m + j > m oldugundan a™.a’/ = @™/ =0 &I olur. Hera/ € I
icini+ j <misea'.a’ = a't/ ve i+ j > mise a'.a’ = 0 seklindedir. 1 < i, j < m oldugundan

1+1

i=j=1almmsad’.a/ =at/ =a't!'=a?> clolur. i=1ve j=2almirsaa’.a/ =a® € I olur.
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Bu sekilde devam edilirse @™ € I elde edilir. Dolayisiyla I = {0,a%,a’,...,a"} seklindedir.
Simdi S yarigrubunun A = {0,a*,ak*1 ... a"} (2 < k < m),

B=1{0,a",a"",...,a"}(2<n<m)ve P={0,d',a*!,...,a"}(2 <t < m) ideallerini

alalim. AB C P olsun. O zaman k+n >t olmalidir. k=2, n =3 vet =4 alinirsaA € P ve
B Z P elde edilir. Dolayisiyla P asal ideal degildir. 0

Lemma 3.25. O, § yarigrubunun bir ideali olsun. O halde asagidakiler denktir.
1. Q bir yariasal idealdir.

2. a€ SicinaSa C Qiken a € Q dur.

KANIT. 1=-2: Teorem 3.8 den agiktir.
2 = 3: A C Sidealiigin A> C Q olsun. A Z Q oldugunu varsayalim. O zaman a € A
icin a ¢ Q dur. a € A icin aSa C A?> C Q oldugundan (2) den aSa C Q iken a € Q olur. Bu

A C Q demektir. Kabul yanlistir. Dolayisiyla A% C Q iken A C Q ve yariasal ideal tammindan
Q yariasal idealdir. [

Lemma 3.26. i € [ i¢in P;, S yarigrubunun asal ideallerinin herhangi bir kiimesi olsun.

Eger Q =N{P;:i €1} #0ise Q, S yarigrubunun yariasal idealidir.

KANIT. S yarigrubunun bir A ideali icin A> C Q olsun. Q C P; oldugundan i € [ igin
A? C P, olur. Her asal ideal yariasal ideal oldugundan i € I icin A C P; elde edilir. Dolayisiyla
A C Q dir. Boylece Q, S yarigrubunun yariasal idealidir. [

3.2.2. Ana Teoremler

Teorem 3.27. S yarigrubunun her yariasal ideali bazi asal ideallerinin arakesitidir.

KANIT. Q, S yarigrubunun bir yariasal ideali ve {P,: Q C P, P, C S asal ideal }

kiimesini diistinelim. S nin kendisi S yarigrubunun asal ideali oldugundan bu kiime bostan
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farklidir. Q yariasal ideal oldugundan a; ¢ Q iken a;Sa; Z Q dur. a;Sa; € Q oldugundan
ay € a1Say igin ap ¢ Q olur. apSay € Q oldugundan asz € axSa; icin a3 ¢ Q olur. Bu sekilde
devam edilirse a; 11 € a;Sa; igin a;1 ¢ Q elde edilir. A = {ay,as,...} olsun. a;,a; € A ve
varsayalim ki i < j olsun. O zaman a1 € ajSa; C a;Sa; ve aj € A dir. Benzer sekilde
i[> jigin ajy € a;Sa; C ajSa; ve ajyy € Adir. ajy € a;Sajiken aj = a;xaj € A olacak
sekilde x € S vardimr. Dolayisiyla A bir m-sistemdir ve AN Q = 0 dir
T = {M : M,S nin m-sistemi ve a € M icin M N Q = @} kiimesini diigiinelim. a € A ve
A € T oldugundan T # 0 dir. Zorn lemma kullanarak 7" kiimesinde bir maksimal eleman
vardir. Gergekten, her i i¢in A; € T bir zincir olsun. 7" kiimesinin tanimindan a € A; ve
A;NQ = 0 dir. Buradan a € UA; ve UA; N Q = 0 dir. UA; bir m-sistemdir. Dolayisiyla
UA; € T dir. Ayn1 zamanda her i € [ i¢in A; C UA; oldugundan UA;, A; kiimesinin bir {ist

smiridir. O halde T kiimesinde bir maksimal eleman vardir. Bu elemana M diyelim.

X ={J:J, Sninidealive JAM' =0,J C Q} olsun. Q € X oldugundan X # 0 dir.
Benzer sekilde Zorn lemma kullanarak X kiimesinde bir P maksimal eleman vardir. x,y € S/
Pise S'xS'UP ve S'yS' UP, P yi iceren S yarigrubunun idealleri ve M' C S C S'xS'UP
oldugundan (S'xS'UP)NM' # 0 ve (S'yST UP)NM' # 0 dir. sxt,uyv € M! olacak sekilde
s,t,u,v € S vardir. M, m-sistem oldugundan (sxt)m(uyv) € M' olacak sekilde m € S vardr.
(sxt)m(uyv) ¢ P oldugundan ozel olarak s = v = 1 alimirsa xtmuy ¢ P olur. Dolayisiyla
xtmuy € S/P ve S/P bir m-sistemdir. P € X olup P C Q oldugundan S/PNQ = 0 dir. Ayrica
S/P bir m-sistem oldugundan 7T kiimesinin tanimindan S/P € T dir. P € X oldugundan X
kiimesinin tanimindan PN M' = 0 dir. Dolayistyla M! C S/P dir. M' maksimal oldugundan
S/P = M" olur ve P, Q yu iceren S yarigrubunun asal idealidir. a ¢ P oldugundan

Q D N{P, :i € I} elde edilir. Dolayisiyla Q = N{P, : i € I} olur. Boylece
Q = N(iepy{Pi : B, Q yuigeren S nin asal ideali}

seklindedir. Yani S yarigrubunun Q yariasal ideali Q yu igceren S yarigrubunun biitiin asal

ideallerinin arakesitidir. L]

Sonug¢ 3.28. S yarigrubunun herhangi tamamen yariasal ideali S yarigrubunun asal

ideallerinin arakesitidir.
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KANIT. [, § yarigrubunun tamamen yariasal ideali olsun. Tamamen yariasal ideal
yariasal idealdir. Gergekten, / tamamen yariasal ideal oldugundan a € Si¢in a®> € [ ikena € I
dir. A2 C 1 olsun. a®> € A?> C I oldugundan a® € I ve I tamamen yariasal ideal oldugundan
a € I olur. Dolayisiyla A C [ elde edilir. O halde I yariasal idealdir. Teorem 3.27 den ispati

gorilir. [

Teorem 3.29. S yarigrubunun herhangi tamamen yariasal ideali S yarigrubunun

tamamen asal ideallerinin arakesitidir.

KANIT. I, S yarigrubunun tamamen yariasal ideali olsun. a ¢ I ve A = {a,a?,a>,...}
olsun. Tamamen yariasal ideal yariasal ideal oldugundan Teorem 3.27 den A bir m-sistemdir

ve ANI =0 dir.
T ={M : M,S nin m-sistemi ve a € M icin MNI =0}

kiimesini diisiinelim. a € A ve A € T oldugundan T # 0 dir. Zorn lemma kullanarak Teorem
3.27 den T kiimesinde bir M! maksimal eleman vardir.
X = {J:J,Sninidealive JAM' = 0,7 C I} olsun. I € X oldugundan X # @ dir. Zorn
lemma kullanarak Teorem 3.27 den X kiimesinde bir P maksimal eleman vardir ve
PNM' = 0 dir. Teorem 3.27 den S/P = M' olur. <M'>, M' tarafindan iiretilen S
yarigrubunun bir altyarigrubu olsun. <M!>NTI # 0 ise ajas...a, € <M'> N1 vardur.
Ayrica ajas...a, € M' dir. M' m-sistem oldugundan aixjasx;...an—1X,—1a, € M' olacak
sekilde x1,x2,...,x,_1 € S vardir. ab € I olsun. I ideal oldugundan b(ab)a = (ba)? € I olur.
I tamamen yariasal ideal oldugundan ba € I dir. Boylece ajxjazx;...a,—1x,—1a, € I olur.
Bu ise M' C <M'> oldugundan M' NI = 0 olmasiyla celisir. Dolayisiyla kabuliimiiz
yanlistir. <M'>N1 =0 dir. M! kiimesinin 7 kiimesinin maksimal eleman1 olmasindan
M' = <M'> dir. O halde M', S yarigrubunun altyarigrubudur. Yani a;,a iEM Uigin

ajaj €M I dir. Boylece a;,a j ¢ Piken a;aj ¢ P oldugundan P tamamen asal idealdir. O
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DORDUNCU BOLUM
YARIGRUPLARDA YARIASALLIGIN KAYNAGI

Bu boliimde, (Albayrak ve digerleri, 2021)’de verilen yariasalligin kaynagi olarak
adlandirilan bir kiime ile ilgili tanim ve bazi 6zellikler verildi. Daha sonra, bu kiime iizerinde

yeni yarigrup yapilari tanimland1 ve bu yapilarin bazi 6zellikleri incelendi.

Tamm 4.1. S sifirli bir yarigrup ve @ #= A C S olsun. S yarigrubunun
Ss(A) ={a € S|ada=(0)}

altkiimesi, S yarigrubunda A kiimesinin yariasalligin kaynag olarak adlandirilir. S yarigrubu
icin Sg notasyonu Sg(S) kiimesinin yerine kullanilir. Boylece S yarigrubunun yariasalligin
kaynag1

Ss={aecS|aSa=(0)}

olarak tanimlanir.

Uyar 4.2. Bu calismada S yarigrubu sifirli bir yarigrup olarak alinacaktir. Ciinkii
0 € Si¢in 0.5.0 = 0 oldugundan 0 € Sg dir. Dolayistyla Sg # 0 dir.

Onerme 4.3. Sy = {0} olmasi icin gerek ve yeter kosul S yarigrubunun yariasal

olmasidir.

KANIT. =-: Sg= {0} olsun. a € Si¢gin aSa = (0) oldugunu kabul edelim. Bu a € Sg
demektir. S = {0} oldugundan a = 0 dir. Dolayisiyla S yarigrubu yariasaldir.

<«: § yarigrubu yariasal olsun. O zaman a € S i¢in aSa = (0) iken a = 0 dir. Buradan

Ss={aeS|aSa=(0)} = {0} elde edilir. O

Uyari4.4. 1. S sifirh bir yarigrup ve A C S olsun. 0A0 = (0) oldugundan 0 €
Ss(A) dir. Dolayisiyla Sg(A) # 0 dir.

2. S yarigrubunun bir A altyarigrubu i¢in S4 C Sg(A) saglanir. Gergekten,
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a € Sy alalim. Sy kiimesinin tanimindan a € A ve aAa = (0) dir. A C S oldugundan

a € SveaAa = (0) olur. O halde a € Sg(A) elde edilir. Dolayisiyla S4 C Sg(A) saglanir.
3. 0#A,BC Sicin A C Biken Sg(B) C Ss(A) dir. Gergekten,

A C Bvea & Sg(B) olsun. O zaman a € S ve aBa = (0) dir. A C B oldugundana € §
ve aAa = (0) olur. Bu a € Sg(A) demektir. Dolayisiyla Sg(B) C Sg(A) saglanr.

Lemma 4.5. S bir yarigrup olsun. e € S idempotent elemani ve y € S icin xyx = x

olacak bicimdeki x € § regiiler elemant verilsin.
1. eSs C S.s
2. xySs C Sxys
3. S bir idempotent yarigrup ise Ss = {0} dir.
4. S bir regiiler yarigrup ise Ss = {0} dir.
5. a € Sy ise a nilpotent elemandir.

6. a € Sg ise a sifir bolen elemandr.

KANIT. 1. a € Ssigin ea € eSs olur. a € Sg oldugundan a € S ve aSa = (0) dir.
Buradan, (ea)(eS)(ea) = e(a(eSe)a) C e(aSa) = e(0) = (0) dir. Bu ea € S,s demektir.
O halde eSs C S,s saglanir.

2. xyx = x olup esitligin her iki tarafim sagdan y ile carparsak xyxy = xy olup xy

idempotent eleman olur. (1) den xySs C Sy,s saglanir.

3. S bir idempotent yarigrup ve a € Sg olsun. Buradan a € S ve aSa = (0) dir. Ozel

olarak a € S icin aaa = 0 olur. a idempotent eleman oldugundan a” = a dir. Buradan

0 = aaa = a*a = aa = a* = a olur. Boylece Sg = {0} saglanir.

4. § bir regiiler yarigrup ve x € Sg olsun. O halde x € S regiiler elemandir ve xSx = (0)
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dir. Bir y € S i¢in 0 = xyx = x olur. Buradan Sg = {0} saglanur.

. a € Sg olsun. O zaman a € S ve aSa = (0) dir. a € S i¢in aaa = a® = 0 elde edilir.

Dolayisiyla a nilpotent elemandir.

. 0# a € Sy i¢in aaa = 0 dir. Bu a(aa) = 0 ve (aa)a = 0 olarak yazilabilir. aa = 0 ise

a sifir bolen elemandir. Diger taraftan aa # 0 ise a, a? ile belirli sifir bolen elemandir.

]

Sonug 4.6. S yarigrubu icin asagidakiler dogrudur.

. S5 kiimesinde sifirdan farkli idempotent eleman yoktur.
. S5 kiimesinde sifirdan farkl regiiler eleman yoktur.

. S5 kiimesinin her elemani nilpotent elemandir.

. S kiilmesinin her elemam sifir bdlen elemandir.

Tamim 4.7. S sifirli bir yarigrup ve S # Ss olsun.

. Eger § — Sy kiimesinin her elemani idempotent ise S, |Ss|-idempotent yarigrup,

. Eger § — Sy kiimesinin her elemani regiiler ise S, |Ss|-regiiler yarigrup,

. Eger S — Sy kiimesinin elemanlar1 nilpotent eleman degilse S, |Ss|-reduced yarigrup,

. Eger § — Ss kiimesinin elemanlart ne sol sifir bolen ne de sag sifir bolen ise S, |Ss|-stfir

bolensiz yarigrup,

olarak tanimlanir.

Uyari 4.8. Tanimlardan su sonuglar kolayca goriiliir.
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1. §={0}ise Sg= {0} = S dir. Bu durumda S — S5 = 0 oldugundan bu sifir yarigrubu i¢in
anlamsizdir. Benzer sekilde S = Sg durumunda S — Sg = 0 olur. Boylece durumlarin
¢ogunda tanimlar anlamsizdir.

2. Bir § yarigrubunun elemanlari i¢in,

(a) Eger a idempotent eleman ise a regiiler elemandir.
(b) Eger 0 # a nilpotent eleman ise a sifir bolen elemandir.
(c) Eger a nilpotent eleman ise a idempotent eleman degildir.

Yukaridaki kosullardan asagidaki ozellikler saglanir.

a Eger S,

Ss|-idempotent yarigrup ise S,

Ss|-regiiler yarigruptur.

b Eger S,

Ss| -idempotent yarigrup ise S,

Ss|-reduced yarigruptur.

¢ Eger S, |Ss| -sifir bolensiz yarigrup ise S, |Ss|-reduced yarigruptur.

3. Agiktir ki S idempotent (regiiler, reduced, sifir bdlensiz) yarigrup ise S,

|Ss|-idempotent (regiiler, reduced, sifir bolensiz) yarigruptur.

Ornek 4.9. S yarigrubunun islem tablosu asagidaki gibi olsun.

0 a b c
0/0 0 0O
0 00O
0 00O
c|l0 0 0 ¢

Sg ={0,a,b} ve S —Ss = {c} dir. ¢*> = c ve ccc = c oldugundan c idempotent ve regiiler
elemandir. Boylece S, |Ss|-idempotent yarigrup ve S, |Sg|-regiiler yarigruptur. Ayrica ¢
nilpotent eleman olmadigindan S, |Ss|-reduced yarigruptur. Fakat 0 # ¢ € S i¢in ca = 0
ve ac = 0 olacak sekilde 0 # a € S var oldugundan c sifir bolen elemandir. Dolayisiyla S,
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|Ss|-sifir bolensiz yarigrup degildir.

Ornek 4.10. S yarigrubunun islem tablosu asagidaki gibi olsun.

0 a b c
0[]0 00O
al0 b b O

0 b b O
c/0 0 00

Ss ={0,c} ve S—Ss = {a,b} olarak bulunur. 0 # a € S eleman regiiler ve idempotent
eleman olmadigindan S, |Sg|-regiiler ve |Sg|-idempotent yarigrup degildir. Ayrica0 #a € S
icin ac = 0 ve ca = 0 olacak sekilde 0 # ¢ € S var oldugundan a sifir bélen elemandir. Benzer
sekilde 0 £ b € S i¢in be = 0 ve cb = 0 olacak sekilde 0 # ¢ € S var oldugundan b sifir bélen
elemandir. Bu yiizden S, |Sg|-sifir bolensiz yarigrup degildir. Diger taraftan a ve b nilpotent

elemanlar degildir. Dolayisiyla S, |Ss|-reduced yarigruptur.

Ornek 4.11. S yarigrubunun islem tablosu asagidaki gibi olsun.

0 a b c
0/0 0 0O
al0 0 a a
b0 0 b b
c|0 0 ¢ c

Sg = {0,a} ve S— S5 = {b,c} olur. b*> = b, bbb = b ve ¢* = ¢, ccc = ¢ oldugundan b ve c
idempotent ve regiiler elemanlardir. O zaman S, |Sg|-idempotent ve |Sg|-regiiler yarigruptur.
Ayrica b ve c sifir bolensiz elemanlardir. Ciinkii 0 # b € Si¢in ba = 0 olacak sekilde 0 £ a € S
vardir. Fakat ab = a # 0 dir. Boylece S, |Sg|-sifir bolensiz yarigruptur. Diger taraftan ¢ ve b

nilpotent elemanlar degildir. Dolayisiyla S, |Sg|-reduced yarigruptur.
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Ornek 4.12. S yarigrubunun islem tablosu asagidaki gibi olsun.

(@l N

S

Q

o O o oo
Q

S o 0 O
S o

Ss = {0,b} ve S — S5 = {a,c} olur. ¢?> = a oldugundan c idempotent eleman degildir. O
halde S, |Ss|-idempotent yarigrup degildir. aaa = a ve ccc = ¢ oldugundan a ve c regiiler
elemanlardir. Bu yiizden S, |Sg|-regiiler yarigruptur. Ayrica a ve c sifir bolen eleman ve
nilpotent elemanlar degildir. Dolayisiyla S, |Ss|-reduced yarigruptur ve S, |Sg|-sifir-bolensiz

yarigruptur.

Ornek 4.13. (N, .) yarigrubunu diisiinelim.

0123
0/0 0 0O
110 1 2 3
210 2 4 6
3]0 3 69

Sy = {0} ve N— Sy = {1,2,3...}. Sadece 1 elemani regiiler ve idempotent eleman
oldugundan N, |Sy|-regiiler yarigrup ve |Sy|-idempotent yarigrup degildir. Diger taraftan
N — Sy kiimesinde sifir bolen eleman olmadigindan N, |Sy|-sifir bolensiz yarigruptur.

N — Sy kiimesinde nilpotent eleman olmadigindan N,

Sn|-reduced yarigruptur.

Onerme 4.14.A, S yarigrubunun bir altyarigrubu olsun.  Asagidaki kosullar
gecerlidir.

1. S, |Ss|-idempotent (regiiler) yarigrup ise A, |Sa|-idempotent (regiiler) yarigruptur.

2. S, |Ss|-reduced (sifir bolensiz) yarigrup ise A, |S4|-reduced (sifir bolensiz) yarigruptur.
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KANIT. 1. S, |Ss|-idempotent (regiiler) yarigrup ve a € A — S4 olsun. O zaman
a€AveadgSydir. ag¢ Sy oldugundan aAa # (0) dir. A C S oldugundan a € S
ve aSa # (0) elde edilir. O halde a ¢ Sg olur. Bu a € S — Ss demektir. Boylece A,

|S4|-idempotent (regiiler) yarigruptur.

2. S, |Ss|-reduced (stfir bolensiz) yarigrup ve a € A —S4 olsun. O zamana € A ve a & Sy
dir. A C S oldugundan (1) den a € S ve a ¢ Sg olur. Bu a € S — Sy demektir. Boylece
A, |S4|-reduced (sifir bolensiz) yarigruptur.

O]
x vy 0
Ornek 4.15. M = 0 x 0] :x,y€ R } yarigrubunu diistinelim. M, matrislerde
0 0 x
carpma islemine gore sifir elemani olan bir yarigruptur. Sy = {A EM:AMA = [0]}
x y 0 a b O] |x y Of|a b O
seklindedir. 0 x 0f] €M i¢cin [0 a O] |0 x O] |0 a O| = [0} ise
0 0 x 0 0 afl |0 O x[ |0 O a
ax ay+bx 0| |a b O axa axb+aya+bxa 0
0 ax 0110 a 0] = [O] = 0 axa 0 = [O} olur.
0 0 ax| [0 0 a 0 0 axa
0 aya O
axa=0ve axb+aya+bxa=0dir. x=0i¢in [0 0 0O # -0] . Bu yiizden a =0
0o 0 of
0 b 0 0 y 0
olmali. O zaman [0 0 0| € Sy dir. b =1y igin Sy = { 0 0 0] :yeR» ve
000 0 00
0 x y 0
M — Sy = x 0] :x,y€R,x#0 ) bulunurr. Her A= |0 x 0| € M — Sy igin
0 0 x 0 0 x

0
0| € M — Sy vardir. O halde M,

o o 1
yarigruptur. Diger taraftan M — Sy, kiimesinin elemanlar1 x = O i¢in nilpotent elemanlardir.

1
X
ABA = A olacak sekilde bir B= |0

Sy |-regiiler

=

33



xy O] [x y O x> xy+yx 0
Fakat, [0 x 0| |0 x O] = |0 x? 0| # [O} oldugundan M yarigrubunun
00 x|][00 x 0 0
tanimindan nilpotent eleman yoktur. Ayrica M — Sj; kiimesinin sifir bolen eleman: yoktur.
x y 0 a b 0
Ciinki, [0] #Z10 x 0] ve [0} #10 a 0 |igin
0 0 x 0 0 a

x y 0|l fa b O xa xb+ya 0
0x0[]0ao0=]0 x 07&[0}
0 0 x| |0 0 a 0 0 xa

elde edilir. O halde M, |Sy|-sifir bolensiz yarigruptur. Simdi M yarigrubunun bir

x 00
A= 0 x 0| :xe€R » altyarigrubunu alalim. S4 = {B €A:BAB= [O}} seklindedir.
0 0 x
x 00 a0 0l[xo0o0][a 00
0 x 0| €dicin [0 a 0] [0 x 0] [0 a 0] = 0] ise
0 0 x 00 al[00 x| |00 a
ax 0 0]fa 0 0 axa 0 0
0 ar 0[]0 ao|=[0]=|0 aa o|=]o
0 0 ax| [0 O a 0 0 axa
000
olur. axa =0 dir. Hem x =0 hem a = 0 i¢in [0] matrisi elde edilir. O halde Sy = [0 0 0
000
x 00 x 00
veA—Sa=<¢ |0 x 0| :xeR,x#0  olur HerA= |0 x 0| EA—S4icinABA=A
0 0 x 0 0 x
1oo0
olacak sekilde B= |0 )—16 0| € A—S4 vardir. O halde A, |S4|-regiiler yarigruptur. Ayni
00 1
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r00l[xo00 [2 0 o x 0 0]

zamanda [0 x 0| |0 x O[=|0 x* O #[O}dlr.Yani 0 x 0 #[0]
00 x|[00 x 0 0 x? 0 0 x
oldugundan nilpotent eleman yoktur. O halde A, |S4|-reduced yarigruptur. Diger taraftan,
x 0 0 y 00
[O}%OxOVe[O}#Oingin
0 0 x 00 vy

x 0 0]y 0O xy 0 O
0 x 0 |0y O|=1]0 xy O] # [O}
0 0 x[ |0 O vy 0 0 xy

oldugundan A — S kiimesinin sifir bolen elemant yoktur. A, |S4|-sifir bolensiz yarigruptur.

Onerme 4.16. S sifirli bir yarigrup olsun.
1. S, |Ss|-sifir bolensiz yarigrup ise S — Sy altyarigruptur.

2. S degismeli, |Ss|-idempotent (regiiler) yarigrup ise S — Ss altyarigruptur.

KANIT. 1. S, |Ss|-stfir bolensiz yarigrup ve x,y € S — Ss olsun. O zaman x ve y
sifir bolensiz elemanlardir. Buradan x(yc) = 0 = yc = 0 = ¢ = 0 olur. Dolayisiyla xy

sifir bolensiz elemandir. Bu xy € S — S demektir. Boylece S — Sg altyarigruptur.

2. Degismeli yarigrupta idempotent elemanlarin c¢arpimi idempotent, regiiler
elemanlarin carpimi regiiler ve nilpotent elemanlarin ¢arpimi nilpotent elemanlardir.
S, |Ss|-idempotent (regiiler) yarigrup ve a,b € S — Sg olsun. Buradan a,b € S ve
a,b ¢ Sgdir. O halde aSa # (0) ve bSb # (0) dir. b € S i¢in aba # 0 ve S degismeli
oldugundan aab # 0 = a’b # 0 = ab # 0 elde edilir. Kabul edelim ki ab € Ss olsun.
Ss kitmesinin tanimindan ab € S ve (ab)S(ab) = (0) dir. a € S igin

(ab)a(ab) = 0 = abaab = 0 = aba’h = 0 = abab = 0 = (ab)?> = 0= ab =0

olur. Bu ¢eligkidir. Dolayisiyla ab ¢ Ss olmalidir. O halde ab € S — Sy dir. Boylece
S — Sy altyanigruptur.
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Lemma 4.17. S, |Sg|-sifir bolensiz veya |Ss|-reduced yarigrup ise;
1. Ss={acS|a’=0}dmr

2. Ozel olarak S monoid ise Sg = {a € S | > = 0} dur.

KANIT. 1. S, |Ss|-sifir bolensiz yarigrup olsun. A = {a € S| a® = 0} kiimesi
icin S¢ C A her zaman saglanir. Gergekten, a € Sg alalim. Sg kiimesinin tanimindan
aSa = (0) dir. a € S i¢in 0 = aaa = a> olur. O halde a € A elde edilir. Dolayisiyla
Ss € A saglanir. Simdi keyfi a € A alalim. Kabul edelim ki a € § — S5 olsun. Bu
durumda

O=a®=ad*=a*=0=a=0

elde edilir. Fakat bu a ¢ S — Sy demektir. Bu ise kabuliimiiz ile ¢eligir. O halde a € Sy
dir. Dolayisiyla A C Sg saglanir. O halde A = Sg dir. Simdi S, |Ss|-reduced yarigrubunu
diisiinelim. Benzer sekilde A kiimesi i¢in Sg C A oldugu goriiliir. Keyfi bir a € A i¢in
a®> = 0 oldugundan « nilpotent elemandur. S, |Ss|-reduced yarigrup oldugundan S — Sg
kiimesinde nilpotent eleman yoktur. O halde a ¢ S — Ss dir. Buradan a € S elde edilir.

Dolayisiyla A C Sg bulunur. O halde A = Sg saglanir.

2. A={ac S|a*=0} olmak iizere a € Ss alalim. Buradan a € S ve aSa = (0) dir. Ozel
olarak 1g € Si¢in alga = a®> = 0 oldugundan a € A olur. Dolayisiyla Sg C A elde edilir.
Simdi keyfi a € A alalim. Kabul edelim ki a € § — S olsun. A kiimesinin tanimindan
a*> = 0 dir. Bu ise 0 = a olmasim gerektirir. Bu da kabuliimiiz ile celisir. O halde

a € Sg dir. Dolayisiyla A C Sg dir. Yani A = Sg saglanir.

Lemma 4.18. (Z,,.) yarigrubunu alahim. Bir p asal say1s1 icin n = p? ise

Sz, ={0,7,2p,...,(p—1)p} dir. Ozel olarak n = p asal sayisi i¢in Sz, = {0} dur.
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KANIT. p asal say1 olmak iizere n = p? olsun. Lemma 4.17 den keyfi @ € 57,
icin a2 = 0 dir. O halde n = p®|a? olur. Buradan pp|a® = pla® ve pla® dir. p asal say1
oldugundan p|a elde edilir. Buradan a = pk olacak sekilde k € Z vardir. Boylece Sz, =
{0,p,2p, ,m} olur. Diger taraftan n = p asal says1 i¢in p = 0 oldugundan

SZn = {6,?,5,...,(}7— l)p} = {6}

bulunur. ]

Teorem 4.19. (Z,, .) yarigrubunu alalim.
1. n> 2i¢in Zy,, |Sz, |-idempotent monoid degildir.
2. p asal say1 olmak iizere n say1s1 p ya da p? ise Z,, |S7z, |-regiiler monoidtir.

3. n nin bir asal say1 ya da bir asal saymin karesi olmasi icin gerek ve yeter kosul Z,

yarigrubunun |Sz, |-sifir bélensiz monoid olmasidir.

4. n asal say1 ise Zj, |Sz, |-reduced monoidtir.

KANIT. 1. Z; monoidi i¢in,

0

1

Sz, = {0} ve Zy- Sz, = {1} seklindedir. O halde 1 idempotent elemandir. Bu yiizden

Z3, |Sz,|-idempotent monoidtir. n > 2 igin Z,, |Sz, |-idempotent monoid ve @ € Sz,
tersinir eleman olsun. O halde a € Z, i¢in aZ,a = @ ve aa—! = a~'a = 1 olacak

sekilde a-' € 7, vardir. Buradan 0 = aa~'a = aa'a saglanir. Bu @ = 0 olmasini
gerektirir. Bu ise geligkidir. Bu yiizden Sz, kiimesinde tersinir eleman yoktur. Boylece
1#ac Zin-Syz,, dir. Bu durumda @ bir idempotent elemandir. Ancak birimden farkh

bir tersinir eleman idempotent eleman olamaz. Dolayisiyla kabul yanlistir. Z,, |Sz, |-

idempotent monoid degildir.
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2. Lemma 4.18 den n asal say1 ise Sz, = {0} dir. n = p%, p asal sayr ise
Sz, = {0,5,2p,...,(p— 1)p} dir. Herhangi bir @ € Z, i¢in ebob(n,a) = 1ise a € Z,
tersinir elemandir. O halde her a € Z,-Sz, icin ab = ba = 1 olacak sekilde
b=ale ZLin-Sz, vardir. ba = 1 esitliginin her iki tarafim soldan @ ile garparsak

aba = a olur. @ regiiler elemandir. Dolayisiyla Z,, |Sz, |-regiiler monoidtir.

3. =: p bir asal say1 olmak iizere n ya p ya da p? olsun. (2) den 0 # @ € Z, tersinir
elemandir. O halde @a—! = a—1a = 1 olacak sekilde ale ZLin-Syz,, vardr. be ZLin-S7,
icin @b = 0 esitliginin her iki tarafini alile carparsak a'ab=0iken b =0 olur. O

halde @ sifir bolensiz elemandir. Béylece Zj, |S7z, |-stfir bolensiz monoidtir.

< Zy, |Sz,|-sifir bolensiz monoid olsun. Bu durumda her a € Z,-Sy, sifir bolensiz
elemant tersinir elemandir ve ebob(n,a) = 1 dir. Kabul edelim ki n asal say1 olmasin
ve p asal sayisi i¢in n = pk (1 < k < n) olsun. O zaman ebob(p,n) # 1 oldugundan
p tersinir eleman degildir. Lemma 4.17 den p € Sz, ve p? = 0 dir. Buradan n| P =
pk|p* = k|p olur. p asal say1 oldugundan k = 1 veya k = p dir. 1 < k < n oldugundan
k = p elde edilir. Dolayisiyla n = pk = pp = p? saglanur.

4. n = p asal say1 olsun. (2) den sifirdan farkli her a € Z,-S7, tersinir elemandir. Kabul
edelim ki @ nilpotent eleman olsun. O zaman a" = 0 olacak sekilden bir pozitif n
tamsayis1 vardir. Ayni zamanda da—' = a'a =1 olacak sekilde aleZ,S 7, vardir.
a" = 0 esitliginin her iki tarafim alile carparsak a1 =a"1 =0 olur. Bu sekilde

devam edilirse @ = 0 elde edilir. Bu ise celiskidir. Bu yiizden Z,-Syz, kiimesinde

nilpotent eleman yoktur. Zj, |Sz, |-reduced monoidtir.

Ornek 4.20. (Zy,.) monoidinin islem tablosu asagidaki gibi olsun.

Ol
—|
\]]
W

o =l Ol
o = Ol

S ]
N W Ol

Sl o o <l
NS el

O8]
(O8]
=

38



Sz, = {0,2} ve Zs — Sz, = {1,3} dir. 3.3 =1 oldugundan 3 idempotent eleman degildir.
Dolayistyla Za, |Sz,|-idempotent monoid degildir. Fakat 3.3.3 =3 ve 1.1.1 = I oldugundan

1 ve 3 elemanlari regiiler elemanlardir. Bu yiizden Zyg, |S7, ,|-regiiler monoidtir. Ayrica Tve3

stfir bolen elemanlar degildir. Bu durumda Za, |Sz, |-sifir bdlensiz monoidtir. 1 ve 3 nilpotent

elemanlar olmadigindan Zg, |Sz, |-reduced monoidtir.

Ornek 4.21. (Zg, .) monoidinin islem tablosu asagidaki gibi olsun.

Szy = {0,4} ve Zg — Sz, = {1,2,3,5,6,7} dir. Sadece 1 elemani idempotent eleman
oldugundan Zsg, |Sz,|-idempotent monoid degildir. 2.2.2 = 0 oldugundan 2 regiiler eleman
degildir. Dolayisiyla Zg, |S7z,|-regiiler monoid degildir. Diger taraftan, 0#£2ve0#£4
elemanlar1 icin 2.4 = 0 oldugundan 2 sifir bolen elemandir. Aynmi zamanda 2 =0
oldugundan 2 nilpotent elemandir. Dolayistyla Zg, |Sz,|-sifir bolensiz ve Zg, |Sz,|-reduced

monoid degildir.
Lemma 4.22. 0 # 1,J C S olsun. Asagidaki 6zellikler saglanir.
1. §;NS; C Sjny dir.
2. I sol (sag) ideal ise Ss(7) sag (sol) idealdir. Ozel olarak S, S yarigrubunun idealidir.
3. I sol (sag) ideal ise S; sag (sol) idealdir.

4. I ve J ideal ise Ss(I)Ss(J) C Sg(1J) dur.
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5. I ve J ideal ise S;S; C S;y dir.

KANIT. 1. a€ §;NSyalalim. O zaman a € S; ve a € Sy dir. S; ve Sy kiimelerinin
tanimindan ala = (0) ve aJa = (0) dir. INJ C I oldugundan a(INJ)a C ala = (0)
olur. Boylece a € Sjy elde edilir. Dolayisiyla §; NSy C Sy, saglanir.

2. I sol ideal ve a € Sg(I) alalm. Buradan a € S ve ala = (0) dir. KeyfixelIvese S
icin sx € I olur. O halde (as)I(as) = (a(sl)a)s C (ala)s = (0)s = (0) dir. Dolay1styla

as € Ss(I) olup Ss(I) sag idealdir.

3. I sol ideal ve a € S; olsun. O zaman a € I ve ala = (0) dir. Dolayisiyla keyfi bir s € S
icin (as)I(as) = (a(sl)a)s C (ala)s = (0)s = (0) olup as € Sy olur. S; sag idealdir.

4. I ve J ideal olsun. x € Sg(I)Ss(J) alalim. O halde x = ab olacak sekilde a € Ss(I) ve
b € Sg(J) vardir. O zaman ala = (0) ve bJb = (0) dir. Dolayisiyla

(ab)(1J)(ab) = (a(blJ)a)b C (ala)b = (0)b = (0)

dir. Bu ise ab € Ss(1J) demektir. Boylece Sg(I)Ss(J) C Ss(1J) elde edilir.

5. I ve J ideal olsun. x € S$;S; olsun. O halde x = ab olacak sekilde a € S; ve b € Sy
vardir. (4) den b1J C I dir. Dolayisiyla

(ab)(1J)(ab) = (a(bl])a)b C (ala)b = (0)b = (0)

saglanir. Bu ab € S;; demektir. Boylece S;S; C Sp; elde edilir.

Sonug 4.23. ] ve J, S yarigrubunun sol (sag) ideal ve INJ # 0 ise Sg(1) NSs(J) sag
(sol) idealdir.

KANIT. I ve J, S yarigrubunun sol (sag) ideal ve INJ # 0 olsun. a € Sg(1) NSs(J)
alalm. a € Sg(I) ve a € Sg(J) dir. Lemma 4.22 (2) den Sg(I) ve Ss(J) sag (sol) idealdir.
Dolayistyla Sg(I) N Ss(J) sag (sol) idealdir. O

40



Teorem 4.24. S bir degismeli yarigrup olsun. S, |Sg|-regiiler yarigrup olmasi igin

gerek ve yeter kosul her 7 ve J ideali i¢in I NJ — Sjny = IJ — S;y olmasidir.

KANIT. = : S, |Sg|-regiiler yarigrup olsun. x € I NJ — Sj; alalim. Buradan

x€INJ C S vex¢ Sy dir. Varsayalim ki x € Sg olsun. O halde xSx = 0 dir. S,
|Ss|-regiiler yarigrup oldugundan xyx = x olacak sekilde y € S vardir. y € Si¢in 0 = xyx = x
elde edilir. Bu sonug¢ x ¢ S;n; olmasiyla ¢elisir. Bu yiizden x € S ve x ¢ Sg dir. Bu ise
x regiiler eleman demektir. Bu yiizden xyx = x olacak sekilde y € § vardir. I ve J ideal

oldugundan x = x(yx) € 1J yazilir. Boylece x ¢ S;; dir. Onerme 4.14 den S, |Sg|-regiiler

yarigrup iken 1J, |S;|-regiiler yarigruptur. O zaman x € IJ — Syy olup INJ — Sjny C 1J — Sy

elde edilir. Diger taraftan, x € IJ — Syy alalim. O halde x regiiler elemandir. Ciinkiix € IJ C S
ve Sg C Sy oldugundan x ¢ Sg dir. Ayrica IJ C INJ oldugundan S;n; € Sz dir. O halde
x € INJ olur ve x regiiler elemant i¢in x ¢ Sy kullamlarak x € I NJ — S;n; olur. Bu yiizden

1J — Sy C1INJ —Siny saglanir. O halde 1J — Spy = 1NJ — Sy elde edilir.
< :IveJideal vea e §S—Ssicin IJ —S;y =1NJ — Sjy olsun.
(a) ={ax:x € S}U{a} kiimesini diisiinelim. Hipotezden,
(@) = S@) = ((@)NS) = S((w)ns) = (@)S — S(u)s = aS — Sas

dir. a ¢ Sg ve S(a) C Ss kullanilarak a € (a) — S(a) €lde edilir. Bu yiizden a € a$ — Sys dir.
Ayrica S degismeli yarigrup oldugundan aS = Sa dir. Hipotezden,

aS —Sas = (aSNSa) — S(usnsa) = aSSa — Sassa = aS*a— Sy,

dir. Buradan a € (aS?a — S,,) elde edili. Bu demektir ki baz1 b € S? C S i¢in a = aba

olacak sekilde a regiiler elemandir. Boylece S, |Sg|-regiiler yarigruptur. [

Teorem 4.25. S degismeli yarigrup olsun. S, |Sg|-regiiler yarigrup olmast i¢in gerek

ve yeter kosul her [ ideali igin 1> — Sp =1—§; olmasidir.

KANIT. = : S, |Ss|-regiiler yarigrup olsun. / ideali i¢in Teorem 4.24 kullanilarak
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12—512 =11—Sy=1INI—S8~; =1— S saglanir.

< : Her I ideali i¢in I? — S = I — S; olsun. J ideali i¢in 7N J ideal oldugundan
hipotezden INJ — S;ry = (INJ)% — Sunsz € INI)INT) =Sy ny) dir. Lemma 4.22 (5)
den S;S; C S;y kullanilarak S;nySins € S(m J)? saglanir. 1J C INJ oldugundan

INJ —Siry C (1J)? — S(1yy2 olur. Boylece Sy;S1; € (772 C Siy olup

INJ =Sy C1J— Sy olur. Ayrica IJ CINJ ise IJ — Sy CINJ — Siny saglanir.
Buradan I NJ — Sjn j = IJ — Sy olur. O halde Teorem 4.24 den S, |Ss|-regiiler yarigruptur.
]

Teorem 4.26. S degismeli, |Ss|-regiiler yarigrup ise S, |Ss|-reduced yarigruptur.

KANIT. S degismeli, |Ss|-regiiler yarigrup olsun ve a € S — Sg nilpotent eleman
olsun. Bu durumda a” = 0 ve @~ ! # 0 olacak sekilde bir n pozitif tamsayis1 vardir. a regiiler
eleman oldugundan aba = a olacak sekilde b € S vardir. S degismeli oldugundan a’b = a
olur. Bu yiizden 0 = ¢”" = a"2a® = a"%a*h = a"?a = a"~ ' olur. Fakat bu "~! #£ 0
olmasiyla celisir. Bu yiizden kabul yanlhigtir. § — Sg kiimesinde nilpotent eleman yoktur.

Boylece S, |Ss|-reduced yarigruptur. O

Ornek 4.27. S yarigrubunun islem tablosu asagidaki gibi olsun.

0 a b cd e
0/0 00O O0OO
al0 a 0 c 0O
b0 0 b 0d O

0 0 c 0 a0
di0od O0b 00
e/0 0 0O0O0O

Ss ={0,e} ve S—Ss = {a,b,c,d} dir. cc =0 oldugundan ¢ idempotent eleman degildir. O
halde S, |Ss|-idempotent yarigrup degildir. Diger taraftan aaa = a , cdc = ac = ¢ , bbb = b ve

dcd = d oldugundan S — Sg kiimesinin her elemani regiiler elemandir. Boylece S, |Ss|-regiiler
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yarigruptur. cc = 0 ve dd = 0 oldugundan c ve d nilpotent elemanlardir. Dolayisiyla S, |Sg|-
reduced yarigrup degildir. 0 # a ve 0 # b i¢in ab = 0 oldugundan a sifir bolen elemandir. O
halde S,

Ss|-sifir bolensiz yarigrup degildir.
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BESINCI BOLUM
YARIGRUP CESITLERINDE YARIASALLIGIN KAYNAGI

Bu tez kapsaminda elde edilen yeni teoremler, sonuclar ve iligkiler asagida
verilmistir.

1 1 1 —1

Tamim 5.1. S sifirh bir yarigrup olsun. x € § —Sg igin xx™ 'x =xvex xx  =x

olacak sekilde teklikle belirli x~! € S varsa S ye |Ss|-tersinir yarigrup denir.

1 1 1

Tanmm 5.2. § sifirh bir yarigrup olsun. x € S —Sgicin xx” 'x =x ve xx ' =x 'x

olacak sekilde teklikle belirli x~! € S varsa S ye |Ss|-tamamen regiiler yarigrup denir.

Lemma 5.3. S — Sg kiimesinin her elemaninin tersinir eleman olmasi icin gerek ve

yeter kosul S yarigrubunun |Sg|-regiiler yarigrup olmasidur.

KANIT. = : §— Sg kiimesinin her elemani tersinir eleman ve a € § — Sy alalim. O
zaman aba = a ve bab = b olacak sekilde b € § vardir. Dolayisiyla a ve b regiiler

elemanlardir. S, |Sg|-regiiler yarigruptur.

< S, |Sg|-regiiler yarigrup olsun. a € S — Sg alahm. O halde aba = a olacak sekilde
b € S vardir. Her regiiler elemanin tersi var oldugundan a tersinir elemandir. Dolayisiyla

S — S nin her elemani tersinir elemandar. ]

Teorem 5.4. S, |Sg|- tersinir yarigrup olmasi igin gerek ve yeter kosul S,

Sg|-regiiler

yarigrup ve S yarigrubunun idempotent elemanlari birbiri ile degismeli olmasidir.

KANIT. = : S, |Sg|-tersinir yarigrup olsun. Lemma 5.3 dan S, |Sg|-regiiler
yarigruptur. e, f € S idempotent elemanlar olsun. Idempotent elemanlarn ¢arpimi
idempotent eleman oldugundan ef, fe idempotent elemanlardir. Boylece
(ef)(fe)(ef) = efef = (ef? = ef ve (fe)(ef)(fe) = fefe = (fe)? = fe dir. S,
|Ss|-tersinir yarigrup oldugundan ef elemaninin tersi (ef)~! ve fe dir. Aym zamanda
tersinir yarigrupta ef € S idempotent elemani igin ef = (ef)”! dir.  Dolayisiyla
(ef)~! = ef = fe oldugundan idempotentler degismelidir.
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< 1 S, |Sg|-regiiler yarigrup ve S yarigrubunun idempotent elemanlari birbiri ile
degismeli olsun. e, f € S idempotent eleman olmak iizere ef, fe € S idempotent ve ef = fe

dir. e, f € § — Sg alalim. O halde
efe=e=eef=e=ef=e
ve

fef=f=ffe=f=fe=f

olacak sekilde e, f € S vardir. Buradan e = ef = fe = f elde edilir. Her regiiler elemanin

tersi var oldugundan e = efe, fef = f ve e = f oldugundan S, |Sg|-tersinir yarigruptur. [

Teorem 5.5. S degismeli bir yarigrup olsun. § — S kiimesinin her elemani tersinir

eleman ise S, |Sg|-tersinir yarigruptur.

KANIT. a € § — Sg tersinir eleman olsun. O zaman aba = a ve bab = b olacak
sekilde en az bir b € § vardir. Kabul edelim ki a elemaninin bagka bir tersi ¢ olsun. O halde

aca = a ve cac = ¢ dir. Buradan,

b = bab = b(aca)b = bac(a)b = bac(aca)b = (bac)(ac)(ab) = (bac)(ab)(ac) =
(ba)(ca)(bac) = (ca)(ba)(bac) = c(aba)(bac) = ca(bac) = c(aba)c = cac = c

dir. Dolayisiyla b = ¢ oldugundan a elemaninin tersi teklikle belirlidir. Dolayisiyla

S, |Ss|-tersinir yarigruptur. O

Teorem 5.6.S, |Sg|-tamamen regiiler yarigrup ise S, |Sg|-tersinir (regiiler)

yarigruptur.

KANIT. S, |Sg|-tamamen regiiler yarigrup olsun. x € § — Sg alalm. O zaman

xx~'x = x ve x7'x = xx7! olacak sekilde teklikle belirli x ! € § vardir. x'x = xx~!

esitliginin her iki tarafin1 soldan x~! eleman ile ¢arparsak,

o = ylys ) T =x o T s = !

elde edilir. O halde x € S — Sy tersinir elemandir. Dolayisiyla S, |Sg|-tersinir yarigruptur. [
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Ornek 5.7. S yarigrubunun islem tablosu asagidaki gibi olsun.

0 a b c
0[]0 00O
al0 a a 0O

0 b 0
c|0 00

Ss=1{0,c} ve S—Ss = {a,b} dir. aaa = a, bbb = b oldugundan a ve b regiiler elemanlardir.
S, |Ss|-regiiler yarigruptur. Ayni1 zamanda a ve b idempotent elemanlar oldugundan S, |Ss|-
idempotent yarigruptur. 0 # a,b € S icin ac =0, ca = 0 ve c¢b = 0, bc = 0 olacak sekilde
0 # ¢ € S oldugundan a ve b sifir bolen elemanlardir. S, |Ss|-sifir bolensiz yarigrup degildir.
a ve b nilpotent eleman olmadigindan S, |Sg|-reduced yarigruptur. aaa = a, bbb = b, aba = a
ve bab = b oldugundan her elemanin tersi teklikle belirli degildir. Dolayisiyla S, |Ss|-tersinir
yarigrup degildir. Ayrica ab = a # b = ba oldugundan S, |Ss|-tamamen regiiler yarigrup
degildir.

Teorem 5.8.S degismeli |Sg|-tersinir yarigrup ise S, |Sg|-tamamen regiiler

yarigruptur.

KANIT. S degismeli |Sg|-tersinir yarigrup olsun. a € S — Ss alahm. O halde

aa 'a =a ve a'aa™! = a~! olacak sekilde teklikle belirli a~! € S vardir. a = aa"'a

esitliginin her iki tarafini sagdan a~! eleman ile carparsak,

1

aa_1 =aa aa_1 :>aa_l = a_1

aa_la = aa_1 = a_la

elde edilir. O halde S,

Ss|-tamamen regiiler yarigruptur. 0

Teorem 5.9.S degismeli, |Sg|-regiiler yarigrup ise S, |Sg|-tamamen regiiler

yarigruptur.

KANIT. S degismeli |Ss|-regiiler yarigrup olsun. a € § — Sg alalm. O zaman a
regiiler eleman tersinir elemandir. Teorem 5.5 den S, |Sg|-tersinir yarigruptur. Teorem 5.8

den S, |Ss|-tamamen regiiler yarigruptur. O
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Teorem 5.10. S degismeli, |Sg|-idempotent yarigrup ise S, |Ss|-tamamen regiiler

yarigruptur.

KANIT. S, |Ss|-idempotent yarigrup ve a € S — Sg alalim. O zaman a®> = a dir.

a® = ad® = aa = a oldugundan q regiiler elemandir. Dolayisiyla a tersinir elemandir. Teorem

5.5den S,

Ss|-tersinir yarigruptur. Teorem 5.8 den S, |Ss|-tamamen regiiler yarigruptur. [

Ornek 5.11. S yarigrubunun islem tablosu asagidaki gibi olsun.

0 a b cd
0/0 00 0O
al0 a b 0 0
b0 0 0 a b
c|0 ¢cd 00
d{0 0 0 c d

Ss = {0} ve S—Ss = {a,b,c,d} dir. aaa = a, becb = b, cbc = ¢, ddd = d oldugundan S,

|Ss|-regiiler yarigruptur. bb = 0 oldugundan S, |Ss|-idempotent yarigrup degildir. 0 #a € S
icin ad = 0 ve da = 0 olacak sekilde 0 # d € S oldugundan a ve d sifir bolen elemanlardir.

Dolayisiyla S, [Sg|-sifir bolensiz yarigrup degildir. bb = 0 ve cc = 0 oldugundan b ve ¢

nilpotent elemanlardir. S, |Sg|-reduced yarigrup degildir. Her elemanin tersi teklikle belirli
oldugundan S, |Ss|-tersinir yarigruptur. chc = ¢ ve beb = b fakat bec = a # d = cb oldugundan

her eleman tersi ile degigsmeli degildir. Dolayisiyla S, |Sg|-tamamen regiiler yarigrup degildir.

Teorem 5.12. S,

Ss|-tamamen regiiler yarigrup ise S,

Ss|-reduced yarigruptur.

KANIT. S, |Ss|-tamamen regiiler yarigrup ve a € S — Sy nilpotent eleman olsun. O

halde @ = 0 ve @ ~! # 0 olacak sekilde n pozitif tamsayisi vardir. Aym zamanda aa'a = a

ve aa~! = a~'a olacak sekilde teklikle belirli a—! € § vardir.

1 1

aa a=a= aaa l

:a:>a2a_ =a

dir. Boylece,
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elde edilir. Bu ise a"~! # 0 olmasiyla gelisir. Kabul yanhstir. S — Sg kiimesinde nilpotent

eleman yoktur. Boylece S, |Sg|-reduced yarigruptur. O

Teorem 5.13. S bir yarigrup olsun. § — Sg kiimesinin bir n-sistem olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul Sg nin yariasal ideal olmasidir.

KANIT. = : S— Sy bir n-sistem olsun. O zaman a € S — Sy i¢in axa € S — Sg olacak
sekilde x € S vardir. Buradan a ¢ Sy i¢in axa ¢ Sg olacak sekilde x € S vardir. Bu gosterir ki
a ¢ Sg ve aSa  Sg dir. O halde Sy, yariasal idealdir.

<« : Ss, yariasal ideal olsun. a € S — Sy alalim. a ¢ Ss iken aSa € Sg dir. Bu durumda
axa ¢ Sg olacak sekilde x € S vardir. axa € § — Ss elde edilir. Dolayisiyla a € S — Ss i¢in
axa € S — Sg olacak sekilde x € S var oldugundan S — Sg bir n-sistemdir. [

Onerme 5.14. S bir yarigrup ve Sg, S nin yariasal ideali olsun . Bu durumda S, S nin

biitiin yariasal ideallerinin arakesitine esittir.

KANIT. A, S yarigrubunun bir yariasal ideali olsun. a € Sy ise aSa = (0) C A dir.
Buradan a € A elde edilir. Dolayisiyla Sg C A dir. Simdi her 1 i¢in S yarigrubunun biitiin A;
yariasal ideallerinin arakesiti MA; olsun. Sy kiimesi her yariasal ideal tarafindan
kapsandigindan Sg C NA; dir. Tersine Sg, S nin yariasal ideali oldugundan NA; C Sy dir.
Dolayisiyla NA; = Sg saglanir. [l

Sonug 5.15. A, S yarigrubunda bir yariasal ideal ise Ss, A yariasal ideali tarafindan

kapsanilan yariasal ideallerin en kiigiigiidiir.

KANIT. A, S yanigrubunun yariasal ideali olsun. Yariasal ideallerin arakesiti

yariasal ideal oldugundan Onerme 5.14 den NA; = S yariasal idealdir. U

Teorem 5.16. S bir yarigrup olsun. Sg = {0} olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul Sg

kiimesinin S yarigrubunda sifirdan farkl nilpotent ideal olmamasidir.
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KANIT. = : Ss= {0} olsun. Kabul edelim ki her i i¢in A;, S yarigrubunda yariasal
ideal olsun. Onerme 5.14 den NA; = Sg dir. Yariasal ideallerin arakesiti yariasal ideal
oldugundan NA; = Sg yariasal idealdir. Herhangi bir K ideali icin K # (0) ise K Z Ss ve Ss
yariasal ideal oldugundan K? ¢ Sg dir. Dolaysiyla K? # (0) dir. Boylece sifirdan farkli
ideal nilpotent ideal degildir. O halde Sg, S yarigrubunda sifirdan farkli nilpotent ideal

icermez.

<+ : Sg, S yarigrubunda sifirdan farkli nilpotent ideal icermesin. O halde her A ideali
icin A # (0) iken A% # (0) dir. Dolayisiyla (0) ideali yariasal idealdir. Onerme 5.14 den
Ss = {0} elde edilir. O

Teorem 5.17. S bir yarigrup olsun. S regiiler yarigrup ise Sg yariasal idealdir.

KANIT. S regiiler yarigrup olsun. O halde her a € S icin aba = a olacak sekilde
b € § vardir. Kabul edelim ki a € S icin aSa C Sg olsun. a € aSa C Sg oldugundan a € Sg

elde edilir. Dolayisiyla Ss, yariasal idealdir.

Lemma 5.18. S, |Ss|-tersinir (tamamen regiiler) yarigrup ve P, |Sp|-tersinir (tamamen
regiiler) yarigrup olsun. f: S — P, f(0s) = Op kosulunu saglayan bir homomorfizma olmak

lizere, f(x) € S), ise x € Sg dir. Tersine, f orten ve x € Sy ise f(x) € Sp dir.

KANIT. Kabul edelim ki x ¢ Sg olsun. O zaman x € S — Sg dir. Bu durumda o lx=

x ve x~lxx~! = x~! olacak sekilde teklikle belirli x~! € § vardir. Buradan, f homomorfizma

oldugundan
fx) = flax ) = fO) £ () = F)f(x) 7 f(x)

Ve

fO) T =) =0T ) = FaT T = )T ) f()

dir. Bu f(x) € P — Sp demektir. Dolayistyla f(x) ¢ Sp elde edilir.

Tersine, x € Sy ise her a € S i¢in xax = Og dir. Buradan f(xax) = f(0s) ve f orten

oldugundan f(x)Pf(x) = Op elde edilir. Bu ise f(x) € Sp demektir. O
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Teorem 5.19. S, [Ss|-tersinir yarigrup ise S/p, [Ss/, |-tersinir yarigruptur.

KANIT. S, |Sg|-tersinir yarigrup olsun. O zaman a € S — Sy icin aa 'a = a ve

a 'aa=' = a~! olacak sekilde teklikle belirli a=! € S vardir. y € S/p — S s/p alalim. Bu

durumda y = ap olacak sekilde a € S vardir.

y=ap = (aa"'a)p = (a)p.(a”")p.(a)p = (a)p.(a)'p.(a)p

Ve

olacak sekilde (a)~'p € §/p vardir. Dolayisiyla S/p,

Ss/p |-tersinir yarigruptur. [

Teorem 5.20. S, |Ss|-tersinir (tamamen regiiler) yarigrup ve f : S — P, f(0s) = Op

kosulunu saglayan bir homomorfizma olsun. Eger f orten ise f(S), |Sp|-tersinir (tamamen

regiiler) yarigruptur.

KANIT. S, |Ss|-tersinir yarigrup ve a € S — Sg olsun. Bu durumda aa='a = a ve

a laa=! = a~! olacak sekilde teklikle belirli a~! € S vardir. y € f(S) — S, alalim. O halde,
y = f(a) ¢ S, olacak sekilde a € S vardir. Lemma 5.18 den a ¢ S dir. Dolayisiyla her
a~! € Sigin

y=f(a) = f(aa 'a) = f(a)f(a ") f(a) = f(a)f(a)" f(a)

Ve

flay'=fla)=faaa™ ") = fla ) f(a)f(a™") = f(a) "' fa)f(a)™

olacak sekilde f(a)~! € f(S) saglamr. Boylece f(S), |Sp|-tersinir yarigruptur. O
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ALTINCI BOLUM
SONUC VE ONERILER

Tez bes ana boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, ilk olarak tez boyunca kullanilmig olan temel tamim ve
teoremlerden bahsedilmistir. Bu boliimde ayni zamanda yarigruplarin tersinir, regiiler ve

tamamen regiilerlik 6zellikleri incelenmistir.

Tezin devaminda, Giri ve Wazalwar (1993) ve Park ve Kim (1992) calismalarinda
inceledikleri yarigruplar i¢in asal idealler ve asal radikaller kavramlar1 yer almistir. Ayrica
Aydin ve digerleri (2018) ¢aligmasinda, R halkasi i¢in Sg = {a € R : aRa = (0)} kiimesini
halkalarda yariasallifin kaynagi olarak tanimladilar. Bu tanim kullanilarak, bir § yarigrubu
icin yarigruplarda yariasalligin kaynagi Sg = {a € S : aSa = (0) } kiimesi olarak Albayrak ve

digerleri (2021) tarafindan tanimlanmustir.

Caligmanin  devaminda, |Sg|-reduced yarigrup, [Sg|-sifir bélensiz yarigrup,

|Ss|-idempotent yarigrup, |Ss|-regiiler yarigrup, |Sg|-tersinir yarigrup ve |Sg|-tamamen

regiiler yarigrup yapilari elde edilmistir. Sonrasinda da bu yapilarin 6zellikleri, bunlar ile
ilgili ornekler ve aralarindaki iligkiler verilmistir. Bunlar;

a Eger S, |Ss|-idempotent yarigrup ise S, |Sg|-regiiler yarigrup,

b Eger S, |Ss| -idempotent yarigrup ise S, |Ss|-reduced yarigrup,

¢ Eger S, |Ss| -stfir bolensiz yarigrup ise S, |Ss|-reduced yarigrup,

d Eger S, |Ss|- tamamen regiiler yarigrup ise S, |Sg|-tersinir(regiiler) yarigrup,

seklindedir. Bunlara ek olarak, S degismeli yarigrup olmak iizere,

1. S, |Sg|-regiiler yarigrup olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her I ve J ideali i¢in

INJ — S8y = 1J — Sy olmasidir.
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2. S, |Ss|-regiiler yarigrup olmast icin gerek ve yeter kosul her / ideali igin I — S, = I — S;

olmasidir.
teoremleri ¢calismanin 6nemli sonuglaridir.

Daha sonra her i i¢in A, S yarigrubunun yariasal ideali olmak iizere NA; = Sg oldugu

gosterilmisgtir.

Giri ve Wazalwar (1993), S yarigrubunda Q idealinin yariasal ideal olmasi i¢in gerek
ve yeter kosulun \/@ = Q oldugunu ispatlamiglardir. Ayn1 zamanda (Teorem 3.17) de, S
yarigrubunda sifir olmayan nilpotent idealin olmamasi igin gerek ve yeter kosul v/S = (0)
oldugunu kanitlamiglardir. Bu teoremden yola ¢ikarak bu tezde bir S yarigrubunda sifir
olmayan nilpotent idealin olmamasi igin gerek ve yeter kosul Sy = {0} oldugu ispat

edilmistir.

Son olarak, eger A, S yarigrubunda bir ideal ise o zaman /(A), S yarigrubunda A
idealini iceren yariasal ideallerin en kiictigiidiir. Buradan da A, S yarigrubunda bir yariasal
ideal ise Sg, A yariasal ideali tarafindan kapsanilan yariasal ideallerin en kii¢tigiidiir sonucuna

ulagilmugtir.
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