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OZET

ARALIK ODEMELI MATRIS OYUNLAR VE COZUM YONTEMLERI
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Matematik Anabilim Dal1 Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Aykut OR
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Bu ¢alismada aralik degerli matris oyunlar ve bu oyunlarin getiri matrisleri ile ilgili
bazi oOzellikler yardimiyla oyun degerinin varligt ve ne oldugunun bulunmasi
amaglanmistir. Bu kapsamda c¢alismanin birinci bdliimiinde literatiir Ozeti verilerek
konunun énemi ve literatiirdeki yeri agiklanmustir. iki kisilik sifir toplamli matris oyunlar
ve genel oOzelliklerinin verildigi ikinci boliimde bazi ¢oziim ydntemleri aragtirilmistir.
Uglincii boliimde aralik sayilart ve aralik matrisleri verilerek bu kavramlarm baz
ozellikleri sunulmustur. Ayrica aralik degerli matris oyunlari i¢in ¢dziim yontemlerine yer
verilmistir. Dordiincii bolimde aralik matrislerin 6zdeger ve ozvektorleri ile ilgili temel
tanim ve kavramlara deginilmistir. Ayrica aralik degerli matris oyunu ile 6zdegerler

arasindaki iliski ifade edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Aralik Matris, Aralik Odemeli Matris Oyunu, Oyun Degeri,
Aralik Matrisin Ozdegeri



ABSTRACT

MATRIX GAMES WITH INTERVAL PAYOFF AND SOLUTION METHODS

Stimeyye SEN
Canakkale Onsekiz Mart University
School of Graduate Studies
Master of Science Thesis in Mathematics
Advisor: Asst. Prof. Aykut OR
27/01/2022, 52

In this study, it is aimed to find out the existence of the game value and what it is
with the help of some features related to the interval value matrix games and the payoff
matrices of these games. In this context, in the first part of the study, the importance of the
subject and its place in the literature are explained by giving a summary of the literature. In
the second part, where two-person zero-sum matrix games and their general properties are
given, some solution methods are investigated. In the third chapter, interval numbers and
interval matrices are provided and some properties of these concepts are presented. In
addition, solution methods for interval value matrix games are given. In the fourth chapter,
basic definitions and concepts related to eigenvalues and eigenvectors of interval matrices
are mentioned. In addition, the relationship between the interval value matrix game and the

eigenvalues is expressed.

Keywords: Interval Matrix, Interval Value Matrix Game, Value of Game,

Eigenvalue of Interval Matrix
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BIiRINCi BOLUM
GIRIS

Oyun teorisi, birbirine rakip olan ve c¢ikarlar1 c¢atisan rasyonel karar vericilerin

karsilikl1 etkilesim ortaminda ¢atisma ve isbirligini agiklayan matematiksel bir yaklagimdir
(Owen, 1995).

Oyun teorisinde amag oyuncularin rasyonel bir sekilde kendi ¢ikarlarin1 mantikli
akil yiiriitme yoluyla korumak i¢in gerekli olan stratejiyi belirlemek ve bunun sonucunda

hangi kazanci veya kaybi elde edecegini bilerek karar vermelerini saglamaktir.

Oyun teorisi karar teorisinin degisik bir tiirli olarak kabul edilebilir. Oyun teorisi
karar teorisinden su ana unsurlar ile ayrigir. Oyun teorisinde karar vericilerin her biri
oyunculardir. Oyun teorisini karar (getiri) matrisinde kosullar yerine rakip oyuncunun
stratejileri yerlestirilmistir. Oyun teorisinde oyuncularin davraniglarini  agiklamakta
inaniglart dahil edilmez, beklenen getirinin maksimallestirilmesi ¢oziim teknigine dahil
edilir. Oyun teorisinde oyuncularin sec¢imlerinin sonucu rakiplerinin kararlarina bagl

oldugu stratejik bir ¢atigma durumudur.

Ulkelerin toprak igin savasmasi, isletmelerin pazar payi ic¢in rekabet etmesi,
hayvanlarin dogal kaynaklar i¢in miicadelesi ve siyasi partilerin oy yarisi... Dinamik
sistemlerde ve "degerlerini" (value) maksimize etmeyi amaclayan, temsilciler tarafindan

yonetilen bir diinyada, Oyun Teorisi her alanda kendini gostermektedir.

Oyun teorisi birden ¢ok oyuncunun bulundugu her oyuncunun getirisinin diger
oyuncularin se¢imlerine bagl oldugu karar verme isleminin tutarli bir analizini yapmay1

saglayan yontemler ve bir dil gelistirir.

Oyun teorisi genellikle John Von Neumann ve Oskar Morgenstern’in 1944 te

yayimlanan “The Theory of Games and Economic Behaviour” (Oyun teorisi ve Ekonomik

1



Davranis) adli kitabiyla baslandig1 kabul gorse de aslinda ilk olarak Augustin Cournot’un
1838 yilindaki “Researches on the Mathematical Principles of the Theory of Wealth”
caligmast ve sonrasinda Fransiz matematik¢i Emile Borel’In 1921 yilinda “Algebre et
calcul des probabilites” adl1 eseridir. Modern oyun teorisinin 1928 yilinda oyunlarin temel
ilkeleri ile matematiksel yapisini birlestirdigi “Minimax’ teoremi ile bagladig1 kabul edilir.
John Von Neumann’in 1928 de tanimlamis oldugu iki kisilik oyun dengesini genisleterek
kendisine Nobel Odiilii kazandiran John Nash, oyun teorisine ¢ok o©nemli katkilar
sunmustur. John Nash, 1950-1953 yillar1 arasinda yayinladigi 4 farkli ¢alismada, daha
sonraki yillarda “Nash Dengesi” olarak da adlandirilan, hem rekabetgi hem de isbirlikgi

oyunlarda bir denge noktas1 kavramini ortaya koymustur.

Daha net bir ifade ile J. Nash, sifir toplamli olmayan, sonlu ve n oyunculu bir
oyunda her oyuncunun bir optimal stratejiye sahip oldugunu kanitlamistir. J. Nash
sayesinde oyun teorisi, gilinliik hayatimizda finanstan politikaya, spordan ticarete rekabetin

oldugu her alana uyarlanabilen bir héile gelmistir.

Bu calismanin ikinci boliimiinde oyun teorisinde incelenen problemlerin en
onemlilerinden biri olan iki kisili sifir toplamli oyunlar ele alinmistir. Ayrica, ¢alismanin
sonraki boliimlerinde gerekli olan strateji, oyunun ¢6ziimii ve ¢oziim yontemleri gibi
kavramlar tanimlamstir. Uciincii boliimde aralik kavramindan bahsedilerek aralik sayilari
ele alinmis ve bu aralik sayilarinin siralanmasina yonelik calismalardan bahsedilmistir.
Daha sonra bilinen klasik matrisin elemanlarinin yerine aralik sayilar1 almarak getiri
matrisi aralik degerli matris oyunlar1 goz oniine alinarak bu oyunlarin 6zellikleri ve ¢oziim
yontemleri incelenmistir. Dordiincti  boliimde klasik  matrislerin - negatif olmayan
ozvektorlerine karsilik gelen 6zdegerleri ve bu 6zdegerlerin oyun degeri ile iliskisinin
varligr vurgulanmistir. Daha sonra aralik degerli matrislerin oyun degerinin 6zdegerler

yardimiyla elde edilebilecegi ortaya konulmustur.



IKiNCi BOLUM
IKI KiSIiLI SIFIR TOPLAMLI OYUNLAR

Oyun teorisinde oyunlarin smiflandirilma ¢esitlerinden bir tanesi de oyuncu
sayilaridir. ki kisilik oyunlar, iki oyuncuyla oynanan oyunlar simifinda yer almaktadir.
Oyunculardan birinin kazancinin digerinin kaybina esit oldugu durumda ise oyun iki kisili
sifir toplaml1 olarak adlandirilir (Owen, 1995). Calismamizin bu boliimiinde iki kisili sifir
toplamli oyunlar ve bu oyunlarin genel 6zellikleri ile ilgili temel tanim ve kavramlara yer
verilmistir. Bu kavramlar (Barron, 2006; Guseinov ve vd., 2010; Morris, 1994,
Morngestern ve Neumann, 1944; Owen, 1995; Ferguson, 2014) ¢alismalarindan derlenerek

verilmistir.

2.1. Temel Tanim ve Kavramlar

Tanim 2.1.1. Miicadele igeren herhangi bir olaya oyun denir. Oyuncular,stratejiler
ve 0deme fonksiyonu ad1 verilen temel 6geler bilindiginde ya da harekete gecirildiginde bir

oyun ortaya ¢ikar.

Tanmm 2.1.2. Oyunda kazanglarini maksimize etmek isteyen taraflara oyuncu denir.
Oyun icinde yer alan bir terCih yapan ve bu tercihler sonucunda bir kazang ya da kayip elde

eden birey veya gruplara oyuncu denir.

Tamm 2.1.3. Oyunun basindan sonuna kadar ortaya ¢ikabilecek biitiin durumlar
icin oyuncularin tercihlerini belirten kararlar biitiiniine strateji denir. Oyunun basindan
sonuna kadar ortaya cikabilecek biitlin durumlar i¢in oyuncularin tercihlerini belirten

kararlar biitiinline strateji denir.

Tanmm 2.1.4. Her bir oyuncunun maksimum kazanca ulagsma hedefi i¢inde oldugu

oyunlara ortaksiz oyun denir.



Tamm 2.1.5. Oyuncularin getirileri toplaminin sifir oldugu oyunlara sifir toplamli

oyun denir.

Tamm 2.1.6 iki kisilik sifir toplaml1 ortaksiz oyuna muhalif (antagonastic) oyun

denir.

Tamim 2.1.7 Her bir oyuncunun sonlu sayida stratejiye sahip oldugu mubhalif (iki

kisilik sifir toplamli) oyuna matris oyunu denir.

Tamm 2.1.8 . oyuncunun m tane stratejisi /1. oyuncunun n tane stratejisi oldugu

durumda olusan mxn lik matrise oyunun getiri matrisi denir.

1. Oyuncu keyfi i. Stratejisi olan I; ve II. oyuncu keyfi j. stratejisi olan II; ile
oynadiginda elde edilen getiri a;; olur. Bu getiri I. oyuncunun getirisini gostermektedir.
Oyun sifir toplaml1 oldugundan I1. oyuncunun getirisi —a;; ile ifade edilir. Dolayisiyla I.
oyuncu I, I,, ..., I, stratejilerine I1. oyuncu I, 1,, ..., I,,, stratejilerine sahip iken oyunun

getiri matrisi

Iy, I, - II,
I a1 Azt Qg
A=1, Az1 Az -+ Qp
Iy @m1 Gmz = QAmn

olur. Getiri matrisi I. oyuncunun getrilerini ifade etmektedir. Oyun sifir toplamli oldugu

icin /1. oyuncunun getirilerini gosteren matris —A ile ifade edilir.

2.2. Saf Stratejiler ve Oyun Siireci

Tamim 2.2.1. Olasilik olay1 igermeyen stratejiye saf (piir) strateji denir.



Saf stratejiler sinifinda bir matris oyununun oynanma siireci ve denge noktasi gibi

kavramlar1 vermeden 6nce analizden bildigimiz denge noktas1 kavramini ifade edelim.

Tammm 2.2.2. f:AX B — R bir fonksiyon olsun. Her a € A ve her b € B i¢in
f(ao,b) < f(ao, bo) < f(a,bo)

olacak bigimdeki (ay, by) elemanina eyer (denge) noktasi denir.

Teorem 2.2.3. AX B iizerinde tanimli herhangi bir f fonksiyonunun eyer
noktalarina sahip olmasi icin gerek ve yeter sart maxmin f(a,b), minmax f(a,b)

minimaxlarin varligi ve

max min f(a,b) = minmax f(a, b
aeAber(') beBaeAf(')

esitliginin saglanmasidir.

Teorem 2.2.4. A X B lizerinde taniml1 herhangi bir f fonksiyonu i¢in

. <
sup inf f(a, b) < Inf sup f(a,b)

a€eA

esitsizligi gecerlidir.

Tamm 2.2.5. A matrisinde i satir numarasi, j siitun numarasi olmak tizere (i, )

ikilisi matris oyununda bir durum belirlemektedir. Vi € {1, .....,m} ve Vj € {1, .....,n}
i¢in

esitsizligini saglayan (i*,j*) durumu bir denge durumudur. Denge durumundaki a;- ;-

matris elemanina saf stratejiler sinifinda denge (eyer) noktasi denir.



Denge noktasi tanimindan a;«j- elemam satirdaki en kii¢iik siitundaki en biiyiik

eleman olarak ifade edilebilir.

Asagida verilmis olan getiri matrislerinde a,; = —1, A matrisinin, b;, =1 ve

b33 = 1, B matrisinin denge noktalaridir. Ancak C matrisin bir denge noktasi yoktur.

2 1 1 -1 0 1
_(—2 3 — -
a=("1 ) B—(—l 0 —1) C—(l 2 3)

31 1 2 -1 1

Denge noktasini veren stratejiler en iyi stratejilerdir. Denge durumunda ortaya
¢ikan degerler |. oyuncunun ulasabilecegi en biiyilk kazanci, Il. oyuncunun da
ulagabilecegi en diisiik kayb1 gosterir. Eger |. oyuncu denge noktasinda elde ettigi getiriyi
veren stratejiyi se¢mezse elde edecegi kazanctan daha az kazang elde etmis olur. Ayni
sekilde Il. oyuncu da denge noktasinda elde ettigi kazanci veren stratejiyi segmezse daha

fazla kaybetmis olacaktir.

Teorem 2.2.6. A = (a;;) getiri matrisinde a;; ve ay, denge noktalar1 ise bu

durumda a;; ve ay; degerleri de denge noktasidir. Ustelik,
Ajj = Ay = Ay = Ag;j

dir.

Tamm 2.2.7. Getiri matrisi A = (a;;) olan bir matris oyununda

V.(P) = max min a;;
r(P) i=12,..m j=12,.n

degerine oyunun saf stratejiler sinifindaki alt degeri,

V.(P) = min max a;;
c(P) j=12,.ni=12,..m "

degerine oyunun saf stratejiler sinifindaki {ist degeri denir. Alt degerin iist degere esit

oldugu

Ve(P)=V.(P)=v



v degerine de oyun degeri denir. I. oyuncunun kazang¢lariin alt sinir1 V,.(P) degeri ile 1.

oyuncunun kayiplarinin iist sinir1 V.(P) degeri ile ifade edilir.

Teorem 2.2.8. Getiri matrisi A = (a;;) _olan oyunda

V.(P) < Ve(P)

dir.

Ispat l.oyuncu [; ve I1. oyuncu 1I;, keyfi stratejilerini se¢sin. Bu durumda

min a; ; < a; ;
j=12..n = bed«

olur. Bu esitsizlikte her sabitlenmis i, = 1,2, .....,n i¢cin dogru oldugundan,

max min a;; < max a;j
i=1,2,..m j=12,..n i=1,2,..m ¥

olur. Son esitsizlikte j, keyfi sabitlenmis oldugundan,

max min a;; < min = max a;j
i=1,2,..mj=1,2,..n j=1,2,..ni=12,..m

elde edilir. Yani,
V.(P) < Ve(P)

olur.

Bir matris oyununda I. oyuncunun m tane {I, I, ... ....., I, }, I1. oyuncunun n tane
{1}, 11, ... ..., II,,} saf stratejisi oldugunu kabul edelim. Oyunda her iki oyuncuda
stratejilerini  kullanarak getirilerini (kazanglarin1) maksimallestirmeye ¢alisacaklardir.
Oyun sifir toplamli oldugundan [. oyuncunun kazancim1i maksimallestirmesi, I1.
oyuncunun, kaybint minimallestirmesine denk olur. /. oyuncunun I; stratejisini sectigini

varsayalim. Bu durumda //. oyuncunun sececegi en 1yi strateji,

a;; = min a;:
s j=1,2,..,n Y



esitsizligini saglayacak [I; stratejisi olur. Bunun iizerine [. oyuncu kazancini

maksimallestirmek i¢in segecegi en iyi strateji

max min aq;; = min a;;
i=1,2,..,m j=1,2,..,n j=12,..n %

olacak bigcimdeki /; stratejisidir. Bu strateji I. oyuncu icin saf stratejiler sinifinda optimal

stratejidir.

Benzer bigimde /1. oyuncunun [1;, stratejisini sectigini varsayalim. Bu durumda 1.

oyuncunun segecegi en 1iyi strateji,

a; = max a;j
W i=1,2,.m Y

esitligini saglayan [; stratejisi olur. Buna karst [I. oyuncunun amaci getirileri

minimallestirmek oldugundan segecegi en iyi Strateji,

_min  max a;; = max a;;
j=1,2,.,ni=12,...m i=1,2,...m ¥

esitligini saglayacak II; stratejisidir. Bu strateji /. oyuncu igin saf stratejiler siifinda

optimal stratejidir.

Ornek 2.2.9. Getiri matrisi asagidaki sekilde verilmis olan oyunun degerini

bulalim.
3 4 1 5 6
A= 5 3 3 4 0
5 6 4 4 7
7 -1 3 6 0
Ve(P) = igﬁﬁ jg,if.l,saij - {mjinalj ’ mjinaZj ,mjina3j ,mjina4j J
= max{1,0,4,—1} =4
.(P) = min max a = min {maxa;;, maxa;,, maxa;z, maxa;,, Maxa;s}
j=1,.,5i=1,..,.4 i i i i i

= min{7,6,4,6,7} = 4

olur. Dolayisiyla V,.(P) = V,(P) = 4 oldugundan oyun degeri v = 4 olur.



2.3. Karma Stratejiler ve Oyunun Coziimii

Iki kisilik sifir toplaml1 oyunlarin saf stratejiler smifinda her zaman bir oyun degeri
olmadig1 bir 6nceki boliimde incelenmistir. Bu bdliimde ise saf stratejiler sinifinda oyun
degeri olmadigr durumda karma stratejiler sinifina gegis yapilarak oyun degeri arastirilir.
Karma stratejiler ile ilgili temel tanim ve teoremler i¢in (Ahlatgioglu ve Tiryaki, 1998;
Akyar, 2011; Bakoglu, 1991; Barron, 2006; Morris, 1994; Owen, 1995) kaynaklarindan

yararlanilmigtir.

Tammm 2.3.1. Oyuncunun saf stratejilerini se¢me olasiliklarini gosteren rassal

degiskene oyuncunun karma stratejisi denir.
1. oyuncunun karma stratejisi

x,=201<i<m

ve
m
ZXi =1
i=1
olacak bigimdeki x = (x1,X5, v oo ., X)) vektoridir. O halde, I. oyuncunun karma
stratejilerinin kiimesi
m
X={x=x,%2 e, X)) ,20,(i=1,....,m) le- =1}
i=1
dir.
Benzer sekilde 1. oyuncunun karma stratejiler kiimesi
n
Y={y=0unYy2 W) ¥;20,(G=1,....,0) Zyj =1}
j=1
dir.



1. oyuncunun x = (xq,X5, ..., Xj,..,X;,) karma stratejisi ile oynamasi [; saf
stratejisini x; olasiligi ile oynadigi anlamina gelir. /1. oyuncu i¢in de benzer durum soz
konusudur. Ote yandan, I. oyuncu i¢in x = {0,0,...,0,1,0, ...,0} karma stratejisinde i.
stratejisini segme olasiligr 1 diger tiim stratejileri segme olasiligr sifirdir. Dolayisiyla saf

stratejiler, karma stratejilerin 6zel bir halidir.

Tanmm 2.3.2. Getiri matrisi

a11 a12 aln

a a Qaon
A — 21 :22

Am1 Amz 7 Gmn

olan bir oyunda I. oyuncu x = {xq,x,,..,X,} karma stratejisi ve I[I. oyuncu

y = {y1, Y2, -, ¥n} karma stratejisini sectiginde I. oyuncu i¢in beklenen getiri

n m
E(x,y) = Z Z XiQi;y;

i=1 j=1

seklinde elde edilir. S6z konusu getirinin matris ile temsili
E(x,y) = XAYT

V1
dir. Burada yT vektorii, yT= yz , ¥ € Y vektoriiniin transpozudur.

Yn

Benzer sekilde I.oyuncu x = {xy, x5, ..., X, } karma stratejisi ve I1. oyuncu keyfi j saf
stratejisini sectiginde, I. oyuncu i¢in beklenen getiri

m

E(x,j) = z XiQj

i=1
olur. Ayrica I. oyuncu keyfi i saf stratejisi ve II. oyuncu y = {y;,¥,, ..., ¥n} karma

stratejisini sectiginde /1. oyuncu icin beklenen getiri

n

E(i,y) = Z aijy;

j=1

olur.
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Teorem 2.3.3. I. oyuncunun karma stratejiler kiimesi X € R™ ve [I. oyuncunun

karma stratejiler kiimesi Y € R™ kiimeleri kompakt ve konveks kiimelerdir.

Ispatx = (x1, x5, ... ...., X;,) € X olsun.

”x”:\/Xf+X%+"'+X,2ngx1+x2+...+xm:1

dir. Yani keyfi x € X igin ||x|| < 1 olur. Bu ise X kiimesinin sinirli olmasi demektir. X

kiimesi kapal1 kiime oldugundan X kiimesinin kompakt oldugu elde edilir. Ote yandan
x@ = (xil),xgl), (1)) €X,x® = (x§2)’x£2)' (2)) €EX
ve a € [0,1] olsun.
ax® + (1 —a)x®@ = axfl) + (1 - a)x(z) +a xél) + (1 - a)x(z) + o+ ax(l)
(1- a)x,(,f) dir. Hipotezden i = 1,2, ..., m igin
xi(l) >0, xi(z) >0 = axi(l) + (- a)xi(z) >0

€Y (2)

olur. Ayrica Y\i2; x;

m m
Z(axi(l) + (1 - a)x(2)> Z a:xi(l) + Z(l —a) xi(z) =1
i=1

i=1 i=1

=1ve YL, x;” =1 oldugu i¢in

3

elde edilir. Buise ax® + (1 — a)x® € X demektir. Yani X konvekstir.

Tamim 2.3.4. Getiri matrisi A, olan bir oyunda

V(M) = iy kB ()

sayisina karma stratejiler sinifinda oyunun {ist degeri,

(M) = max i Bx,)

sayisina da karma stratejiler sinifinda oyunun alt degeri denir.

V(M) =V.(M) =v

11



ise oyunun degeri vardir ve v sayisina oyun degeri denir.

Teorem 2.3.5. Getiri matrisi Ay, olan iki kisilik sifir toplamli sonlu oyunlarin

karma stratejiler sinifinda her zaman oyun degeri vardir. Yani ,
V(M) = V(M) = v

dir.

Tanmim 2.3.6. A = (al-j), mxn lik bir matris ve v oyunun degeri olsun.

v(A) = r;lelpE (x",y) = max Bty E(x,y)

olacak bi¢imdeki x* € X stratejisine I. oyuncunun optimal stratejisi

V) = g POy = pip gy FGY)

olacak bi¢cimdeki y* € Y stratejisine /1. oyuncunun optimal stratejisi denir.

Tanim 2.3.7. A = (aij), mxn lik bir matris ve v oyunun degeri olsun.

m

V(A) SEQ,)) = x'4) = ) x'iay,j =1,.m

i=1
olacak bi¢imdeki x* € X stratejisine I. oyuncunun optimal stratejisi,

n

E(l,y*) = iAy*T = Zaijy*j < U(A) ,i=1,....m
=1

olacak bi¢imdeki y* € Y stratejisine I1. oyuncunun optimal stratejisi denir.

I.oyuncu x* optimal stratejisi ile oynadiginda en az v(A) degeri kadar
kazanacagin1 garanti ederken /1. oyuncu da y* optimal stratejisi ile oynadiginda en fazla

v(A) degeri kadar kaybedecegini garanti etmis olur.
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Teorem 2.3.8. A = (a;;), mxn lik bir matris ve . oyuncunun optimal stratejisi x~,

11. oyuncunun optimal stratejisi y* olmak iizere,
V(M) < E(x",y") < V(M)

dir.

Tamm 2.3.9. x*, l.oyuncunun y*, II. oyuncunun karma stratejisi olsun. Bu
durumda,
E(x,y") SE(x"y") <E(x",y)

olacak bicimdeki (x*,y*) ikilisine karma stratejiler sinifinda bir denge (eyer) noktas,

x* ve y” stratejilerine denge stratejileri denir.

Tammm 2.3.10. x* € X, [. oyuncunun optimal karma stratejisi, y* €Y, Il.
oyuncunun optimal karma stratejisi ve v oyun degeri olmak iizere (x*,y", v) lgliisiine

oyunun ¢6ziimii denir.

Ornek 2.3.11. Getiri matrisi

3 5
6 4

ile verilen oyunun ¢éziimiinii bulunuz.

Coziim Oyunun saf stratejiler sinifinda bir oyun degeri yoktur. O halde karma
stratejiler sinifindaki oyun degerini bulalim. Oyun degeri v ve oyunun denge noktalari

x* = (x1,%2),y" = (y1,y,) olsunlar. Bu durumda

2
E(,y) = AyT= Zaijyj v

j=1

dir. O halde,
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3y1ty, < v

6y, +4y, <v
olur. Benzer sekilde

2
v < E(x*,]) = X*A] = ZXiaij
i=1
oldugu diisiiniiliirse

3x1+6x, > v
Sxi+4x, = v

olur. Esitsizlikleri ¢oziildiiglinde her iki oyuncunun karma stratejileri

=(33) v =3
*=\22)Y T\as

olarak bulunur. I. oyuncu x*, I1. oyuncu y* karma stratejisiyle oynarsa oyunun getirisi,

R k- 11 13 13 13 9
E(ry)= ) ) ayxy; =353+ 533+ 653+ 43373
=1i=1

olur. Yani, oyunun ¢6ziimii (x* = G,%) ' = (l E),v = 2) dir

Teorem 2.3.12. A matrisiyle verilen oyunun degeri v ve w keyfi bir say1 olsun. x,
w<Ej),j=1,..,n
olacak sekilde I. oyuncunun karma stratejisidir. O halde w < v dir. Benzer sekilde, y,
E(i,y)<w,i=1,..,m

olacak sekilde /1. oyuncunun karma stratejisidir. Yani, v < w dir.

Teorem 2.3.13. x, I. oyuncunun y, I1.oyuncunun karma stratejileri olsun.
E(i,y) <w <E(x,j)

olacak sekilde herhangi bir w sayisi varsa w = v Ve (x, y) noktasi da eyer noktasidir.

14



Teorem 2.3.14. A = (a;;), mxn lik matris ile verilen oyunun degeri v olsun. Bu
durumda, x*, I.oyuncunun optimal stratejisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

m

vSin*aij,j= 1,...,7’1

i=1

olmasidir. Benzer sekilde y* € Y, I1.oyuncunun bir optimal stratejisi olmasi igin gerek ve

yeter sart

n

Zaijyj‘ <wv,i=1,..,m

j=1

olmasidir.

Teorem 2.3.15. A = (aij), mxn lik matris ile verilen oyunun degeri v olsun. O

halde

max E(i,y") = min E(x",))
i J

dir.

Ispat Teorem 2.3.13 ten v < E(x*, ) oldugu bilindiginden
v < min E(x7%, )
J
yazilabilir. Eger
v < min E(x7%, )
J
ise, 0 zaman j = 1, ...,n igin
v<E(x%,))

olur. Boylece

*

vy <

r
r

~
1]
=
-
1]
=

E(x"))yj
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veya
v< E(x*,y")

olur. Bu durum ise bir geliskidir. Bundan dolay,

v = mjin E(x*,))
olur. Benzer sekilde,

v = max E(i,y")
olur. O halde,

max E(i,y*) = mjin E(x*,))

dir.

2.4. 2x2 Boyutlu Oyunlarin Coziimii

Getiri matrisi
_ (11 Q12
A= (a21 azz)
ile verilen oyunun saf stratejilerde bir denge noktasi olmasin. Bu durumda tanim 2.3.2

geregi x = (x,1 —x) ve y = (y,1 —y) sirastyla I. ve II. oyuncunun karma stratejileri

olmak {izere oyunun getirisi

By =xiy’ = 1-0(" o) 7,)

a1 4y
= xy(a;; — gz — Az + azz) + x(a12 — azz) +y(az — azz) + az;

dir.

Teorem 2.4.1. Getiri matrisi

a;; ap
A=
Ay dp
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ile verilen iki kisilik sifir toplamli oyunun saf stratejiler simifinda ¢éziimii olmasin. O
halde, x* ve y*sirasiyla I ve II. oyuncunun keyfi karma optimal stratejileri olsun. Bu

durumda x*, y* sirasiyla

X" = ap; —dzq y* = Az — Qg
= Yyt =
11 — Q12 — Az T 4y A1 — Q12 — Az + Ay

dir. Oyun degeri ise

A11A27 — Q1202
A1 — Q12 — Az t+ Ay

v=E(x"y") =

bi¢iminde ifade edilir.

Ornek 2.4.2. Getiri matrisi

3 6

A=[8 4

ile verilen matris oyunun ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim [. oyuncu x*, II. oyuncu y* karma optimal stratejisiyle oynasin. Bu

durumda I. oyuncunun x* karma optimal stratejisi

* _ a2z — Q21 _ 4—-8 _—4 4
g _a11_a12_a21+a22_3—6—8+4_—7_7

dir. Dolayisiyla

olur. Yani, x* = (i E) dir.

7’7
Benzer sekilde 11. oyuncunun y*karma stratejisi
% azz - a12 4‘ - 6 —2 2

y =a11_a12_a21+a22=3_6_8+4=__7=;

dir. Dolayisiyla, y* = (%,g) olur. Oyun degeri ise

(111(122 - (112(121 _ 12 - 4’8 _36 _ 36

v=E"y") =

a11—a12—a21+a22_3—6—8+4: _7 - 7

dir. O halde oyunun ¢6zlim {i¢liisii
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wrn=(33)-G)F)

bi¢iminde verilir.

2.5. mx2 veya 2xn Boyutlu Oyunlarin Grafik Yontem ile Coziimii

Getiri matrisi
I, 1, - II,
L ain gz Agp
A_IZ (a21 Azp ** aZn)

ile verilen 2xn-lik oyunu géz éniine alalim. Oncelikle I. oyuncu x = (x, 1 — x) karma, I1.

oyuncu keyfi j saf stratejisi ile oynadiginda oyunun getirisi
E(x,j) = xay; + (1 — x)ay;

olur. Yani I1. oyuncunun her bir j saf stratejisine belli bir dogru karsilik gelir. /1. oyuncu

kaybin1 minimallestirmeye calistigindan

z= m]in xAj = mjin (xaqsj + (1 —x)ayj)

degerinden fazla kaybetmeyecektir.

Z = min xAj
Jj

nin grafigi Il.oyuncunun stratejilerine karsilik gelen dogru pargalarinin olusturdugu bir
egridir. Bu egrilerin kesisimlerinin en {ist noktasinin apsisi /. oyuncunun optimal

stratejilerine karsilik gelen x* degerini, ordinati1 da v oyun degerini verir.

v = maxminxA4; = maxz
x j x

biciminde gosterilir.

II. oyuncunun optimal stratejisinin belirlenmesinde oyun degerinin j; ve j,

stratejilerine karsilik ¢izilen iki dogrunun kesisim noktasi oldugunu varsayalim. O halde,
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z =xaqyj, + (1 —x)ayj,

z = xayj, + (1 —x)ayj,

dogrularinin kesisiminden x* ve v degerleri elde edilir. Oyun degeri I1. oyuncunun j; ve
Jostratejilerine bagl olustugundan I1. oyuncunun bu stratejiler disindaki stratejileri oynama

olasilig1 sifirdir. O halde indirgenmis olan oyunun getiri matrisi

(am alfz)
azh azjz

seklindedir.

Ornek 2.5.1. Getiri matrisi

4= 5 %)

ile verilmis olan oyun i¢in, oyuncularin optimal stratejilerini ve oyun degerini bulunuz.

Coziim I. oyuncunun optimal karma stratejisi x* = (x4, x,), I1. oyuncunun optimal
karma stratejisi y* = (y4,y2,V3) ve oyun degeri v olsun. x; = x alindiginda x, = (1 — x)
olur. O halde x* = (x, 1 — x) dir.

den

j=1li¢cin E(x,Il;) =xa;; + (1 —x)a; =x()+ (1 —-—x)3)=—-2x+3=>v
j=2i¢cin E(x,II;) =xa;, + (1 —x)ay,, =x(-1)+ (1 —-x)(5)=—-6x+5=>v
j=3icin E(x,II3) =xa;3+ (1 —x)a,s=xB)+(1—-x)(-3)=6x—-3=>v

olusan bu 3 dogruya ait grafik Sekil 1.’de gosterilmistir.
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=1

Sekil 1. I1. oyuncunun j,,j, , j3 Stratejileri
Bu esitsizliklerin sagladigi bolge sekilde goriilmektedir. v maksimum degerine,
bolgenin alt kisminda olusan iist sinirda —6x + 5 = v ve 6x — 3 = v dogrularinin kesisim

noktasinda ulagmaktadir. Bu iki dogrunun kesisiminden x =§ ve v=E(x"3)=

E(x*,2) = 1 olarak bulunur. Bdylece I. oyuncunun optimal karma stratejisi x* = (§'§)

seklinde olur. Boylelikle I. oyuncu I1. oyuncunun oyun sekline bagli kalmadan v = 1 oyun
degerini garantilemistir. Simdi //. oyuncu i¢in en uygun stratejiyi bulabiliriz ¢iinkii I.
oyuncu, I1.oyuncunun j = 2 ve j = 3 stratejileri ile elde edilen dogrularin kesigimi ile

optimal ¢ézlime ulasir.

Boylece A matrisi, ayn1 oyun degerini veren 2x2 —lik

-1 3
(5 )
matrisine indirgenmis olur. /1. oyuncunun optimal karma stratejisi y* = (0,y,, 1 — y,) dir.
O halde ;

E(Il,Y) == _1y2 +3(1_y2) == 3_4y2 S v
E(I;,Y) =5y, —3(1—y,) =8y, —3<vw

Buradan I1. oyuncunun optimal karma stratejisi y* = (0,%,%) elde edilir.
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UCUNCU BOLUM
ARALIK DEGERLI MATRIS OYUNLAR

3.1. Aralik Sayilari

Matris oyunlarinda karar verme sistemlerindeki belirsizlikleri modellemede aralik
sayilar1 yaygin olarak kullanilmaktadir. Burada matrisin elemanlarina karsilik gelen kesin
degerler yerine araliklar alinmaktadir. Boylelikle klasik anlamdaki matris oyunlar1 daha
genel bir duruma genisletilerek ¢oziimler yapilmaktadir. Aralik matrisleri ile ilgili tanimlar,
teoremler ve kavramlar (Ganesan, 2007; Moore, 1979; Nayak ve Pal; 2006; Sengupta ve

Pal, 2009) galismalarindan alinmistir.

Tamim 3.1.1. a4, a, € R olmak iizere

a=la,a]={x€ER:aq <x<a,}

olarak tanimlanan kiimeye R {izerinde bir aralik sayisi denir.

a aralik sayis1 reel sayilarin bir alt kiimesidir. a,ve a, reel sayilar1 @ aralik
sayisinin, sirasiyla, alt ve iist degerleridir. Ozel olarak eger a; = a, = a secilirse, @ aralik
sayist bir @ = [a,a] = a reel sayisina indirgenmis olur. Dolayisiyla reel sayilar, aralik
sayilarinin 6zel bir hali olarak ifade edilebilir. R {izerindeki tiim aralik sayilarinin kiimesi

R ile gosterilsin.

Tammm 3.1.2. @ € R olmak {izere bir aralik sayisiin genisligi, yarigap1 ve mutlak

degeri sirasiyla

a, +a,
2 )

a, —a,
2 )

m(a) = w(a) = || = max {|a,], |a,[}

seklinde tamimlanir. Ote yandan bir @ aralik sayis1 genislik ve yarigap kavramlari

yardimiyla

a = [m(@) — w(a), m(@ + w(a)]
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seklinde de gosterilebilir.

Tamm 3.1.3. @ = [a,, a,] ve b = [by, b,] iki aralik sayis1 olsun. Eger,
aq =blvea2 =b2

ise @ aralik sayisi, b aralik sayisina esittir denir ve @ = b ile gosterilir. Reel sayilar

iizerinde tanimli temel cebirsel islemler R? kiimesi {izerinde asagidaki tanim ile verilir.

Tamm 3.1.4. @, b € R olsun. O halde,

1. d‘l‘B = [a1 +b1,a2 +b2]

N
QN
|

b= [a; — by, a; — by]

w
QN

.b = [min S, maxS],S = {a,b,, a;b,, a,by, a,b,}

AN
S| @

= [min K, max K], K = {G* )( )( )( 9

[aa,, aa,],a =0

5. a € R, a # 0 olmak iizere ad = {
[aa,, aa,],a <0

Not 3.15. a€Ri ve a, #a, olmak iizere, a@—a # [0,0] ve g £ [1,1]

bicimindedir. Ote yandan 0 € @ — @ ve % tanimli oldugunda 1 € % dir.

Ornek 3.1.6. @ = [—1,2] ve b = [3,5] aralik sayilarini goz éniine alalim. O halde,

a+b = [-1,2]+[3,5]=[27]

a-b = [-1,2]-[3,5]=[-6—1]

ab = [-1,2][3,5] =[-5,10]

a 1

5 = hAgg=l 12[ ] ["_
i-a = [-12]-[-1,2]=[-3

b 1

2 sl - -



Teorem 3.1.7. d, b, ¢ € R olsun. O halde,

1. a+b=hbh+a

2. (@a+b)+c=a+(b+¢

3. x+a=a+x=a, x=1[00]
4. a.b=b.a

5. (a.b).é¢=a.(b.¢)

6. x.a=ad.x=a, x=|[11]

3.2. Aralik Sayilarinin Siralanmasi

Iki araligin siralanmasi énemli bir kavramdir. Moore (1979) ayrik iki araligs
siralayabilmek ig¢in iki siralama bagintisi tanimlamistir. Bunlardan ilki R {izerinde bilinen

“<’” siralama bagintisinin araliklar tizerine genellestirilmesi olan
i<beoa,<b,

bagintisidir. @ < b ile @ arahigmin b araligidan kesinlikle kiiciik oldugu ifade edilir. Diger

bir bagint1 @ araliginin b aralig1 tarafindan kapsanmasi anlamma gelen ve asagidaki sekilde

tanimlanan “S” bagintisidir.
acbe b <avea, <bh,

Ancak dikkat edilecek olursa bu bagintilar ortiisen araliklari siralamada yetersiz
oldugundan Ishibuchi ve Tanaka (1990) farkli siralama bagintilar1 tanimlamislardir. Bu

bagmtilar alt ve iist sinirlar yardimiyla
i) d<y,bea <b vea, <bh,
ii) A<y beod<y bved#h
seklinde tanimlanirken orta nokta ve yaricap yardimiyla
iii) d <y, b © m(@) <m(b) ve w(bh) < w(d)

iv) d<bed<bvea#bh

23



seklinde tamimlanmistir. Ancak bu bagmtilar da aralik sayillarmi tam olarak
siralamamaktadir. Bu nedenle iki aralik sayisini siralayabilecek en genel bagintiya
ulasabilmek i¢in ¢alismalar devam etmistir. Daha sonra Sengupta ve vd. (2001), Sengupta
ve Pal (2009) calismalarinda aralik sayilarmin karsilastirilmasiyla ilgili olarak uygunluk
fonksiyonu kavraminmi ortaya koymuslardir. Bu kavram yardimiyla herhangi iki aralik

sayisinin siralanmast mimkiindiir.

Tamim 3.2.1. ¢: R' X R - [0, ) olsun. (@) + w (@) # 0 olmak iizere
L m(E) —m(a)
(,‘b(a s b) - w(ad@) + a)(E)

seklinde tanimli fonksiyona uygunluk fonksiyonu denir.

m(b) = m(@) icin ¢(a < b) sayis1, b nin @ dan biiyiikliigiiniin derecesi olarak
tanimlanir. ¢ nin tanimindan
0, m(a@) = m(b)
<bh) <1, m@a< m(B) vea, > b,
1, m(a) < m(E) vea, < b,

p(a<b)=10<¢@
=

yazilir. Eger,
1. gb(& < I;) = 0 ise kesinlikle @ nin @ den kiigiik oldugu séylenemez.
2. 0< gb(d < B) < 1ise d, b den 0 ve 1 arasinda bir derece ile kiigiiktiir.

3. gb(d < l;) > 1ise d@, b den kiiciiktiir.

Ornek 3.2.2. @ =[-8,—4] ve b = [3,7] aralik sayilarim1 uygunluk fonksiyonu

yardimiyla siralayimiz.

ay+a, (=8)+(-4) N _Gp—ay  —4—(=8)
7 -z 6 w@EsTmem s

2

m(a) =

b1+b2 3+7 ~ bz_bl 7_3
= =5 wlb)=—F—=——=2

m(B) =

araliklarin orta noktalar1 ve yaricaplar1 géz ontline alindiginda,
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m(E)—m(d)_Z—(—6)_§>1
a)(d)+a)(l~))_ 2+5 7

¢(a<b)=

oldugundan, @ aralig1 b araligindan kiigiiktiir.

Tammm 3.2.3. @, b € R! olsun. O halde, iki aralik sayisinin kesisimi ve birlesimi

sirasiyla,

N B == [maX{a:[; bl} )min{aZI bZ}]

QN

U B = [min{all bl} , max {aZI bZ}]

QN

seklinde tanimlanir. Eger b < d veya d < bise @ n b = ¢ dir.

Tanmm 3.2.4. d:R! x R! - [0, ) olmak iizere d@, b € R! olsun. Bu durumda iki

aralik say1 arasindaki uzaklik
d(&, E) = max{|a; — by|, la; — b}
seklinde tanimlanir. d fon ksiyonu R! iizerinde bir metrik ve (Ri, d) bir metrik uzaydir.
Ozel olarak @ = [a,a] ve b = [b, b] segilirse R tizerindeki mutlak deger metrigi
d(d,l;) = |a — b|

elde edilir.

Ornek 3.2.5. @ = [1,6] ve b = [3,7] olsun.

d(a@ b) = max{|1—3|,|6 — 7|} = max{2,1} = 2

Onerme 3.2.6. d, b € R olsun. O halde,
m(d + E) =m(a) ¥ m(E)
w(@Fb)=w(@ Fw(b)

m(dE) = m(d)m(E)

W(dE) =0 ©d=0yadab = 0.

A w0 Do
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5. m(ad + pb) = am(a) + pm(b)
6. w(ad+ Bb) = lalm(@) + |8Im(b), «, BeR.

ispat

m(d + E) =m([ay,az] + [b1,b;]) = m([ay + by, a; + b;])
a; + by +a, + b,
2
a,+by+a,+b,
2
a,+a, bib,
2 2
= m(a)+ m(b)

Teorem 3.2.7. d, b, ¢ € R olsun. O halde asagidaki esitlikler saglanir.

1.
2
3. a+(b+é)=(da+b)+é
4
5

Teorem 3.2.8. d, b, ¢ € R olmak {izere,
d+é=b+é¢=>a=>b

bi¢imindedir.

Ispat @ + ¢ = b + ¢ olsun. O halde,
[all aZ] + [Cll CZ] = [bll bZ] + [Cll CZ]
[a; +cy,a; + c2] = [by + ¢4, by + €3]

buradan a; + ¢; = by + ¢4 Ve a, + ¢, = b, + ¢, olur. aq, a,, by, by, c1, ¢, € R oldugundan

reel sayilarin kisaltma 6zelliginden, a; = b, Ve a, = b, olur. O halde @ = b olur.

Teorem 3.2.9. d,b,¢ € R olsun. éd =¢éb ise @=Db esitligi her zaman dogru
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olmayabilir.

Ornek 3.2.10. @ = [0,1], b = [1,1], ¢ = [0,2] aralik sayilarmi alalim.

¢a =[0,2][0,1] = [0,2]

éb

[0,2][1,1] = [0,2]

éa = ¢b iken @ # b oldugu bu 6rnekle goriilmiis olur.

Tamim 3.2.11. @ = [a4, a,] aralik sayis1 olsun. Eger,
a, = —a,

ise d@ aralik sayisia simetrik aralik denir. Ornegin [—2,2] bir simetrik araliktir.
Tamim 3.2.12. Elemanlar: aralik sayilar olan matrise aralik matrisi denir.

dll o &1n
' EE (dij)(mxn)

dml C~lmn

N
Il

seklinde ifade edilir. Biitiin (mxn) lik aralik matrislerin kiimesi R, ile gosterilir.

Tanmim 3.2.13. 4 aralik matrisinin orta noktas1 ve yarigap1

_ m(dy) - M) _ w(dy1) - w(lin)
m(4) = : g L, o w@ = i " :
m(dml) m(dmn) W(aml) W(amn)
dir.
Tanmim 3.2.14. A aralik matrisinin m(/f) =0 ise A aralik matrisine sifir aralik
matrisi denir.

m(A) = W(A) = 0 olarak seg¢ildiginde sifir aralik matrisi
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dir.

Tamm 3.2.15. A aralik matrisininm(A4) =1 ise A aralik matrisine birim aralik

matrisi denir. m(4) = I ve w(4) = 0 olarak segildiginde birim aralik matris

[

dir.

Onerme 3.2.16. 4, B € Ri,, olmak iizere,
1. m(4 + B) = m(A) + m(B) ve w(d + B) = w(4) + w(B)
2. m(A - B) = m(A) ~m(B) ve w(A — B) = w(A) + (&)
3. m(48) = m(A)m(B)
Aralik sayilarinda oldugu gibi aralik matrislerinde de temel cebirsel islemler asagidaki gibi

tanimlanir.

Tamm 3.2.17. d,b € Ri, % € R! bir aralik vektorii ve & € R olmak lizere,

1. ad = (ad;)1<iemi<j<n

(A + B) =(ay + bip)1<isma<jen
(A—B) = (aij — bip)1<ismas<jen
AB = ¥} _1(lucby))

> wn

1<ism,1<js<n
o no o~ ~
5. Ax = (Zj=1 aijxj)lsiSm

dir.
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Tamm 3.2.18. m(4) = m(B) ise A matrisi B matrisine denk denir. A ~ B ile ifade

edilir.

Tamm 3.2.19. m(4) = m(B) ve w(4) = w(B) ise A matrisi B matrisine esittir

denir. A = B ile gosterilir.

Tanmm 3.2.20. A € R.,,, ve A matrisinin kofaktorii C; ;j olmak flizere A matrisinin

determinanti

dir. Aralik matrislerin determinantinin hesaplanmasi da klasik anlamdaki matrislerin

determinant hesabi gibi yapilir. Ancak aralik matrisin determinanti bir aralik sayisidir.

Ornek 3.2.21.
23] [-13] [-5, -2]
A=|149] [6/4] [3,5]
[-3,1] [-44] [2.7]
olmak iizere detA bulunuz.
- [6,4] [3,5] [49] [3,5] [49] [64]
deed = 31| 50 ol - gl sl

= [-36,186] — [—78,234] + [-270,210] = [—540,474]

olarak bulunur.

Tamim 3.2.22. A tersinir bir kare aralik matrisi olsun. O halde A aralik matrisinin

tersi

_adjd) ., .
A1 =2020 (JA] = 0)
4] |4

dir.

29



3.3. Aralik Odemeli Matris Oyunlari

Klasik anlamda bildigimiz matrislerin elemanlarinin araliklar secilmesiyle elde
edilen matrislere aralik matrisler denir. Aralik 6demeli matris oyunlar, klasik matris
oyunlarin bir kapsami olarak disiiniilebilir. Aralik oyununun gidisati I. oyuncunun

kazancin1 maksimize etme istegiyle belirlenir. Girdileri aralik sayilar olan matris

[@11,b11] [@12,b12] -+ [@1n, D1n]
A= [az21,b21]  [@22,b22] - [G2n ban]
[aml' bml] [amZ: bmz] [amn' bmn]

seklindedir. I.oyuncu getirilerini maksimallestirmeye ¢alisirken [1. oyuncu da getirilerini
minimallestirmeye calisacaktir. I. oyuncu i piir stratejisini /1. oyuncu da j piir stratejisini

secerek oyunu oynadiklarinda /. oyuncunun getirisi [a;;, b;;] olarak belirlenir,

Tamm 3.3.1. Getiri matrisi A(mxn) olan aralik 6demeli matris oyunun saf stratejiler

sinifindaki

(P) = max min [a;;by]

degerine oyunun alt degeri

V:(P) = min max [aj,b;;
C( ) j=1,2,..,ni=1,2,,_,m[ L l]]

degerine oyunun iist degeri denir. Alt ve iist degerlerin esit oldugu
V.(P) = V.(P) = [akr bir] = v

(k,r) durumunda aralik O6demeli matrislerin saf stratejiler smifinda denge noktasi

mevcuttur ve v = [ay,, by, ] aralig1 oyunun saf stratejiler sinifindaki oyun degeridir.

Teorem 3.3.2. Getiri matrisi
A(mxn) = ([al-j, bl]]),l = 1,2, ...,m;j = 1,2, v, n

ile verilen iki kisilik bir aralik oyunu i¢in
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maxmin[a;j, b;;] < minmax[a;;, b;;]
i j i

esitsizligi saglanir.

Ornek 3.3.3. Getiri matrisi

5 [—2,2] [2,4]
4=1103) [-3,0]]

olan matris oyununun denge noktasinin varligini inceleyelim.

maxmin|[a;;, b;;] = [-2,2] # [0,3] = minmax[a;;, b;;]
i j j i

esitlik s6z konusu olmadigindan dolay1 denge noktasi yoktur. Yani saf stratejiler sinifinda
oyunun degeri mevcut degildir bu noktada aralik 6demeli matris oyunlarinin karma

stratejiler sinifindan bahsetmek uygun olacaktir.

Tanmm 3.3.4. Getiri matrisi A(mxn) olan aralik 6demeli oyunun I. oyuncu igin

karma stratejiler kiimesi,

m
X = {(xl,xz,...,xm) ER™x; =0,i= 1,2,...,m,2xl- = 1}

i=1

I1. oyuncu i¢in karma stratejiler kiimesi,

n
Y = {(yl,yz,...,yn) € Rn!yj > 0,_] = 1,2,...,1’1,2}}}- = 1}
i=1

dir.

1. oyuncu i¢in X bir karma strateji ve I1. oyuncu igin Y bir karma strateji olmak

tizere, oyuncular bu karma stratejileri ile oyunu oynadiklarinda oyunun beklenen getirisi

m
E(x,y) = xAy" = Z Z x;[aj, bij]y;

i=1j=1
seklindedir.
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Tamm 3.3.5. Getiri matrisi A(mxn) olan aralik 6demeli oyunun karma stratejiler

sinifinda

V.(M) = m)?xmyinE X, Y)

degerine oyunun alt degeri

V.(M) = myinm;le(X, Y)

degerine oyunun iist degeri denir.
Oyunun alt ve iist degerlerinin esit olmasi

V. (M) = maxminE (x,y) = minmaxE (x,y) = V,(M) = v
x y y X

durumda elde edilen degere karma stratejiler sinifinda oyun degeri adi verilir.

Tamm 3.3.6. Getiri matrisi Ay olan aralik ddemeli oyunun
minE (x*,y) = maxminE (x,y) = v
y x

x* € X stratejisi 1. oyuncunun optimal stratejisi

maxE (x,y*) = minmaxE(x,y) = v
x y x

y* €Y stratejisi I1. oyuncunun optimal stratejisidir.

Tamm 3.3.7. x* € X stratejisine I. oyuncunun optimal stratejisi, y* € Y stratejisine
I1. oyuncunun optimal stratejisi ve v oyunun oyun degeri olsun. O halde (x*,y*, v)

tigliistine aralik 6demeli matris oyunun ¢6ziimii denir.
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Teorem 3.3.8. Getiri matrisi A(mxn) ile verilen iki kisilik bir aralik matrisi ve

(x*,y*,v) tg¢lisii de bu aralik matris oyununun bir ¢dziimii olsun. Oyuncularin stratejileri

saf stratejiler olmak tizere,

1. XA] = Z?;lxi[aij,bij] =7V ,j = 1,2, e, n

2. iAYT = 21}=1[aij, bl]]y] =7 ,i = 1,2, e, m
dir.

3.4. 2x2-lik Arahk Odemeli Matris Oyunlar

a11,b11] a1z, b12]
az1,b21]  [azz, ba3]

stratejiler sinifinda bir ¢ézlimiiniin olmadigini kabul edelim. Dolayisiyla saf stratejiler

Getiri matrisi A = H ile verilen matris oyununun saf
sinifinda oyun degeri mevcut olmadigindan karma stratejiler sinifina gegis yapilir ve karma
stratejiler sinifinda oyun degeri aranir. Bu durumda 0 < x*,y* <1 olmak lizere X* =
(x*,1—=x") L. oyuncunun, Y* = (y*,1—y") II. oyuncunun optimal karma stratejisi
olsun. O halde I. oyuncu X*, I1. oyuncu Y* optimal karma stratejisi ile oynadiginda oyunun
getirisi

aq1,b14] [a12'b12]]( y )
az1,b21]  [az2,byp]I\1 =Y

v=E(x,y) =x4dy"T = (x,1 —x) H
dir.
Getiri matrisi

A.: [all,bll] [a121b12]]
[az1, b21]  [azz, b22]

ile verilen iki kisilik sifir toplamli oyunda oyuncularin optimal stratejileri piir stratejiler
olmadigim1 varsayalim. O halde, I. oyuncunun optimal karma stratejisi x = (x,1 — x)

olmak lzere

[ai1, b11]x + [az1, b21](1 — x) = [a15, b1a]x + [@zz, bap](1 — x)
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esitliginden
a;1x +az (1 —x) =a;x +az,(1—x)
bi1x + by (1 —x) = byyx + by (1 — x)
yazilir. Her iki esitlikte de x yalniz birakilirsa

Q2 — Q21 _ bas — by

x = =
(11 — Qz1 — Q13 + Az by — by — bip + by

seklinde elde edilir. Benzer sekilde I1. oyuncunun optimal karma stratejisi y = (y,1 —y)

olmak Uzere

_ by — by vl Az — Q12
byy — b1z — bay + byy Ay — Ay — Azp Ay

B

olur.

Teorem 3.4.1. Getiri matrisi A,,-lik ile verilen matris oyununda x* ve y*sirasiyla

I ve I1. oyuncunun keyfi optimal karma stratejileri olsun. Bu durumda oyun degeri

A1103; — Aq1207q by1b23 — b12byq

A) =E(x,y) = ’
v(4) (. y) Q11 = G1p = Qp1 + A D11 — b1z — byy + by

bi¢iminde ifade edilir.

Ornek 3.4.2. Getiri matrisi,

ile verilen matris oyununun ¢ézliimiinii bulunuz.

Coziim Oyunun saf stratejiler sinifinda ¢oziimii yoktur. Ancak karma stratejiler
smifinda ¢6ziimii mevcuttur. O halde, I. oyuncu x, I1. oyuncu y optimal karma stratejisi ile
oynasin. Bu durumda I.oyuncunun kazanci en az v kadar olurken I1. oyuncunun kayb: da

en fazla v kadar olmaktadir. I. oyuncunun x* = (x, 1 — x) karma stratejisi
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% azz - a21 _ ( 1 - 3 _2 2)
0

Q11— Ay — Qip + Ayp —3-5+41 -7 7

w1 2 5
= A A

2

buradan x* = (x,1 — x) = (7

g) bulunur. I1. oyuncunun y* = (y, 1 — y) karma stratejisi,

. _ Az — Qg2 _ 1-5 =4 4
Y _a11—a12—a21+a22_0—5—3+1_—7_7
a ) =1 4_3

Y &Y

buradan y*=(y,1—y)=(§,§) bulunur. Oyuncular optimal olan stratejilerini

kullandiklar1 durumda ortaya ¢ikan oyun degeri

A11Q2 — Q12021 by1b27 — b1abyq ] _ [15 22

V() =BGy = | 2z

)
(11 — Q13 — Agq + Az byg + byy — bip — by

seklinde elde edilir. Bu durumda oyunun ¢6ziim tigliisii

worm=(33).65) 15 2))

dir.
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3.5. 2xn Boyutlu Arahk Odemeli Matris Oyunlarin Grafik Yontem ile

Cozimii

Bu y6ntem getiri matrisinin 2xn ya da mx2 boyutlu oldugu denge noktasi olmayan
aralik 6demeli matris oyunlar i¢in kullanilir. Getiri matrisi 2xn boyutlu denge noktasi

olmayan aralik 6demeli matris oyununu ele alalim.

I. oyuncu x = (x,1—x) karma, II. oyuncu herhangi bir saf stratejisi ile

oynadiginda oyunun getirisi,

ai1,b11]  [a12,b12] ++ [a1ns b1n]
az1,b21]  [Gz2,b22] -+ [Agzn, ban]

E(x L) = xA; = (x,1—x) H
x[alj'blj] +(1- x)[azj; sz],j =12,..,n
[alj = byj by — aZj]x + [azj,sz],j =12,..,n
dir.

a’j(x) = [alj - ij'blj - azj]x + [azj,sz],j = 1,2, e, n

fonksiyonu olarak ifade edersek j degerlerine karsilik a;(x) fonksiyonu da birer dogru

belirtir. Yani /1. oyuncunun saf stratejilerini birer dogru belirtmis olur. /. oyuncu kazancini

artirirken /1. oyuncu da kaybinit minimallestirecektir. O halde
mijn a;(x)
ifadesi /1. oyuncunun kayiplarinin iist sinirini ifade eder.
1. oyuncunun saf stratejilerine karsilik olan her bir dogrunun birlesimi
mijn a;(x)
dir.

Oyunun degeri ise bu dogrularin olusturdugu egrinin en {ist noktasini vermektedir.
Bu {iist nokta . oyuncu i¢in optimal karma stratejiyi yani x* = (x, 1 — x) dir. Ayn1 sekilde

ikinci oyuncu i¢in optimal karma strateji elde edilebilir.
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Ornek 3.5.1. Getiri matrisi

- [[L3] [3,5] [02] [24]
[[3,5] [02] [1,3] [-11]

ile verilen aralik matrisli oyunun ¢oziimiinii grafik yontem kullanarak bulunuz.

Coziim
m)?xmyin[aij, b;j] # myinm)?x[aij, b;j]
Oldugundan dolay1 denge noktas1 mevcut degildir. Bu durumda I. oyuncu karma

stratejisi yani x = (x,1 — x) ve I1. oyuncu herhangi bir j saf stratejisini se¢sin. O halde I.

oyuncu i¢in beklenen getiri,

E(x, II]-) = x,éij =(x,1—x) [E:g% [3,5] [0,2] [2,4] ]

[0,2] [1,3] [-1,1]
olur. Buradan
j=1i¢in a;(x) = [1,3]x + [3,5](1 — x) = [1,3]x + [3,5] + [3,5](—x)
= [x,3x] + [3,5] + [-5x, —3x] = [—4x + 3,5]
j = 2i¢in ay(x) = [3,5]x + [0,2](1 — x) = [3x, 5x] + [0,2] + [—2x, 0] = [x, 5x + 2]
j = 3icin as(x) = [0,2]x + [1,3](1 — x) = [0,2x] + [1,3] + [-3x, —x]
=[-3x+1,x + 3]
j=4icin ay(x) = [2,4]x + [-1,1](1 — x) = [2x,4x] + [-1,1] + [—x, x]
=[x — 1,5x + 1]

dogrular elde edilir.

rr%izn3 4aj(x) ifadesi farkli dogrularin birlesimini ifade eder. II. oyuncunun saf
j=123,

stratejilerine karsilik olan dogrular Sekil 2.’de gosterilmistir.
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Sekil 2. I1. oyuncunun saf stratejilerine karsilik olan dogrular

Sekilde goriildiigi gibi dogrularin alt kisminin en st noktast j =3 ve j=4

dogrularmin kesisimi ile elde edilir. O halde a3(x) = a,(x) ifadelerinden x* = (%,%) ve
-1 7
v=153)
1. oyuncunun aktif stratejileri liclincli ve dordiincii stratejileridir. Birinci ve ikinci

stratejisini dikkate almayacaktir. Bu durumda /1. oyuncu i¢in optimal karma strateji

y* = (0,0, y3,y,) seklinde olacaktir.

E(I,y)=v
esitliginden,
o5 GalBl-
olur.

[1,3]ly + [-1,1](1 —y) = [y, 3y] + [-L,1] + [y, ¥] = [-14y + 1]

dogrulart elde edilmis olur ve buradan /1. oyuncunun optimal karma stratejisi

yr= (0,0,Z, i) dir. O halde oyunun ¢6ziim tigliisii

(x*,y*,v) = (x* = (%%)y = (0,0,%,1), [‘71,%]) seklindedir.
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3.6. Aralik Odemeli Simetrik Oyunlar

Simetrik oyunlar, getiri matrisine 6zgii niteliksel 6zellikler kullanilarak olusan bir
oyundur. Her iki oyuncu ayni sayida saf stratejilere sahip olduklari i¢in simetrik oyunlarin

getiri matrisleri kare matris olmalidir (Owen, 1995).

Tamm 3.6.1. Getiri matrisi 4 = ([a;;,b;;]) (nxny L€ Verilen aralik degerli matris

oyununda A tersi simetrik matris ise bu oyuna aralik 6demeli simetrik matris oyun denir.

Teorem 3.6.2. 4 = ([a;;, bif])(nxn) getiri matrisli oyunda v(4) = —v(—A4T ) dir.

Ispat.
v(A) = minmaxxTdy = - (—minmaxxTAy)
y X y X
= - <max (—max xUIy)) = - <maxmin (—xT/Ty)>
y X y x

= - (m;axmxin yT(—z‘TT)X> = —v(-A")

Teorem 3.6.3. 4 = ([a;, bij])(nxn) getiri matrisli herhangi bir simetrik oyunda

v(/i) = 0 dir.

Ispat Getiri matrisi 4 = ([aij, bij]) olan simetrik oyun verilmis olsun. Teorem

(nxn)
3.6.2° ye gore v(A) = —v(—AT) oldugundan ve A = —AT oldugundan v(4) = —v(4A)
olur. Bu ise v(A) = 0 demektir.
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Ornek 3.6.4. Getiri matrisi

] [_2' _1] [3'4]
] [0,0]  [1,5]
[—4,—-3] [-5,—-1] [0,0]

seklinde verilen aralik 6demeli simetrik oyunun degerini bulunuz.

Coziim Oyunun saf stratejiler sinifindaki alt degeri

maxmin[a,,, b,;] = [0,0]
=2 j=2
oyunun saf stratejiler sinifindaki {ist degeri

minmax|a,;, b;z] = [0,0]
Jj=2 i=2

dir. Oyunun alt degeri ve iist degeri var ve bu degerler birbirine esit oldugundan oyun

degeri v(A) = 0 olur.
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DORDUNCU BOLUM

ARALIK ODEMELI MATRISLERIN OZDEGERLERI VE OYUN DEGERIi

Raghavan 1965 yilinda yapmis oldugu ¢alismasinda pozitif kare matrislerin optimal
stratejileri, 6z degerleri ve 6zvektorleri arasindaki bazi iliskileri incelemistir. Daha sonra
Weil 1968 yilindaki ¢alismasinda bir matrisin 6zdegerleri ile oyun degeri arasinda bir
iliskinin varligini ortaya c¢ikarmistir. S6z konusu ¢alismalardan yararlanarak bu boliimde

aralik 6demeli matrislerin 6zdegerleri ve oyun degeri arasindaki iliski incelenmistir.

4.1. Matrislerin Ozdegerleri ve Oyun Degeri

Bu bolimde oncelikle (Raghavan, 1965; Weil, 1968) calismalari géz Oniine

alinarak klasik matrislerin 6zdegerleri ve oyun degeri arasindaki iligki ifade edilmistir.

Tanmm 4.1.1. A € R™" n € R matris ve v € R" vektorii Av = Av olacak sekilde
Av,v vektorinin bir skaler kat1 ise v € R™ vektorine A nin bir 6zvektori ve A € C

skalerine 6zdeger denir.

A,nxn lik bir matris ve a keyfi bir skaler olmak {izere oyun degeri ile negatif
olmayan 6zvektorlere karsilik gelen reel 6zdegerlere sahip sistemler arasindaki baglantiyi

saglamak i¢in getiri matrisi
My, =(A—al)

olan matris oyunu ele alinarak incelemeler yapilmistir. Bu baglamda getiri matrisi M, olan

oyunun degeri v(M,) ile gosterilir.

x ve y sirastyla I. ve I1. oyuncunun optimal stratejileri ve v(M,), M, getiri matrisli

oyunun degeri olsun. Bu durumda Tanim 2.3.6’ya gore
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v(My) < xM,

o) = M) 4.
dir. M, getiri matrisli oyunun degeri O ise (4.1) esitsizliginden

0 < xM,

0 = M) (42

olur. (4.2) esitsizligi x, y optimal stratejileri ve keyfi bir a skaleri i¢in yazilabildiginden «

skaleri yerine A matrisinin reel 6zdegeri A alindiginda

x(A—=2)=0
(- iny=of (4-3)
olur.

Teorem 4.1.2. A matrisi negatif olmayan 6zvektorlere karsilik gelen A bir 6zdegere

sahipse,
v(M))=v(A—-A)=0

olur. M; oyunu igin x ve y stratejileri optimaldir.

Ispat A kare matris ve A matrisinin negatif olmayan x,y 6zvektorlerine karsilik

gelen 6zdegeri A olsun. O halde

XA = Ax} (4.4)

Ay = Ay
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dir. I, nxn lik birim matris olmak lizere

xM; = x(A—Al) = 0} (4.5)

Myy=A-AD)y=0

olur. Getiri matrisi M; olan oyunun degeri

v(M;) = minmax M,y
y X

oldugundan (4.5) denkleminden v(M,) = 0 olur.

Ornek 4.1.3. Getiri matrisi

9 1

A=[4 6

seklinde verilen matrisin negatif olmayan 6zvektorlerine karsilik gelen 6zdegerleri ile oyun

degeri arasindaki iligkiyi ifade ediniz.

Coziim A matrisinin 6zdegerleri sirasiyla A =5 ve 4 = 10 dur. Bu 6zdegerlere

karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla

-1
. . 1 .=
A=10icinx = )l=51c;1n<4>
(1) 1

dir. Negatif olmayan x = (1) Ozvektoriine karsilik gelen A = 10 6zdegeri igin
_ _ -1 1
M=w@-a=, _

seklinde yazilir. M, getiri matrisli oyunun saf stratejiler sinifinda bir oyun degeri yoktur.
Ancak karma stratejiler sinifindaki oyun degeri v(M;) = 0 ve oyun degerini veren karma

stratejiler

N| =
—/

dir. Dolayisiyla,
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xM; = x(A—=A)=0
My = (A—AD)y =0

oldugundan x ve y stratejilerinin optimal oldugu goriiliir.

4.2. Arahk Odemeli Matrislerin Ozdegerleri ve Oyun Degeri

Bu boliimde aralik 6demeli matrisler J. Rohn’un 1990 yilinda yapmis oldugu
calismasinda aralik matrisleri icin kullanmis oldugu gdsterimi ile ele alinmistir. Ayrica
Ozdeger kavramimin aralik 6demeli matrislere uygulanabilirligi incelenmistir (Rohn,
1990,1993; Hladik ve vd., 2010). Bunun yani sira aralik 6demeli simetrik matrislerin
ozdegerleri verilmistir (Deif, 1991; Kaleyski, 2014). Son olarak, yapilan g¢alismalar
dogrultusunda aralik 6zdeger kavraminin oyun degeri ile iliskisini veren bir yaklagim

ortaya konulmustur.

Tanim 4.2.1.
[@11,b11] [@12,b12] -+ [@1n, b1n]
A= [a21,b21]  [@22,b22] - [@2n, ban]
[amll bml] [amZ' bmz] [amn' bmn]

seklinde olan aralik 6demeli matrisi her i =1,2,...,m,j =1,2,...,n igin Qi < a;jg

olmak tizere,

a;; Qg2 A1n
A= az1 a2:2 Qaon
Am1  Am2 Amn
bi1 by bin
1= b,1 bgz by
bml bmz bmn

matrisleri yardimiyla
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olarak ifade edilir. Bundan dolay,

A_4+Z
c 2
AA—Z_A
2

olmak iizere bir A aralik 6demeli matrisi bu matrisler yardimiyla

A=1[AA] =[A, — AA, A, + AA]

seklinde de ifade edilir.

Tamm 4.2.2. A € R.,, aralik 6demeli matris olmak iizere A ={A € A:A =

AT} € A kiimesi simetrik aralik ddemeli matris olarak tanimlanur.

Tamim 4.2.3. A bir aralik 6demeli matris ve

L={1€CAx = Ax,x # 0,4 € A}

kiimesi aralik 6zdeger kiimesidir.

Teorem 4.2.4. A = [A€ — AA, A° + AA] reel simetrik aralik 6demeli bir matris,
St = diag (sgn(xi),...,sgn(x,il)),i = 1,2,...,n seklinde bir diyagonal matris olsun. O

halde, A;, AeA nin dzdegeri ve A} = [1;(4° — S'AASY), (A° + S'AASY)],i = 1,2, ..., n dir,

Ornek 4.2.5.

Fo 148 [412]
~1[412] [-10,-2]
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simetrik aralik 6demeli matrisinin 6zdegerlerini bulunuz.

Coziim A simetrik aralik 6demeli matrisinin genisligi A ve yarigap matrisi AA

matrisleri sirasiyla,

a=lg Zgloa=[ 7]

dir. A¢ matrisinin 6zdegerleri A = 10, —10 dur ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler
ise x! =(2,1)7,x? = (1,-2)T dir. Boylece bu vektorlerden St = (1,1),5% = (1,-1)

olur. O halde A matrisinin 6zdegerleri

8 12

c 1 1 _
actstaast =5 5

matrisinin 6zdegerleri A = 16,4 = —10 olarak bulunur.

o=} 4]

matrisinin 6zdegerleri A = 5.062,1 = —11,062 dir.

a+staas? =10 2

matrisinin 6zdegerleri A = —3.403,1 = 9,403 dir.

acs? —aast =% 12

matrisin 6zdegerleri A = —16.892,1 = 10,892 dir.

Dolayistyla elde edilen bu 6zdegerler 4.2.4 teoremi gdz Oniine alindiginda, A

simetrik aralik 6demeli matrisin 6zdegerleri
A =1[5.062,16], 5 = [-16.892,—3.403]

olur.

Sonug 4.2.6. A simetrik aralik 6demeli matrisi icin, eger baz1 A; lere ait x; lerin

bilesenleri A iizerinde esit isaretlere sahipse, o zaman A} = [1;(4), 1;(4)] olur.
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Teorem 427. A€l e [(A.—Al) —A4A, (A, — Al) + AA]  aralik  matrisi

tersinirdir.

Teorem 4.2.8. A diagonal ve tersinir aralik 6demeli matrisi ne pozitif tanimli ne de

negatif tanimli ise v(4) = 0 dur.

Teorem 4.2.9. A diagonal ve tersinir aralik ddemeli matris pozitif tanimli ve pozitif

A1, A3, ..., A, 0zdegerlerine sahipse v(4) = %

1
F I

dir.

Ornek 4.2.10. Getiri matrisi

ile verilen pozitif tanimli aralik 6demeli matrisinin 6zdegerlerinden faydalanarak oyun

degerini bulunuz.

Coziim Teorem 4.2.7. ve Teorem 4.2.9.’a gore,

> A 0 ! 0
o a2 |2
(A, —AD) —AA = s N
2 2
_ [2—/1 0 ]
0 1-21
oldugundan bu matrisin 6zdegerleri 1 ve 2 dir. Bunun yan sira,
> A 0 ! 0
_ _ 112 |2
(A, — A + 44 = s N
2 2
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_ [3 -2 0 ]
0 4—2
oldugundan bu matrisin 6zdegerleri 3 ve 4 olur. Dolayisiyla 4; = [1,3],1, = [2,4] elde

edilir. 4 aralik 6demeli matrisin oyun degeri

v(4) =

1 1 B [2 12
[2,4] +[1,3] (3" 7

1 1 1~
IR

olarak bulunur.
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BESINCI BOLUM

SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda oyun teorisinde 6nemli olan sonlu iki kisili sifir toplaml
oyunlar ele alinmigtir. Daha sonra ¢alisma i¢in gerekli olan oyun, oyunun ¢oziimii, strateji,
¢Ozlim yontemleri gibi temel tanim ve kavramlar verilmistir. Klasik matris oyunlarinda iki
kisili sifir toplamli oyunlarin ¢o6ziimii icin grafik yontem ele alinarak incelemeler
yapilmistir. Bu tezde, ¢alismanin asil amacini olusturan aralik kavrami tizerinde durulmus
ve klasik matrislerin elemanlar1 yerine aralik sayilar1 alinarak olusturulan aralik 6demeli

matris oyunlarimin 6zellikleri ve bu oyunlarin bazi ¢6ziim yontemleri ele alinmistir.

Aralik 6demeli matrislerin negatif olmayan 6zvektorlere karsilik gelen 6zdegerleri
ile oyun degeri arasindaki iliski incelenmistir. Bu iliski genellestirilerek, aralik 6demeli
matris oyunlarinin oyun degeri ve oyunu olusturan aralik 6demeli matrisin 6zdegerleri

arasindaki karakterizasyon sunulmustur.
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