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OZET

COK PARAMETRELI STOKASTIK IKiLIi DINAMIK SISTEMLERIN ANALIZi

Muhammet CANDAN
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Doktora Tezi
Danigman: Prof. Dr. Yakup HACI
19/12/2017, 89

Bu tez calismasinin amaci, ikili ardisik dinamik sistemlerin genel kavramlarini
tanimlayip, farkli gosterimlerini vererek dinamik 6zelliklerini incelemektir. Bununla
birlikte dinamik sistemlerde optimal kontrol etme problemi i¢in optimallik kosullarini elde
etmek ve bu konudaki ¢alismalara katkida bulunmak amaclanmaktadir.

Tez yedi bolimden olusmaktadir. Birinci bolimde konu ile ilgili genel bilgiler
verilmis ve yapilmis olan bazi ¢aligsmalar tanitilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde kontrol teorisi ile ilgili temel tanim ve gerekli bazi hipotezler
verilmistir. Baz1 hipotezler altinda Bellman denklemi olusturulmus, Maksimum Prensibi
formiilize edilmistir.

Tezin {iglincli boliimiinde ikili dinamik sistemlerin genel modelleri tizerinde
durulmustur.

Tezin dordiincii boliimiinde ¢ok boyutlu kesikli dinamik sistemler analiz edilmistir.
Lineer ve lineer olmayan kesikli sistemler incelenmis, tam ¢oziilebilme kosulu ifade edilip
ispatlanmugtir.

Tezin besinci bliimiinde lineer olmayan stokastik ikili dinamik sistemler (LOSIDS)
tizerinde ¢aligmalar yapilmistir. Boolean degerli fonksiyonlarin aritmetik gosterimleri elde
edilmistir. LOSIDS ile verilen kesikli optimal siiregler incelenmis ve kesikli optimal
kontrol etme problemlerinin ¢oziim yontemlerinden olan Dinamik Programlama
kullanilarak Bellman denklemi elde edilmistir. Ayrica optimal kontrol edicinin varlig1 i¢in
erisim kiimesi tanimlanarak varlik teoremi ispatlanmistir.

Tezin altinci boliimiinde, igerisine olasilik fonksiyonu ve rasgele degisken eklenerek
yeniden olusturulan lineer stokastik ikili dinamik sistem (LSIDS) tamimlanmis ve bu

sistemlerin karakteristik 6zellikleri verilmistir. Ayn1 zamanda LSIDS ile verilen siirecler

Vi



icin optimal kontrol etme problemi ¢alisilmis, optimallik i¢in gerek ve yeter kosul
teoremleri ispatlanmistir.

Tezin yedinci bolimiinde 6zel parametreye bagli lineer olmayan stokastik ikili
dinamik sistemler incelenmistir.

Tezin sekizinci boliimiinde sonug ve Oneriler sunulmustur.

Anahtar sézciikler: Bellman Denklemi, Stokastik ikili Dinamik Sistem, Pontryagin

Maksimum Prensibi, Optimal Kontrol, Optimal Y 6riinge.
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ABSTRACT

ANALYSIS OF MULTI-PARAMETER STOKASTIC BINARY DYNAMICAL
SYSTEMS

Muhammet CANDAN
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Doctoral Dissertation in Mathematics
Advisor : Prof. Dr. Yakup HACI
19/12/2017, 89

The aim of thesis is to define the general concept of binary sequential dynamical
systems and investigate some of properties of dynamics with different representations and
then to obtain condition of optimality.

The thesis consists of eight chapters. The first chapter of thesis is introduction.

In the second chapter, fundamental definitions and some essential hypothesises
concerning control theory are given. Bellman’s equation is constructed and Maximum
Principle is formulized under some hypothesis.

The third chapter gives us general concept of multi-parameter binary sequential
dynamical systems

In the fourth chapter of the thesis, multi-dimensional discrete dynamical systems are
analyzed. Linear and nonlinear discrete dynamical systems and theorems of the condition
of exact solution are investigated.

The fifth chapter contains main findings. Arithmetic representation of Boolean
valued transition vector functions is obtained. Nonlinear stochastic binary dynamical
system is studied. Discrete optimal processes given by nonlinear stochastic binary
dynamical system are investigated. Also, Bellman’s equation is obtained with the aid of
Dynamic Programming. A particular set defined as accessible set is established to show
existence of optimal control and proof of existence theorem is obtained.

In the sixth chapter of thesis, by substituting probability function and random
variable into considered mathematical model, linear stochastic binary sequential dynamical
systems are defined and then characteristics of system are determined.
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The seventh chapter is devoted to nonlinear stochastic binary sequential dynamical
system based on parameter.

Final chapter involves conclusions and advices.

Keywords: Bellman Equation, Binary Stokastic Dynamic System, Boolean
Function. Maximum Principle, Optimal Control
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BOLUM 1
GIRIS

Cagdas kesikli sistemler teorisinin en hizli gelisen alanlarindan biri Ardisik Dinamik
Sistemler Teorisidir. Ardigik dinamik sistemler; genel olarak bir olayr veya bir sistemin
davranigini ifade etmek i¢in kullanilan, durumlar ve bu durumlar arasindaki gecislerin
belirlenmesiyle ortaya ¢ikarilan bir matematiksel modelleme ifadesidir. Ardisik dinamik
sistem, bir sistemin davranigini1 tanimlamak veya adim adim olusan olaylardan istenilen bir
duruma gelinip gelinmedigini algilamak igin kullanilir. Ardisgitk dinamik sistemler,
mithendislik alanindaki o6zellikle de bilisim alanindaki bir ¢ok probleme dinamik
matematiksel model tanimlama imkani sunar.

Bu teorinin 06zellikle derin arastirilmasinin ve bu teoriye ilgi gosterilmesinin
sebepleri olarak;

m Lineer olmayan kesikli sistemler sinifinin 6nemli bir alt sinifi olan ardigik dinamik
sistemlerde optimal kesikli kontrol etme yontemlerinin ve teorisinin gelismesi,

m Kesikli kontrol etme ve sonlu dinamik sistemler teorisinin sinir problemlerinin
aragtirtlmasinin gerekliligi,

m Giinlimiiz bilgisayarlarinin yapilmasinda ve onlarin matematiksel modellemesinde,
otomatik teshis sistemlerinde, bazi nesne ve siireglerin kodlastirilmasinda ardisik dinamik
sistemlerin genis uygulamasi gosterilebilir.

Ikili ardisik dinamik sistemler teorisi, son yarim yiiz yildir yogun bir sekilde
calisilmaktadir. Bu teoriyi 6zellikle Gill (1962), Gill (1975), Zadeh (1965), Arbib (1966),
Tzafestas (1972), Zadeh (1965), Farajov (1975) ve Anderson (2004) adli bilim insanlart
gelistirmistir. Caligmalarinda temel olarak, tek parametreli deterministik lineer ve lineer
olmayan ardisik dinamik sistemlerin analizi ile sentezi i¢in yOntemler gelistirmis ve
uygulamislardir.

Ilk olarak Pontryagin ve ark. (1962) optimal kontrol etme teorisini olusturarak
kesikli ve siirekli yapili sistemler i¢in maksimum prensibini ispatlamislardir.

Gaishun (1981), ¢ok boyutlu lineer ve lineer olmayan kesikli dinamik sistemler
tizerine ¢alismalar yapmis, tanimladigi sistem igin tam ¢oziimlenebilme kosulunu saglayan
gerek ve yeter kosul teoremini ispatlamigtir.

Mamedova (2003), benzer sekilde n boyutlu homojen bilineer ardisik dinamik
sistemlerin kontrol edilebilirligi {izerine olan caligmalarint p > 3 i¢in Galois cismi

(GF (p)) tizerinde incelemistir.



Mordukhovich (2006), varyasyonel analiz ve kesikli sistemler i¢in optimal kontrol
etme problemi {izerine bazi ¢alismalar yapmuistir.

Guillaume ve Tahraoui (2008), 6deme fonksiyonelinin minimallestigi deterministik
optimal kontrol etme problemini incelemistir. Ayrica ¢alismada tanimlanan modele uygun
olarak Pontryagin maksimum prensibini genellestirmistir.

Bonnans ve Fernandez (2010), dinamikleri integral denklem ile verilen durum kisith
deterministik optimal kontrol problemi tizerine ¢alismis, Pontryagin maksimum prensibini,
g0z Oniine alinan sistem i¢in uyarlamistir.

Gabasov ve ark. (2008) kontrol bolgesinde tanimli ve geometrik kisitli lineer
kuadratik optimal kontrol problemini incelemis, optimal yoriingeler ve optimal ¢éztimler
icin niimerik yontemleri uygulamiglardir.

Gabasov ve ark. (2009) belirsizlik durumlar1 altinda tamimladiklari model i¢in
optimallik prensibini incelemis, ele alinan sistem i¢n mantiksal devre tasarlamiglardir.

Hac1 ve Ozen (2009) lineer olmayan ¢ok parametreli ikili dinamik sistem modeli
tanimlayarak bu sistemler ile verilen optimal siirecleri ¢alismig, miimkiin optimal kontrol
edici tanimlamis ve optimallik prensibini ispatlamistir.

Haci (2009) lineer ikili fark denklemler sistemi ile yonetilen siiregler ig¢in optimal
kontrol etme problemini arastirmig, miimkiin optimal kontrol edicinin ve buna karsilik
gelen miimkiin optimal yoriingenin optimal olmasmi saglayan gerek ve yeter kosul
teoremlerini ispatlamistir.

Azhmyakov ve ark. (2014) siireksiz yapili kontrol sistemin bir sinifi olan optimal
kontrol problemlerine teorik bir yaklasimda bulunmuslar, optimal kontrol etme teorisi
kavramlarindan yararlanarak analitik ve niimerik ¢ozlimleri elde etmislerdir.

Yukaridaki yayinlar g6z Oniine alindiktan sonra bilim ve teknigin bir ¢ok
probleminin incelenmesinin gerekliligi, ¢ok parametreli stokastik ikili dinamik sistemler
teorisinin olusturulmasini gerekli kilmistir. Bu nedenle yapilan bu tez ¢alismasinda, sonlu
ardisik dinamik sistemlerin daha genel yapisi olan stokastik ikili dinamik sistemler
tizerinde ¢aligmalar yapilmistir. Ayrica bu sistemlerle verilen siiregler i¢in optimal kontrol
etme teorisi yontemleri yeterince incelenmediginden teze bu agidan yaklagilmistir.

Bu tezin amaci; ¢ok parametreli stokastik ikili dinamik sistemlerin 6zelliklerini
incelemek ve analiz etmek, ¢ok parametreli stokastik ikili dinamik sistemler
denklemlerinin tam ¢6ziim kosullarin1 olusturmak ve bu sistem ile verilen terminal kontrol
etme problemlerinde optimal siiregler i¢in gerekli ve/veya yeterli kosullar1 belirlemektir.

Tezin ikinci boliimiinde tezde 6zellikle kullanilacak optimal kontrol etme teorisinin



temel kavram ve teoremleri verilmistir. Bunun igin ilk olarak siirekli zamanli yapilar i¢in
optimal kontrol edici ve ona karsilik gelen optimal yoriinge tanimlanarak optimal siire¢
olusturulmustur. Dinamik programlama yonteminin varligini olusturan hipotezler ve
teorem ifade edilmis ve sonunda Bellman denklemi kurulmustur. Ayrica kontrol edilebilir
optimal siiregleri bulmak i¢in Maksimum Prensibi elde edilmistir. Daha sonra bu yaklagim
stirekli zamanli kontrol edilebilir siiregler i¢in ¢alisilmistir. Ayrica Kesikli problemleri
¢ozmek i¢in Dinamik Programlama yonteminden ve Kesikli Maksimum Prensibinden de
yararlanilmistir.

Tezin Ugilincii bolimiinde ikili ardisik sonlu dinamik sistemlerin genel modeli
tanimlanmis ve Sistemin genel 6zellikleri verilmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde ¢ok boyutlu kesikli dinamik sistemler analiz edilmistir.
Lineer olmayan kesikli sistem tanimlanarak genel ozellikleri incelenmistir. G6z Oniine
alinan sistemin tam c¢oziilebilmesi icin gerek ve yeter kosul teoremi ifade edilip
ispatlanmistir. Daha sonra homojen ve homojen olmayan lineer kesikli sistemler
tanimlanmis ve ¢6ziim kosullar1 belirlenmistir. Cauchy formulii elde edilmistir.

Tezin besinci bolimiinde lineer olmayan stokastik ikili dinamik sistemler
tanimlanmis ve temel Ozellikleri verilmistir. Sistemin karakteristik 6zellikleri

arastirilmagtir:

£,s(c) = F, (c,s(c), x(c), o(c)), v=1.2,...k, [GF(2)]"

s(c’) =s°
Burada ¢ =(c,,...,.c,) € G, ={C‘CGZ",01° <c, <¢,..C <c, <Cp G eZ}
Z*dan alinan noktalardir. L,, sistemin devam etme siiresi, i=1,....k tamsayilardir.
Z ={..~104,..}, tam sayilar kiimesidir.s(c) € S,x(c) € X; S=[GF)]", X =[GF(2)]
sirastyla durum ve giris alfabeleridir. s(c) vex(c) ise Z* kimesinde tanimlanan m ve r
boyutlu durum ve giris vektorleridir. w(c)rasgele degiskeni, & S(C) asagidaki gibi
tanimlanan kaydirma operatoriidiir:

&.s(c)=s(c+e,)e, = (O,...,O,iO,...,O) , v=1,....k

Karakteristik ge¢is Boolean vektor fonksiyonlari olan F () = {Fvl ) R ()} ler
Z* x[GF(Q)]" x[GF(2)]' kiimesinde tammlidirlar. [GF(2)] Galois cismidir. s(c°)=s°

baslangi¢c durum vektoriidiir.

Besinci boliimde g6z Oniine alinan problem igin Boolean degerli fonksiyonlar ile



aritmetik fonksiyonlar arasindaki iliskiyi veren matematiksel gosterim elde edilmistir.
Bunun igin bir énermeden yararlanilmistir. LOSIDS ile verilen siiregler igin optimal
kontrol etme problemi incelenmistir. Iki boyutlu uzayda bu sistemin davranis1, kesikli bir
yol tizerinde detayli bir sekilde ¢alisilmistir. Elde edilen denklemlerden, denklem sayisinin
bilinmeyen sayisindan fazla olan asir1 belirlenmis bir sistem oldugu gosterilmistir.
Sistemin tek ¢oziimiiniin egriden bagimsiz oldugunu gosteren, baslangig durumu verilen
LOSIDS’in tek ¢dziimii oldugunu belirten gerek ve yeter kosul teoremi ifade edilip
ispatlanmistir. Daha sonra LOSIDS ile verilen siirecler icin optimallik prensibi
ispatlanmigtir.  Optimal kontrol etme probleminin ¢6ziimii i¢in Bellman denklemi
kurulmustur. Optimal kontrol edicinin varligi gostermek amaciyla 6zel bir erisim kiimesi
olusturulmustur. Erisim kiimesinin 6nceden verilmeyip LOSIDS yardimiyla baslangic
durumuna bagli olarak bulundugu “optimal kontrol edici igin varlik teoremi”
ispatlanmustir.

Tezin altinc1 boliimiinde, lineer stokastik ikili dinamik sistem; zaman degiskenine
bagli kesikli dinamik sistemler asagidaki gibi tanimlanmaistir:

£,5(c) =D, (c)s(c) ® Y, (c)(x(c) ® w(c)),v=12,...k,[GF(2)]

s(c®) =s°
Burada c=(c,,...,C,) G, ={C‘CeZk,Cf <¢, <¢/,...,C) <C, <CF,C eZ} Z"*'dan alman
noktalardir. L,, i=l,....,k tamsayillardir. Z = {...,—1,0,1,...}, tam sayilar kiimesidir.
s(c)eS,x(c) e X; S=[GFQ2)]", X =[GF(2)]' siasiyla durum ve giris alfabeleridir.
s(c)vex(c) ise Z* kiimesinde tanimlanan m ve r boyutlu durum ve giris vektorleridir.

&, s(c) bir yer kaydirma operatoriidiir. Bu operator asagidaki sekilde tanimlanmustir:

&,s(c)=s(c+e,)e, = (O,...,O,iO,...,O), {(DV(C),V :1,...k}, {‘I’V,V :1,...,k} siras1 ile
mxn ve mxr boyutlu karakteristik Boolean gecis matrisleridir. [GF (2)] Galois cismidir,
s(c?) = s° baslangi¢ durum vektoriidiir.

Gortldagt gibi buradaki matematiksel modele, sistemin davranisini etkileyen
rasgele bir biiyiiklik eklenmesiyle ¢ok parametreli lineer stokastik ikili dinamik
sistemlerin karakteristik o6zelllikleri incelenmistir. Boyle sonlu dinamik sistemlerin
karakteristigi “giris-¢ikis durum” denklemleri yardimiyla gosterilmistir. Bununla birlikte
lineer stokastik ikili dinamik sistemlerle verilen siiregler i¢in optimal kontrol etme

problemi tizerinde ¢alisilmistir. Tam ¢6ziim kosulu altinda arastirtlan sistemin yoldan



bagimsiz oldugunu kanitlayan bir teorem verilmistir. Bu sistem igerisindeki kontrol edici
ve ona karsilik gelen uygun bir yoriingenin, optimal olmasini saglayan gerek ve yeter kosul
teoremleri ifade edilip kanitlanmistir.

Tezin yedinci bolimiinde 6zel belirlenmis parametre igeren dinamik sistemler

incelenmistir. Boyle sistemler

¢,8(c) = F, (c,s(c), x(c), w(c), A(c))

y(c) =G(c,s(c), x(c),w(c),A(c)), v=12,..k
bigiminde tanimlanmigtir. Burada s(c), x(c) ve y(c), ¢ noktasindaki sirastyla m, r ve g
boyutlu durum, giris ve cikis vektorleri; w(c)rasgele degisken ve A(c) ozel olarak

belirlenmis parametredir. Boyle dinamik sistemler icin parametre sabit giris degerlerine
uygun olarak tek ¢6ziim kosulu ifadesinden elde edilmistir. G6z Oniine alinan problem igin
optimal prensibi ispatlanmis, daha sonra dinamik prgramlama metodu uygulanarak

Bellman denklemi kurulmustur.



BOLUM 2
ONCEKI CALISMALAR

2.1. Giris

Optimal kontrol teorisinin genel kavramlarinin ve temel teoremlerinin verildigi bu
boliim, Azimli (2011), Boltyanskii (1971), Boltyanskii (1978), Kirk (1970), Colkesen
(2015), Pontryagin ve ark. (1962)’nin ¢alismalarinin derlenmesiyle hazirlanmistir.

Ik optimal kontrol problemleri 1940-50’li yillarda ortaya ¢ikmustir. Karsimiza ¢ikan
cok sayida teknik problemin eski yontemlerle ¢oziilemeyecegi anlasilmistir. Bu yillarda
Sovyet Bilimler Akademisinin V. A. Steklov Matematik Enstitiisiinde L. S. Pontryagin ve
ogrencileri tarafindan bu problemleri ¢6zmek igin bir teori gelistirilmistir. Temel teoremi
Pontryagin’in maksimum prensibi olan teori, “Optimal Kontrol Problemi” olarak
adlandirilmgtir.

GOz Online alinan problemler optimizasyon problemlerinden farklidir. Cok
degiskenli fonksiyonlarin maksimum ya da minimum problemlerinde optimal ¢oziim,
sonlu boyutlu uzaylarin elemanidir (Azimli, 2011). Fakat optimal kontrol problemlerinde

minimum/maksimum ¢6ziim, genellikle sonsuz boyutlu fonksiyonlar uzayinin noktasidir.

2.2. Kontrol Edilebilir Nesneler

Optimal kontrol etmedeki temel amag, kontrol edilebilir nesneler ve onlar1 kontrol
etmenin en iyi yollarini bulmaktir. Dogrudan gercek nesneler ile ilgilenilmemekte fakat bu
nesneler i¢in matematiksel modeller yardimiyla optimallik aciklanmaya calisilmaktadir.
Ornegin bir otomobilin hareketi incelendiginde anlik zamanlarda otomobilin durumu;
gidilen uzaklik s ve hiz1 v ile karakterize edilir. Bu nicelikler zamanla bazi nedenlere bagh

olarak degisebilir:

Sekil 2.1. Anlik zamanlarda otomobilin durumu (Pontryagin ve ark., 1962)

Sekil 2.1.”¢ bakildiginda otomobilin durumunu karakterize eden s ve v niceliklerine
faz koordinatlari, F’ye kontrol parametresi denir. Bu sistem asagidaki verilen sistem goz

Oniine alinarak genellestirilebilir:
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Sekil 2.2. Sistemin giris, ¢ikis degiskenleri (Pontryagin ve ark., 1962)

Sekil 2.2.’ye gére ul,u?,..,u” kontrol parametresi olup giris degiskenleridir.
x1,x2, ..., x™ faz koordinatlar1 olup ¢ikis degiskenleridir.

u= (ul,u? ...,u") kontrol vektdrii, 7 boyutlu uzayin herhangi bir noktas1 ve her
x = (x1,u?, ..., x™) durumu n boyutlu bir uzaym herhangi bir noktasidir.

Bir nesnenin hareketini tamamen tanimlayabilmek igin t, baslangi¢ zamanindaki
durumunu bilmek ve (t > ty), u(t) = (w(t),u?(),...,u"(t)) vektér fonksiyonunu
belirlemek gerekir. Bu u(t) fonksiyonuna kontrol denir (Pontryagin ve ark. (1962)).

Xo baslangi¢ durumunun ve u(t) kontroliiniin bilinmesiyle, nesnenin bir sonraki

hareketi tek tiirlu olarak belirlenir.

i |
Lo

x(t)

—

0 x

Sekil 2.3. Faz yoriingesi (Pontryagin ve ark., 1962)

Sekil 2.3.’e gore xy noktasindan baglayan harekete faz yoriingesi denir.
(u(t),x(t)) ikilisine kontrol siireci denir. Bu siire¢ tamamen t > t, i¢in u(t)

kontrolii ve x, = x(ty) baslangic durumu tarafindan belirlenir.
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Sekil 2.4. Optimal siire¢ (Pontryagin ve ark., 1962)

X, baslangi¢ noktasindan baslayip onceden belirlenmis x; terminal noktasina u(t)
kontrolii altinda en iyi sekilde (en kisa, en ucuz vb.) gegme islemine optimal siire¢ denir.
Burada en kisa siirede gegme, zaman-optimal siire¢ olarak adlandirilmistir (Pontryagin ve
ark., 1962).

Bir nesnenin hareketi;

xt =t 22, ., x™ut,u?, L, uh)

x% = f2(xt x%, . xhulu?, L uh)

x™ = (a2, utu?, L uh)
denklem sistemi ile karakterize edilir. Burada f1, f2, ..., f™ nesnenin i¢ yapisi tarafindan
tanimlanan fonksiyonlardir. Bu diferansiyel denklem sistemi

x = f(x,u)

seklinde yazilabilir. Baslangi¢ kosullar1 verilmediginde bu diferansiyel denklem sisteminin
ozel ¢oziimiinii bulmak miimkiin degildir. ul(t),u?(t),..,u"(t), t>t, kontrol
fonksiyonlarinin ve t =t, aninda baglangic durumunun bilinmesiyle x = f(x, u(t))
vektor denkleminin yardimiyla, nesnenin hareketi tek tiirlii olarak belirlenir (t > ¢t ).

Eger aymt x, baslangi¢ durumu korunarak u(t) = ul(t), u?(t), ..., u" (t) kontrolii

degistirildiginde x(t) yoriingesi degisir.
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Sekil 2.5. Farkli yoriingeler (Pontryagin ve ark., 1962)

2.2.1. Dinamik Programlama Metodu
x baslangi¢c durumundan sabit x; terminal durumundaki optimal siireci inceleyelim.
Hipotez 2.1. Faz uzayinin x;’den farkli herhangi x noktasi igin x noktasini x;

noktasina tasiyan bir optimal siire¢ vardir (Pontryagin ve ark., 1962).

x?

——
—

0

d

Sekil 2.6. Farkli noktalardan tek bir noktaya optimal siire¢ (Pontryagin ve ark., 1962)

U \—

x noktasindan x; noktasina kadar olan optimal siire¢ i¢in gecen zamani T(x) ile
gosterelim. Yani x noktasindan x; noktasina yapilan bir gegisin T'(x)’den az olmasi
miimkiin degildir.

Faz uzaymin her x noktasimm x?,x?2, ..., x™ bileseni oldugundan T (x) fonksiyonu n
degiskenli bir fonksiyon olup,

T(x) =T(x,x2%, ..,x")
seklindedir.
Hipotez 2.2. T(x) fonksiyonu x1, x?, ..., x™ degiskenlerine gore siirekli ve x; noktasi

disinda her yerde siirekli tiirevlere sahiptir. Yani;
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kismi tiirevleri var ve siireklidir (Pontryagin ve ark., 1962)

W(x) = =T (x) seklinde bir fonksiyon tanimlayalim. Hipotez 2.1 ve Hipotez 2.2

saglandigindan W (x) fonksiyonu tanimlidir. Tiim faz uzayinda siireklidir ve kismi

tirevleri
ow ow ow
oxt'ox2’ " " oxn

de siireklidir.

x; noktasi hari¢ Xy, faz uzayinin x;’den farkli herhangi bir noktasi olsun. uy; U
kontrol bolgesinde (miimkiin kontrol kiimesindeki en iyi kontrol edici) keyfi bir nokta
olsun. x, durumunda ve t, aninda u, kontrolii altinda bir hareketin oldugunu varsayalim.
Bu hareket boyunca faz yoriingesini

y(®) = 10, y*(0), ., y" (D)
seklinde gosterelim. t > t, igin y(t) yoriingesi,

YH(E) = fr(®),uo), i = 1,2,...,n, y(ty) = xo
denklemini saglar (%! = f'(x, uy)) .

Eger x, noktasindan y(t) noktasina faz yoriingesi boyunca hareket edilirse bu
hareket boyunca gegen zaman t — t, dir. Optimal olarak y(t) noktasindan x; noktasina
hareket ederken gegen siire T'(y(t)) olsun. Sonug olarak x,’dan x,’e ge¢is,

t —to+ T(y(t)) zamanda olur. Fakat x,’dan x; noktasina hareketin optimal zamani
T(x¢) = T(y(ty)) oldugundan
T(y(to) < (t—to) + TY(D)

seklinde yazilabilir.
Ty = Ylty)
- ¥ optimal hareket
'-.“ii"’
f..ﬂ"
s
7
‘ﬁ’f
L

Sekil 2.7. Optimal hareket (Pontryagin ve ark., 1962)
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T yerine - W yazilirsa
~W(y(te)) < (t—to) = W((®)

W) —W(y(to))
t—t,

<1, t#t,

elde edilir. Burada t — t, igin limite gegilirse

dw (y(t
W’(y(t)) = ﬂ <1
dt
bulunur.
dw (y(t)) _ oW (y(0)) ()
dt ox
olur. Fakat W, x!, x?, ...,x™ ’ye bagl bir fonksiyon oldugundan
n
aw (y()) _ S WOO) iy
dt L axt Y
i=1
yazilir. Buna gore
W (xp)
D = i u) < 1 21)
i=1

elde edilir. Buradaki x, ve u, keyfi parametrelerdir.
Boylece faz uzaymin x,’den farkli herhangi x noktasi ve kontrol bdlgesindeki

herhangi u noktasi i¢in

i aw(x)fi(x ) <1 22)
dxt ’ - '

i=1

elde edilmis olur (Pontryagin ve ark., 1962)
Simdi (u(t),x(t)), X, durumunu x; durumuna ulastiran bir optimal siire¢ olsun.
Bu optimal hareket boyunca gecen zaman araligi t, < t < t; olsun.

x(to) = x9, x(t1) = xq1, t; — to =T(xo)

Nesnenin hareket denklemi yardimiyla

xH(t) = filx(O),ut), tgo<t<ty (2.3)

yazilabilir. x,’dan x(t)’ye optimal yoriinge boyunca gegen zaman t — t,’dir. x(t)’den

11



x; ’e olan hareket boyunca gecen zamanin t; — t olmasini1 gerektirir. Yani;

ti—t = T(xo) — (t— to)

x(t)’den x;’e olan hareketin T(x,) — (t — t,) zamanindan daha kiigiik olmasi
imkansizdir. Boyle hizli bir hareket olsaydi; yani, x,’dan x(t)’ye olan hareket t — ¢,
zamanda ve x(t)’den x;’e T(xy) — (t — t,) zamanindan daha az olsaydi x,’dan x;’ e
olan hareket T( xy)’den daha kisa stirede olurdu. Halbuki T( x,) optimal zamandir. Bu
yuzden T(xy) — (t — tg), x(t)’den x;’e optimal zamandir. Yani;

T(x(@®) =T(x0) —(t—ty), T=-W

—W(x(t)) = W(xo) — (t— to)
dir. Buradan W, t’ ye gore diferansiyellenirse

[Wx(e)] = [W(x0) + (t = to)]

n

z 6W(x'(t)) A = 1
dxt

i=1

flx@u®) =1t st<t 2.4)

i aw (x())

dxt

i=1
bulunur. Boylece her optimal siireg igin yukaridaki esitlik tim hareket boyunca saglanir.

n

B(x,u) = Z W (x) Filx,u) (2.5)

dxt
i=1

seklinde tanimlayalim. Buna gore yukaridaki denkliklerden

B(x,u) <1, x # x; (2.6)
elde edilir. Herhangi (x(t), u(t)) optimal siireci igin,

B(x(t),u(t)) =1 (2.7)
elde edilir (Pontryagin ve ark., 1962).

Boylece agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.1. Kontrol edilebilir bir nesne i¢in eger Hipotez 2.1 ve Hipotez 2.2
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saglanirsa dnceden belirlenen x; terminal durumu igin (2.6) ve (2.7) saglanir (Pontryagin
ve ark., 1962).
Bu teorem, dinamik programlama metodunun temelini olusturur. (2.7)’de t = ¢,

yazilmasiyla

B(x(ty),u(ty)) =1

B(xo,u(ty)) =1
dir. Yani x;’den farkli herhangi bir x, noktasi i¢in U kontrol bolgesinde B(xy u) =1
olacak sekilde bir u = u( ty) vardir. (2.6) esitsizligine gore;

max,ey B(x,u) =1, x # x4

olur. Bu ifadeye denk olarak

= AW (x)
max

ueu axi
i=1

filx,u) =1, x # x (2.8)

yazilabilir. Boylece Hipotez 2.1 ve Hipotez 2.2 saglanirsa W fonksiyonu (2.8)’i saglar.
(2.8)’deki maksimum, optimal islemler i¢in elde edilir. Bu iddia, dinamik programlama
metodunun alternatif bir formiiliinii verir. Bu formiile Bellman denklemi denir.

Dinamik programlama metodu, optimal iglemler tizerindeki bazi bilgileri bulmada
kullanilabilir. Buna karsin bu metodun bir¢ok olumsuz yam da vardir. ilk olarak bu
metotla optimal kontrol ediciler ve isleme konulan W (x) hakkinda bilgi sahibi olunamaz.
Bellman denklemi, kismi tiirevli diferansiyel denklem oldugundan karmasik islemler igerir.
Fakat bu metodun en olumsuz yani Hipotez 2.1 ve Hipotez 2.2 saglandiginda gegerli

olmasidir.

2.2.2. Maksimum Prensibi

Hipotez 2.3. W(x) fonksiyonu siirekli ve iki kez kismi tiirevlenebilir olsun.

0°W (x)
- L, =12..,
0x'ox/
Ayrica f'(x,u) fonksiyonlarmin 1. tiirevleri siirekli olsun. O halde
aff(xu) .
T,l,] =1.2 e, n

dir (Pontryagin ve ark., 1962).

(u(t),x(t),); ty <t <t igin hareketli bir nesneyi x, durumundan x; durumuna
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tagtyan bir optimal siire¢ olsun. t, <t < t; araligina t zamani sabitlensin ve B(x, u(t))
fonksiyonunu ele alalim. Hipotez 2.3 ve B(x,u) fonksiyonunun tanimi da goz oniine

alindiginda B (x, u(t)) , x1, x?, ..., x™ degiskenlerine gore siirekli tiirevlere sahiptir.

aB(x,u(t)) = 92 W(x) FiCu(t) +Z(3W(x) aft(x, u(t))

dxk dxtoxk xk
i=1

=1.. (29

Bununla beraber (2.6) ve (2.7)’den
B(x,u(t)) <1, x # x;
B(x,u(t)) =1, x = x(t)
elde edilir. Bu yiizden B(x, u(t)) maksimum degerini x = x(t) noktasinda alir. Buradan

da B(x, u(t))’nin x1,x2, ..., x™ degiskenlerine gore kismi tiirevi sifirdir. Yani

S =0k=12..,n  (210)

(’)W(x) oft (x u(t))
— axiax xu(®) + Z

dir. Buna ek olarak 2% a(x XO) pin ¢ ye gore tiirevi alinip (2.3) hesaba katilirsa
d [ow (x(D)) O2W (x(t)) W (x (D))
E[ 9k Z il ORI 7+ ACORIO)

i=1

olur. Bu yiizden (2.10) asagidaki sekilde tekrar yazilirsa

d [ow(x(D)]  ~o 02W (x(t))
s, 5 2

Ik FIEPT: filx@®),u) =0,k=12,..,n (2.11)

i=1

W(x) ow(x) oW (x)

elde edilir. Burada (2.6), (2.7), (2.8) ve (2.11) sadece o ooz aem

tirevlerini

bulundururken W’nin kendisi bulunmamaktadir. Bu yilizden asagidaki notasyon

tanimlanarak,
oW (x(t)) B oW (x(t)) B BW(x(t)) B
5 (), — 5= Vo (t) I U (£) (2.12)

(2.5) asagidaki gibi yazilabilir.

14



B(x(®),u(®) = Y wi(OF () u(®) =1 (213)
(2.6)’ya gore

Z DiOf (O u(®) <LIUEU, ty<t<t (2.14)

i=1

yazilabilir. Son olarak (2.11) asagidaki formda yazilabilir:

B(6) + Zt/)i(t) afl(x;i),;u(t)) —0k=12.,7n (2.15)

Bu yiizden t, <t <t; i¢in (x(t),u(t)) bir optimal siire¢ ise (2.13), (2.14) ve
(2.15)’1 saglayan ¥ (t), Y, (t), ..., Y, (t) fonksiyonlar1 vardir.
(2.13) ve (2.14) denklemlerinin sol taraflar1 ele alindiginda

H@,x,u) = zn:l/h'fi(x,u) =P f 100w + -+ P (Of "G w) (2.16)
i=1
yazilir. Bu fonksiyon yardimiyla (2.13) ve (2.14) asagidaki bigimde yazilabilir.
HW®),x@®),u(t) =1, t, <t<ty (2.17)
Y(t) = (W1 (t), Y, (1), ..., P, ()); (2.12) ile tanimli fonksiyon ve
HWy@),x(®),u) <1, 3uelty<t<t, (2.18)
olur. (2.17) yardimiyla (2.18) yerine asagidaki iliski yazilabilir.

maxyey H@ (), x(0),u) = H@(1), x(t),u(t)), to <t <ty (2.19)

Son olarak (2.15) agikea tekrar yazilabilir:
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_OH@®xO,u®) | _

dxk ’

Uy = 1,2,..,n (2.20)

Boylece eger (x(t),u(t)) bir optimal siireg ise (2.17), (2.18) ve (2.20) saglanacak
sekilde bir Y(t) = (Y, (t), Y, (t), ..., Y, (t)) fonksiyonu vardir (Pontryagin ve ark., 1962).

(2.16), (2.17), (2.19) ve (2.20)’de w(x) fonksiyonu agik¢a bulunmadigindan (2.12)
denklemleri w ile ilgili bilgi vermeyip bu ihmal edilir. (2.20) denklemi, (2.17) ve (2.19)’u
saglayan bir denklem sistemidir ve ;(t),..,¥,(t) bu sistemin asikar olmayan
¢cozlimlerini olustururlar (Yani bu fonksiyonlar herhangi bir ¢t aninda ayni anda sifir
olamaz.).  Gergekten  Y,(t) = P,(t) = =yY,(t) =0  ahnsaydi  (2.16)’dan
H(@(t), x(t),u(t)) = 0 olurdu ki bu da (2.17) ile gelisir. Bu ylizden maksimum prensibi
denilen agagidaki teorem verilsin.

Teorem 2.2. Farz edelim ki Hipotez 2.1, 2.2 ve 2.3 saglansin. Ayrica kontrol

edilebilir nesne asagidaki vektor formuyla verilsin.
x =f(x,u),uel (1)

dir (Pontryagin ve ark., 1962).

Xo baslangi¢ durumu ve x; durumu i¢in ty, <t <t; araliginda (x(t),u(t)) 7 X
noktasim  x;’e tasiyan optimal sire¢ olsun. H fonksiyonunu x1,x? .., x™,
ul,u?, ...,u" degiskenlerine ve Y1, Y, yardimer degiskenlerine bagl olacak sekilde

tanimlayalim.

H(lp’ X, u) = leifi(xl u) (11)

Bu H fonksiyonu yardimiyla 1,3, 1, yardimecr degiskenler i¢in asagidaki

diferansiyel denklem sistemi yazilabilir.

_OH@x(Ou(®) |

dxk ’

Yy = 1,2,..,n (iii)

Eger buradaki (x(t),u(t)) siireci optimal ise herhangi t zamani i¢in

H@ (@), x(£),u(t)) = maxyey H(¥ (), x(t), u) (iv)
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ve

H@ (), x(t),u(t)) = 1
sart1 saglanacak sekilde (iii)’nin asikar olmayan (4 (t), ¥, (t), ..., Y, (t)) ¢Oziimleri
vardir (Pontryagin ve ark., 1962).

Asagidaki ornekte de gorecegimiz gibi bu teorem; optimal siiregleri bulmak igin
dinamik programlama metodundan ¢ok daha kullanishidir. Buna karsin, burada verilen
yapida dinamik programlamada oldugu gibi maksimum prensibinin aymi eksiklikleri
vardir. Yani maksimum prensibi, W (x)’in iki kez diferansiyellenebilme kabulii altinda
turetilir. Fakat Onceden bahsedildigi gibi bu fonksiyon gergekte her yerde
diferansiyellenemez. Baz1 genel durumlarda, hipotezlerin gegerliliginin kabuliinden dolayi
yukarida belirtilen dinamik programlama metodu ve maksimum prensibi optimallik igin
uygun sartlar degildir. Onlar optimallik i¢in gerekli sart formunda tretilir. Eger siireg,
optimal ise sirasiyla (2.8) ve (iv) saglanir. Buna karsin Hipotez 2.1, Hipotez 2.2, Hipotez
2.3 kabulleri altinda bu sartlar tiiretilebilir. Fakat bunlar optimallik i¢in gerekli oldugu
anlamima gelmez. Bu yiizden yukarida elde edilen teoremler, optimallik igin gerek sart
olarak alimamaz. Buna karsin,

H@ @), x(),u(®)) = 1
sart1 daha zayif bir

H@ (@), x(6),u(t)) 2 0 (v)

gerektirmesiyle yer degistirilirse bu formda W iizerinde herhangi bir varsayim olmadan
maksimum prensibi saglanir. Yani optimallik i¢in maksimum prensibi ¢ok uygun ve genis

bir sekilde uygulanabilir gerek sart olur (Pontryagin ve ark., 1962).

2.2.3. Sentez Problemi
Maksimum prensibi uygulamasia bir 6rnek verelim. Bir aracin hareket denklemi

asagidaki gibi verilsin:

it = x?
2=y 2.21)
1<u<1 (2.22)
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Burada x! aracin zamanla degisen yer koordinatini, x? aracin anlik hizi olup faz
koordinatlarin1 gostermektedir. u parametresi ise aracin motoruna ait giicii olup kontrol
parametresidir (Boltyanski, 1978).

Bu aracin verilen x, baslangi¢ durumundan (0,0) noktasindaki zaman-optimal varis
problemini diisiinelim. Baska bir deyisle x;=(0,0) noktasinin bir terminal durum oldugu
zaman-optimal problemini ele alalim. Bu fiziksel olarak bir parc¢acigi verilen bir baslangig
durumu ve hiziyla, minimum siirede orjine tasimak anlamina gelmektedir.

Maksimum prensibine gore; H fonksiyonu
H = 1l)1x2 + Iljzu (223)

seklinde yazilir. Bununla beraber ¥4, ¥, yardimci degiskenleri igin

: OH . .

lpk:—m = Y1 =0, Y, =Y,
denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminden

Y, =dq, Y, = —d it +d,, (dq, d, integrasyon sabiti)
bulunur.

Ayrica maximum (iv) bagintis1 yardimiyla (2.22) ve (2.23) goz 6niine alindiginda

(1, (D) >0
u(®) = {—1, Do(D) < 0

dir. u(t) =sgn(y,(t)) = sgn(—dit +d,) olur. Bu yiizden t, <t <t; araliginda
+1 degerini alan her optimal u(t) kontrolii parcali sabit bir fonksiyondur ve en fazla iki
sabitlik araligi vardir (—d it + d, lineer fonksiyonut, < t < t; araliginda birden daha
fazla igaret degistirmez) (Boltyanski, 1978).

u = 1 oldugu zaman araligi i¢in (2.21)’e bakildiginda;

x?(t) =t +c?
xt(t) = (HC) +ct=> «x =—(x2)2 + ¢, (ct, c? integrasyon sabitleri) (2.24)

Bu yiizden u=1 i¢in faz yoriingesi, (2.24) paraboliinin bir yayidir. (2.24)
paraboller ailesi Sekil (2.8.)’de gosterilmistir.
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S

Sekil 2.8. u = 1 kontrolii i¢in faz yoriingesi (Boltyanski, 1978)

7N

%% =u =1 > 0 oldugundan faz noktalar1 paralel boyunca yukariya dogru hareket

etmektedir. Benzer sekilde u = —1 oldugu zaman aralig1 igin;

~1
X (t) = =t + "%, XM (1) = fxz(t)dt =— (-t+c)?+c”

x(t) == (x?)? + ¢ (2.25)

dir.

Bu paraboller ailesi Sekil 2.9. ile gosterilmistir.

m2

NN

\O>
Z

Sekil 2.9. u = —1 kontrolii i¢in faz yoriingesi (Boltyanski, 1978)

/

%)

\

%% = u = —1 < 0 oldugundan faz noktalar1 paralel iizerinde yukaridan asag1 dogru
hareket etmektedir. Eger u(t) kontrolii kisa bir siire i¢in +1 ile baslayip —1 ile devam
ederse faz yoriingesi iki parca parabol seklinde olusur ve bunlar birbirlerini keser.
Sonrasinda yoriingenin ikinci kismi (2.25) parabol denklemi {izerinde hareket eder ve

orjinden geger. Benzer sekilde baslangicta u(t) = —1 sonrasinda +1 ise faz yoriingeleri
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Sekil 2.10. ve Sekil 2.11°de gosterilmistir.

x?

T

~ w==1
!

8] 1
/
Ly

Sekil 2.10. u(t) = 1 ile baslayip . u(t) = —1 ile devam eden faz yoriingesi (Boltyanski,
1978)

Sekil 2.11. u(t) = —1 ile baslayip . u(t) = +1 ile devam eden faz yoriingesi (Boltyanski,
1978)

Boylece faz yoriingelerinin tiim ailesi Sekil 2.12 ile gosterilmistir.

S
NN

@ =-=1

S

Sekil 2.12. Faz yoriingelerinin tiim ailesi (Boltyanski, 1978)
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AOQ, alt yan diizlemde x! = lz(xz)2 paraboliiniin yayidir.

BO, iist yar1 diizlemde x! = _—21 (x?)? paraboliiniin yayidir.

Eger x, baslangi¢ noktasi, AOB yaymin {istiinde bulunuyorsa faz noktasi (2.25) parabolii
boyunca hareket eder. Buna karsin eger x,, AOB yayinin altinda ise faz noktasi (2.24)
parabolii boyunca (x,’dan gegecek sekilde) devam eder. Baska bir deyisle x, baslangig
noktasi, AOB yay iistiinde ise faz noktasi u = —1 kontrolii altinda (AO yayina ulasincaya
kadar) hareket etmek zorundadir. Bu esnada anlik faz noktasi AO yayina ulasir. Sonra faz
noktasi orjine ulasincaya kadar u kontroliiniin degeri +1 olarak degisir. Benzer sekilde
baslangi¢ durumu AOB yaymin altinda bulunuyorsa, faz noktas1t BO yayma ulasincaya
kadar u = +1 olmak zorundadir. BO yayma ulastiktan sonra BO yayi tizerinde u = —1
olarak degisir (Boltyanski, 1978)

Bu yiizden maksimum prensibine gore Sekil 2.12°de gosterilen sadece yoriingeler
optimal olabilir. Yukaridaki incelemelerden de goriildiigii gibi; faz diizleminin her bir
noktasindan orjine giden sadece bir optimal yo6riinge vardir (Yani x, baslangi¢c noktasina

karsilik gelecek olan yoriinge tek tiirlii olarak belirlenir) (Boltyanski, 1978).

2.3. Kesikli Zamanh Kontrol Edilebilir Siirecler

Kesikli zamanli kontrol edilebilir yapilarin matematiksel tanimina ulagmak igin ilk
olarak t degiskeninin sadece kesikli degerler kiimesi iizerinde (t =0,1,...,N) deger
aldigini farz edelim (N bir dogal say1) (Boltyanski, 1978).

Genel olarak ul,u?,...,u” olmak iizere r tane keyfi kontrol edicinin se¢iminden
bahsedilebilir. Bu yiizden her bir t aninda u(t) kontrol noktasi r tane koordinata sahiptir:

u(t) = (ut(e), u?(t), ..., u"(t))

ult,u?, ... u” degiskenler uzayinda keyfi olarak kontrol ediciyi,
u(1),u(2),... ,u(N) (2.26)

seklindeki noktalar dizisi olarak tanimlayalim.

Bir yapinin durumu bir ya da iki faz koordinat1 ile karakterize edilebilir.Buna karsin
genel durumda her bir ¢ aninda yapmm durumu, x!,x?,..,x" seklindeki n tane faz
koordinati ile karakterize edilir. Bu yilizden her bir t aninda x(t) faz durumu

x(t) = (x(t), x2(t), .., x™(¢t))

olmak tlizere n tane koordinat1 vardir.
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x(0),x(x), ... ,x(N) (2.27)

durumlar dizisine bu yapinin hareket yoriingesi denir.

x(0) baslangi¢ durumu 6zel olarak verilmek kosulu ile eger

x(©) = fi(x(t — D, u(®)) (2.28)

bagintis1 yardimiyla bir (2.26) kontrol edicisi segilirse yapinin bir sonraki davranigini agik
bir sekilde belirleyebiliriz. Burada f;(x,u) = (fA(x,w), f2(x,w), ..., f*(x,u)), E"
uzayinda vektor fonksiyonudur. f(x, u) fonksiyonundaki t indisi tiim zamanlar igin tek bir
ft(x,u)’nin ele alindigimi degil aksine ¢esitli fonksiyonlarin bir andan bir sonraki ana
degismelerinin inceledigini gosterir. Bagka bir deyisle eger f;(x,u) fonksiyonu gergekten
t "ye bagl degilse sadece f(x,u) fonksiyonu diisiiniiliir. Buna gére (2.28) bagintisi,

x(t) = f(x(t = 1D,u®)
formuna dondisiir. (2.28) bagmtisi, kesikli kontrol edilebilir yapinin hareket kanununu
meydana getirir. (2.28)’1 saglayan (2.27) yoriingesine ise x(0) baslangi¢ durumuna ve
(2.26) kontroliine karsilik gelecegi sdylenir.

Bununla birlikte her bir x € E™ i¢in ve her bir t = 1, ..., N i¢in bostan farkli U.(x)
kiimesi u!,u?, ...,u" degisken uzayinda 6zel olarak belirlenmelidir. Bu kiime t aminda x

faz durumuna karsilik gelen kontrol bolgesidir. Sadece
u(t) € Ug(x(t — 1)) (2.29)

kosulunu saglayan (2.26) kontrollerini diigiinelim. Burada (2.27) yoriingesi x(0) baslangic
noktasindan baglar ve (2.26) kontroliine karsilik gelir. Bu sart1 saglayan kontrollere kontrol
edilebilir denir.

(2.28) ve (2.29) bagimtilar1 kesikli kontrol edilebilir yap1 olarak adlandirilir. Bu
yapinin kontrol siireci asagidaki sekilde meydana gelir:
x(0) baslangi¢ faz durumu, 6zel olarak verildiginden bu duruma karsilik gelen U, ( x(0))
kontrol bolgesi bilinmektedir. (2.29)’dan keyfi u(1) € U; ( x(0)) kontrol edicisi segilebilir.
Sonra t = 1 anindaki x(1) faz durumu belirlenir. x(1)’in bilinmesiyle ona karsilik gelen
U,( x(1)) kontrol bélgesi bulunur. Daha sonra keyfi u(2) € U,( x(1)) kontrol edici nokta
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secildikten sonra x(2) faz durumu bulunabilir. Boyle ardisik siireglerin bir sonucu olarak
elde edilen (2.26) kontroliiniin x(0) baslangic durumuna gore kabul edilebilir olacagi ve
elde edilen (2.27) yoriingesinin bu kontrole karsilik gelecegi agik bir sekilde goriillmektedir
(Boltyanski, 1978).

Simdi kesikli kontrol edilebilir yapilar i¢in optimal kontrol etme problemini
belirtelim. Bunun igin &zel olarak f;°(x,w) verilsin.

Etkililik kriteri olarak, segilen (2.26) ve (2.27) siireglerin uygun oldugunu gostermesi

acisindan asagidaki fonksiyoneli ele alalim.

J = 2 (x©0),u(D) + £ (x(1),u(2)) + -+ + fy (x(N = 1), u(N))

_ Z £2(x(t = 1), u(®) (2.30)
t=1

Optimal kontrol etme problemi, baslangi¢ durumu bilinen bir yapinin (2.30)
fonksiyoneli maksimum olacak sekilde (2.26) kabul edilebilir kontrollerinin se¢imine
dayanir (Bazi durumlarda problemin tiiriine gére minumum da alinabilir).

Temel problem olarak adlandirilan bu problemde x(0) baslangic durumunun
verildigi farz edilir ve (2.30) fonksiyonelinin degerinin maksimum olmasi hari¢, zaman
araliginin sag ucundaki x (N) higbir sekilde sinirlanmaz.

Ornek 2.1. (Maksimum Carpim) Toplamlar1 a (a > 0 )’dan biiyiik olmayan ve
carpimlart maksimum olan negatif olmayan N tane sayiy1 bulunuz (Boltyanski, 1971).

Bu problemi ¢6zmek yerine tekrar formiilize edelim. Bunun igin farz edelim ki
N tane negatif olmayan saymin toplami1 a dan biiyiik olmasmn. Bu sayilar1 birlikte
carptiktan sonra elde edilen ¢arpimin ne kadar biiyiik oldugunu gorelim. 1. saniyede
negatif olmayan bir say1 secelim. 2. saniyede 2. say1y1 se¢elim (Segilen iki sayimnin toplami
a y1 gegemez.). Benzer sekilde N. saniyede N. sayiy1 secelim. t aninda segilen sayiy1 u(t)
ile gosterelim. Buna gore N tane saymin toplami u(t) lerin toplami seklinde verilebilir.
Buna karsin u(t) fonksiyonlar1 tiim t i¢in degil sadece kesikli t = 1,2,...,N degerler
kiimesi igin belirlenir.

Herbir anda u(1),u(2),...,u(N) sayilarindan biri segilir ve se¢ilen bu sayilarin
toplam1 ve ¢arpimi hesaplanir. Toplam, bir sonraki say1 i¢in se¢imin limitini bilmek i¢in
gereklidir (Yani a sayisina ne kadar kaldigini saptamak igin). Siire¢ sonundaki tiim

sayilarin carpiminit bulmak i¢in her bir anda secilen sayilarin ¢arpimini bulmak yararh
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olacaktir.

x1(t); t saniye boyunca secilen tiim sayilarm toplami, x?(t); t saniye boyunca
secilen tiim sayilarin ¢arpimi olsun. O halde

x!(®)=u() + u2) + -+ u(N)

x2(t) = u() u(2) ..u(N)
seklinde yazilabilir.

t aninda u(t) sayisi segildikten sonra tiim Onceki sayilarin toplamini bulmak igin

u(t) sayism dnce segilen sayilar olan x*(t — 1) ye eklemek gerekir. Yani

x1() =x1(t—1) + u(e) (2.31)

Burada,
x1t—-1D)=u@)+ u@)+--+ult—1)
dir. Benzer sekilde x?(t) ise t aminda secilen u(t) ile 6ncesinde secilen sayilarin garpimi

ile elde edilir. Yani;
x2(t) = x%(t — Du(t) (2.32)

(2.31) ve (2.32) formiilleri t = 2,3, ..., N igin uygulansin. Buna gore t =1 igin
x1(1) = u(1), x?(1) = u(1) dir. Bu iki bagint1

x1(0)=0 x2(0) =1 (2.33)
varsayimlari altinda saglanir. Boylece (2.31) ve (2.32) formiilleri t = 1,2,3,..., N igin
gecerli olur.

t aninda secilen tiim sayilarin toplami a’dan biiyiik olmadig: icin,
x1t—-1D+ul®)<a

u(t) <a-—x(t—1)

yazilir. Bununla birlikte u(t) negatif olmayan bir say1 oldugundan

O0<u(t) <a-x(t-1) (2.34)

dir. Buradan
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u(t) € U(x*(t — 1)) (2.35)

dir. Burada U(x(t — 1)), (2.34) araligin1 gostermektedir.

(2.31), (2.32) formiilleri kesikli kontrol edilebilir yapilar1 gostermektedir. Burada
x!, x? faz koordinatlari, u ise kontrol edici parametredir.

x1(0),x1(1), ..., x*(N)

x2(0),x%(1), ..., x*(N)
dizileri (2.31), (2.32) formiilleri ile tanimlanan ve (2.33) baslangi¢ kosullar1 yardimiyla
u(1),u(2),... ,u(N) kontrollerine karsilik gelen yoriingelerdir. Eger (2.35) bagintisi her
bir t = 1,2, ..., N aninda saglaniyorsa bu kontrollere kabul edilebilir (admissible) denir
(Boltyanski, 1978).

Maksimum g¢arpim problemi asagidaki gibi bulunabilir.

Buna gore amag, (2.31) ve (2.32) kontrol edilebilir yapilar: i¢in x?(N) maksimum
deger aliyor iken (2.35) saglanacak sekilde bir kabul edilebilir kontrol ve buna karsilik
gelen, baslangi¢ kosullu yoriinge bulmaktir.

Ornek 2.2. Maksimum carpim problemini kesikli kontrol edilebilir yap1 problemine
indirgemenin diger bir anlamin1 diisiinelim. Bunu yapmak i¢in daha énceden denenmemis
ornegi farkli bir sekilde ele alalim. Ornek 2.1’deki carpanlarin sadece pozitif oldugu
durumu farzedelim (Carpanlardan biri sifir olsaydi carpim sifir olurdu.). Carpimi
basitlestirmek i¢in ¢arpanlarin logaritmik toplamlarint hesaplayalim (Boltyanski, 1971).

Bu yaklagimi kullanarak u(t), t = 1,2, ..., N kontrolii ve birinci faz koordinati
x(t), t=0,1,2,...,N orijinal anlamlarin1 korur. Ikinci faz koordinatina ve onunla ile
ilgili bagitilara gerek duyulmaz. Bununla birlikte ardisik olarak u(1),u(2),...,u(N)

secildikten sonra
J=In (1)) +1In w(2)) + -+ In (u(N)) (2.36)

hesaplanir. Bu toplam miimkiin oldugunca biiytiik olabilir.
(2.34) kisitin1 asagidaki sekilde yazalim. M; = [0, a] olsun.

x*(N) € My (2.37)
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saglansin.
xX(N) = u(1) + u(2) + -+ u(N) oldugundan (2.37)’den bu toplam a’y1 gecemez. Bu
yiizden tiim bu sayilar pozitiftir. (2.29) daha basit olarak

u(t) >0,t=1,2,..N (2.38)

seklinde yazilir. Bu yiizden U(x (¢t — 1)) kontrol bélgesi, x*(t — 1)’den bagimsiz olarak
U = (0,) araligi seklinde yazilir. Sonu¢ olarak, yukaridaki ornek asagidaki sekilde
formiile edilebilir.

Bu ornekteki amag, (2.31) kesikli kontrol edilebilir yapist goz Oniine alindiginda
x1(0) baslangi¢ kosullu, x1(0), x*(1),x1(2),...,x1(N) yériingeleri igin, (2.37) saglanip
(2.36) toplami en yiiksek degeri alacak sekilde (2.38)sartini saglayan bir
u(1),u(2), ... ,u(N) kontrolii bulmaktir (Boltyanski, 1978).

2.4. Siirekli Zamanh Kontrol Edilebilir Siirecler

Matematiksel programlama, kesikli kontrol edilebilir yapilar i¢in optimallik kriterini
belirleme yollarindan birisidir. Burada kesikli kontrol edilebilir yapilar i¢in diisiiniilen
teoremlerin aksine kesikli olmayan, siirekli zamanli siiregler i¢in optimallik diisiiniilecektir.
Bu problem iki sebepten ortaya ¢ikar. Birincisi siirekli yapilarin optimal kontrol teorisinde
elde edilen sonuglar kesikli yapidaki benzer teoremlerle formiile edilebilir. Ikincisi siirekli
yapilar, kesikli yapilarin limiti alinmig durumu olmasi bakimindan kesikli ve siirekli
kontrol edilebilir yapilar arasindaki iliski énemlidir. Ornegin kesikli siirecler agisindan
stirekli stireglerin yaklasik olarak aciklanmasi ya da tam tersi olarak yorumlanmasidir.

Ornek 2.3. Ornek 2.2°deki kesikli kontrol edilebilir yapiy1 ele alalim. Bu yap1

icerisinde limitte siirekli kontrol edilebilir yapiya gectigimizi varsayalim. Bu yiizden bu

kesikli yapiy1
x1(t) =x1(t—1) +u(t) (2.39)
u(t) U (2.40)
x1(0) =0, x!(N) € M, (2.41)

U =(0,0), M, =[0,a]
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ele alalim. Bu yapi i¢in

J= Z In (u(0)) (2.42)

fonksiyonelinin en biiyiik degerini veren siireci bulmak istiyoruz (Boltyanski, 1971).

Farz edelim ki N yeterince biiyiik olsun ve

u(1),u(2),...,u(N) (2.43)
kontroliiniin ve bu kontrole karsilik gelen

x(0), x(x), ... , x(N) (2.44)
yoriingelerinin davranisinin grafiksel gosterimini istiyoruz.

N yeterince bliylik oldugu i¢in siradan zaman 6lgegine bu grafiksel gosterim uygun
degildir. Bu yiizden,

T=th,t=01,.. N (2.45)
seklinde tanimlanan yeni bir bagimsiz 7 degiskeni tanimlamak igin t yerine h adimi

secmek daha uygundur. Buna gore T = 0, h, 2h, ..., Nh degerlerini alir. h adiminin se¢imi

asagidaki gibi karakterize edilir:

h = ¢ 2.46
- N ( " )
Eger T ya bagl y* ve v degiskenlerini tanimlanirsa;
T
y'(@ =x'(7) =x'©
@ ==u(%) = ru(®) 2.47
v(@) =quly)=3u (2.47)
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elde edilir. Ayrica
1 — L1 (TZh)y _ 1 (T — .1
y'(t—h)=x (T)—x (Z_l) =x(t—1)
esitligini kullanilarak (2.39) esitligi

y'(@) =y'(t—h) + hv(r)
ya da

1 _ a1 _
y (@) Z(T Moo (2.48)

1
seklinde yazilabilir. Bu denklemin sol kisminda h — 0 igin limite gegilirse % elde edilir.

Bu da (2.47) esitliginde ikinci formiiliiniin sag kismina esittir. Bununla birlikte yeni

degiskenler yardimiyla (2.40), (2.41) bagmtilari,
v(t) €U (2.49)

y*(0) =0, y'(a) € M; (2.50)

(yt(a)=x1 (%) = x1(N) ) seklinde yazilabilir.
Burada U = (0, ), M; = [0, a] dir.
Son olarak (2.42) fonksiyoneli;

N
J = In (u(t)) = In(hv(t)) = ) (In(h) +Inv(r)) = Nin(h) + ) In(v(1))
S - S mson- ) 5
1
— Nin(h) + Ez hin (v(D)),

formunda yazilir. NIn(h) terimi ve% pozitif ¢arpani sabittir. /'nin maksimum problemi,

I = Z hIn(v(o)) (2.51)

yukaridaki maksimum problemine denktir (Boltyanski, 1978).
Simdiye kadar yapilan her sey basit bir degisken degisikligi ile olusturulmustur.
Kesikli zamanli (2.48), (2.50) kontrol edilebilir yapilari i¢in (2.51) maksimizasyon

problemi ile kesikli zamanli (2.39), (2.41) sisteminin maksimum probleminde yalnizca
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notasyon farklilig1 vardir.

Buna karsin (2.48)-(2.51) tekrar yorumlanabilir. (2.48) bagintisi,

dy'(z) _
d(t)

v(7) (2.52)
denkleminin bir yaklagimidir.
(2.51) denkleminin sag kismi ise toplam 7 = h, ..., Nh = a olarak diisliniildiigiinde

bir integral toplam1 oldugundan belirli integral;

a

I = f In(v(2)) dz (2.53)

0

seklinde gosterilir. Bu ylizden kesikli optimal kontrol etme problemi yaklasik olarak t
stirekli degiskenine sahip bir probleme karsilik gelir (Boltyanski, 1978).

Amag, bir v(7) kontrol edicisi bulmaktir. Yani y1(0) = 0 baslangi¢ kosullu (2.52)
diferansiyel denkleminin y!(7) ¢6ziimii olacak sekilde 0 < 7 < a araliginda tanimh ve U
kiimesi tlizerinde degerler alan bir fonksiyon, I integrali miimkiin olduguca biiyiik iken
yl(a) € M; smir kosulunu saglar. Bu, bir siirekli optimal kontrol etme problemidir.
Buradaki t kesikli zaman degiskeni yerine 7 siirekli degiskeni ele alinir. O halde bu iki
optimal kontrol etme problemi yaklasik olarak birbirine denk midir? Agik¢a (2.39)-(2.41)
kesikli yapisindaki her kontrol edilebilir (u(t),x(t)) siireci igin (2.52), (2.49), (2.40)
stirekli yapisinin bir kabul edilebilir siirecinin bulunmasi hedeflenmektedir. Bu nedenle
eger siirekli problem daha kolay ise (Yani v(7) ve y!(r) bulunarak) (2.39)-(2.42) kesikli
optimal kontrol etme probleminin yaklagik ¢oziimii elde edilir. Boylece giivenilir bir
sadelestirme metodu uygulanmis olur. Bir problemin digeriyle yer degistirilmesiyle
tanimlanan hata bilinebilir fakat burada bu incelenmemistir (Boltyanski, 1971).

(2.52), (2.49), (2.50), (2.53) siirekli problemini ¢ézmek kolaydur. ilk olarak (2.52) ve
(2.50) yardimiyla;

[ dy'(0)
d(7)

d(7) = f »(0)d() = y'(@) -y (0)
0

a d 1 a
5 Y@=y + [ Zdw = [v o

0 0

29



y1(0) =0, y'(a) € [0, a] oldugundan

a

J.v(r) d(t) <a (2.54)

0

elde edilir. (0, ) araliginda In (v) < v — 1 esitsizligi géz oniine alindiginda; v = 1 i¢in
fonksiyon sifira gider, v > 1 i¢in azalan, 0 < v < 1 i¢in artan bir fonksiyondur. Buna
gore (2.49)’dan

nv(r) <v(r)—-1

yazilir. Buna gore

a

flnv(r) d(t) < j(v(r) —1) d(7) = Jv(r) d(t)—a<0
0 0

0
elde edilir.

Esitlik sadece v(t) = 1 igin saglanir. Bu ayni1 zamanda bir siirekli yap1 i¢in formiilii
verilen problemin ¢6ziimiinii verir. v(t) =1 oldugundan I* = 0 olur. Herhangi kabul
edilebilir kontrol i¢in I* fonksiyoneli daha diisiik degerler (negatif degerler) alabilir.

Verilen siirekli yapinin optimal kontrol etme problemi i¢in v(t) = 1 Kkesin bir ¢6ziim
oldugunda (2.47) formiilleri, kesikli yapmin yaklasik bir ¢oziimiini elde etmek igin
kullanilabilir.

a
u(t) =hv(t) =h= N'(t =12,..,N)
Bu yiizden (2.39)-(2.41) probleminde Ornek 2.2.°de ele alinan kesikli yap: icin

asagidaki kontrol edici optimaldir ve tektir. Yani
u(l) =u2)=--=ulN) ==

dir.

Ornek 2.1.’deki maksimum carpim problemine geri doniiliirse, toplamlar1 a’dan biiyiik

olmayan N tane negatif olmayan sayinin c¢arpimi, sayilarin her biri % oldugunda

maksimum olur. Diger durumlarda ¢arpim daha kii¢iik olur. Bu sonug, siirekli yapi ile
beraber diistiniildiigiinde yaklasik olarak elde edilmistir (Boltyanski, 1978).

Siirekli optimal kontrol etme problemini elde etmek igin yapilan indirgemedeki
benzer islemler, kesikli optimal kontrol etme problemi i¢in de yapilabilir. Buna karsin

siirekli bir problemden kesikli probleme gecis daha elverislidir. Bir kural olarak, siirekli
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optimal kontrol etme problemi tam ¢6ziim i¢in uygun degildir. Bu ylizden siirekli problemi
daha basit kesikli problem ile degistirmek yaklasik ¢6ziim bulma anlamina gelmektedir.
Stirekli bir problemi kesikli yapiya indirgemeye calisalim. Optimal kontroliin siirekli

problemini kullanarak asagidaki 6rnegi inceleyelim (Boltyanski, 1971).

dy

Y _ o 2.55

7 =90 (2.55)
y = (¥4, y?, ..., y™) faz uzaymin durum vektérii, v = (v!,v?,...,v") kontrol vektorii, V
kiimesi kontrol bodlgesi, T; (v, v?,...,v") degiskenler uzayinda pozitif bir say1 olsun.
Herhangi pargali siirekli v(z) fonksiyonu 0 <t < T araliginda siirekli ve V kiimesi

tizerinde degerler almaktadir.
v(t) €V (2.56)

Bu kontrole kabul edilebilir denir. Bununla birlikte bir y, ve M; kiimesi; y1,y?, ..,y"
degiskenler uzayinda taniml olsun. Son olarak y(t) ve v(r) fonksiyonlari bilinmek kosulu

ile elde edilen g°(y, v) fonksiyonu asagida tanimli integral ile kullanilabilir. Yani

T
I* =fg°(y(r),v(r))dr (2.57)
0

(2.55)’in ¢oztimii olan y(7), y(0) = y, baslangi¢c kosulunu ve y(T) € M; bitis kosulunu
saglar.

Bu siirekli problemi kesikli probleme indirgemek icin N dogal sayisini ele alalim.
h = % ve 7=0,h,...,Nh=Tolsun. Ayrica t = % olacak sekilde yeni kesikli bir

degisken tanimlayalim (¢t = 0, 1, ..., N). Bununla beraber y ve v degiskenleri yerine x ve u

degiskenlerini tanimlayalim. Buna gore

x(t) = y(th) = y(7) ..
u(t) = v(th) = v(r) (2.58)

elde edilir (Bu yerine koyma (2.47)’deki yerine koymadan farklidir.) (Boltyanski, 1978).
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Simdi farzedelim ki wv(t) kabul edilebilir bir kontrol (siirekli problem ag¢isindan
diistiniildiigiinde) ve y(t) ona karsilik gelen yoriinge olsun. Burada y(0) = y, baslangi¢

kosullu v = v(t) i¢in (2.55) diferansiyel denkleminin ¢oziimiidiir. Bu nedenle

d
PO - 9@, v@)

dir. Bu bagint1 yaklasik olarak su sekilde elde edilebilir:

— —h
y@ Z(T ) =gy@®,v(0) =gl —h),v()

Burada sadece t = A, ...., Nh oldugu diisiiniiliir. Yukaridaki yaklasimdan

y(@) = y(r—h) +hg(y(r = h),v(1))
denkligi yazilabilir ya da (2.58)” den

x(t) = x(t—1) + hg(x(t—1D,u@®)), t=1,2,..,N (2.59)

bulunur. Buna ek olarak (2.57) integrali, integral toplami seklinde yaklagik olarak su
sekilde elde edilebilir:

I~ Z hg® (@), v(1)) ~ z hg®(y(th), v(th)) ~ Z hg®(y(th — h), v(th))
N

=h ) g°(x(=1), u(®) (2.60)

t=1

Son olarak baslangig bitis kosullar1 ve (2.56) bagntisi, (2.58) ile beraber

diisiiniildiiglinde
u(t) ev (2.61)
x(0) = yo, x(N) € M, (2.62)

f fonksiyonu (2.59)’un sag tarafinda kalan kismi olsun. Yani:

f(x,u) =x+ hg(x,u)
dir.
Hata terimini tanimlayarak (2.59)’daki yaklasik olan denklem yerine kesin bir denklem
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olarak

x() = f(x(t - D, u®)
denklemini tanimlansin. Bununla birlikte (tekrar hatayr ihmal etmeden ) I* integralini
(2.60)’1in sag tarafi ile degistirebiliriz. Buna goére yeni problem, I* fonksiyonelinin

maksimumunu bulma probleminden

J= hz g0(x(t — 1), u(®)) (2.63)

fonksiyonelinin maksimumunu bulma problemine doniisiir (Boltyanski, 1978).

2.5. Kesikli Problemleri Cozme Metotlar:

2.5.1. Dinamik Programlama

Kesikli kontrol edilebilir yapilarin optimalligini bulmak i¢in kullanilan metotlar1
arastiralim. Bunlardan bir tanesi Bellman (1957) tarafindan gelistirilen dinamik
programlamadir. Dinamik programlama temel olarak su sekilde olusur: (2.41)-(2.43)
kesikli yapilarinda u(1), u(2), ..., u(k) kontrol edicileri ve x(0), x(1), ..., x(k) yoriingeleri
stirecin baslangicindan t = k anina kadar se¢ilmisti. Bu andan itibaren u(k + 1), ..., u(N)
ve x(k+1),..,x(N) elemanlar1 segilerek siirecin tamamlanmasi istenmektedir. Eger
slirecin tamamlanmig olan kismi (t = k’dan t = N’ye kadar) optimal degilse, siireci

maksimum yapan

N
J= z £2(x(t — 1), u(®) (2.64)

t=k+1

fonksiyoneli agisindan siirecin tamami da optimal olmayacaktir. Aslinda siirecin
sonuna eklenecek olan ve (2.30)’daki terimlerin toplamindan daha biiyiik olan degiskenler
cesitli olsayd1 bu siirece bir biitiin olarak kolaylik saglardi (Boltyanski, 1971).

Bellman (1957)’a gore bu kesin fikir asagidaki gibi gerceklenir. Farz edelim ki
t = k aninda x = x(k) noktasindayiz (Baslangi¢c durumundan buraya nasil ulastigimiz
ihmal ediliyor.).

Tiim olas1 yontemler kullanilarak siirecin u(k + 1), ...,u(N), ve x(k + 1), ...,x(N)

tamamlanan kismi gergeklestirilir ((2.28) ve (2.29) niin saglanmasi agisindan).
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Siirecin her bir tamamlanan kismi i¢in wy (x) = wy (x(k)) (2.64)’teki tiim toplamlarin en
biiyiigiinii gostermek tiizere hesaplanir. Bu yilizden x = x(k) noktasindan baslayarak
sirecin tamamlanan kismi, w;(x) degerinden biiyiik olmayacak sekilde segilebilir.
k=0,1,...,Nigin wy(x), w;(x), ..., wy(x) fonksiyonlar1 elde edilir. Agtkga wy(x) =0
dir. Ciinkii (2.64) toplaminda k = N igin hicbir terim bulunmayacagindan toplam sifir olur.
Bununla birlikte wy(xy), (2.68) toplaminin maksimum degeridir. Baska bir deyisle,
wo(xo) degeri, x(0) = x, baslangic kosullu bir optimal siirece karsilik gelen |
fonksiyonelinin degeridir. Ciinkii kesikli optimal kontrol problemi, sadece w,(x,) degerini
bulmaktan  olusur. Bu yiizden wy(x) =0’dan baslayarak ardistk  olarak
wy_1(x), ..., wo(x) fonksiyonlarinin degerlerinin bulunmasiyla kesikli yapilarin kontrol
etme problemi ¢oziilebilir (Boltyanski, 1971).

t =k —1 anmda x = x(k — 1) noktasindan baslandig1 farz edilerek siirecin en iyi

sonunu secelim. Yani

N
Jiea = ) fEGe(e = 1, u(e) (2:65)
t=k

fonksiyoneli maksimum wy,_, (x) degerini aldiginda u(t), x(t)’yi segelim.

Bu toplam;

FRGek = D,u(l) + D f2x(e = 1, u(®))
t=k

esitliginin sagindaki ikinci terim olan J, degerine esittir. Bu deger ise wy (xj) dir. Yani bu

terim, J, toplamimin muhtemel en biiyiik degerine esittir. Bu nedenle

wi—1(x) = £l (xUe = 1, u(k)) + w (%)) (2.66)
dir.
Eger x(k),u(k); x = x(k — 1) noktasindan baglayan siirecin bitimine girerse bu

bagint1 gecerlidir. Buna karsin keyfi x(k), u(k) segilirse yukaridaki esitlik
Wi—1 () = f2(x(k — 1), u(k)) + wi(x) (2.67)

esitsizligi olarak yazilmak zorundadir. Bu yilizden wy,_; (x); uygun u(k), x (k) secilmesiyle
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elde edilebilen f2(x(k — 1),u(k)) + wy(x) toplamin tiim degerlerinin en biiyiigiidiir.
Yani

wi—1(x) = max [ (x(k — 1), u(k)) + w; (x)]
dir. x(k) ile fi (x(k — 1), u(k)) yer degistirilip x(k — 1) = x yazilmasiyla son olarak,

Wie—1 () = maxyey, o [fi (6, 1) + wi (fie (e, )| (2.68)

esitligi elde edilir. Bellman denklemi olarak bilinen (2.68) esitligi, wy = 0’dan baslayarak
ardisik olarak wy_q,...,w, fonksiyonlarinin bulunmasimi saglar. (2.68) esitligi
yardimiyla, aranan wy(x) fonksiyonunu bulmak i¢in kullanilan bu teknige dinamik
programlama denir. (Boltyanski, 1971).

Bu teknigin pratik uygulamasi genellikle genis hafizali bilgisayarlarin kullanimi i¢in
gereklidir. Fakat burada ardisik hesaplama yaparken son ana kadar (w,(x) bulunana kadar)
hangi x(t) durumunun optimal yoriinge oldugu anlasilamaz. Bu yiizden teoride tiim x
degerleri icin wy (x) fonksiyonlarinin degerleri bulunmak zorundadir. Bu, ayn1 anda farkli
x(0) baslangic durumlarma karsilik gelen optimal yoriingeleri bulmaya denktir
(Boltyanski, 1971).

2.5.2. Kesikli Maksimum Prensibi

Stirekli siireglerin optimal kontrol teorisinde kullanilan iki temel yontemden birisi
onceki bolimde ele alinan dinamik programlama metodudur. Diger metot ise
Pontryagin’in maksimum prensibidir. Ilk olarak bu metot, siirekli optimal kontrol
problemlerinin ¢6ziimiine dayanir. Maksimum prensibinin kesfi ve ispatlanmasindan
hemen sonra bu prensibin kesikli varyasyonunu bulma girisimlerinde bulunuldu. Simdi
bununla ilgili ilk olarak sabit zamanli siirekli optimal kontrol problemi diisiiniilmesine
ragmen temel olarak kesikli problem amaci korunarak maksimum prensibi formiili
verilsin. Bu yiizden (2.55)-(2.59) problemlerine geri doniilsiin. Burada M; kiimesinin tiim
y1,y2, ..., y™ degisken uzayma 6zdes oldugu varsayilir. Bu durumda maksimum prensibi
asagidaki gibi gosterilir (Boltyanski, 1971).

Yardimer degiskenler @4, @, ..., @, tanimlanir (n ,y!,y?, ..., y™ faz degiskenlerinin

sayis1). Bu degiskenler ile yardimci formiil yazilirsa,
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H(p,y,v) = Z 09"y v) (2.69)

elde edilir. Burada g°; (2.57) fonksiyonelinin tanimma giren fonksiyon ve g1, g2, ..., g™
ise (2.55)’in sagindaki g(y,v) vektor fonksiyonunun bilesenleridir. Ayrica yardimci

bilinmeyenler i¢in asagidaki diferansiyel denklem sistemi yazilsin.

de; ~ 0H _ Zn: agiyv) .

= — - - 1, ... 2.7
l=
Burada
P, =1 (2.71)

alinir (Boltyanski, 1971). Farz edelim ki v(t), 0 <t < T kabul edilebilir kontrol olsun
(Yani v(t), (2.56) sartin1 saglar). y(t), (2.55) denkleminin ¢6ziimii iken v(7) (2.56)’y1
saglar. y = y(1), v=v(t) fonksiyonlari (2.70) esitliginin sag tarafina yazilr ve ¢(7)’ye

01(T) = @a(T) = - =@(T) =0 (2.72)

baslangic kosullu sistemin ¢6ziimii denir.

Eger (y(t), v(t)) siireci optimal ise asagidaki maksimum bagintis1 gegerli olacaktir.

H(p(),y(@),v(1)) = max,ey H(p() ,y(1) ,v) (2.73)

Yani, herhangi v € V igin,
Hp@,y@,v(®)) 2 H(p() ,y(),v)
elde edilir.
Eger (2.57)’nin minimumu sorulmus olsaydi
P, =—1
olmas1 diginda formulasyon ayni1 kalirdi.
Maksimum prensibi, optimallik igin gerek sarti verir. Cogu durumda y(0) = y,

baslangi¢ kosullu tiim siireglerin disinda tek v(7), y(t) siirecini segmek optimallik igin
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daha avantajhidir (Boltyanski, 1971).

Simdi maksimum prensibinin kesikli yap1 i¢in formiiliinii olugturmaya c¢aligalim.
Bunu yapmak i¢in siirekli problemden kesikli probleme ge¢mek i¢in Onceki kisimda
kullanilan gecis yontemi kullanilir. Tlk olarak (2.58)’deki yerine koyma yapilir ve buna ek
olarak ¥ degiseni;

Y (1) = @(th) = (1) (2.74)

tamimlanir ve H fonksiyonu v, x, u bagimsiz degiskenlerine bagli olarak elde edilir.

H= Z Yi©g(x(t—1),u®), Wo = ¢o)
i=0

Yeni degiskenler yardimiyla (2.73) bagintist herhangi u € V i¢in;
H@p @) ,x(t—1),u@®)) = H () ,x(t —1),u), t=12,..,N

seklinde yazilir. Yani,

D WO = D u®) 2 ) (D!t - D, ) 275)
i=0 i=0

dir. Bununla birlikte (2.70) asagidaki yaklagik denklemle degistirilebilir:

IR

IR

n . n .
HOPCN N 0000 S ) 980C )00
i=0 i=0
Bu denklem, sadece T = h, 2h, ..., Nh degerleri i¢in ele alinir. Yeni degiskenler yardimiyla

yaklagik ¢oziim asagidaki gibi yazilabilir:

09" (x(t — 1),u(t)

Pt— 1 = YO +h ) PO (276)
i=0
Son olarak (2.71) ve (2.72) esitlikleri,
Yo =1 (2.77)
P1(N) =9, (N) = P,(N) =0 (2.78)
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seklinde yazilabilir.

flx,u) = x + hg(x,u)
fonksiyonunu tanimlayalim ve (2.63) fonksiyonelinin

] =) Foae - Du) (2.79)

seklinde yazilabilmesi icin hg®(x,u) = f°(x,u) olsun. Bununla birlikte
n n
Hpxw = hg' () + ) i (x + hgiGow) = ) if i(x,0)
i=1 i=0

fonksiyonu tanimlansin. (2.76) yaklasik denklemini tam denklem ile yer degistirdikten

sonra (stirecteki hata tanimlanarak),

Ofi(x(t — 1), u(t) GH@W(), x(t — 1), u(t)

ox/’ 0x’

EEEDRNC (2:80)
t=0

bulunur. (2.75) maksimum bagintisi, herhangi u € V igin
H@(6), x(t — 1, u(@®) =2 H@W ), x(t — 1),u)
olarak yazilabilir. Yani,
H@(0), x(t — 1), u(t) = maxyey H@ (), x(t —1),u)
elde edilir (Boltyanski, 1971).

Siirekli maksimum prensibi ile verilen analoji kullanilarak, kesikli maksimum
prensibinin optimallik i¢in bir gerek sart oldugu formulize edilmistir. Bu yapilirken sadece
baslangigta verilen temel problemin durumu igin smirlanmistir. Dogal olarak, siirekli bir
yapidan kesikli bir yapiya tam gecis dogrudan ispatlanamadigindan ve yaklasik denklemler
kullanilip baz1 hatalar tanimlandigindan, buradaki fikirler kesikli maksimum prensibinin

bir ispat1 olarak verilemez (Boltyanski, 1971).
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BOLUM 3
COK PARAMETRELI iKiLI DINAMIK SISTEMLERIN GENEL MODELLERI

Biyoloji, tip, ekonomi, dil bilimi, bilisim gibi bir ¢ok alanin farkli problemleri ikili
ardisik dinamik sistemler ile gosterilebilir. Bilimin bir ¢ok alaninda optimal kontrol etme
problemleri, ikili dinamik sistemler teorisi yardimiyla matematiksel olarak modellenebilir
ve uygun yontemler kullanilarak daha etkili ve detayl bir sekilde incelenebilir.

Cok parametreli ikili dinamik sistemler, en genel halde zaman degiskenine bagli
kesikli dinamik sistemler olarak tanimlanir. Eger ne N =Z, ={0,1,2,...} ile kesikli zaman,
c=(c,C,,...c,)eZ" ={...,-1.0.1...} ile  k-boyutlu kesikli mekan belirtilirse
asagidakiler yazilabilir.

Bu makinelerin karakteristigi ikili a=(n,c)e A=NxC’ye gore degisir.
A=N =2Z, durumunda kafesli olmayan dinamik sistemler kavrami, A=Z* durumunda

ise kombinasyon kafesli dinamik sistemler kavrami elde edilir.
Boyle sonlu dinamik sistemlerin karakteristigini “girig-¢ikis durum” kanonik

denklemleri yardimiyla gostermek igin asagidakilerin verilmesi gerekmektedir:
1. GF(2), Galois cismi; (Hungerford, 1974)

2. a) Durum alfabesi S =[GF(2)]"
b) Giris alfabesi X =[GF(2)]'
¢) Cikis alfabesi Y =[GF(2)]'
Burada m,r ve [ sirasiyla sistemin durum s(a) = s(n,c)€ S, giris x(a) = x(n,c)e X
ve ¢ikis y(a) = y(n, c) € Y vektorlerinin boyutlarini géstermektedir.
3. c=2z¢ :{C|C =(c,,C,,...,C, )} kiimesinde

1

¢t =(cl,ci,....ct) < ¢ =(c’,cl,..,c2) & ct<c?, v=12.k seklinde kismi siralama
vardir.
4, &,s(n,c)=s(n+1c), NxC’den GF(2) ye tanimlanan zaman kaydirma operatorii,

&, s(n,c) =s(n,c,,c,,....C, ,,C, +1,C

1 Lyl

,C.), v=12.k ise yer kaydirma operatoriidiir
(Burden ve Dauglas, 2000).
a=(n,c,,C,,...,C,), k+1 boyutlu vektorii géstermek tizere, &, s(n,c)=¢,s(a)=s(a+e,)

dontisiimii, v=0 durumunda zaman kaydirma operatoriinii; v=212,..,k durumunda ise
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dinamik sistemlerde mekan kaydirma operatoriini belirler. Bu takdirde kafesli ve kafesli

olmayan ikili dinamik sistemlerin biitiin bilinen siniflari,

&.s(@)=F, (as(@),x@), v=12,..,k (3.2)
y(a) =G(a,s(a), x(a)), GF(2) 3.2)

seklindeki kanonik denklemleri ile karakterize edilir. Burada F ()={F, ,F ... F }
sistemin  Z, xZ* x[GF(2)]" x[GF(2)]" ’den [GF(2)]"’ye karakteristik Boolean gegis
vektor fonksiyonlari, G ={G,,G,,...,G,)ise sistemin Z, xZ" x[GF(2)]" x[GF(2)]" *den

[GF(2)]" ’ye Boolean cikis fonksiyonlaridir (Gaishun, 1981; Yablonsky, 1989).

Boylece kafesli ve kafesli olmayan ikili dinamik sistemlerin genel yapisi

olusturulurken asagidaki tanimdan yararlanilabilir:

Tanmm 3.1. M =< X,S,Y,s(ao), F,,G >, v=1..,k nesnesine deterministik ve gok
parametreli sonlu ikili dinamik sistem denir. Burada s(a’) baslangi¢ durum vektoriidiir.

Farz edelim ki, (3.1), (3.2) ifadelerinde k =1, A=Z,=N olsun. O halde sonlu
lineer olmayan ve stasyoner olmayan dinamik sistemler,

s(n+1) = F(n,s(n),x(n)), n=01,...

y(n) = G(n,s(n),x(n)), n=01,...

s(0) =s°
seklindeki kanonik denklemleri ile ifade edilir.
Eger F()={F.().F,(),....F, ()} ve G(.)={G,(),G,()....,G,} fonksiyonlari yerine sirasi

ile

s(n+1) = p(n)s(n) Sy (n)x(n) (3.3)
y(n) =H,(n)s(n) ® H, (n)x(n) (3.4)

yazilacak olursa lineer ikili dinamik sistemlerin modeli elde edilmis olur. Burada ¢,y ,H,

ve H, sirastyla mxm, mxr, /xm ve /xr boyutlu Boolean matrisleri, @ sembolii ise
mod 2’ye gore toplama islemidir.

Farz edelim ki, (3.1) ve (3.2) denklemlerinde k >1 ve A=Z"kabul edilsin. O
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halde ¢ok parametreli lineer olmayan ikili dinamik sistemler asagidaki kanonik

denklemlerle karakterize edilir:
&,s(c)=F, (c,s(c),x(C)), v=12,...,k

y(©) =G(c,s(c), x(c)), s(c’)=s"
Eger gecis ve ¢ikis fonksiyonlar1 asikar olarak C e C degiskenine bagh degilse, o halde

stasyoner ¢ok parametreli ikili dinamik sistemler elde edilir.

Boyle makineler tek degerli olarak sirast ile mxm, mxr, /xm ve /xr boyutlu
{p,(c),v=212,..,k}{w, (c),v=12,..,k} H,(c),H,(c) karakteristik Boolean matrislerinin

sonlu siiflartyla belirlenir (Karakas, 2008).
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BOLUM 4
COK BOYUTLU KESIKLi DINAMIK SISTEMLERIN ANALIZi

4.1. Lineer Olmayan Kesikli Dinamik Sistemlerin Analizi

m boyutlu R™(m>1)uzayinin tam say1 bilesenli Kk =(k,,...,K,)noktalarinin
kiimesini Z™ ile gosterelim. F herhangi bir kiime, I'(Z™,F)ise Z™ den F ’ye bir
déniigiim olsun. Eger her i =1,2,...,m icin k' > k. “ise k! >kZeger k* > k2 ve k* = k? ise
k*>k? kabul edelim.

Her o eT'(Z",F)igin (A,@)(K) =@k +€ ) kurali ile T(Z",F) kiimesini kendi
kendine doniistiiren operatorii A, ile gosterelim. Burada e, =(10...,0), e, =(01...,0),
e, =(0,0,...0)dir. Eger ¢ fonksiyonunun tanim kiimesi Z™ x F ve deger kiimesi F ise,

bu durumda A.p(k,X), F>X—@(k+e;,x) e Fbi¢iminde bir fonksiyondur (Gaishun,
1981; Burden ve Douglas, 2001).

Ax(K) = f, (k, x(K)) (4.1)

denklem sistemi seklinde verilmis ¢ok boyutlu kesikli sistemi g6z 6niine alalim. Burada f,

Z"™ xF’yi F ’ye doniistiiren herhangi bir fonksiyondur.

Z,"(k,)={k:keZ™ k>k,} kiimesini F ’ye déniistiiren her bir k € Z " (k,)igin eger

Apk) = f,(k,pk)), (i =1,....m) ise ¢:Z."(k°)— F doniisiimiine (4.1) denklemler

sisteminin ¢6ziimii denir. Eger (4.1) sisteminin
x(k°) = x° (4.2)

baslangi¢ kosulunu saglayan her (k° x°) e Z™ x F noktas igin bir tek x:Z,"(k°) - F

¢Oziimii varsa (4.1) denklem sistemine tam ¢6ziilebilendir denir (Gaishun, 1981).

(4.1) denklem sisteminin (4.2) baslangi¢c kosulunu saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi

islemine, (4.1) seklindeki denklem sistemi i¢in Cauchy Problemi denir. Boylece (4.1)
sisteminin tek ¢oziimiiniin olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul, her (k°,x°) e Z™ xF igin

Cauchy probleminin tek ¢dziimiiniin olmasidir.
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Eger (4.1) sisteminde f. fonksiyonlar1 k’ye bagl degilse s6z konusu sisteme
otonom, aksi halde otonom olmayan sistem denir.
Z™ kiimesinden;

1) k" >k', i=1..,N-1
2) Z(kai+1 —kai) :l
a=1

kosullarini saglayan k..., k" noktalarmi ele alalim. BSyle noktalarin olusturdugu kiimeyi
k' ve k" noktalarin1 birlestiren kesikli yol veya egri olarak niteleyip bu kiimeyi
L(k',....k") ile gosterelim. Goriildiigii gibi N =1 icin 1 ve 2 kosullar1 anlamsizdir. Bu

durumda bir noktal1 yol olustugu varsayilir.
N-1 m ) )
‘L(k17"" kN )‘ = Zz(kal+l i kal)
i=1l a=1
degerine L(k',...,.k")egrisinin uzunlugu denir. Bir noktali egrinin uzunlugunun sifir
oldugu kabul edilir.
Herhangi ie[l,m]igin [1,N]dogal sayilar kiimesi iizerinden Z" kiimesine

@(S+1) —¢(S) =€ kosulunu saglayan biitliin monoton doniisimler kiimesini ¢, ile

gosterelim. Her N >1 igin ¢, ’lerin birlesimi ¢ olsun. Bu durumda Z™ deki biitiin kesikli
egrilerin kiimesi ile ¢ arasinda karsilikli tek degerlik kosulu saglanacaktir.

Her bir ¢ € ¢ , uygun kesikli egrinin parametrik gosterimi ile isimlendirilir. Béylece
su yorum Yyapabiliriz: [1, N]kapali araligindaki ¢ift-¢ift kesismeyen ve birlesimleri [1, N]

olan kiimeleri A,..., A, ile gdsterelim ve asagidaki fonksiyonu olusturalim.

¢a (1) = kal !

o, (8)+1ls+1leA,

. (s),s+1e[LN]/A, (4.3)

%(S+1)={

Burada k' =k/,....k}: Z™’ den alinmis noktalardir. Bu durumda ¢ =(¢,,..,9,) €@ ve
k® =@(S) = (¢,(S)-, ¢, (5)), se[l,N] noktalar1 Z™’de kesikli egri olusturur. Buna gore
eger L(k',...,.k")bir kesikli egri ise onun parametrik gosterimi asagidaki sekilde

olusturulur:
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A, kiimesine [L,N]kapali arahigmm yalmz ve yalmz kS —k '=1 ve
s—1e[L,N] kosullarin1 saglayan noktalarini ekleyelim. Daha sonra olusmus A,

kiimesinden k» noktasindan yararlanarak (4.3) formiiline gore L(k',..., k") kesikli

egrisinin istenen parametrik gosterimi olan ¢ = (¢,,..., ¢, ) fonksiyonu olusturulur.

Farz edelim ki L, Z™’de parametrik gosterimi ¢ = (¢, ,...,@,,) olan kesikli egri

olsun.

2(s+1) = Zm: fi(@(s), 2(N(@i (s +1) = 9 (8)) = (@111 0r) » SE[LN, ] (4.4)

i=1

ifadesini L egrisi boyunca (*) sistemi olarak adlandiralim.
(4.4) denkleminden yararlanarak (*) sisteminin tam ¢6ziim kosulu asagidaki sekilde

yorumlanabilir:
k®, k ve k>k® Z™ den alinmis herhangi noktalar ve L de bu noktalar1 birlestiren egri
olsun. x,(k); (4.1) sisteminin L egrisi boyunca K noktasindaki ¢oziimii olsun. Yani,
X, (k) =2z(N).Burada N, ¢(N) =k kosulunu saglayan sayidir.

Goritildigi gibi (4.1) sisteminin tam ¢oziimiiniin olmasi igin gerek ve yeter sart
X, (k)’nin Z™’den alinmus, istenilen k° ve k noktalarini birlestiren L egrisine bagh

olmamasidir. Dolayisiyla asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1. (4.1) sistemin tam ¢Oziilebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul tim

(k,x) e Z™ x F igin

filk+e;, f(k,x))=f;(k+e, fi(k,x)), i,j=1..,m (4.5)
dir (Gaishun, 1981).

Ispat. A,,...,A  operatorleri ¢ift ¢ift degisme dzelliklerine sahip oldugundan (4.1)
sisteminin her ¢6ziimii i¢in

AAX(K) = A AX(K) T, j=1,...,m
ifadesi saglanir. Bu ise goriildigii gibi x = x(k) i¢in (4.5) kosuluna denktir. Boylece
gerekli kosul ispatlanmuis olur.

Yeterli kosulu ispatlamak icin ilk olarak asagidaki gosterim kabul edilir:
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.2k, )N(X) = . (k, f (K., f,(k X)..),
(f (k)X) = x
(K% Ty (k2D oo T (K™0)00 = Fy (K o (K2 s T (KT ).00)
(l.m[oflpil (k') £ P (K)) =2 (k™) oo £ P (K™, )0
oo B (K ) 0o % (KE,D)(X)
Burada pve p; ’ler negatif olmayan tam sayilardir.

L(k',....k"), Z™ den alinmis herhangi bir kesikli egri olsun.
N i+l i i+1 i
7()=( [To ™ (Pt ™ (D)) = ([ of" KDy (KD)(X)
L(k,... kM) i=1
dontisimiini dahil edelim.
Goriildiigii gibi genel halde 7(x), L(k',....k") yolunun yalniz baslangi¢ ve son
noktalarina degil k’(1< j < N) noktalarina da baglidir. Yani genel olarak 7(x), k*ve k"

noktalarini birlestiren yolun se¢cimine baglidir.

Simdi  z(x)’in s6z konusu egrinin yalniz baslangic ve son noktalarina bagl

oldugunu ve onlar birlestiren yola bagl olmadigini saglayan kosulu bulalim. Bunun i¢in

once kesikli egrinin basit doniisiim kavramini verelim.

Farz edelim ki L=L(k',...k")yolunu olusturan k',..k"“ noktalar1 arasinda
herhangi o, B, a< B, a€[l,m], B €[1,m]’ ler i¢in

ki -k, =1, k;? —kj =1
kosullarin1  saglayan k' k™ k"™?noktalar1  vardir.  Eger L(k',....k") egrisi
L'=L'(k",....k", k"™ k™?,..k") ile degistirilmis ise s6z konusu egrinin k' noktasinda
basit doniisiimii elde edilmigtir.

r+1 r+l r+l r+l r+l r r+l r+l r+l r+l r r+l r+l
Burada k™ = (k/ ..., kI3 KD 4 kG =K KD K K K kKK

dir.
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Sekil 4.1. L ve L' kesikli yollar1

Basit doniisiim yardimiyla ayni kesikli egrilere doniistiiriilebilen L ve L'yollarina
denk yollar denir. ki tane sabitlenmis noktay: birlestiren biitiin kesikli yollar denktir ve
tersine, denk yollar ayni noktalari birlestiren yollardir.

Boylece yollarin denklik tanimindan da goriildiigii gibi yukarida tanimlanan 7 ‘nin
yoldan bagimsiz olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul (4.5) ifadesinin saglanmasidir.

Bu durumda 7 i¢in asagidaki gosterimden yararlanilabilir.

()= (] Jo £ (p)- £ (p)(X) (4.6)

(k™)
0o 0 m
(k”,x") e Z™ x F olsun.

X(k,k®,x%) = (T To £, ()™ (p.))(%o) (4.7)

(k%K)

formulit ile  x(k) = x(k,k°,x°)  fonksiyonunu tanimlayalim ve A;x(k,k°,x%)
hesaplanirsa A, x(k,k°,x°) = (f. (k,.) o x(k,k°,)(x°) = f, (k,x(k,k° x°))elde edilir.
Boylece x(k) 'nin (4.1) sisteminin ¢6ziimii oldugu ispatlanir.

Coziimiin tekligi ise X(K,k°,x°) ’nin ifadesinden goriilmektedir. Boylece gerek ve

yeter kosul teoremi ispatlanmis olur.

46



4.2. Lineer Kesikli Dinamik Sistemlerin Analizi

4.2.1. Homojen Lineer Kesikli Dinamik Sistemler

F sonlu boyutlu normlu vektor uzayi olsun.
A x(K) = A (K)x(k)+ f,(k), i=1...,m (4.8)

ifadesine ¢ok boyutlu lineer kesikli dinamik sistem denir. Burada A(k), F ’den F ’ye bir
lineer doniisiim, f, ise Z™ de tanimli ve deger kiimesi F olan bir fonksiyondur.

(4.8) bicimindeki sistemde f,(k) =0 ise ele alinan sisteme homojen lineer kesikli

dinamik sistem denir. Buna gore homojen lineer sistem asagidaki sekilde yazilabilir.
AX(K) = A (K)x(k), i=1...,m 4.9

Bu durumda (4.9) sisteminin tam ¢oziim kosulu tim k e Z"™ igin asagidaki gibi olur
(Gaishun, 1981):

Ak+e)A (K) = A (k+e)AK), i,j=1..m (4.10)

L(k',....k"); Z™ den almmuis herhangi bir kesikli egri olsun. F den F ’ye tanimlanan
N1 : il i il
z= [T A™(p).. Al (p) =] JIAK)I® ..[A, (KD
L(k,...kN) i=1
bigimindeki lineer dontisiimi, A,...,A, fonksiyonlarinin L(kl,..., kN) egrisi boyunca
carpimi olarak gosterilsin. Bu durumda da 7 ’nin k' ve k" noktalarmni birlestiren yoldan

bagimsiz olmasi i¢in gerekli ve yeter kosul (4.10) esitliginin saglanmasidir.

Burada 7 asagidaki gibi ifade edilir:
r=TTA™(p)..A (p)

(k' kM)
Buna gore (4.9) sisteminin x(k,k°,x%) ¢oziimii,

x(k, k% x%) = TTA™ (p)-. AP (p)X°

(k%.k)

47



dir. Eger (4.9) sisteminde A,, k ’ya bagl degilse; yani sistem
A x(k) = Ax(K) + f, (k) (4.11)

bigiminde yazilmigsa bu durumda tam ¢oziim kosulu, A ,..., A, operatdrlerinin ¢ift ¢ift
degisme 6zelligine sahip olma kosulu ile denk olacaktir ve X(k°) =x° kosulunu saglayan
¢0zim

k?

x(K) :ﬁA : x° (4.12)

seklinde olur .

4.2.2. Homojen Olmayan Lineer Kesikli Dinamik Sistemler
Ax(K) = A (K)x(k)+ f,(k), i=1...m
homojen olmayan sistemini yani (4.8)’1 géz oniine alalim. (4.10) kosulu saglandiginda s6z

konusu sistemin tam ¢6ziim kosulu;
Ak+e)f (k) + fitk+e)=Ak+e)fi(k)+f (k+e),i,j=1...,m (4.13)

bigimindedir (Gaishun, 1981).
Her bir k i¢in A(K) operatoriiniin tersinin oldugunu varsayalim ve (4.8)

sisteminin ¢oziimiinii belirleyen formulii bulalim.

k= X(k)= [TA™ (p)..A¥" (p)

(k% k)
doniistimiinii (4.9) sisteminin temel operatorii olarak gosterelim. Bu durumda (4.9)
sisteminin istenilen X (k) ¢ozimi, x”(k) fonksiyonlarimin sabit katsayili lineer

kombinasyonlar1 seklinde yazilabilir. Yani,
X (k) = ¢, X (K) +...+¢,x™ (k)
dir. Burada x (k)’lar X (k) matrisinin siitunlaridur.
Buna gore x®(k),...,x™(k)’lar (4.9) sisteminin ¢oziimlerinin temel sistemini

olusturur ve X (k) ’ya temel matris denir (Hungerford, 1974). L(k',...k"), Z™’de
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herhangi kesikli bir egri, y,,...,i,, lerise Z"’den F ’ye doniigiimler olsun.
A= SuA (PP, oty (PO, = S (KK k)
L(k,...kN) j=1 i=1
bigiminde tanimlanan q e F, s6z konusu doniisiimlerin L(k*,...,.k") egrisi boyunca olan
toplamini gosterir.
Goriildiigii gibi bu toplam genel olarak yalniz k' baslangic ve k" bitis noktalarina
bagl degil, aym1 zamanda L(k*,....k")yolunun k’(1< j < N) noktalarina da bagl olur.
Onceki islemlere benzer olarak ¢’nun k' ’ye bagl olmamasi icin gerek ve yeter
kosulun
Vit Ay =y Ay,

oldugu elde edilebilir. Bu durumda g ’nun yola bagli olmadig1 sdylenebilir ve

q= D v (P)AP, +...+ ¥, (P)AP,

(kKM
seklinde yazilabilir. S6z konusu toplamin yola bagli olmadigi kosul saglandiginda ve
k® € Z™ icin,

k—=>a(k)= > v (P)Ap, +.... 4w, (P)AP,

(k°.k)
doniisiimii biitiin k € Z™ +k° i¢in tanimlidir.

(4.8) sistemini yeniden g6z Oniine alalim. S6z konusu sistemin ¢éziimiini

x(K) = X (K) + u(k)

seklinde arayalim. Burada u, Z™ ’den F ’ye bilinmeyen bir doniisiimdiir.

x(k) = X (k) +u(k)’y1 (4.8) sisteminde yerine yazarsak bazi sadelestirmelerden
sonra u fonksiyonunun
Au(K) = u(k) + X (A (K) , (K)

denklemini sagladigi goriiliir.

u(k) =uk®)+ 2 X (PA(P) Fu(P)AP, + X (DA (P) Fr (P)AP, (4.14)

(k%K)

s0z konusu sistemin ¢ozlimiidiir. Buradan,
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x(K) = F(k,k%)x° + Z iF(ki, p+e)f.(p)Ap, (4.15)

(k% k) i=1

bulunur. Burada F(k, p) = X (k)X *(p)’ dir.
(4.15) formiiliine, (4.8) sistemi i¢in Cauchy formiilii, F(k, p) Operatoriine ise bu

sistem i¢in Cauchy operatdrii denir.
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BOLUM 5
LINEER OLMAYAN STOKASTIK IKiLi DINAMIK SISTEMLERIN ANALIZi

5.1. Lineer Olmayan Stokastik ikili Dinamik Sistemlerin Genel Yapisi
Sonlu sistemler teorisinin daha az incelenen alanlarindan biri, lineer olmayan ¢ok
parametreli ikili dinamik sistemler teorisidir. Boyle sistemlerin bir alt sistemi olan

stokastik ikili dinamik sistemler genel olarak asagidaki gibi gosterilir:
Tamm 5.1.1. K =< X,S,Y,s°, p(w),F,,G|>, v=12,.k
seklinde verilen pargali nesneye lineer olmayan stokastik ikili dinamik sistem denir.
Burada X =[GF(2)]',S =[GF(2)]" ve Y =[GF(2)]"sirasiyla giris, durum ve gikis
kiimeleri, s° baglangig durum vektdrii ve p(w) deterministik kesikli olasilik dagilimidir

(Akdeniz, 2007; Knill, 2009), (Q={w,,®,,...,0,}sonlu kiime,

p(@) ={p(@):@ Q> pl@)=1). F.()={F.()...F, ()} ile gosterilen ve gecis

@0
fonksiyonu  olarak  bilinen karakteristik =~ Boolean  vektor  fonksiyonlari
Z* x[GF(Q)]" x[GF(2)]" kiimesi iizerinde tanimli lineer olmayan fonksiyonlari, G,
GF(2) Galois cismi lizerinde tanimlanan ¢ikis karakteristik fonksiyonlaridir (Yablonsky,
1989). Kolaylik agisindan (c,s(c), x(c),w(c)) ifadesi (.) sembolii ile gosterilmistir.
Verilen tanima ek olarak ¢ok parametreli stokastik ikili dinamik sistem asagidaki gibi
verilebilir:

&,s(c)=F, (c,s(c), x(c),m(c)), v=12,.,k (5.1)

y(€) =G(c,s(c). x(c), (c))

Burada sirasiyla s(c)durum, x(c) giris, y(c)cikis degiskenleri ve w(c) ise rasgele
biiyiikliiktiir. ¢ =(c,,...,C,) €G, = {c‘c eZ*.c)<c <cl,.,c)<c <ch,C € Z}, Z**dan

alinan noktalardir. L;, sistemin devam etme siiresidir. Z = {...,—LO,l,...} tamsayilardir. &,

kaydirma operatérii olup &,S(C) =s(c+e,) dir. e, = (O,...,i,O,...,O) v=1..k, i=1..,k
(Burden, 2000; Cagal, 2000).

Stokastik ikili dinamik sistemlerle verilen her bir kontrol etme siirecinde @ agik
anlam icerir. Ornegin, stokastik ikili dinamik sistemlerin identifikasyon problemlerinde @

giris degeri anlamina, optimal ardisik dinamik sistemlerin sentez problemlerinde @
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sistemin biitin miimkiin durumlar kiimesi anlamina gelir (Yermolyev, 1986; Stengel,
1986).

Gortldigi gibi stokastik ikili dinamik sistemlerde sistemin durumu, @ rasgele
biiyiikliigiine baglhidir. Boyle @ 'lar hem dinamik sistemlerin kendi parametrelerini hem de
giris semboliinii etkileyebilir.

Son halde stokastik ikili dinamik sistem igin gegis fonksiyonu:

s(c+e,)=F,(c,s(c), x(c)éw(c)) ,v=1..,k

seklinde yazilir. Burada @ sembolil X(C)(-.Ba)(c)'nin her zaman X giris alfabesinin

elemani1 oldugunu gosterir.

Stokastik ikili dinamik sistemler ile verilen kesikli optimal siiregler,
J(x) =M {g(s(c"))} (5.2)

fonksiyoneli ile karakterize edilir. Burada M _{e}, @ rasgele biyiikliigiiniin matematiksel
beklenen degerini gosterir (Knill, 2009).

G, kiimesinde tanimlanan ve degerler kiimesi [GF(Z)]r olan her bir r-boyutlu
X(c) = (x,(c),...,x, (c)) yonetici vektdr fonksiyonlar kiimesini X ile gdsterelim. Yani
X ={x(c),c€G,} olsun. Goriilldigii gibi her bir x(c)e X igin (5.1) sisteminde
denklemlerin sayisi bilinmeyenlerin sayisindan fazla oldugundan bu sistemler asir

belirlenmis sistemdir (Gaishun, 1981). Bu bakimdan probleme asagidaki gibi miimkiin
optimal kontrol edici dahil edilebilir.

Tanmm 5.1.2. Eger X kiimesinden alinmis x(c) € X icin (5.1) sisteminin tek

¢Oziimii varsa 0 zaman x(c) ’ye miimkiin kontrol edici denir.

5.2. Lineer Olmayan Stokastik Ikili Dinamik Sistemlerdeki Boolean Degerli
Gecis Vektor Fonksiyonlarinin Aritmetik ifadeleri

Boolean degerli fonksiyonlar ile aritmetik fonksiyonlar arasindaki iligkinin
belirlenmesi sarttir. Bunun i¢in stokastik ikili dinamik sistem modelini gbz oniine alalim:

Buradaki F,(c,s(c), x(c),@(c)) fonksiyonu, Boolean degerli kesikli vektor fonksiyonudur.

Optimal siireci karakterize eden J(x) =M {#(s(c")} fonksiyoneli ise reel degerli bir
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fonksiyondur. Problemin ¢oziimii i¢in bu iki farkl: tipteki fonksiyon arasinda matematiksel
bir bag kurulmasi gerekir. Bu yilizden Boolean vektor fonksiyonlarinin aritmetik yaziliglari
bu agidan 6nem arz etmektedir. Boyle ifadeler asagida verilen 6nermeye gore belirlenir.

Onerme 5.2.1. V¥(C), (i=%..,L;j=1..,L;v=1..kK) lerin Boolean siitun

vektorleri oldugunu varsayalim. Bu durumda,

L L 1 1 L L 1 1 _EEVﬁ(C)
2.2V © =2 =S T Ta-25() =5 -5 D™

i=1 j-1 i1 j=1
dir.

Onerme 5.2.1°den yararlanilarak, Boolean fonksiyonlarmin aritmetik ifadelerini elde
etmek i¢in agagidaki tanim verilir:

Tamm 5.2.1. Boolean fonksiyonlarindan meydana gelen herhangi bir{F,F,,...,F.}
sistemi  verilsin. Her bir Boolean fonksiyonu, bu sistemin fonksiyonlari ile
gosterilebiliyorsa incelenen bu sisteme tam sistem denir (Rosen, 2012).

Agiktir ki her Boolean fonksiyonu, D ={X,X, A X,, X, v X, }sisteminin fonksiyonlar

yardimiyla gosterilebilir. Bu nedenle D sistemi tamdir. Asagidaki teoremden
yararlanilarak farkli sistemler de olusturulabilir.

Teorem 5.2.1. Boolean degerli vektor fonksiyonlarindan meydana gelen
F={F,F,,. ,F}ve G={G,,G,,...,G, }sistemleri géz oniine alinsin. Eger F sistemi tam
sistem ve F ’nin her bir fonksiyonu G sisteminin fonksiyonlari tarafindan yazilabilirse G
sistemi de tamdir (Rosen, 2012).

Simdi Teorem 5.2.1.’den yararlanarak asagidakiler gosterilebilir:

a) D, ={X, X, A X,}sistemi tamdir.

b) Boolean fonksiyonlarindan D, ={0,1, X, ®X,, X, © X, }sistemi tamdir (®, ilkel
carpma islemini; @ ise mod 2’ye gore toplama islemini gostermektedir).

Eger birinci sistem D, ={X, X, A X,}, ikinci sistem D, ={0,1,x, ®X,,x, ®x,} kabul
edilirse

X =% @1

X A X, =X ®X,
denkliklerinden ve Teorem 5.2.1.’den (b) ifadesi kanitlanir.

D, ={01,x, ®X,,X @X,}sistemi tam oldugu icin keyfi Boolean vektor

fonksiyonu bu sistemin fonksiyonlari cinsinden yazilabilir. Buna gore,
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Q, =F,(c.s(c), x(c), (c))
Boolean gecis fonksiyonunun aritmetik yazilisi, D, sisteminin fonksiyonlar: tarafindan
gosterilip, Onerme 5.2.1.°in uygulanmasiyla bulunur.
Burada D, ’nin fonksiyonlari ile belirlenen her bir gdsterim, bazi kisaltma islemlerinden

sonra,

biciminde yazilabilir. Bu toplama, mod 2’ye gore Jegalkhin Polinomu adi verilir. Burada
a; .- €{0,1}dir. Jegalkhin polinomunda X ,..,X degiskenlerinin sayisi, Boolean
fonksiyonunun degiskenlerinin sayisi ile iligkilidir. O halde bu polinomlarin sayist su

sekilde elde edilir: X ,...,X; terimlerinin sayisi, {1,2,3,...,n}kiimesinin {i,,...,i  yalt

kiimelerinin sayisidir. Yani polinomlarin sayist 2° *dir. Benzer bigimde X,,...,X,

degiskenlerine gore Boolean degerli f(X,,...,X,) fonksiyonlarinin sayisi 22" *dir. Buna

gore, her bir Boolean fonksiyonu, Jegalkhin polinomu bigiminde tek tiirlii olacak sekilde
yazilabilir (Colkesen, 2015; Yablonsky, 1989).

Q, fonksiyonunu,
Q,=2dya;
seklinde tek tiirlii olarak verelim. Denklemdeki
q =c, ¢, e, s, T (e).s, T (€)X, e (€)X, P (), T ()., " (C)
d’ {01}, B, 0L, a,=12,.., K+m+r+p

dir. Ozel olarak Onerme 5.2.1 kullanilarak;

Q, = F, (¢.5(¢). X(¢)) :%—%Ha—w;q;)

elde edilir. Boylece Boolean degerli Q, gecis fonksiyonunun aritmetik yazilig1 gosterilmis

olur.
Benzer sekilde lineer ikili dinamik sistemler icin Boolean degerli gegis

fonksiyonlarmin aritmetik ifadeleri de elde edilebilir. Bu sistemdeki ge¢is fonksiyonlari
F, (¢,5(c), x(c), (c)) = @, (c)s(c) ® ¥, (c)(x(c) ® w(C))

bi¢ciminde tanimlandigindan bu esitligi dnce,
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F., (c,s(c), x(c),w(c)) = igpﬁ (c)s;(c) @Zr:y/ij © ;€)@ w,(c),i =1,...myv=1..k,ceG,

@, (c) ={g; (0}, ¥, () ={w; (©)}

bi¢iminde diizenleyelim. Son esitlik Onerme 5.2.1. gdz &niine aliarak tekrar yazilirsa,

F. (050 X000 = 20105, 0 T ;@ 0, 0=

E—Ena 203 (0)s, (c))H(1 27 (€)%, (©) @ @, (€).V =1....kic € G,

bulunur. Boylece lineer ikili dinamik sistemlerdeki gegis fonksiyonu igin aritmetik yazilis

belirlenmis olur.

5.3. Lineer Olmayan Stokastik Tkili Dinamik Sistemler le Verilen Siirecler i¢in
Optimal Kontrol Etme Problemi

Cok parametreli lineer olmayan stokastik ikili dinamik sistemler igin asagidaki gibi
terminal kontrol etme problemi ele alinsin (Boltyanskii, 1971):

Verilmis ¢cok parametreli lineer olmayan stokastik ikili dinamik sistemini L adimda
s® baslangic durumundan s™(c") son duruma getiren dyle x(c) e X kontrol edicisinin

bulunmasi gerekiyor ki, (5.2) fonksiyoneli minimal deger alsin (Hac1 ve ark., 2016). Yani;

£,5(c) = F, (¢, 5(¢), x(¢), (c)), ¢ € G, (5.3)
5(c) =" (5.4)
x(c) e X,c e G, (5.5)
J(x) =M {#(s(c")}— min (5.6)

dir. Burada va (), F, () Boolean vektor fonksiyonlarmin pseudo Boolean yaziliglaridir.
Kontrol edici vektor fonksiyonlar kiimesinden alinan her bir Xx(c) i¢in ¢ok parametreli

lineer olmayan sonlu fark denklemler sisteminde, denklemlerin sayisi bilinmeyenlerin

sayisindan fazla oldugundan (5.1) denklemleri ile verilen problemin ¢dziimiiniin olabilmesi
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igin tek ¢6ziim kosullarinin bulunmasi sarttir ( Gaishun, 1981). Bu amagla once asagidaki

kesikli egriyi ele alalim:

c® =(c?,cl,...cl),ct =(cl,cl,....ct),...ct =(cf,Chch)lar Z¥’dan almmus

noktalar olsun.
k
Burada L =)L, dir.
i=1

Eger a)c/™>c!, v=1,...,k, i=0,.,L-1
k - .
b)Y (c;* —c))=1 i=0,.,L-1
v=1

kosullar1 saglanirsa, o zaman Z*’dan alinnus boyle noktalarn c® ve c“’yi birlestiren bir
kesikli egri olusturdugu diisiiniiliir.
Kolaylik agisindan iki boyutlu uzay lizerinde sistemin davranis1 detayli bir sekilde

analiz edilebilir:

L1 Cq

Sekil 5.1. (5.1) sistemi i¢in G, tizerinde kesikli bir yol

Bunun i¢in Sekil 5.1. incelenip G, kiimesi de g6z 6nline alindiginda elde edilecek
parcali yol; sistemin ¢ baslangi¢ durumundan saga ve yukartya hareketlerle ¢c",c",c"
ve c“ noktalarina ugrayarak C"™ bitis noktasma ulasinca tamamlanir. Béylece baslangic

noktas: ¢°, bitis noktast ¢ olan bir ¢ok yol bulunur. Simdi c"“ noktasinda sistemin

durumunu belirleyelim: k = 2 i¢in e, = (1,0) yada e, = (0,1) ’dir. & s(C) ’nin tanimindan
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s(c) =&s(c”) =s(c” +e,) =s((c.’,c,’) + (L0) = Fy(c”,s(c”), x(c°), (c”))
bulunur. Benzer sekilde ¢ noktasindaki sistemin durumu ise;

s(c) =&,s(c) =s(c" +e,) =s((c,”,c,”) +(01) = F, (c",s(c"), x(c"), m(c"))
dir. ¢ noktasindaki sistemin durumu;

s(c™) = &s(c) =s(c" +e&) =s((c,” ¢, ") +(10) = F(c",5(c"*), x(c"), w(c"))
dir . ¢ noktasindaki sistemin durumu;

s(c™) =&s(c™) =s(c™ +e,) =s((c,*,¢,*) +(L0)) = F.(c",s(c"), x(c™), o(c"))
dir. Son olarak c¢" noktasindaki sistemin durumu ise;

s(c) =&,s(c™) =s(c™ +e,) =s((c,",c, )+ (01) = F,(c™,s(c™), x(c™),m(c"™))
ile belirlenir.

Sekil 5.1.den goriildiigii gibi, herhangi bir noktadan hareket ettikten sonra tek bir
denklem yerine sistemin bir sonraki durumu igin birden fazla denklem bulunmaktadir.
Baska bir deyisle ¢ noktasindaki sistemin bir sonraki durumu s(c“)ya da s(cLI)dir.
Boylece denklem sistemi asagidaki sekilde her ikisini de igerir.

s(c™) =&s(c”) = F(c’,s(c”),x(c”), @(c”))

5(c%) = &,5(c%) = F, (e, 8(c”). (), (c")

Her bir asamada bir sonraki durum igin sistemin ¢ogu denkleminin birden fazla

¢dziimiiniin oldugu goriiliir. Bu yiizden ¢® den ¢ ’e sistemin durumlar dizisi tek degildir.

Boylece her x(c) kontrol edicisi i¢in (5.1) sistemi asir1 belirlenmis sistemdir.

(5.1) sistemi ile verilen problemin ¢oziimiiniin varhgr i¢in tek ¢6ziim kosulu

verilmek zorundadir.

Farz edelim ki, c® ve ¢, Z*’dan alinmis noktalar, K ; bu noktalar: birlestiren
kesikli egri, s (c) ise (5.1) sisteminin K kesikli egrisi boyunca C noktasindaki

¢oziimiidiir. Cok aciktir ki, ¢ok parametreli lineer olmayan stokastik ikili dinamik

sisteminin tek ¢oziimil olmasi icin gerek ve yeter kosul s, (c) ¢oziiminiin K kesikli

egrisine bagli olmamasidir (Gaishun, 1981).

Bu olguyu analitik olarak asagida verilen teorem ile ifade edebiliriz:

Teorem 5.3.1. (5.1) sisteminin s(c®) = s° baslangi¢ kosulunu saglayan tek ¢oziimii

olmast igin gerek ve yeter kosul, sabit tutulan her x(c) ve istenilen (c,s) e Z* x [GF(Z)]m

i¢in
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F (c+e,, F,(c,s(c), x(c), ®(c)),x(c +e,),m(c +e,))

=F,(c+e,,F, (c,s(c), x(c), m(c)), x(c+e,), x(c+e,)), v,u=12,..k, GF(2)

dir (Gaishun, 1981).

Ispat (Gereklilik) &, s(c) kaydirma operatdriiniin tanimina gére,

(5.7)

¢,s(c) =s(c+e,) yazilabilir. Bu esitligin her tarafina &, operatdrii uygulanirsa

£.és(c)=¢ s(c+e,)=s(c+e, +e,)

elde edilir. Benzer olarak

&.6,8(c)=s(c+e, +e,) esitligi de yazilabilir.

Bilindigi gibi toplam islemi degisme 6zelligine sahiptir. Bu nedenle

s(c+e, +e,)=s(c+e, +e,))

dir. (5.8), (5.9) ve (5.10) ifadelerinden

.6,8(6) =¢,5,5(c)

esitligi ¢cikarilabilir. Diger yandan

£.6s()=¢,s(c+e,)=F (c+e,,s(c+e,) x(c+e,) o(c+e,))
=F, (c+e,,F,(c,s(c), x(c),w(c)), x(c +e,),w(c +e,))

M

yazilabilir. Yani

£.6.8(c)=F,(c+e,, F, (c,s(c),x(c), m(c), x(c+e,),o(c+e,))

elde edilir. Benzer islemler yapilarak

¢.6.8(c)=F,(c+e,,F,(c,s(c),x(c), w(c)), x(c +e,), w(c +e,))
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bulunur. O zaman (5.11), (5.12) ve (5.13) ifadelerinden
F, (c+e,, F,(c,s(c), x(c), a(c)), x(c+e,) aw(c+e,))
=F, (c+e,,F,(c,s(c), x(c),o(c)), x(c+e,),w(c+e,))
elde edilir. Boylece gereklilik ispatlanmis olur.
Ispat. (Yeterlilik) Once asagidaki esitlikler kabul edilsin:

(F(c))(s)=s, (R (€)E) =F, (. F,(c...F, (c.5s)..)

rdefa

(F(c')®F, (c*)®..®F, (c",))(s) = F(c", F,(c’,...F, (c",9)..)
K(c',c?,....ch), Z"dan almmis (Cl,CZ,...,CL) noktalarin1 birlestiren kesikli egri
olsun. Bu egri lizerinde asagidaki ifade yazilirsa:

7(s)=( [T®F™ (1 x(1), o0))..F*" 1,x(),0(),))(s)

k(ct,..cb)

= (ﬁ® FA (@, x(e), o(¢),) F& % (! x(¢), (c'),))(s), GF (2)

olur. 7(s) degerinin sadece K(c',c?,...,c") kesikli egrisinin baslangi¢ ve son noktalarina
degil, ayrica ¢'(L<i< L) noktalarna bagli oldugu kontrol edilebilir.

Cok boyutlu kesikli sistemlerde oldugu gibi 7(s) degerinin sadece K(c',c?,...,c")
kesikli egrisinin baslangi¢ ve son noktalarina bagli olmasini saglayan yeterli kosul (5.7)

seklinde yazilabilir.

Bu durumda 7(s) icin asagidaki esitlik kullanilirsa;

x(s)= [[®F™ (1, x(1), 0(1))...F " (1, (1), &(1)))(s)

(c'ch)
olur. Farz edelim ki, (c°s%) e Z* x[GF(2)]" olsun.  Asagidaki  gibi
s(c) = s(c,c®,s°, x(c),w(c))  fonksiyonunu goz oniine alalim:

s(c.c®,s%,x(c),(c)) = [ [® F,** (¢, x(c), @(c))...F,** (¢, x(c), @(c)))(s°)

0)
O halde,
&,s(c,c”,s°, x(c), @(c)) = (F, (c,) ®s(c,c’,))(s") = F, (¢ s(c,c”,s°, x(c), (C)))
bulunur. Yanis(c); (5.1) sisteminin tek ¢éziimiidiir.

Bilindigi gibi ¢ok adimli stokastik kesikli siiregler igin optimal kontrol
problemlerinin ¢éziim yontemlerinden biri dinamik programlama yontemidir (Bellman,

1957). incelenen problemi ¢dzmek igin bu ydntemden yararlanilabilir. Bu amagla (5.3)-

59



(5.6) problemi asagidaki optimal kontrol etme problemi seklinde yazilabilir:

s(c+e,) =F,(c,s(c), x(c),w(c)),c € G, (o), v=1,....k (5.14)
s(o) =N
x(c) e X,ce G, (o) (5.15)

F.(c+e,,F,(c,s(c),x(c), (), x(c+e,), o(c+e,))

=F,(c+e,,F,(c,s(c), x(c),®(c)), x(c +e,),w(Cc +e,)) (5.16)
J(X) =M, {(s(c"))} — min (5.17)

Burada &, S ’den alinmis herhangi elemandir.

Goriildiigii gibi (5.14)-(5.17) probleminde o =c° veya N =s° yerine yazildiginda
ilk problem elde edilir. Eger tek ¢dziim sartlari saglaniyorsa o zaman istenilen s(o) =N
baglangi¢ sarti ve X(C),C € G, (o) kontrol edicisi i¢in s(c) tek tiirlii olarak bulunur. Yani
(5.17) fonksiyoneli & ve x(c),c € G, (o) parametrelerinin fonksiyonelidir:

J(X) = IR, x(G, (o))

Burada x(G,(0)), ceG,(o) noktalarinda x(c) kontrol edicisinin degerler
kiimesini gostermektedir:

X(G, (0)) = {x(c);c € G, (o)}

(5.3) sisteminin tek ¢oziim sartlarindan goriiliir ki, (5.3)-(5.5) sistemi ile kontrol
edilen stokastik siire¢, G, (o) kiimesinde ve ayni zamanda

G, (0) = {c;clO <¢, <0y,C <€, < ak}

kiimesinde de incelenebilir.

Tamim 5.3.1. Goz Oniine alinan (5.14)-(5.17) problemindeki (5.3) fonksiyonelini
minimallestiren X(c), CeG,(o)kontrol edicisine G, (o) bolgesinde (o,N) baslangic
ciftine karsilik gelen optimal kontrol edici denir.

Teorem 5.3.2. (Optimallik Prensibi) Farz edelim ki x°(c), G, bolgesinde (c°,s°)

baslangig ciftine karsilik gelen optimal kontrol edici ve s°(C) ise uygun optimal ydriinge
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olsun. O zaman keyfi o eG, icin x°(c), (5,8°(0)) baslangig ¢iftine karsiik gelen
G, (o) bolgesinde optimaldir.

Ispat. Aksini farz edelim. O halde

IR, X(Gy (0)) < I, X° (G4 (o))
esitsizligi saglanacak sekilde X(c), ¢ € G, (o) kontrol edicisi vardir.

Simdi asagidaki gibi yeni X(C),c € G, kontrol edicisini segelim:

0
%(c) = x"(c),c e Gy (o) (5.18)
X(C)! Ce Gd (0)
Goruldigi gibi (5.18)’deki X(c) miimkiin kontrol edicidir. Bu nedenle
J(s°,X(Gy)) = I(s°, X(Gy, (0) UG, (0)) (5.19)

dir. Sarta gére s°(c) = . Buradan;

J(s°,X(Gy, (0) WG (0)) = I(s”(0), X(Gy (0)) = IR, X(G4 (0))) < I(R, X° (G4 (0)))

= J(5(0), X" (G4 (0))) = I(s°, X°(Gy)) (5.20)

elde edilir. (5.19) ve (5.20)’den ise
J(s%,X(G,)) < I(s°, x°(G,))
bagmtis1 yazilabilir. Bu ise x°(c),c e G, kontrol edicisinin optimal olmasiyla gelisir.
Boylece teorem ispatlanmis olur.
B(c, %) =min M, {(s(c"))}
fonksiyonu, her bir sabit o ve X i¢in (5.14)-(5.17) problemindeki pseudo-Boolean

fonksiyonelinin optimal degerine karsilik gelen Bellman fonksiyonunun benzeri olan bir
fonksiyon olsun (Bellman, 1957). Burada minimum, bitin mimkiin X(C),c € G, (o)

kontrol edicilerine gore alinir(Musayev ve Alp, 2000).

Simdi B(o,X) fonksiyonu icin Bellman denklemini belirleyelim. Farz edelim ki

x°(c),ceG, kontrol edicisi, (o,N) baslangig ciftli (5.14)-(5.17) problemine uygun
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kontrol edicidir. s°(c),ceG, (o) ise uygun yoriingedir. Herhangi o eG, (o), keyfi
y € X(o) alalm ve s(c+e,) =& s(c)seklinde gosterilsin. Eger x(o) = y(c) ise 0 zaman
&, o noktasindaki sistemin durumu S(&,0) = va (0.8, y,0(0)) esitligi ile belirlenir.
Asagidaki problemi goz oniine alalim:

£,5(c) =F,(0,N,y,0(0)),c € G, (&,0)

5(¢,0) =F.(o.X.Y)

x(c) e X(c),ce G, (&,0)

3(X) =M, {(s(c-))} — min

Eger Y(c),ceG,({,0) goz oniine alinan problem igin optimal kontrol edici ve
$(c),c e G, (&,0) uygun optimal yoriinge ise tanima gore

M, ()= B(&,0.F, (0,X, y,0(0))

yazilir.
Simdi (5.14)-(5.17) problemi igin
~ ,C=
uw={¥ ’
y(c).ceG,(S,0)

miimkiin kontrol edicisini goz 6niine alalim. O zaman uygun optimal yoriinge;

50 - {va (0,8, Y, o(0)),C = 0'}
8(c) ,ceGy(&,0)

bagintist ile belirlenir. Buradan J(x)=M {¢(S(CL))} fonksiyonelinin X(c),c € G, (o)

kontrol edicisi i¢in uygun degeri

M, (") }=M, BEEC) =B 0.E (0.8 y,0(c)))

esitligi ile belirlenir. X(c),c € G, (o) genel olarak optimal kontrol edici olmadigindan

M, G E )= M, {B(s°(c"))}=B(o.N)
dir. Boylece

B(o,X) <B(&,0,F, (0,8, y,0(0)) (5.21)

elde edilir. Diger taraftan y(c)=x°(c) almrsa, optimallik prensibinden

§(0)(c € G, (&,0)) = X°(c)(c € G4 (£,0))
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bulunur (Pontryagin ve ark., 1962; Boltyanskii, 1978). Boylece
B(o,N) = B(£,0,F, (0,8, x° (0), 0(c))) (5.22)
elde edilir. (5.21) ve (5.22) baglantilarindan Bellman denklemi

B(o,N) = min B(Z,0, F (0,8, y,0(0),NeS (5.23)

seklinde bulunur.

Bellman denklemi i¢in baslangi¢ kosulu G, ’ nin sag iist bolgesinde verilir:

B(c",N) = ¢(N), XeS (5.24)

esitligi yardimiyla dogrudan belirlenebilir. Dolayisyla Bellman fonksiyonu (5.24)
baslangi¢ kosullu (5.23) denkleminin ¢oziimiidiir. Buradan Bellman denkleminin tam

¢Ozlimiiniin oldugu anlasilmaktadir (Bellman, 1957).

n,; &, kaydirma operatoriiniin ters operatdril ise,
17,B(¢,0.8) =B(0,N)

elde edilir. Bu yiizden Bellman denklemi agagidaki gibi tiiretilebilir:

7,B(£,0,%) = min B(, 0, F (o.NY,000)) v=1..k (5.25)

(5.25) de &, 0 yerine ¢ alinirsa,

7,B@E.N)= min B(S,F,(17,6,% Y,0(0)))

y(©)eX (1,5)

bulunur. Eger her v,v'=1,...,k igin 7, (17,.B(5,) hesaplanirsa;

7,(0,B(6,N) =n,( min _B(S,F,.(7,6,%,y,0(c)))

y(c)eX (m,'6)

min _7,B(5,F,.(7,6,8,y,0(c)))

y(e)eX (1,'6)

min [ min B(S,F,(17,6,F,.(7,1,0.8,Y,0(0)),X(0),0(c)))] (5.26)

y(©)eX (my.1,'8) x(c)eX (11,6)
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dir. Benzer sekilde

7,(,BON)= min [ min B, F.(2,6,F,(0,1,6,%, y,0(0)), X(0),0(0)]  (5.:27)

y(c)eX (m,'ny0) x(c)eX (1,'S

elde edilir.

(5.14) sisteminin tek ¢6ziim kosul teoreminden (Gaishun, 1981)

F.(c+e,,F,(c,s(c),x(c) o)), x(c+e,),oc+e,))

—F,(c+e,,F, (c,5(0), X(C), o(c)), x(c +¢,), o(c +e,))

yazilabilir. Yukaridaki denklemde g =v' alinirsa

F, (1,8, F, (,1,8,%, x(,1,6), @(1,1,:8)), X(1,8), @(11,5))
_F (5.28)

(1,6, F, (2,1,6,%,X(1,1,6), @(11,7,8), X(11,,8), (11,,5))

dir. (5.26)-(5.28)’ den
1, (1,B(6,K)) = 1,.(17,B(J,X)

esitligi bulunur ki bu sonucun Bellman denklemi i¢in tam ¢6ziim varligint gosteren bir
kosul oldugu ¢ikarilabilir. Bellman denklemi, I:(CO,Cl,CZ,...,CL) egrisi boyunca (5.24)
kosulu g6z Oniine alinip ¢oziilebilirse, L adim sonunda

B(c*,N),B(c",N),....,B(c’,N)
fonksiyonlarima ulasilir.

B(c®,s(c’)) ise (5.26)-(5.28) problemindeki pseudo-Boolean fonksiyonelinin

minimal degeridir. Optimal kontrol ise;
B(£.¢. P, (.50, (€). (@) = Mmin B, F, (€,5(6),X(0). (c))

yardimiyla belirlenir. Burada ¢ e L(c®,c*,c?,....,c")olup L(c°,c* c?,....c") egrisi cve c*
noktalarimi birlestiren parcali egridir. V degerini & Ce L(c®,c*,c?,...c")olacak sekilde
alir. Optimal yoriinge ise

£5(c) = F, (c,s(c),x’(c), »(c)),v =1,2,....k
s(c’) =5s°

ile belirlenir.
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5.4, Lineer Olmayan Stokastik ikili Dinamik Sistemler ile Verilen Siirecler i¢in
Optimal Kontrol Edicinin Varhgi ve Erisim Kiimesi

Cok parametreli stokastik ikili dinamik sistemler ile verilen siireglerde ¢ok adimli
kesikli optimal kontrol etme problemini, pseudo-Boolean fonksiyonelinin minimal

degerinin bulunmasi problemine doniistiirmek i¢in bir kiime olusturalim. Bunun igin ele

alinan optimal kontrol etme problemini inceleyelim: Sabit tutulan her {x(c) ,c eéd}igin
(5.1) sistemi tam ¢oziilebilendi. Ayn1 zamanda problem tek ¢6ziim kosulunu sagladigindan
(5.1) sisteminin ¢oziimii, kesikli egrinin yapisina bagh degildir (Gaishun, 1981). Bu
nedenle bu sistemin ¢6zimii,
L= IA_(co,cl,...,cLl,cLl*l,...,cLl*Lz vy C5)
kesikli egrisi boyunca incelenirse;
¢' =(c +i,cl,...c), i=0,.,L, c*" = +L,c) +i,cl,..c), i=0,..,L,,
¢t = (e +L,,c) +L,,c +i,cl,...,.c}),i =0,..., L,
¢ttt — (e + L, e +L,,c2, +i,c%,,.0Y), i1=0L...,L,,,, v=12,...k-1,
L=L +L, +...+L,
bulunur. Baslangi¢ kosulundan s(c°) =s°,
s ={s(c) = (5,(c),5,(C),..., S, (€)),c € Z*} = [GF(2)]" dir.

Ele alinan problem icin optimal kontrol edicinin varligini gostermek amaciyla

asagidaki kiimeleri olusturalim. Yukaridaki incelemeler sonucu ¢ok parametreli lineer

olmayan denklemler sistemiyle, s° baslangic durumundan

L=1L(cc,...,c,ch™ .. chte . ch)
kesikli egrisi boyunca bir adimda ulagilmasi miimkiin olan durumlar kiimesi asagidaki gibi

belirlenebilir:

R,(s) = {s 15 = F,(c%,5(c%), X(c°), (c®)), X(c?) e x}

A

Benzer sekilde s°’dan L kesikli egrisi boyunca iki adimda ulasiimasi miimkiin olan

kiimesini olusturalim:

R (s") = {s s =R (c"™ (e ), x(c" ™), w(c”™)),s(c" M) e R, ,(s°), x(c" ) e X}
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Ayni yontem uygulanarak,

RY (SO) _ S:S= Fv (Cﬂv—l,s(cfh—l)’ X(Cllv—l)’a)(cm,—l))’s(cm—l) e R;?/V_l(SO), X(C”V_l) c X,
ny

771/ :11'--LV,V :1,...,k

elde dilir. Boylece R (s°); s%’dan L=L(c’c...c') kesikli egrisi boyunca

L, +L, +..+L, adimda ulasilmas1 miimkiin olan durumlar kiimesidir. Bu kiimelerden

sonuncusuna erisim kiimesi denir.

Yukaridaki optimal kontrol etme problemi incelendiginde her miimkiin kontrol
edicisi yalniz s(c") durumuna baglidir. O halde optimal kontrol etme problemi asagidaki
probleme dondstiiriilebilir:

Ry (s")=R_(s°) erisim kiimesinde J(x)=M {#(s(c")} fonksiyonelin minimal
degeri bulunmalidir.

Gortildiigii gibi erisim kiimesi 6nceden verilmemekte olup, problemdeki ¢ok
parametreli stokastik ikili dinamik sistemler yardimiyla baslangi¢ durumuna bagh olarak
bulunur.

Simdi son yazilan problem i¢in agagidaki varlik teoremini verelim:

Teorem 5.4.1. Cok parametreli stokastik ikili dinamik sistemlerde sabit tutulan her
x(c) kontrol edicisi igin, S = [GF(Z)]m durumlar kiimeli dinamik sisteminin bagli ve tam
¢oziilebilen bir sistem oldugunu farz edelim. Buna gore istenilen s(c®) =s® baslangic
durumu i¢in

X = {x*(co),x*(cl),...,x*(cL’l)}
optimal kontrol edicisi vardir.

Ispat. Bilindigi gibi incelenen optimal kontrol etme problemi, R.(s(c’)) erisim
L

kiimesinde M _{#(s(c")} pseudo-Boolean fonksiyonelinin minimal degerinin bulunmasi

problemine doniistiiriilebilir (Yablonsky, 1989; Rosen, 2012). Cok parametreli stokastik

ikili kesikli denklemler sistemi tam ¢oziilebilen oldugundan sabit tutulan her x(c) kontrol

edicisi i¢in bu fonksiyonelin s(c") noktasindaki degeri, c® ve c" noktalarmi birlestiren
kesikli egriye bagli degildir. Diger yandan baglilik kosuluna gore,
R.(s(c”)) =S =[GF )"
L

elde edilir. O zaman
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M_{#(s(ch)} = I(s(c®), x(c),..., x(c" ™), w(c),...,0(c" ™))

pseudo-Boolean fonksiyoneli m+ L(r + p) boyutlu biitiin siral1 ikililerde tek tiirlii olarak

tanimlanir ve istenilen S(c°) baslangi¢ durumu igin simirli deger alir. Bu nedenle R. (s°)
L

siirli kiime olduguna gore sabit tutulan her s(c’)=s° icin M _{#(s(c")} minimal

degerini, herhangi bir x(c*);k=0,..,L-1, x(c") E[GF(Z)]r miimkiin kontrol ediciye

uygun olarak alir. Boylece optimal kontrol edicinin varlig1 ispatlanmis olur.
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BOLUM 6
LINEER STOKASTIK iKiLi DINAMIK SISTEMLERIN ANALIZi

6.1. Lineer Stokastik Ikili Dinamik Sistemlerin Genel Yapisi

Tanim 6.1.1.

£s(C)=d, (c)s(c)@VY, (c)(x(c)@ w(c)), v=1...k ,GF(2) (6.1)

s(c®) =s°

seklinde gosterilen matematiksel modele ¢ok parametreli lineer stokastik ikili dinamik

sistem denir.
Burada ¢ =(c,,...,c,) € G, = {C‘Cezk,Cf <c, ¢, C) <€, SC,C € Z},

Z*°dan alman noktalardir. L=L +L,+..+L, siirecin devam etme siiresidir.

Z ={..,-101,..}, tam sayilar kiimesidir. s(c) € S,x(c) € X; S=[GF(2)[", X =[GF()]

sirastyla durum ve giris alfabeleridir. s(c) ve x(c) ise Z* kiimesinde tanimlanan m ve r

boyutlu durum ve giris vektorleri olup, w(c) rasgele biyiikliktir (Knill, 2009). & s(c)

asagidaki gibi tanimlanan kaydirma operatoridiir (Burden ve Dauglas, 2000).
£,s(c)=s(c+e,)e, = (0,...,0,1,0,...,0) ,v=1..,k

{®,),v=1.k}, {¥,,v=1..k} sirastile mxn ve mxr boyutlu karakteristik Boolean

gecis matrisleridir. GF(2), Galois cismidir (Hungerford, 1974). s(c’)=s’ baslangic

durum vektorii ve ® sembolii ise X(€) @ w(c) 'nin her zaman X giris alfabesinin elemani

oldugunu gosterir.
Eger (6.1) sistemi ile ¢ok parametreli ikili lineer dinamik sistemler gosterilmis ise 0

zaman bu sistemlerle verilen optimal kesikli siirecler

J) =M, {a (s(c")} (6.2)

seklindeki Boolean fonksiyoneli ile karakterize edilir. Burada M _{.}; ® rasgele

biiyiikliigiiniin matematiksel beklenen degeri, a' ise a=(a,,a,,..a,)vektdriiniin

transpozudur (Stengel, 1986).
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Lineer olmayan stokastik ikili dinamik sistemlerde oldugu gibi lineer stokastik ikili
dinamik sistemlerle verilen her bir kontrol etme siirecinde de @ benzer anlam
icermektedir. Ornegin, lineer stokastik ikili dinamik sistemlerin identifikasyon
problemlerinde @ giris degeri anlamina, sentez problemlerinde @ sistemin tiim miimkiin
durumlar kiimesi anlamina gelmektedir (Yablonsky, 1989; Knill, 2009).

Bir 6nceki boliimiideki LOSIDS’e benzer olarak ¢ok paramatreli LSIDS’de sistemin
durumu @ rasgele biiyiikliigiine baghidir. Béyle @' lar dinamik sistemlerin hem kendi

parametrelerini hem de giris semboliinii etkileyebilir (Yermolyev, 1976; Rosen, 2012).

Ayrica benzer sekilde, éd kiimesinde tanimlanan ve degerler kiimesi [GF(Z)]r olan

A

her bir r-boyutlu X (c) = (x,(c),..., X, (c)) yonetici vektdr fonksiyonlar kiimesini X ile
gosterelim. Yani X ={X(C),Ceéd }olsun. Goriildiigii gibi her bir x(c)e X i¢in (6.1)
sisteminde denklemlerin sayisi bilinmeyenlerin sayisindan fazladir. Bu bakimdan
probleme, asagidaki gibi miimkiin optimal kontrol edici dahil etmek amacimiza uygundur.

Tamm 6.1.2. x(c) e X igin, (6.1) sistemi tek ¢dziime sahip ise, x(c)’ye miimkiin
kontrol edici denir (Hact ve Ozen 2009).

Simdi ¢ok parametreli lineer stokastik ikili dinamik sistemler igin asagidaki optimal
kontrol etme problemi incelenebilir (Boltyanskii, 1971; Gaishun 1981):

Verilmis ¢ok parametreli lineer stokastik ikili sonlu dinamik sistemini L adimda s°
baslangic durumundan s (c") son duruma getiren oyle miimkiin x(c) e X kontrol

edicisinin bulunmas1 gerekir ki, (6.2) fonksiyoneli minimal deger alsin:

£s(C)=d, (c)s(c)@Y, (c)(x(c)@ w(c)), ceG,, v=1,..,k (6.3)
s(c®) =5s°,

x(c)e X,ce Gd : (6.4)
J(x)=M _{a’ (s(c"))} — min (6.5)

Burada G, =G, \ {c* .
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6.2. Lineer Ikili Stokastik Dinamik Sistemler Ile Verilen Siirecler i¢in Optimal
Kontrol Etme Problemi

(6.1) sistemi i¢in tek ¢6ziim kosulunun saglandigini farz edelim (Gaishun, 1981).
Onceki boliimde ele alinan problemi ¢dzmek i¢in

o) =D, (c)p(¢,c),ceGy,v=1..,k
seklindeki ardisik dinamik sistemini gbz oniine alarak,

h, (¢, X(0) ® w(0), 9(&,)) = 9(&,0), ()(X(©) @ @(C)), v=1,....k
Boolean fonksiyonelini yazalim (Haci ve ark., 2016). Daha sonra bu fonksiyonel yardimi

ile

h="> >°h(cx©) ® (), (& )AL, , [GFQ)] (6.6)

L(c',ct) v=l

Boolean toplamini olusturalim. Burada A, birinci Boolean farkidur.
Teorem 6.2.1. (6.3)” deki sistemin tam ¢éziimiiniin oldugunu kabul edelim. O halde
(6.6)’daki toplam, yoldan bagimsizdir.
Ispat. Agiktir ki;
P(E,0), (©)(X(0) ® 0(C)) ® (&, £,0) W, (£,C)(X(E,C) @ ol £,0))
=9(5,0)Y,.(c)(x(c) ® w(c)) ® (¢, &)Y, (S, €)(X(5,€) D (¢, C)),
ceG,,v,v'=1,.,k
esitligi saglanirsa (6.6) yoldan bagimsizdir. Buna gore;
#(C) = ®, (©)p(£,0), <G,
esitligi kullanilarak
0(&,6,) = (@,(£,0) (@, (©)) " 0(c),
9(£,£,0)=(D,(£,0) " (@,.(c)) "e(c),v,v'=1,...K
elde edilir. Bu esitlik 6nceki ifadede yerine konulursa;
(@, (€)) ", (O)(X(c) ® @(C)p(c) ® (D,.(£,0) (@, () ¥,.(&,C)(x(&,C)
@ w(£,0)(p(C) = (@,.(c)) Y, (c)(x(c) ® @(c)e(c) © (P, (&,€)) (P, ()
¥, (,0)(x(S,.€) ® w(c,C))p(c)
bulunur. Yukaridaki denklemin her iki tarafi,
®,(£,0,.(0) =D, (£,0P, ()

ile ¢arpilirsa;
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D, (¢,0)'F, (€)(x(c) ® w(c))p(c) ® F,,.(S,C)(X(&,C) ® (S, 0))(C)
=, (5,0)Y, (€)(x(c) ® w(c))p(c) &Y, (¢, ) (X(&,.€) ® w(c,C))p(C)

bulunur. Son esitlik her ¢(c) i¢in saglandigindan;

,.(&,0)%, O(X(©) ® 0(0)) ® ¥, (£,0)X(E,0) ® w(é,C)
=D, (S,0)F, ()(x(c) D w(c)) Y, (&, C)(x(&, €)@ w(,C))
olarak yazilabilir. Bdoylece bu esitligin, incelenen sistem i¢in bir tam ¢éziim oldugu
gosterilmis olur. Coziim tam oldugundan varsayim saglanir (Gaishun, 1981). (6.6) Boolean

toplaminin yoldan bagimsiz oldugu ispatlanmais olur.

° ve ct noktalarm birlestiren bir L(c®,c,....ct) kesikli egrisi segelim. Bu

C
durumda her bir |’inci adimda (0<1 <L), c'noktasindan ¢ noktasina egri pargasi igin

v, degerini belirleyelim. O zaman (6.6) Boolean toplami, asagidaki sekilde de yazilabilir:

f= 3 h, € X D ale ), p(c)) = Yh, (€1 X(E) @ a(c ), 0c) (6.7)
(c'ch)

t=1+1
Simdi Boolean fonksiyonelinin benzeri olan
H (¢(c).s(c)) = ¢(c)s(c).c € G, (6.8)

Hamilton-Pontryagin fonksiyonelini dahil edelim (Hac1 ve ark., 2016).
Teorem 6.2.2. ¢',0<| <L noktas: igin x°(c',cL‘l):{xo(c'),x°(c'+1),...,x°(cL‘1)}
kontrol edicisinin ve ona uygun so(c',cL)z{so(c'),s°(c'+1),...,s°(cL)} yoriingesinin

optimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul;

H(e"(c").s°(c")) = ZL:hV, €°(c) X’ )@ alc™)) (6.9)

t=l+1

dir.
Burada ¢°(c')’ler (t=11+1..,L-1), ¢(c)=®, (C)p(&c),ceG,, v=1..k

denkleminden ¢°(c") = a baslangi¢ kosulunun yardim ile bulunur.

Ispat (Gereklilik). (6.7)’den |+1<t <L icin asagidaki ifadeler yazilabilir:
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H(p°(€).5° ) = 0" )" (")

()P, )5 (€)@ ()P, (€ I D e
=" (E N (€)@ 0° ()Y, ) B alc)
=H(@*€),s° (N ®h, € X ) a(c™).0" ()

Eger esitligin her tarafi | +1°den L ’ye kadar toplam seklinde yazilirsa,

SHE'(E).5°(€) = T HE ). D 3h, € ) @’ ),0°(c)

t=I+1 t=I+1 t=I+1

bulunur. Buradan ise,

H(@"(c")s’(c") = H(p’(c).s°(c) @ ZL:hV[ € X (c)@a’(c™),¢"(c")) (6.10)

t=l+1

elde edilir.

@(s°(cH))=M_{a" (s(c"))}=9°(c")s’(ct) =H(p°(c"),s°(c")) saglandigma ve
s°(c") optimal durum olduguna gére H(p°(c"),s°(c"))=0 elde edilir. Bu ise (6.9)
esitliginin dogru oldugunu gosterir. Boylece gereklilik ispatlanmis olur.

Gereklilik kosulunun ispat yonteminden goriildiigii gibi yeterlilik, (6.10) sartindan
dogrudan bulunur.

(6.1) sisteminin dengede oldugunu kabul edelim. Bu durum igin asagidaki gerek ve

yeter kosul ispatlanabilir:

Teorem 6.2.3. (6.3)-(6.5) probleminde x°(c) kontrol edicisinin ve ona uygun

s°(c) yoriingesinin optimal olmas i¢in gerek ve yeter kosul;

(2 20X @0’ ()9’ (£,0)A,c,)®( > > h, (c,x()®w(c),¢’(£,0)A,c,)=0

(c®,ch) v=l (c%cty v=L

dir.
Burada yukaridaki ¢izgi, mantiksal degili islemini gostermektedir (Rosen, 2012).

Sol taraftaki toplam ise c® ve c" noktalarini birlestiren kesikli egri boyunca biitiin
miimkiin x(c) kontrol edicileri i¢in yapilir.

Ispat (Gereklilik). Ele aldigimiz (6.3) sisteminin tam ¢6ziim kosulundan

s€)= 3 YD E0W, (©X(C) D w(C)A,C,,

(c%ch) v=t
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J)=M{a’ (s N}= > Za&>(CL,§V0)‘I’V(C)(X(C)@Bw(c))Asz

(c®ct) v=l

esitlikleri yazilabilir. (& c)=ad(ct,£c) olsun. Burada c=c°c,....ct" ve

@(c, &,c) =s(ct)s™(&,¢) dir. Ayrica buradaki S(c);

£s(c)=d,(c)s(c),v=1....k
s(c®) =s°

sisteminin ¢ noktasindaki temel matris operatoriidiir. Boylece ¢°(c") = a ’dir ve optimal

kontrol i¢in
Y. 2.h e x° )@’ (€),9°(£,)Ac,)=min > > h,(c,x(c) D w(c),¢"(£,0)A,c,)
(c%chyv=l (c®ct) v=l

Y nooktasina

elde edilir. Tiim miimkiin kontrol ediciler icerisinden c¢°noktasin1 ¢
birlestiren herhangi bir egri lizerinde minimum alinmis olur. Bu egri iizerinde (6.8) esitligi
g0z Online alinarak;
k k
> 2.0 €x©) @ ()9’ (5,0)A.C,) 2 Y D h,(c,x*(C) @0’ (),9° (&,c)A,C,)

(CO,CL) v=1 (CO,CL) v=1

esitsizligi yazilabilir. Diger yandan bu esitlik

(2, 2 X (©@a’(©),¢"(£,0)A.¢,)x( D, D h(c.x(C)®w(c),p’(&,c)A,c,)=0

() v =
dir.
Ispat (Yeterlik). Teoremdeki esitligin saglandigimi, yani garpimin sifir oldugunu
kabul edelim. Bu takdirde yukaridaki esitsizlik kullanilabilir. Eger bu esitsizlikte

P(&,0) =ad(ct &,0)

yerine yazilirsa

k A k A
Y, 2.ad(c" &0, (X (€)@’ ()AL, < Y > ad(c" &,.0)Y, ()(x() ®a(c))A,c,
(cch) v=1 (c%ch) v=1
esitsizligi elde edilir. Son esitsizlik incelendiginde x(c) herhangi miimkiin kontrol edicinin

bir optimal kontrol edici oldugu gdsterilmis olur.
Bu boliimde elde edilen sonuglara dayanarak optimal kontrol edicinin bulunmasi
i¢in asagidaki algoritma olusturulabilir:

1.Adim: a's(c") =0 kosulundan s°(c") bulunur.
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Bu denklemin ¢6ziimii genelde tek degildir. Gerekli oldugunda sonraki adimlar igin

tam ¢oziim kosulunun saglandiginin kontrol edilmesi amaciyla denklemin biitiin ¢éztimleri

kaydedilir.
2.Adim: 1 =L-1; ¢°(c") =a kabul edilir.

3.Adim: v, segilir (Genelde v, rasgele secilebilir. Fakat hesaplama sayisinin

n

azaltilmas1 igin G, ’nin sinirindan gegen yoniin segilmesi amaca uygundur.).
4.Adim: ¢°(c') = d(c')p’(c'"") hesaplanur.
5.Adim: Eger 1 =0 ise s°(c') =s(c?)

6.Adim: x°(c') ve ona uygun s°(c') tam ¢éziim kosullarindan bulunur.

L
7.Adm: Eger ¢°(c')s’(c') =D h, (c™9°(c),x’(c™) @ w’(c'™)) ise 8. Adim’a,

t=1+1
aksi halde 6.Adim’a gegilir.
8.Adim: Eger | >0 ise | =1-1 kabul edilir ve 3.Adim’a, aksi halde 9.Adim’a
gegilir.
9.Adim: Son.
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BOLUM 7
PARAMETREYE BAGLI LINEER OLMAYAN STOKASTIK iKiLi DINAMIK
SISTEMLERIN ANALIZi

7.1. Parametreye Bagh Lineer Olmayan Stokastik Ikili Dinamik Sistemlerin
Genel Yapis1

Parametreye bagli lineer olmayan stokastik ardisik dinamik sistem, ¢cok parametreli
sonlu ardisik dinamik sistemlerin genellestirilmis halidir. Fakat bu sistem, 6zel olarak

belirlenmis parametre icermektedir. Bu sistem su sekilde tanimlanmaktadir:

Tamm 7.1.1.
&,s(c)=F,(c,s(c),x(c),w(c),A(c)), v=12,.k (7.1)
y(c) = G(c,s(c), x(c), &(c), A(c)) (7.2)

seklindeki sisteme parametreye bagl lineer olmayan stokastik ikili dinamik sistem denir.

Burada s(c), x(c)ve y(c) ¢ noktasindaki sirastyla m, r ve gboyutlu durum, giris ve
cikig vektorleri, w(c)rasgele degisken ve A(c) 6zel parametredir (Knill, 2009).

c=(c,,Cy,....,C, ) €Gy :{C‘CGZk,cf <C, <€/ G € <€y, C ez} Z*’dan alinmis noktalar,
L, (i =12,..k) bu siirecin devam etme siiresi, Z tam sayilar kiimesi ve
£ s(c) ise asagidaki sekilde tanimlanan kaydirma operatoridiir.

£s(c)=s(c+e,), e, = (0,...,0,10,...,0), v=12..,k

Incelenen dinamik sistem denklemi asir1 belirlenmis sistem oldugundan tek ¢oziim
kosulunun saglanmasi gerekir. Bu ylizden optimallik prensibinin ispatinda yer alan,
baslangic ve diger gereken durumlarin bagli oldugu parametrenin, sabit giris degerine

uygun olarak tek ¢6ziim kosulunu saglayan parametre oldugu varsayilir.

Teorem 7.1.1. (7.1)’de verilen sistemin tek ¢oziimiiniin olmasi igin gerek ve yeter
kosul sabit tutulan her x(c) ve A(c) parametresi igin

F. (c+e,,F,(c,s(c),x(c), m(c), A(c)), x(c +e,),m(c +e,), A(Cc +e,))

=F,(c+e,,F, (c,s(c),x(c),w(c), A(c), x(c +e,),w(c +e,), A(C+e,)) (7.3)
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dir.
ispat (Gerek kosul). Kaydirma operatorii tanimindan

£5(0)=s(c+e,)

dir. &, operatorii yukaridaki esitligin her iki tarafina uygulandiginda

&g s(c)=¢ s(c+e,)=s(c+e, +e,)

elde edilir. Benzer sekilde

&é,.s(c)=s(c+e, +e,)

yazilir. Toplama islemi degismeli oldugundan

s(c+e, +e,)=s(c+e, +e,)

elde edilir. (7.4)-(7.6) birlikte diisiiniildigiinde

5.6,8(€) =¢,¢,5(C)

yazilabilir. Diger taraftan (7.2) esitligi goz 6niine alindiginda

s.g.s(c)=¢,s(c+e,)=F, (c+e,s(c+e,) x(c+e,) w(c+e,) A(c+e,))

=F, (c+eﬂ,

elde edilir. Denklem tekrar yazildiginda

F.(c,s(c), x(c), w(c), A(c)), x(c +e,),m(c +e,),A(c+e,))

(7.4)

(7.5)

(7.6)

(7.7)

(7.8)

&6, 8(c)=F (c+e,,F,(c,s(c), x(c), o(c), A(c), x(c +e,),w(c+e,), A(c+e,)) (7.9)

dir. Benzer sekilde;

§V§”s(c) =F, (c+e,,F, (c,s(c), x(c),m(c), A(c)), x(c+e,),m(c+e, ), A(c+e,)) (7.10)
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dir. Bu yiizden (7.7)-(7.10)’dan

F (c+e,,F,(c,s(c) x(c),m(c),A(c)), x(c +e,),w(c +e,),A(c +e,))
=F,(c+e,,F,(c,s(c), x(c),w(c), A(c)), x(c +e,),m(c +¢,),A(c +8,)),
(v, £ =12...k) (7.11)

elde edilir. Boylece gerek kosul ispatlanmis olur.
Ispat (Yeter Kosul). Teoremin yeter kosulu Béliim 5°deki Teorem 5.3.1. ispatinda
yer alan kabullere gore ispatlanabilir.

Asagidaki esitliklerin saglandigini varsayalim:

(F2(c,))s)=s, (F/(c.)(s)=F,(c,F,(c,..F,(csxoA)..)

rtimes

(F(c',)®F, (c*,)®...QF, (c",))(s) =F.(c",F,(c?,...F, (c",s,x,m,A)...)) (7.12)

K(c', c?,...ch), (Cl, c’,...C L) noktalarmni birlestiren pargali egri olsun.

Bu egri boyunca diisiintildiigiinde,

7(8)=( [T®R™x(),@(1),20))..F™ (1, x(1), @(1), 2(1)))(s)

k(ct,...cb)
= (ﬁ@ Flcjﬂf(:{ (Ci ’ X(Ci ),C()(Ci),l(ci ).).“chiplfc;i( (Ci 1 X(Ci ),a)(Ci ),A(CI)))(S) (713)

yazilir. Burada @ sembolii Galois cismi {izerinde modulo 2 ¢arpmay1 gostermektedir.
7(s) degerinin sadece K(c', ¢?, ... ¢“)’nin baslangic ve bitis noktalarina degil ayn1
zamanda ¢' (1< i < L) noktalarina bagli oldugu goriilmektedir.
Cok boyutlu kesikli sistemlerde oldugu gibi z(s) degerinin sadece K(c',c?,...,c")

kesikli egrisinin baglangi¢ ve son noktalarina bagli olmasini saglayan yeterli kosulu (7.3)

seklinde yazilabilir. Bu durumda 7z(s) icin asagidaki esitlik elde edilir.

7(s) = [T®FR™ (1, x(), @), 20))..F™ (1, x(), (1), 2(1)))(s) (7.14)

(c'c")
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Farz edelim ki, (c°,s°) € Z* x[GF(2)]" olsun. Boylece asagidaki fonksiyonu goz

Onine alalim:

s(c,c’,s%, x(c), w(c), A(c))
= [[®F™(c. x(c), @(c), A(c).)...F, " (¢, X(C), &(C), A(C)))(s°) (7.15)

(c®c)

(7.15)’te goz Oniine alinan fonksiyona kaydirma operatorii uygulanirsa
£,5(c,c’,s",x(c), (), A(c)) = (F, (c,) ®s(c,c”,))(s")

=F,(c,s(c,c’, s x(c), w(c), A(c))) (7.16)

elde edilir. Sonug olarak s(c), (7.2)’de verilen sistemin tek ¢ozimiidiir.

Bununla birlikte géz Oniine alman sistemin durumu, stokastik ardisik dinamik
sistemlerin parametreleri ile birlikte giris degiskenlerini etkileyen rasgele @ degiskenine
baglidir.

Son olarak (7.2) denklemi asagidaki bigime doniistiiriilebilir.

&,s(c)=F, (c,s(c), x(c)@w(c),A(c)), v=12,..,k (7.17)

Burada @sembolii, X®® toplaminin daima X giris kiimesinin eleman1 oldugu
anlamina gelmektedir.
Parametreye bagh stokastik ikili dinamik sistemler ile kesikli optimal siiregler

asagidaki fonksiyonel ile karakterize edilir.
J() =M {p(s(c" )} (7.18)
Burada M _{.}, ® nin matematiksel beklenen degeridir.

7.2. Optimal Kontrol Etme Problemi ve Optimallik Prensibi
Bu kisimda verilen tanim, teorem ve o6zellikler LOSIDS’deki 6zelliklere benzer
sekilde gosterilmistir.

Parametreye bagli stokastik ikili dinamik sistemler ile verilen siirecler i¢in optimal
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kontrol etme problemini inceleyelim. (7.18) fonksiyoneli minimal deger alacak sekilde
parametreye bagli stokastik ikili dinamik sistemini L adimda, bilinen s° baslangig
durumundan s"(c") son durumuna getiren miimkiin x(c) e X kontrol edicisinin

bulunmasi gerekir.

&,s(c) = va (c,s(c), x(c), w(c), A(c)),c e G,, v=12,.k (7.19)
s(c®)=s°, x(c)e X ,ceG, (7.20)
F.(c+e,,F,(cs(c), x(c), @(c), A(c)), x(c +e,),@(c+e,), A(c+e,))

=F,(c+e,,F (c,s(c),x(c),@(c), A()), x(c +&,), w(c+&,), A(C +e,)) (7.21)
J(X) =M _{#(s(c")} — min (7.22)

Burada F,() (v=1...,k) Boolean vektor fonksiyonlarmin pseudo-Boolean ifadesini

gostermektedir (Yablonsky, 1989).

Optimal kontrol etme probleminin ¢6ziimii i¢in bilinen yontemlerden biri olan
dinamik programlama yonteminden yararlanilabilir (Bellman, 1957). G6z oniine alinan
problem i¢in bu yontem yardimiyla (7.19)-(7.22) denklemleri, bir optimal problem olarak

asagidaki gibi formiilize edilebilir.

£,5(c) = F, (c,5(c), X(c), @(c), A(c)), ¢ € G, (o) (7.23)
s(o) =N (7.24)
x(c) e X,ceG, (o) (7.25)

F,(c+e,,F,(cs(c),x(c), @), A(c)), x(c +e,), m(c +e,), A(c +e,))

=F,(c+e,,F,(c,s(c), x(c), ®(c), Ac)), x(c +€,), w(c +e,), A(c+6,)) (7.26)
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I() =M, {p(s(c))}— min (7.27)

Burada N, S'de keyfi bir elemandir. (7.23)-(7.27)’de o =c’yada & =s° yazilirsa
yukarida belirtilen birinci problem elde edilir. Tek ¢6ziimiin varligi igin kosullar

saglanirsa, verilen s(o) =N baglangic durumu ve x(c)(c € G, (o)) kontrol edicisi igin tek
bir s(c)elde edilir. Yani (7.27) fonksiyoneli, ¥ parametresinin ve x(c) kontrol edicisinin

fonksiyonudur. Buna gore;

J(X) = IR, x(G4 (0)) (7.28)
dir. Burada x(G, (o)), ¢ € G, (o) noktasindaki x(c) kontrol edicisinin gériintiisiidiir.

X(G, (0)) ={x(c).c €G, ()} (7.29)
(7.19)’un tek ¢oziim kosulundan, stokastik siirecin G, (o) kiimesi ve bununla birlikte

G, (0)={ecl <c <0yl <€, <0 | (7.30)

kiimesi iizerinde incelenebilecegi goriilmektedir.

Tamm 7.2.1 (7.23)-(7.27) problemlerinde (7.18) fonksiyonelini minimal yapan x(c)
kontrol edicisine ele alinan bolge iizerindeki (o, ) baslangig ciftine karsilik gelen optimal

kontrol edici denir (Hact ve Candan, 2014).

Teorem 7.2.1. Parametreye bagl stokastik ikili ardisik dinamik sistem ele alinsin.
x°(c) ’nin G, bolgesi iizerindeki (c°,s°)baslangi¢ cifti i¢in bir optimal kontrol edici ve
s’(c)’nin miimkiin optimal yoriinge oldugunu kabul edelim. Buna gore G, (o)

bolgesindeki (o,s° (o)) baslangig ¢iftine karsilik gelen x°(c), bir optimal kontrol edicidir.
Ispat. Bolim 5°deki optimallik prensibinin verildigi Teorem 5.3.2.’nin ispatina

benzer sekilde gosterilebilir. Aksini kabul edelim. Yani

IR, X(G4 (0)) < I, X" (G4 (0)) (7.31)
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olacak sekilde x(c) € X,c € G, (o) vardur.

Asagida X(c),c € G, olarak tanimlanan yeni bir kontrol edici segilir.

).Z(C):{XO(C),CEGdI(O') (7.32)

x(c),ce G, (o)

Buradan goriiliiyor ki (7.32), asagidaki esitlik saglanacak sekilde miimkiin kontrol
edicidir.

1(s°, X(Gy)) = I(s°, X(Gy, (0) UG, (0)). (7.33)

Kosula gore, s°(c) =N dir. Boylece
J(s°,X(Gy, (6) UG, (0)) = I(s" (), X(G, (0))
J(R,X(Gy (0))) < IR, X° (G, (0)))

= 3(5(0),X°(G, (6)) = I(s°, X°(Gy)) (7.34)
yazilabilir ve (7.33) ve (7.34)’den

I(s°,X(Gy)) < I(s”, x°(Gy)) (7.35)

elde edilir. Bundan dolay1 (7.35) hipotez ile gelisir ki bu ise Xx°(c),c e G, 'nin optimal

kontrol edici oldugunu gosterir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
B(c,N,A) = min M, {#(s(c"))} (7.36)

olarak verilen fonksiyon, her sabit o ve X igin (7.23)-(7.27)’deki problemdeki pseudo-
Boolean fonksiyonelinin optimal degerine karsilik gelen bir fonksiyon olsun. Burada

minimallestirme X(C),C € G, (o) miimkiin kontrol edicinin kiimesi iizerinde yapilmaktadur.
Simdi dinamik programlama olarak da bilinen Bellman denklemini B(o,N)i¢in

belirleyelim (Bellman, 1957). Farz edelim ki x°(c),c e G, baslangi¢ kosullarina sahip
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(7.23)-(7.27)’ye karsilik gelen miimkiin kontrol edici ve s°(c),ceG,(c)de optimal
yoriinge olsun. & SeG,(o)(v=12,.,K)noktas1 ve herhangi bir y(c)e X elemani

belirlensin. Eger x(o) = y(c) ise sistemin £ o noktasindaki durumu;

s(£,0) =F, (0,8, y,0(c), A(c)) (7.37)

ile belirlenir.

Asagidaki problemi goz oniine alalim:

£,5(¢) = F, (¢,5(0), X(c), @(C), A(€)),C € Gy (£,0) (7.38)
5(£,0) = F,(0,%,y,0(0), A(0)) (7.39)
X(¢) € X(¢).c € G, (£,0) (7.40)
I() =M, {g(s(c"))}— min (7.41)

Eger y(c),ceG,(&,0)ve §(c),ceG,(&,0) sirasiyla optimal kontrol edici ve bu

optimal kontrol ediciye karsilik gelen optimal ydriinge ise,

M, (S )}=B(E 0. F, (0N, Y, 0(0), A(0))) (7.42)

seklinde bulunur.

(7.23)-(7.27) igin X(c)asagida tanimlanan miimkiin kontrol edici olsun.

_ . [y .c=c
0~ eut6 )

Bununla birlikte S(c) optimal y6riingesi ise
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(7.44)

50— {va (0,8, Y, @(0), A(0)),c = a}
5(c) ,ceGy(S,0)

seklinde elde edilir. Buradan da agikga gorilmektedir ki J(x) =M, {4(s(c"))}

fonksiyonelinin deger;

M, 163 (" )}=M,, (")) = BE,0.F, (0.8, y,0(0), A(o)). (7.45)
dir. X(c),c € G, (o) optimal kontrol edici olmadigindan

M, B )= M, (s’ ("))} =B(o. N, 2) (7.46)
dir. Boylece,

B(c,8,4) < B(&,0,F, (0,8, y,@(0), 4(0))) (7.47)

esitsizligi elde edilir.

Diger taraftan, y(c) = x° () olarak alinirsa optimallik prensibinden,

§(c) = x"(€)(c € G, (¢,0)) (7.48)
dir. Buradan da

B(0\N) = B(£,0.F, (0.8,x(0), (0), 4’ (0))) (7.49)

elde edilmis olur.

(7.47) ve (7.48)’den Bellman denklemi;

B(c,X) = min B(£,0, F (0.8, y,0(0),A(0))),
NeS

(7.50)
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seklinde belirlenmis olur.

Boylece bu bolimde A parametresinin sabit giris degerine uygun olarak tek ¢6ziim
kosulu ifadesinden elde edildigi gosterilmistir. Bu yilizden bu belirli parametre, optimallik
prensibinin ispatinda yer alan baglangic ve diger bazi uygun durumlarda etkin rol
oynamistir. Bununla birlikte ¢ok adimli stokastik kesikli siiregler i¢in optimal kontrol etme
probleminin ¢6zliim yontemlerinden biri olan dinamik programlama yontemi, géz oniine

alinan probleme uygulanarak Bellman denklemi elde edilmistir.
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BOLUM 8
SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda su sonuglara varilmistir:

Cok boyutlu kesikli dinamik sistem denklemleri analiz edilmistir.

Cok parametreli lineer ve lineer olmayan stokastik ikili dinamik sistemler ile verilen
stireclerin gosterimi i¢in yontemler verilmistir.

Optimal kontrol etme probleminin ¢oziimiiniin varhi@i icin gerekli olan, ¢ok
parametreli lineer olmayan stokastik ikili denklemler sisteminin tam ¢éziimiiniin olmasini
saglayan teorem ispatlanmistir.

Lineer olmayan stokastik ikili dinamik sistemlerin erisim kiimesi olusturularak
detayli bir sekilde incelenmis ve uygun siirecler i¢in optimal kontrol edicinin varlik
teoremi ispatlanmistir.

Terminal kontrol etme probleminin farkli yonlerinden biri sistemin gecis
fonksiyonunun Boolean fonksiyonu, siireci minimallestiren kriterin ise pseudo-Boolean
fonksiyonu olmasidir. Bu nedenle bir adimli ve gok adimli ge¢is fonksiyonlarinin aritmetik
gosterimlerinin verilmesi gerekmektedir. Bunun i¢in bu problemin ¢oziimiine uygun
yontemler verilmistir.

Tam ¢oziilebilen gok parametreli LOSIDS’de terminal kontrol etme problemi igin
Bellman’in denklemler sistemi tipinde optimallik prensibi Onerilmis ve optimallik igin
gerekli kosul ispatlanmustir.

LSIDS denklemleri igin Hamilton-Pontryagin fonksiyonunun Boolean benzeri bir
fonksiyoneli 6nerilmis ve s6z konusu nitelik kriteri durumunda, kesikli maksimum prensibi
tipli optimal kontrol problemi i¢in gerek ve yeter kosul bulunmustur.

Parametreye bagli lineer olmayan stokastik ikili dinamik sistemlerde parametrenin,
tam ¢Ozlim kosulunu sagladig1 varsayilarak benzer sonuclar elde edildigi goriilmiistiir.

Cok parametreli LSIDS icin bazi test problemlerinin bilgisayarda ¢oziimii igin bir
algoritma olusturulmustur.

Besinci ve altinct bolimdeki bulgular sirasiyla Haci ve Candan (2015), Haci ve
Candan (2016) olarak yayimlanmuistir.

Tezde elde edilen sonuglar, optimal lineer olmayan impuls sistemlerinin
aragtirtlmasinda ve hesaplanmasinda, yanlisliklart diizelten kodlama teorisinde, ¢ok
boyutlu sistemlerin optimal kontrol etme problemlerinde, tam sayili programlamada

uygulanabilir.
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Bundan sonraki c¢aligmalarda, optimal kontrol etme probleminin ¢6ziimiiniin varligi
icin gerekli olan, ¢ok parametreli lineer stokastik ikili denklemler sisteminin tam
¢Ozlimiiniin olmasini saglayan yontemler de arastirilabilir.

Cok parametreli LOSIDS ile verilen siireglerde bazi test problemlerinin bilgisayarda
¢Oziimii i¢in algoritmalarin bulunmasi {izerine ¢alismalar yapilabilir.

LSIDS ve LOSIDS ile gosterilen siirecler igin elde edilen optimal kontrol etme
problemlerinin niimerik ¢6ziimlerini bulmak tizerine yaklasimlarda bulunulabilir.

Oyun teorisinin arastirma alanlarindan olan matris oyunlar: ve diferansiyel oyunlar
ile bu ¢alismada g6z Oniine alinan dinamik sistem modellerinin baglilig1 ve benzer yanlari
incelenerek bu alanlarin ikili dinamik sistem denklemlerine uyarlanip uyarlanamayacagi

lizerine ¢alismalar yapilabilir.
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