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OZET

BIMATRIS VE COK ADIMLI OYUNLARIN BAZI PROBLEMLERI

Goniil Selin SAVASKAN
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Doktora Tezi
Danisman : Prof. Dr. Yakup HACI
07/06/2018, 95

Bu tezde, iki kisilik sifir toplamli ve sifir toplamli olmayan sonlu oyunlar
incelenmektedir. Tez, giris bolimii ile birlikte alti boélimden olusmaktadir. Giris
boliimiinde, oyun teorisinin ge¢misi hakkinda temel bilgi verilmis ve oyunlarin
siniflandirilmas: yapilmistir. Ikinci boéliimde, iki kisilik sifir toplamli sonlu oyunlarda
kullanilan tanimlar, temel kavramlar ve oyunlar kuramini anlamada gerekli olan teorinin
altyapisi olusturulmustur. Boliim 3’te, getiri matrisin elemanlar: aralik sayilari olan aralik
matris oyunlart incelenerek ¢6ziim yontemleri ele alinmistir. Aralik matris oyunlarinin
¢oziimil i¢in aralik lineer programlama modeli olan Lexicographic metod incelenmistir.
Boliim 4°te, bimatris oyunlar1 ve ¢ziim yontemleri ele alinmistir. Bimatris oyunlarinda bir
Nash Dengesi bulmak oyunlarin analizi i¢in 6nem tasidigindan s6z konusu problemin
¢oziimii i¢in Lemke-Howson algoritmasi kullanilmis ve bu algoritma aralik bimatris
oyunlari i¢in uyarlanmistir. Boliim 5°te, pozisyonlu oyunlar ele alinarak graflarla baglantisi
incelenmistir. Ayrica, aralik pozisyonlu oyunlar olusturulmus ve ¢oziimili igin
Lexicographic metod uygulanmistir. Daha sonra, diferensiyel oyunlar ele alinmig ve
diferensiyel oyun i¢in klasik tiirev yerine Boolean tiirev kullanilarak yeni bir yaklasim

onerilmistir. Son boliimde ise sonug ve Oneriler sunulmustur.

Anahtar sozciikler: Sifir Toplamli Sonlu Oyunlar, Sifir Toplamli Olmayan

Oyunlar, Nash Dengesi, Boolean Tiirev, Aralik Matrisleri.
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ABSTRACT

SOME PROBLEMS OF BIMATRIX AND MULTISTAGE GAMES

Goniil Selin SAVASKAN
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Doctoral Dissertation in Mathematics
Advisor : Prof. Dr. Yakup HACI
07/06/2018, 95

This thesis concerns two person zero sum and non-zero sum finite games. The
thesis consists of six parts including the introduction. We start with a brief background
information about the game theory and classify the games. In chapter 2, we introduce the
basic concepts, definitions used in two person zero sum games and some theory necessary
of the understanding of game theory. In chapter 3, we study interval valued matrix whose
entries are closed intervals and methods of solution. Furthermore, we investigate
Lexicographic method which is interval linear programming technique to solve interval
matrix games. In chapter 4, we introduce bimatrix games and their methods of solution. In
bimatrix games, finding a Nash equilibrium is important for their analysis. The Lemke-
Howson algorithm is the classical method for finding one Nash equilibrium of a bimatrix
game and we adapt the algorithm to interval bimatrix games. In chapter 5, we investigate
positional games relation with graphs. Furthermore, we obtain interval positional games
and introduce Lexicographic metod for solving the games. Then, we consider differential
games and suggest a new approach for a differential game using by Boolean derivative in

place of classical derivative. The last chapter involves conclusion and recommendations.

Keywords: Zero-Sum Finite Games, Non-Zero Sum Games, Nash Equilibrium,

Boolean Derivative, Interval Matrices.
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BOLUM 1
GIRIS

Modern oyunlar kurami, 1940’11 yillarda biliyiik matematik¢i John von Neumann
tarafindan gelistirilmistir. Amaci, savastan piyasadaki rekabete kadar her konuda stratejik
etkilesimin genel mantigini kavramaktir. Von Neumann, ekonomist Oscar Morgenstern ile
birlikte hem oyunlar1 matematiksel olarak temsil etmenin genel bir yontemini bulmustur,
hem de oyuncularin ¢ikarlarinin birbirine taban tabana zit oldugu, yani birinin kazandigini
digerinin kaybettigi oyunlar i¢in sistematik bir yaklagim bi¢imi sunmustur. Bu son tiirden
oyunlara sifir toplamli oyunlar denir. Ciinkli oyuncularin kazang ve kayiplarinin toplami
stfirdir. Ancak iktisat¢ilar ilgilendiren oyunlarin ¢ogu sifir toplamli degildir. Nitekim, eger
iki kisi 6zgiir iradeleriyle birbirleriyle ticari anlasma yaparsa, ikisi de genel olarak bundan
kazanglt c¢ikacaktir. Bu tiir oyunlart ele almalarma karsin, Von Neumann ve
Morgenstern’iin analizi, sifir toplamli oyunlarin analizi kadar tatmin edici olmamustir. Iste
John Nash, sifir toplamli olmayan (bimatris oyunlar1) oyunlari analiz etmenin ¢ok daha iyi
bir yolunu bulmustur. Nash, herhangi bir stratejik etkilesimde, bir oyuncunun en iyi
seciminin (hamlesinin), diger oyuncularin ne yapacaklarina dair inancina tamamen bagl
oldugunu farketmistir. Nash, her oyuncunun diger oyuncularin yapabilecegi hamle
seceneklerine bakarak en uygun hamleyi sectigi duruma bakilmasini 6nermistir. Bu da
Nash Dengesi olarak tanimlanir. Nash 1951 yilinda yayimlanan “Non-Cooperative Games”

b

baslikli makalesinde “Her sonlu oyunun en az bir denge noktasi vardir.” teoremini
ispatlamistir. Karma stratejiler sinifinda denge noktasi ilk olarak Oskar Morgenstern ve
John von Neumann’in 1944 yilinda yayinlanan, “The Theory of Games and Economic
Behaviour” adli kitabinda tanimlanmistir. Ayni ¢alismada denge noktasinin varligi da
gosterilmistir. Fakat, denge noktasini her oyun i¢in ilk olarak tanimlayan ve varligini
gosteren John Nash’dir (Nash, 1951).

Teorinin temeli, farkli davranig bigimlerinin ortaya ¢ikacak sonucu nasil etkileyecegi
sorusuyla atilmigtir. Oyun teorisinin gelismesi 2. Diinya Savasi sonrasi yillarina denk
gelmektedir. Soguk savas doneminde oyun teorisi askeri stratejileri belirlemede ve karar
alma noktasinda uygulanmistir. Teorinin sekillenmesi ile birlikte kamuoyu arastirma
sirketlerinin basindaki bilim adamlar1 bu teorinin sadece doga bilimleri ile degil, sosyal

olaylar ile de ilgili oldugunu kesfetmislerdir. Sosyal bilimlerde (en fazla ekonomide olmak
tizere), biyolojide, miihendislikte, politik bilimlerde, bilgisayar bilimlerinde (temel olarak



yapay zeka calismalari iizerinde) ve felsefede uygulama alan1 bulmustur. Giiniimiizde oyun
teorisi 20. Yiizyilin en 6nemli bilimsel basarilarindan biri olarak kabul edilmektedir.

Oyun teorisinde oyunlar sans oyunlar1 ve strateji oyunlari olarak ikiye ayrilir. Sans
oyunlar1 dogaya kars1 oynanan tek kisilik oyunlardir. Bu tiir oyunlarda oyuncu sonuglari
kontrol edemez. Strateji oyunlar1 ise iki ya da daha fazla oyuncudan olusur. Strateji
oyunlar1 oyuncu sayisina, strateji sayisina, oyunun sonucuna, oyuncularin sahip oldugu
bilgiye ve zamana gore guruplandirilmaktadir. Oyuncularin sayisina gore, iki kisilik, ii¢
kisilik vs. biciminde siniflandirilabilir. Strateji sayisina gore ise, oyunculardan her ikisinin
stratejilerinin kiimesi sonlu ise oyuna sonlu oyun, sonsuz ise oyuna Sonsuz oyun ve
herhangi bir oyuncunun stratejilerinin kiimesi sonlu diger oyuncunun stratejilerinin kiimesi
sonsuz oldugu durumda oyun yar1 sonsuz oyun olarak adlandirilmaktadir.

Strateji oyunlari oyunun sonucuna gore, sifir toplamli veya sifir toplamli olmayan
oyunlar olmak tizere ikiye ayrilir. Sifir toplamli oyunlarda oyunculardan birinin kazanci
digerinin kaybina esittir. Sifir toplamli olmayan oyunlarda oyunculardan birinin kazanci
digerinin kaybina esit degildir. Boyle bir oyunda oyunculardan biri kazanirken digerinin
kaybetme zorunlulugu yoktur. Her bir oyuncu oyun sonunda kaybedebilir de kazanabilir
de. Oyuncularin sahip olduklar1 bilgi acisindan ise, eger oyundaki oyuncular oyunun
gecmis her anini biliyor ise bu dzellikteki bir oyuna tam bilgiye dayali oyun denir. Ornegin
satran¢ tam bilgili bir oyundur. Eger oyun hakkinda oyuncularm bir kismi diger
oyuncularin sahip olmadig1 bir bilgiye sahip ise bu 6zellikteki oyuna tam bilgili olmayan
oyun denir. Boyle oyunlar ¢ok adimli oyunlar baslig1 altinda pozisyonlu oyunlar sinifinda
yer almaktadir. Pozisyonlu oyunlar ve ¢oziimleri ile ilgili detayli caligma Kolobaskina
(2011) tarafindan yapilmistir. Oyunlar zaman faktoriine gore statik ve dinamik oyunlar
olmak iizere ikiye ayrilir. Statik oyunlar belli bir zaman dilimi igerisinde tiim kararlarin
ayni anda alindig1 oyunlardir. Dinamik oyunlar ise kararlarin belli bir sekilde pesi sira
alindig1 oyunlardir.

Matris oyunlart ile ilgili incelenen c¢aligmalarda aralik matrisleri gézoniine alinarak
bazi sonuglar elde edilmistir. Aralik analizi ile ilgili en kapsamli ¢alisma Moore (1979)
tarafindan yapilmistir. Burada aralik sayilarm siralanmasi énem tagimaktadir. Ik olarak
Moore (1979) ayrik araliklarin siralanmasi iizerine, reel sayilarin siralama bagintisini
genellestirerek benzer bir siralama bagintis1 vermistir. Daha sonra Ishibuchi ve Tanaka
(1990) ayrik olmayan araliklar igin farkli iki kismi siralama bagintist tanimlamiglardir.
Ayrica Sengupta ve ark. (1997), Sengupta ve Pal (2000) uygunluk fonksiyonu adini

verdikleri bir fonksiyon yardimiyla aralik sayilarin siralanmasi iizerine ¢alisma



yapmuglardir. Aralik matris oyunlarina, en genel anlamda getiri matrisi aralik sayilari
oldugundan aralik 6demeli oyunlar da denir. Aralik matris oyunlarin ¢éziimii ig¢in Li ve
ark. (2010) aralik programlama modelleri, Li (2011) Lexicographic metod iizerine
caligmalar yapmustir.

Tezin ilk boliminde oyun kurammmin ne oldugundan ve oyun teorisinin
matematikteki yerinden bahsettikten sonra ikinci boliimde, iki kisilik sifir toplamli sonlu
oyunlar yani matrsi oyunlar1 i¢in temel kavram, tanim ve teoremler verilmistir.
Oyuncularin mecvut stratejilerini nasil kullanacagma dair maxmin-minmax Kriteri
verilerek, bir matris oyunun piir stratejiler sinifinda her zaman oyun degeri olmadigi
gozoniinde bulundurularak karma stratejiler tanimlanmistir. Karma stratejiler sinifinda
matris oyunun her zaman oyun degerinin var oldugu vurgulanmistir. Daha sonra optimal
stratejiler tanimlanarak oyun degerinin bazi 6zellikleri incelenmistir ve piir stratejilerde
baskinlik kavramindan bahsedilmistir.

Ugiincii boliimde, bilinen klasik matris yerine elemanlar araliklar olan matrisler ele
alinarak aralik analizi ile ilgili baz1 6zellikler aragtirilmigtir. Daha sonra aralik matris
oyunlar1 ele alinmis ve matris oyunlarinin bazi ¢6ziim yontemleri aralik matris oyunlarinin
¢Ozlimleri i¢in uygulanarak sonuglar elde edilmistir. Boliimiin son kisminda ise, aralik
matris oyunlarin ¢6ziimii i¢in kullanilan aralik lineer programlama modeli olan
Lexicographic metod incelenmistir.

Dérdiincii boliimde, iki Kisilik sifir toplamli olmayan sonlu oyunlar sinifinda yer alan
bimatris oyunlari ele alinmistir. Bimatris oyunlarin ¢oziimleri ig¢in analitik ve grafik
yontemler kullanilmistir. Denge stratejileri kavramindan ve varligindan bahsedilerek,
bimatris oyunlarinda en az bir denge ikilisinin var oldugu vurgulanmistir. Nash dengesi
olarak adlandirilan bu denge ikilisini bulmada etkili analitik bir yontem olan Lemke-
Howson algoritmast kullanilarak, Orneklerle desteklenmistir. Bimatris oyunlarinda
baskinlik kavramindan bahsedilmistir. Bolimiin sonunda aralik bimatris oyunu ele
alinarak, bu tiir oyunlarin ¢6ziimii i¢in Lemke-Howson algoritmasi uyarlanmustir.

Besinci boliimde, ¢ok adimli oyunlardan pozisyonlu oyunlar ve diferensiyel oyunlar
ele almarak incelenmistir. Pozisyonlu oyunlarda oyuncularin yaptiklart hamleler
sonucunda elde ettikleri getiri matrisinin oyun agact yardimiyla elde edildigi ortaya
konmustur. Bu tiir oyunlarin 6zelliginin graflarla ifade edilebilmesi oldugu vurgulanmis ve
orneklerle desteklenmistir. Getiri matrisin elemanlar1 araliklar alinarak aralik pozisyonlu
oyun olusturulmustur. Bu durumda elde edilen aralik pozisyonlu bir oyunun ¢dziimiinde,

aralik matris oyunlarinin ¢6ziimii i¢in kullanilan aralik lineer programlama yontemi olan



Lexicographic Method uygulanarak bazi sonuglara ulagilmistir. Boliimiin diger kisminda
ise dinamik oyunlar teorisinden, diferensiyel oyunlar teorisinin bazi temel yapilar1 ve
sonuglar1 verilmistir. Boliimiin sonunda ise, diferensiyel oyunlarda yer alan fonksiyon
Boolean fonksiyonu ile degistirilerek, klasik tiirev yerine Boolean fonksiyonun tiirevi

uygulanarak yeni bir yaklagim onerilmistir.



BOLUM 2
TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde (Ahlatgioglu ve Tiryaki, 1998; Guseinov ve Ark., 2012; Neumann ve
Mongenstern, 1967; Morris, 1994; Owen, 1995) calismalarindan yararlanilarak, matris
oyunlarin alt yapisint olusturmada kullanilan gerekli temel tanim, kavram ve teoremler
verilecektir.

Tamm 2.1. Miicadele igeren herhangi bir olaya oyun denir.

Tanim 2.2. Oyunu kazanmak ic¢in calisan birey ya da gruplara oyuncu denir.
Oyuncular sirastyla I, 11, IIL, IV, V,... vs bi¢iminde gosterilir.

Tanmim 2.3. Oyunun herhangi bir asamasinda olusan duruma pozisyon denir.

Tammm 2.4. Oyuncularin oyun esnasindaki olusabilecek tiim pozisyonlar igin
alabilecegi kararlara strateji denir.

Oyun siirecinde her oyuncu kendi stratejisini uygulayarak oyunu bitirmek zorundadir
ve oyun bittiginde, her oyuncu kendi kullandigi ve diger oyuncularin kullandig
stratejilerin karsilig1 olarak belli bir kazang elde eder. Bu kazan¢ matris oyunlarinda gergel
bir sayidir ve bu sayiya oyuncunun getirisi (kazanci) denir.

Bir i oyuncusunun stratejiler kiimesi S; ile gosterilsin. Oyunun her agamasinda i
oyuncusu s; € S; stratejisi ile oynasin. Her bir oyuncu birer stratejisini oynadiginda
(81,52, ..., Sy) bigiminde bir durum ortaya ¢ikar. Bu sekilde tanimlanmis tiim durumlar

S=85X85X%X.X85,
bigiminde tanimlanan § kiimesi ile gosterilir. O halde, i oyuncusunun kazanglarini
belirleyen 6deme fonksiyonu
;S ->R
(S1, 5 Sn) = 9i(s)
bi¢giminde tanimlanir.

Tamm 2.5. Her bir katilimcimin maksimum kazanca ulagsma hedefi i¢inde oldugu
oyunlara ortaksiz oyun denir.

Her i € I i¢in S;, 1. oyuncu i¢in strateji kiimesi ve ¢; 6deme fonksiyonu olmak iizere
ortaksiz bir oyun

=, {Si}ier {pi()}ier)

ile ifade edilir.



Tamim 2.6. Her s € § i¢in Y;¢; @i (s) = 0 esitligini saglayan I' ortaksiz oyununa
sifir toplamli oyun denir.

Tamm 2.7. iki kisilik sifir toplamli ortaksiz oyununa muhalif (antogonastic) oyun
denir.

Tammm 2.8. Iki kisilik sifir toplamli bir oyunda oyuncularin getirileri matris ile
veriliyorsa boyle oyunlara matris oyunu denir.

Tamim 2.9. [. oyuncunun n tane (I,1,, ..., I,) stratejisi, II. oyuncunun m tane
(114, 11,, ..., I1,,) stratejisi olsun. Matrisin satirlarina I. oyuncunun stratejileri, siitunlarina
da I1. oyuncunun stratejileri yazilirsa, elde edilen nxm lik matrise getiri matrisi denir.

[. oyuncunun n tane, /1. oyuncunun m tane plir stratejisi olmasi halinde getiri

matrisi
111 112 it IIm
L a1 Q12 - Qim
12 a21 azz a2m
In an1 an2 v Qpm

bi¢iminde ifade edilir.

Oyunda I. oyuncu i. satir1 secerek I; stratejisiyle, I1. oyuncu j. sutunu secerek I1;
stratejisiyle oynarsa i. satir ve j. sutunun kesisimindeki a;; elemani I. oyuncunun getirisini
gosterir. Buna karsilik, I1. oyuncunun getirisi, oyun sifir toplamli oldugundan —a;; olarak
ifade edilir. I. oyuncunun getiri matrisi A olmak tizere, I1. oyuncunun getiri matrisi - A ile
ifade edilmektedir. Bundan dolayi, iki kisilik sifir toplamli sonlu oyunlarda oyunculardan
birinin kazanci digerinin kaybina esit oldugu i¢in tez boyunca I. oyuncunun getirilerine
gore diizenlenmis matris kullanilacaktir.

Tamm 2.10. Bir matris oyununda /. oyuncunun I; piir stratejisi ve I1. oyuncunun I1;
plir stratejisi ile oynadiginda ortaya ¢ikan a;; elemani, matriste bulundugu satirin en kiigiik,
siitunun en biiyiik elemani ise bu durumda a;; elemanina denge noktas: denir.

Tanima gore i=1,2,..,n,j=12,..,m icin a;;+ < a;;+ < a;+; esitsizligini
saglayan (Il-*, I I]) durumuna uygun matris eleman1 bir denge noktasidir. Denge noktasini
veren stratejiler, en iyi sonucu belirlediginden oyuncularin kendileri i¢in segtikleri en 1yi
stratejiler olacaktir. Denge durumunda ortaya ¢ikan bu deger I. oyuncunun ulagabilecegi en

yiiksek getiriyi, I1. oyuncunun ulasabilecegi en diisiik kayb1 gosterir.



2.1. Maxmin ve Minmax Kriteri

A matrisinin i. satirt A;, j. siitunu A; ile gosterilsin. i satir, j siitun numarasi olmak
tizere (i,j) ikilisi ile I. oyuncunun [;, I1. oyuncunun [II; stratejisi ile oynadiginda elde
edilen (I;,11;) ikilisi aym ifadelerdir ve bu ifadeler matris oyununda bir durum
belirtmektedir.

Her oyunda oldugu gibi matris oyunlarinda da oyuncular sahip olduklari stratejileri
kullanarak kazanglarini yani getirilerini maksimallestirmeye ¢alismaktadir. Bu durumda, 1.
oyuncu i. satirdaki I; piir stratejisini segmis olsun. Buna karsilik I1. oyuncu, I. oyuncunun
kazanglarin1 azaltmak amaciyla i. satirdaki

a;i* =  min a;;
U j=12..m Y

olacak bigimde II;+ piir stratejisini secer. Bu da II. oyuncunun secebilecedi en iyi strateji
olur. I. oyuncunun amaci getirisini maksimallestirmek oldugundan j* siitunundaki en
biiylik elemanin bulundugu satir1 sececektir. Dolayisiyla,

max ~min_ a;j = min_a;; (i=12,..,nj=12,..,m)
i=1,2,..,nj=12,.,m j=1,2,..,m

olacak bigcimde I; stratejisi I. oyuncunun secebilecegi en iyi strateji olur.
Benzer olarak, /1. oyuncu j. siitundaki /I; piir stratejisini segmis olsun. Buna karsilik
1. oyuncu II. oyuncunun kaybini arttirmak amaciyla j. stitundaki

ap; = max a;;
Yi=12n Y

olacak bi¢imde I;+ piir stratejisini secer. Bu da I. oyuncunun secebilecegi en iyi strateji
olur. I1. oyuncunun amaci getirileri minimallestirmek oldugundan, I1. oyuncunun en iyi
stratejisi

min  max a;; = max a;- (i=1.2,..,n;j=12,..,m)
j=12,..mi=1.2,.,n i=1,2,..n

esitligini saglayacak [+ piir stratejisidir. Bu ifadeler asagidaki sematik yapr ile

gosterilebilir.

a1 aqz e Aum — mlnj alj

aoq ayo e Qom — mlnj azj

an1 QApz2 ... Apm — min]- Apj
R N

max; a;q max; iy *+* Max; Aym



Teorem 2.1.1. X X Y {izerinde taniml1 herhangi bir f(x, y) fonksiyonu i¢in

sup inf f(x,y) < inf sup f(x,y)

x€X yey yEY x€X
dir.

Ispat. Vx € X ve Vy €Y icin f(x,¥) < supyex f(x,y) dir. Esitsizligin her iki
tarafina infimum uygularsak

inf f(x,y) < inf sup f(x,y)

yEeY YEY x€X

elde ederiz. Dolayisiyla buradan da

sup inf f(x,y) < inf sup f(x,y)

X€X yey YEY x€X
esitsizligi elde edilir.

Sonu¢ 2.1.2. Eger f fonksiyonu supremum (iist sinirlarinin en kiigiigii) ve infimum
(alt sinirlarinin en biiytigli) degerlerine tanim kiimesi tizerinde ulasirsa bu taktirde

<
max r;lel;l fey) T;lm max f (x,y)

esitsizligi elde edilir.
Tamim 2.1.3. Getiri matrisi nxm boyutlu bir oyunda

V., = max min aU
i=1,2,..,nj=1,2,.

sayisina oyunun alt degeri,

Vy= min max a;
j=12,..mi=1,2,.,n

sayisina oyunun iist degeri denir.

Eger

ise V sayisina oyun degeri denir.
Teorem 2.1.4. I. oyuncunun kazanglarinin alt sinir1, /1. oyuncunun kayiplarinin st
siirindan biiyiik degildir. Yani V; < V; dur.

Ispat. . ve II. oyuncularin sirastyla keyfi stratejileri I; ve I1; olsun. Bu durumda

min a;;<a;G=1,...,mi=1,..,n)
j=1.2,..m

olur. Bu ifade keyfi i i¢in saglandigindan her iki tarafi i ye gére maksimize edersek

max min a;; < max a;;
i j i

elde edilir. Son esitsizlik de keyfi j i¢in yazildigindan her j i¢in

maxmin a;; < minmax a;;
i j ] l

olur. Sonug olarak V; < Vj; elde edilmis olur.



Not 2.1.5. Matris oyununda V,, degeri I. oyuncunun kazanglarinin alt degerini, Vy,
degeri ise II. oyuncunun Kayiplarinin ist degerini ifade etmektedir. Yani, V; alt degeri
kotiilerin en 1yisi, Vy; list degeri de iyilerin en kotiisti olarak adlandirilir. Her zaman iyilerin
en kotiisti daha iyidir.

Tanim 2.1.6.

min a;+j = maxmina;; =V,
J L

kosulunu saglayan [;+ stratejisine I. Oyuncunun optimal piir stratejisi denir.

max a;j~ = minmax a;; = Vy
i j i

kosulunu saglayan I1;- stratejisine /1. oyuncunun optimal piir stratejisi denir.

Ornek 2.1.7.
1 2 -1 3 4
3 1 1 2 -2
3 4 2 2 5

5 -3 1 4 -2

matrisi ile verilen oyunda oyuncularin optimal stratejilerini ve oyun degerini bulunuz.

Coziim. min; a;;
1 2 -1 3 417 — -1
g éli % % _52 :)) _g max; min; a;; = 2
5 -3 1 4 -2 —-3
N
max;a;; 5 4 2 4 5

min; max; a;; = 2
max; min; a;; = min; max; a;; = 2 dir. Satirdaki en kiigiik eleman ayn1 zamanda
stitundaki en biiylik eleman oldugundan as; =2 elemanmi denge noktasidir. (I3,113)
optimal strateji ¢iftidir. Bu durumda piir stratejilerde oyun degeri V = 2 dir.

Ornek 2.1.8. Canakkale’de dért ayr1 bolgede, A ve B gibi iki kisi fitness center
acmak i¢in girisimde bulunmuslardir. Asagidaki diagram I, 11, 1l ve IV bolgelerindeki
potansiyel iiye sayisin1 ve bolgeler arast mesafeleri (1 km, 2 km,...,6 km) gostermektedir.
A kisisi, B kisisine gére daha 1yi isim yapmus bir trainer dir ve bundan dolay1 A kisisinin
acacagi salon rakip salona gore,

yakin mesafedeki tiyelerin % 80 ini
esit uzakliktaki tiyelerin % 60 1n1

uzakta olan tiyelerin ise % 40 1n1



almaktadir ve geri kalan {iyeler B kisisinin agacagi salona kayit yaptirmaktadir. Her iki
trainer 1n da amaci daha fazla {iye almak oldugundan, A ve B kisileri fitness center larini

hangi bolgeye agmalidirlar?

40 6 20
! [
2
5 | * 3
\% 1l
1
10 30

Sekil 2.1. Fitness Center 6rnegi bolgeler arasi mesafeler ve potansiyel liye sayilar

Coziim. A trainer 1n fitness center 1n1 i bolgesine kurma stratejisi 4;, { = 1,2,3,4 ve
B trainer 1n da j bolgesine kurma stratejisi B}, j = 1,2,3,4 olsun. (4;, B;) durumunda A nin
kazanacag1 miisteri sayilar1 cinsinden getiri matrisi soyle olusturulur:

(A4, B;) durumunda A kisisi 1. bolgeye, B kisisi de 1. bolgeye fitness center larini

a¢gmis olsunlar. Bu durumda,

(A, By) = OE”O +30-0 +101—00=60

(A1,32)=40—+20—+30 +101—00=56

(A2, By) =405+ 2024302+ 10— = 64
100 100 100

olur ve benzer bi¢imde diger bilesenler de bulunarak getiri matrisi asagidaki bi¢imde
olusturulur.
By B, B; By
A1 [60 56 56 62
A; |64 60 52 60

A; |64 68 60 68
A, |58 60 52 60

Elde edilen matriste satirca en kiigiik, siitunca en biiylik eleman 3. satir 3. siitun
elemanidir. A ve B Kkisileri i¢in en iyi strateji ikilisi (45, B3) dir. Bu durumda oyun degeri
V = 60 olarak elde edilir. Yani her iki trainer da fitness center larmi 3. bolgeye

agmalidirlar.
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Matris oyunlarinda her iki oyuncunun da kendi stratejileri ve rakibin stratejileri
dogrultusunda kazancini maksimize edecek sekilde rasyonel olarak hareket ettikleri kabul
edilmektedir.

Ornek 2.1.9.

1. oyuncunun stratejileri {(1,1), (1,2),(2,1),(2,2)}

I11. oyuncunun stratejileri {(1, 1), (1,2),(2,1),(2,2)}
olmak tzere sirali ikililerin ilki agilan parmak sayisini, ikincisi sdylenen sayiyi
gostermektedir. Karsilikl iki kisilik oynanan bu oyunda her iki oyuncu da agilan parmak
sayisini bilemezse sifir puan, her iki oyuncu da agilan parmak sayisini bilirse yine sifir
puan almaktadir. Ancak oyunculardan yalniz biri bilirse, bilen oyuncu her iki oyuncunun
actig1 parmak sayisi toplami kadar puan alacaktir. Bu durumda parmak oyunun getiri
matrisini olusturunuz.

Coziim. I. oyuncu ilk I; = (1,1) stratejisini uygulasin, buna kars1 I1. oyuncu ilk
11, = (1, 1) stratejisini uygulasin. Bu durumda her iki oyuncu igin de agilan parmak sayisi
bir ve sdylenen say1 da birdir, yani her ikisi de bildigi i¢in getiri sifirdir. Yani, a;; = 0 dir.

I.oyuncu I; = (1,1) ile I1. oyuncu I, = (1, 2) stratejisi ile oynasin. Bu durumda
I. oyuncu agilan parmak sayisina dogru cevap verirken, I1. oyuncu yanlig cevap vermistir.
Bu durumda I. oyuncu agilan parmak sayisi kadar kazang elde eder. Dolayisiyla toplam
puani 2 olur. Yani, a;, =1+ 1 = 2 dir. Benzer bicimde devam edilerek getiri matrisi
asagidaki bigimde olusturulur.
I, I, 13 Il
L ro 2 -3 0
-2 0 0 4

L, |3 0o o0 -4
, Lo =3 4 o

Getiri matrisi elde edilen matris oyunu i¢in minmaxlar1 olusturalim.

max min aij=max{ min a;;, min a,;, min asj, min a4j}
i=1,2,3,4 j=1,2,3,4 j=1,2,3,4 j=1,2,3,4 j=1,2,3,4 j=1,2,3,4

= max{-3,—2,—4,—-3} = -2

ax a;;, min a;, min a;z, min ai4}
1,2,3 [ i

min max a;; =min
[ =1,2,3,4 i=1,2,3,4

j=1,2,3,4i=1.234 {l= 2,34 i=1,2,34
=min{3,2,4,4} = 2
olarak bulunur. Yani, max;—1; 34 MiNj_1 334 Q;j # MiNj_q 534 MAX;=1 7 34 a;; dir. Bu ise
matris oyunun piir stratejiler sinifinda bir denge noktasi yani oyun degeri olmadigini
gosterir. Oyun degerinin olmamast matris oyununun piir stratejilerde bir ¢ozlimiiniin

olmadig1 anlamina gelir.
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2.2. Karma Stratejiler

Degerleri bir oyuncunun stratejilerini oynama olasiliklarini gésteren rassal degiskene
oyuncunun bir karma stratejisi denir. Buna gore oyuncunun karma stratejisi, onun orjinal
stratejilerini segme olasiliklar1 olarak tanimlanabilir. Eger oyuncu bir stratejisini 1
olasilikla segerse, gercekte sadece bir stratejisini segmis demektir. Boylece her bir strateji
ayni zamanda bir karma strateji olarak da degerlendirilebilir. Karma stratejiler sinifinda tek
olarak oynanabilen bu tip stratejilere piir stratejiler denir.

Tamm 2.2.1. ki kisilik sifir toplaml1 bir oyunu ele alalim. 1. oyuncunun Iy, I, ..., I,
biciminde n tane piir stratejisi ve II. oyuncunun [II,I1,, ...,1I,, biciminde m tane piir
stratejisi olsun. Keyfi i = 1,2,...,n igin x; > 0 ve X', x; = 1 olacak bi¢imde n boyutlu
x = (xq,x5, ..., x,) vektoriine I. oyuncunun karma stratejisi ve keyfi j = 1,2, ...,m igin
y; =0 ve ¥jL;y; =1 olacak bigimde m boyutlu y = (y1,¥3, ..., ¥m) vektoriine II.
oyuncunun karma stratejisi denir.

I. oyuncunun karma stratejileri kiimesi

n
X, = {x = (xq, x5, ...,xn):in =1x; 2> 0}
i=1

ile I1. oyuncunun karma stratejileri kiimesi

m
Ym =3y = nY2 ---,ym)=2yj =1y; =20
=1

ile gosterilir.

Getiri matrisi
a1 Q12 A1m
A= az1 a:22 dam
An1 Qnz ... Anm

olan bir oyunda I. oyuncu x karma stratejisi ve II. oyuncu keyfi II; piir stratejisini

sectiginde 1. oyuncunun beklenen getirisi

n
H(x,II]) = le-aij,j = 1,2,...,m
i=1

olur. Benzer bigimde I. oyuncu keyfi I; piir stratejisi ve II. oyuncu y karma stratejisini

sectiginde 1. oyuncunun beklenen getirisi

m

H(;,y) = Zai]‘y]‘,i =1,2,..,n

j=1
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olur. Dolayisiyla, I. oyuncu X, II. oyuncu y karma stratejisini sectiginde I. oyuncunun

beklenen getirisi

m
=1

n
H(x,y) = 2 2 XiQijy;
i=1

]

olarak bulunur. S6z konusu ifadenin matris formu

a;; Q12 . Ay V1
a a . a y
_ T _ 21 22 2m 2
H(x,y) = xAy" = (x1 x5 ... Xp) : : . : :
an1 an2 v Qpm Ym

bi¢iminde gosterilir ve sonucu bir reel degerdir.
V1
Burada yT vektorii, yT = y:Z Y = (y1,¥2, e, Ym) € Yy, vektoriiniin transpozesidir.
Ym

Tamm 2.2.2.Vx € X, veVy €Y, i¢cin
xAy*"T < x*Ay*T < x*AyT

olacak bicimde (x*,y*) ikilisine karma stratejiler sinifinda eyer noktast veya denge
durumu denir.

Denge durumuna ulasilmasini saglayan x* ve y* stratejilerine denge stratejileri denir.

Teorem 2.2.3. I. oyuncunun karma stratejilerinin kiimesi X,,, /1. oyuncunun karma
stratejilerinin kiimesi Y,,, olsun. Bu durumda X,, ve Y,,, kiimeleri kompakt ve konvekstir.

Ispat. X,, ve Y,, kiimelerinin kompakt olmasi i¢in kapali ve smrli olmasi
gerekmektedir. X,, ¢ R™ kiimesinin kompkat oldugunu gosterelim. Once X,, kiimesinin
sinirlt olmasini inceleyelim.

R™ uzayinda x = (xq, X5, ...,x,) € R™ olsun. Bir u > 0 sayis1 ||x|| < u olacak
bi¢imde bulunabiliyorsa, X sinirli bir kiimedir. Bu durumda keyfi x = (x4, x5, ..., x;,) € R"

alalim. Bu durumda, i = 1,2, ..., nigin x; > 0 ve };i-; x; = 1 oldugundan
n
[[]| =\/xf +x5 o+ x2<x +x+ -+ x, =zxi =1
i=1

olur. Dolayisiyla, keyfi x € X,, i¢in ||x|| < 1 elde edilir. O halde, X,, kiimesi sinirlidir.

Simdi X,, kiimesinin kapali oldugunu gosterelim. Bunun i¢in X, kiimesinden bir dizi

alalim. Yani, keyfi k = 1,2, ... igin
x®) = (xgk),xgk), ...,x,(lk)) € X,

olacak bigimde (x(k)) dizisini alalim.
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llm x(k) = x(*)

k—o0

olsun. Bu durumda x® = ( i*),xg ), e, X £ )) € X,, oldugu gosterelim.

limy e x® = x™ oldugundan keyfi i = 1,2,...,n icin x(k) xi(*) olur. k - oo

k) _

iken x; x oldugundan x{” = 0 olur.

Benzer bigimde x®) = (xfk),xgk), v X (k)) € X,, oldugundan )} 1x(k) = 1 dir. Her

)

k =1,2,..icin k - oo iken x(k l* oldugundan

n
S

i=1
olur. Yani, x® = (x, %7, ., x$?) e X, olur. Bu durumda X, kiimesi kapahdir.
X, kapali ve sinirlt oldugundan kompakttir.

Simdi ise X,, kiimesinin konveks kiime oldugunu gosterelim.
Keyfi x® = (xil),xgl), ...,x,(ll) ), x3 = (xiz)’xgz)' e, X (2) ) € X,, alalm.
A1 €[0,1] olsun. Ax® + (1 — )x@ € X, oldugunu gostermemiz yeterlidir.
2x® + (1 - D)x®@ = A(xil),xgl), ...,x,(ll)) +(1- A)(xiz),xgz), ...,x,(LZ))
= (Axfl),/lxél), ...,Ax,sl)) + ((1 A)x(Z) 1- A)x(z) e, (1= A)x,(f))
= (” + 1 = D, 22" + (1= Dx?, o, 2xP + (1 - D)
olur. Ayrica xM,x® € X, (i = 1,2, ...,n) oldugu igin
(1) xi(l),xi(z) > 0 dir. Dolayisiyla keyfii = 1,2, ...,n igin
P+ 1-px? =0
esitsizligi saglanir.

(i) X7, x™ = 1,37, x? = 1 dir. O halde,

n

n
D+ -] = AZ x4 A-0Y P =1+ - =1
i=1 i=1

i=1
olur. (i) ve (ii) den Ax® + (1 — Dx® € X,, olur. Dolaysiyla, X,, kiimesi konvekstir.
Benzer bi¢imde Y, kiimesinin de kompakt ve konveks kiime oldugu sdylenebilir
(Guseinov ve ark., 2012).

Tamm 2.2.4. x ve y sirasiyla I. ve I1. oyuncunun karma stratejileri olsun.

VM =maxmmH(x y)
X€EXn YEYm

sayisina karma stratejiler sinifinda oyunun alt degeri,
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VY = minmax H(x,y)
VEYm XEXp

sayisina ise karma stratejiler sinifinda oyunun iist degeri denir. Eger
v =vil=v
ise oyunun degeri vardir ve v sayisina oyun degeri denir.
Teorem 2.2.5. (J. von Neumann) iki kisilik sifir toplaml1 sonlu oyunun karma
stratejiler sinifinda her zaman degeri vardir. Yani
VM =vll=v
dir.
Tamim 2.2.6. v oyun degeri olmak {izere

min H(x* = max min H(x =y
yEYy, (") XEXy, VEYym (y)

olacak bicimde x* € X, stratejisine I. oyuncunun optimal stratejisi,
max H(x,y*) = ;’;éﬁ may H(x,y) =v

olacak bicimde y* € Y,, stratejisine ise /1. oyuncunun optimal stratejisi denir.

x* € X, I. oyuncunun optimal stratejisi, y* € Y, II. oyuncunun optimal stratejisi ve
v oyun degeri olmak tizere (x*, y*, v) ligliisiine oyunun ¢6ziimii denir.

Teorem 2.2.7. Iki kisilik sifir toplamli sonlu oyunun her zaman ¢6ziimii vardir.

Ispat. Teorem 2.2.5 geregi iki kisilik sifir toplamli sonlu oyunun karma stratejiler
sinifinda her zaman oyun degeri var oldugundan

max min H(x = minmax H(x =v
XEXpn YEYm ( ,}I) YEYm XEX, ( ,Y)

olur. X;, ¢ R",Y,, € R™ kompakt ve H: X,, X ¥, — R fonksiyonu (x,y) ye gore siirekli
oldugundan

f(x) = minyey, H(x,y) ve g(y) = maxyex, H(x,y)
olacak bi¢imde f:X,, — R ve g:YV,, — R fonksiyonlar1 siireklidir. O halde X, c R"
kompakt kiime, f(x) = minyey, H(x,y) olacak bicimde f:X, — R fonksiyonu siirekli
oldugundan

min H(x* = max min H(x
YEYm ( ,}I) XEXp YEYm ( ,)7)

olacak bicimde x* € X,, vardir. Dolayisiyla optimal strateji tanimi geregi x* € X, stratejisi
I. oyuncunun optimal stratejisi olur.

Benzer bicimde, Y, € R™ kompakt kiime ve g(y) = max,ey, H(x,y) olacak
bicimde g:Y,,, — R fonksiyonu siirekli oldugundan

max H(x,y*) = min max H(x
XEXn ( ,}/) YEYm X€EXn ( ’Y)
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olacak bi¢cimde bir y* €Y, vardir. Dolayisiyla optimal strateji tanimi geregi y* € Y,,
stratejisi /1. oyuncunun optimal stratejisi olur ve v oyun degeri oldugundan (x*,y",v)
ticliisti oyunun ¢6ziimii olur.

Teorem 2.2.8. (x*, y*, v) lg¢liisliniin oyunun ¢6ziimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

keyfiy € Y,, icin H(x*,y ) = v,
keyfi x € X,, icin H(x,y*) < v
olmasidir.

Tammm 2.2.9. [. oyuncunun optimal karma stratejisi x = (xq,x5, ..., x,), II.
oyuncunun optimal karma stratejisi y = (y4, Y2, ..., V) olmak tizere keyfi i i¢in x; > 0 ve
keyfi j igin y; > 0 olan I; ve II; piir stratejilerine sirastyla 1. ve II. oyuncunun aktif
stratejisi denir.

Teorem 2.2.10. Getiri matrisi (A)nxm olan bir matris oyunun ¢oziimii (x,y,v)
olsun. Eger mevcut piir stratejilerin hepsi aktif ise

() Xt xai =v

(ii) Z;n=1 aijyj =v
esitlikleri saglanir.

Ispat. x;, > 0 olacak bigimde bir k sayis1 var olsun ve Yj=1ax;y; # v olsun.
Oyunun ¢6ziimii (x,y,v) oldugundan y = (y4,¥s, ..., ¥m) II. oyuncunun optimal karma

stratejisidir. Dolayistyla Y72, a;;y; < v dir. Kabuliimiizden

m

z al]y] <v
j=1
olur. Oyunun ¢dziimii (x,y,v) oldugundan v = ¥i_; 'L, x;a;;y; dir. O halde
n m m n
ZZ XiQijyYj = in Zaijyj <zxi(v)=v
i=1j=1 i=1 j=1 i=1

dir. Yani v < v dir. Bu ise bir geliskidir. Dolayisiyla, varsaymimiz Y72, ai;y; # v dogru
degildir.

Diger taraftan Yi_;x;a,; # v olsun. Oyunun ¢6ziimii (x,y,v) oldugundan
x = (xq1,%, ..., Xp) 1. oyuncunun optimal karma stratejisidir. Dolayisiyla, YiL; x;a;; = v

dir. Kabuliimiizden, }}i_; x;a;; > v olur. O halde

zleauy, zyJ.(leal,) zw)-v

j=11i=
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dir yani v < v elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanlistir.

Teorem 2.2.11. Getiri matrisi (A),xm ve oyun degeri v olan bir I' matris oyunu
verilmis olsun. Bu durumda B = (bij) = baij +c¢,b>0i=12,..,nj=12,..,m
getiri matrisli Iz oyununda oyuncularin optimal karma stratejileri ile I matrisinin optimal
karma stratejileri aynidir.

Ispat. (A),,., matrisli I matris oyunu

all alz TR alm
a1 Az * Qam
an1 an2 e Anm

ile ve B = ba;; + c getiri matrisli Iy matris oyunu

ba;; +c¢ bay;+c ... bayy,+c
ba,; +c bay, +c - bay,+c
ba,; +c bay,,+c ... bay,+c

biciminde ifade edilir. Her iki matris oyunu i¢in optimal karma stratejiler ayni, oyun
degerleri farklidir.

x = (X1, X, e, Xp) V&€ V= (V1,V2, ..., V) T Oyununda I. ve II. oyuncunun karma
stratejileri olsun. Benzer sekilde p = (p1, 02, -, Pn) V€ q = (91,92, -, qm) g matris

oyununda oyuncularin karma stratejileri olsun. O halde,

n .
Zi:l ajjx; 2V j = 1,2,..,m

7jn=1 aj;yi<vi=12..,n
n .
ie1bijpi =2 vp,j=12,..,m

Yibiq; <vp,i=12,..,n
son iki esitsizlikte b;; = ba;; + ¢ yazalim. Bu durumda

Yii(baj+c)pi =vg = bl a;p; + c X b = vp
vgp—=C
=yr, a;jp; 2 ——

Yii(bajj+c)q; Svg = bYTLia;q; + c XL q; < vp

m vp—C
= Xje1Qijq; S —p—

olur. Bu ifadelerde
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vp—C
b

=V

olarak alinirsa

n m
Dis1 QP =V, X154 SV

olur. Dolayisiyla,
x = (X1, Xz, e, Xp) = (P1, D2+, Pn) =D
y = (ylﬂyZi ---;ym) = (QI' qz, ---'qm) =q
vg =bv+c

ifadeleri elde edilir.

2.3. Karma Stratejilerde Baskinhk

Oyuncular karma stratejilerin oldugu bir oyunda elde edecekleri getirileri dikkate
alarak baskin stratejilerini bulabilirler. iki kisilik sifir toplaml1 sonlu bir oyunda baskinlik
I. oyuncu i¢in satirlar, II. oyuncu i¢in siitunlar dikkate alinarak yapilir. Baskinlik
uygulanirken, /. oyuncu i¢in kazancim1 maksimizi edecek olan satir1 belirlenir, I1. oyuncu
icin ise kaybimi minimize edecek olan siitun belirlenir. Ayni1 zamanda baskinlik iglemleri
sonunda ele alinan matrisin boyutu kii¢iilmiis olur. Bu durumda bastirilan stratejiler
silindikten sonra oyun sadelesmis olur. Sadelestirilmis oyunun ¢éziimii verilen oyunun da
¢Ozimudiir.

Tamm 2.3.1. Keyfi j =1,2,..,m i¢in a;; = ag; ise I. oyuncunun I; stratejisi I
stratejisine baskindir denir. Bu durumda, I; stratejisine bastirilan strateji denir. Benzer
sekilde, keyfi i = 1,2, ...,n i¢in a; = a;, ise 1. oyuncunun [I, stratejisi I1, stratejisine
baskindir denir. I]}, stratejisine ise bastirilan strateji denir.

. oyuncunun [, stratejisinin I stratejisine baskin oldugu I; > I ile I1. oyuncunun I1,.
stratejisinin 11, stratejisine baskin oldugu ise 11, > 11, ile gosterilir.

Eger 1. oyuncunun [; stratejisi I stratejisine baskin ise I. oyuncu [; stratejisi ile
oynadiginda, /1. oyuncu hangi stratejiyi segerse se¢sin, I. oyuncu I stratejisi ile oynadigi
anda elde ettigi kazanctan daha fazla kazang¢ elde eder. Yani, oyunculardan herhangi biri
baskin stratejileri ile oynarsa bu taktirde diger oyuncunun strateji se¢cimine bagli olmadan
baskin strateji ile elde ettigi kazang daha fazla olacaktir.

Benzer olarak, I1. oyuncunun II,. stratejisi 1, stratejisine baskin ise /1. oyuncu I1,

stratejisi ile oynadiginda, I. oyuncu hangi stratejiyi secerse segsin, I1. oyuncu 11, stratejisi
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ile verecegi kayiptan daha az kayip verir. Bu nedenle II. oyuncunun I, stratejisini
kullanmasina gerek yoktur.
Verilen oyunda bastirilan strateji atildiktan sonra olusan oyuna sadelestirilmis oyun
denir.
Ornek 2.3.2. Getiri matrisi
I, 1,115 11,

L 14103
A="1
[2034]

6 2 1 5
olan bir matris oyununda stratejilerin baskinligini inceleyelim.

Her j = 1,2,3,4 i¢in as; = a;; oldugundan /. oyuncunun I5 stratejisi I stratejisine
baskindir. Yani I3 > I; dir. Bu durumda [; stratejisi elenir ve sadelestirilmis oyunun

matrisi

[2034
6 2 1 5

olur. Benzer bicimde devam edilecek olursa,

Her i = 1,2 i¢in a4 = a;; Ve aj, = a;3 oldugundan [1. oyuncunun [I, ve Il3
stratejileri 11, stratejisine baskindir. Yani, II, > 11, ve Il; > 1l, tiir. Bu durumda 71,
stratejisi elenir ve sadelestirilmis oyunun matrisi

[2 0 3]

6 2 1
olur. Devam edersek ikinci asamada I oyuncu i¢in bir eleme miimkiin degildir ancak II.
oyuncu i¢in her i =1,2 igin a;; = a;, oldugundan II. oyuncunun [, stratejisi Il
stratejisine baskindir. Yani, I1, = I1; dir. Bu durumda [1; stratejisi elenir ve sadelestirilmis

oyunun matrisi
0 3
A =
2 1
olur. Elde edilen son matris incelendiginde stratejilerin baskinligi gériilmemektedir. Bu
durumda siire¢ sona erer. Sadelestirilmis oyunun ¢oziimii verilen oyunun da ¢oziimii

oldugundan A matris oyunun yerine A" matrisin ¢oztiimiiniin bulunmasi oyunun ¢dziimiiniin

bulunmasi i¢in yeterli olacaktir.
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BOLUM 3
ARALIK MATRIS OYUNLARI

Bu boliimde klasik matris oyunlarindaki getiri matrisi yerine elemanlar1 araliklar
olan matrisler ele alinmigtir. Matrisin her bir elemanina karsilik gelen oyuncularin getirileri
yani 6demeleri aralik sayilar1 oldugundan aralik matris oyunlar: olarak adlandirilir. Aralik
matrisleri ile ilgili tanim, teorem ve kavramlar i¢in (Moore, 1979; Sengupta ve Pal, 1997,
2000, 2001) galismalarindan ve aralik matris oyunlar ile ilgili tanim, teorem ve kavramlar
icin (Collins ve Hu, 2008; Nayak ve Pal, 2009; Hu ve ark., 2008) calismalarindan

yararlanilmistir.

3.1. Aralik Sayilari
Aralik sayilari reel sayilarin bir alt kiimesidir ve
A=la,ag]l ={x ERia, <x < ag}
bi¢giminde gosterilir. Burada a;,az€R ve a; < ap dir. Eger a;, = ap ise bu taktirde
A = [a, a] bir reel sayidir. Aralik sayilari igin orta nokta ve genislik kavramlari Sirasiyla

asagidaki bigimde tanimlanmustir.

a,+,ag ag —ay
yW(4) =
2w 2

Aralik sayilarinda temel aritmetik islemleri tamimlayalim. o€ {+,—, *,+} reel

m(A) =

sayilar tizerinde bir ikili islem olsun. Bu durumda

AoB={aobh:a€Abe B}
kapal1 araliklarin kiimesi iizerinde bir ikili islem tanimlar.

A = [a;, ag] ve B = [b;, bg] iki aralik sayis1 ve a € A,b € B olsun. Bu taktirde
iki aralik sayis1 arasindaki temel aritmetik islemler asagidaki bicimde verilir.

A+ B =[a,+ b, ag + bg]

A—B =[a; — bg, ag — b;]

AB = [minS,maxS],S = {a,b;, a;bg, arb;, arbg}

. 1 1 101
= A.(1/B), (B # 0) bigiminde tanimlanir. == {b: (;) € B} = [g, b—L] olmak

= A. (%) = [aL,aR][1 L= [rnin{ﬂ oL IR E},max{ﬂ 2L IR a—R}] dir.

A
B
A
B bR’bL bR’bL’bR’bL bR,bL’bR,bL

uzere

a[aL' aR]; a=0

a € Ricin a4 = ala;, ag] = {a[aR a,], a<0
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3.2. Aralik Sayilarimin Siralanmasi

Aralik matris oyunlarinda araliklarin hangisinin daha biiylik oldugu, daha net bir
ifadeyle iki araligin siralanmasi onemli bir kavramdir. Moore (1979) da iki siralama
bagintisindan bahsetmistir. Bunlardan ilki reel sayilardaki " <" bagintisinin
genellestirilmesi olan

A<B &S ag <b
bagintisidir. Digeri de kiimelerdeki kapsama bagintisinin genellestirilmesi olan

ASB e a,=>b,veay < by
bagintisidir. Verilen her iki bagint1 da aralik sayilarini tam olarak siralamaz. Ancak verilen
aralik sayilar1 ayrik ise o zaman ilk yazilan bagintiya gore siralama yapilabilir, ayrik degil
ise bu durumda verilen bagintilardan ikincisi araliklar1 deger anlaminda siralamaz. Ayrik
olmayan keyfi iki aralik sayisinin siralanmasi Fuzzy mantig ile karsimiza ¢ikmaktadir. Bu
tip bir problemde matris oyunlari, Fuzzy matris oyunlar1 olarak yeniden incelenmistir.
Daha o6nce bununla ilgili Ishibuchi ve Tanaka (1990) farkli iki kismi siralama bagintisi
tanimlamislardir. Bunlardan ilki,

A<,r B A<, BveA#B

A<gp B a, <b,veap < by
digeri

A <,w B e m(A) <m(B)vew(4d) = w(B)

A<,.wBeAZL,wBVveA+B
Bagintisidir. Her iki bagmti da kismi siralama bagimtisidir. Bunun yanisira Sengupta ve
arkadaslar1 (2001), Sengupta ve Pal (2009) da aralik sayilarinin biyiiklik kiictikliik
acisindan karsilastirilmasiyla ilgili olarak uygunluk fonksiyonu kavramini ortaya

cikardilar. Yapilan ¢aligmaya gore uygunluk fonksiyonu
m(B) —m(4)

¢:1 X1 - [0,0)ve p(A <B) =m,

w(4) +w(B) #0

bi¢giminde tanimlanir.
m(B) = m(4) i¢in ¢(A < B) sayisi, B nin A dan biiyiikliigliniin derecesi olarak
tanimlanir. ¢p nin tanimindan

0 m(A) = m(A)
Pp(A<B)={>0,<1 m(A) <m(B)veap > b,
>1 m(A) <m(B)veag < by,

yazilir. Eger,
1. ¢(A < B) = 0 ise kesinlikle A nin B den kiigiik oldugu séylenemez.
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2. 0<¢p(A<B)<1iseA, B den0 ve 1 arasinda bir derece ile kiigliktiir.
3. (A< B) =1 ise A, B den kiigliktiir.
Ornek 3.2.1. A = [-5,—3] ve B = [2, 6] araliklarim siralayalim.

m(A) — aL42—aR — —5+2(—3) — _4’ W(A) — aR;aL — —3—2(—5) — 1
b +br  2+6 br—b,  6-2
mB) === =" =4 wB) === =2

oldugu g6z oniine alinirsa

m(B)-m(A4) _ 4—(-4) _ 8 >1
w(4)+w(B) 1+2 3

$(A<B)=

olur. Dolayisiyla A, B den kiigliktiir.
Ornek 3.2.2. A = [2,8] ve B = [1, 15] araliklarim siralayalim.
m(B) —m(4 3
B)-m) _3 _ o
w(4) +w(B) 10

olur. Dolayisiyla, A, B den 0,3 derecesiyle kiigiiktiir.

$(A<B)=

Simdi ise klasik matriste elemanlarin yerine araliklarin alinmasiyla elde edilen 6zel
bir matris tiirii olan aralik matrisini olusturalim.

Gin 0 Gip
G = | A

(Gij)lsiSm,lsjsn

Gml Gmn

burada G;; ler birer araliktir. Aralik sayilarinda oldugu gibi aralik matrislerinde de genislik

ve orta nokta kavramlarindan bahsedilir.

Gy - Gy [a11,b11]  [@12,b12] =+ [@1n b1al
G = [ n [az1,b21]  [@22,b22] [@2n, b2l
c G : : :
m m [aml' bml] [amz' bmz] [amn' bmn]
bigiminde verilen bir aralik matrisi i¢in m(G) ve w(G) kavramlari
m(Gi1) - m(Gyy) w(Gi1) - w(Gin)
m(G) = w(G) =
m(Gml) m(Gmn) W(Gml) W(Gmn)

bi¢iminde tanimlanir.

G,P € R™™ olsun. m(G) = m(P) ise G ve P matrisleri denktir ve G = P bi¢iminde
gosterilir. Eger 6zel olarak m(G) = m(P) ve w(G) = w(P) sartlar1 saglaniyorsa bu
taktirde G matrisi P matrisine esittir ve G = P ile gosterilir.

Not 3.2.3. m(G) = 0 ise G matrisine sifir aralik matrisi denir ve 0 ile gosterilir. Ozel

olarak m(G) = 0 ve w(G) = 0 ise bu durumda sifir aralik matrisi
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[0,0] [0,0] - [0,0]
bigiminde ifade edilir.
Not 3.2.4. Eger m(G) =1 ise G matrisine birim aralik matrisi denir ve I ile

gosterilir. Ozel olarak m(G) = I ve w(G) = 0 ise bu durumda birim aralik matrisi

(1,1] [0,0] - [0,0]
0,0] [L1] - [0,0]
[0,0] [0,0] - [11]

bi¢iminde ifade edilir.

3.3. Aralik Matris Oyunlari
Aralik matris oyunlar1 elemanlar1 araliklar olan getiri matrisi ile ifade edilmektedir.

Girdileri aralik sayilar olan aralik matris oyunu

511 [@11,b11]  [@12,b12] =+ [@an Din]
G = ] a21,b21 azz:.bzz] [aZn:.bZn]
mn aml' ml amz' bmz] [amn' bmn]

matrisi ile wverilir. I. oyuncu kazancini maksimallestirmeye, II. Oyuncu kaybini
minimallestrimeye calismaktadir. I. oyuncu i. /1. oyuncu j. piir stratejisini segtiklerinde, I.
oyuncu [ai j»bi j] miktar getiri (kazang) elde eder.

X, 1. oyuncunun karma stratejisi ve Y, I1. oyuncunun karma stratejisi olmak {izere
eger oyuncular soz konusu karma stratejileri ile oynadiginda yada bu karma stratejilerini

sectiklerinde I. oyuncu i¢in beklenen deger
m n
HX,Y) = XGYT = z z x; [ayj, by
i=1 j=1

bi¢iminde ifade edilir.

Tamm 3.3.1. V é{[aij, b}t

x{[ai j» by j]} minimakslar1 var ve esit ise yani
i\ i

A
e
J

\/ (}{[au' bij]} =4 ¥{[aij,bij]} = [ai.z. iz
4 ] j

L

ise bu taktirde (i,, j.) durumunda aralik matris oyununun piir stratejiler sinifinda bir denge

noktast vardir iistelik [a; j,, b;, ;.| ifadesine de oyun degeri denir.
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A ve B iki aralik sayist olsun. A ve B aralik sayilarinin maksimumu AV B ile

minimumu A A B ile ifade edilmistir.
Ornek 3.3.2. Getiri matrisi
C = [ [1,3] [5,7]]
[-3,—1] [0,2]
olan aralik matris oyununun denge noktasinin varligini arastiralim.

¥ é{[au» u]} :[1’3]:& x{[aij'bij]}
vt \J

il
oldugundan (I,1I;) durumunda ortaya ¢ikan [1,3] bir denge noktasidir. Bu durumda G

aralik matris oyununun oyun degeri v = [1,3] dir.

Getiri matrisi
G11 [@11, b14] [a12, bs] - [ain, byl
G = ] a21' by4] azzibzz] [azn’_ ban]
G aml' [am2:bmz2] = [@mns bn]

ile verilen aralik matris oyununda /. ve I1. oyuncunun karma strateji kiimeleri sirasiyla

S, = {(xl,xz, v Xm) ERTx; >20,i =1,2,...,m le- = 1}

i=1
Sy =40uYy2 Y EREy; 20,j=12,...,n Zyi =1

biciminde gosterilmektedir.
X, I. oyuncunun karma stratejisi ve Y,Il. oyuncunun karma stratejisi olmak iizere
eger oyuncular bu karma stratejileriyle oynadiklarinda /. oyuncu i¢in beklenen deger
m n
H(X,Y) = XGYT = ZZ xi[aij, bijly
i=1j=1
bi¢iminde ifade edilir.
m X n lik aralik matris oyununun alt ve {ist degerleri sirasiyla
v = Vxes; Nves, H(X,Y) ve vy = Aves; Vxes, HX,Y)
biciminde ifade edilir.

VM = V! = v ise v ye oyun degeri denir.
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Teorem 3.3.3. Getiri matrisi

Gy - Gy [a11, b11] [@12,bs2] =+ [@1n, b1l
G=1| - - nlz [az1, b21] [az2,b22] Q2 b2nl

G G : : :

™ "™ amy bma] (@2 bzl (@ bl

ile verilen aralik matris oyununda

VA HE I ve AV HE Y]

XeSy | YES ] YES | XES)

ifadeleri vardir ve birbirine esittir.

Tanim 3.3.4.

AHX )=V { A {HEY)}=v

YES| XeSy | YES

olacak bicimde X* € §; stratejisine I. oyuncunun optimal stratejisi

V HXY)= AV HEY)}=v

X€ESy YES | XES|

olacak bi¢cimdeki Y™ € S;; stratejisine ise /1. oyuncunun optimal stratejisi denir.
Tammm 3.3.5. X* € S;, I. oyuncunun optimal stratejisi Y* € S;;, II. oyuncunun
optimal stratejisi ve v oyunun degeri olmak iizere (X*,Y”*,v) lgliisiine aralik matris

oyununun ¢oziimii denir.

3.4. 2x2 Boyutlu Aralik Matris Oyunun Coziimii
Aralik matris oyunlari i¢cin denge noktast tanim 3.3.1 ile verilmisti. Simdi ise denge
noktasi olmayan bir aralik matris oyunu ele alalim.
11 11,

I ([“11'311] [a12,312]>
I [az1, B21]  [a22, B22]

burada M{ZF\J [aij,ﬁij]l * A{M [aij,ﬁij]} dir. Kabul edelim ki AU = ,Bl] — Qjj > 0, (l,] =
i \Jj Jj N

1,2) olsun. Ilk olarak matrisi normalize edelim, yani araligm smir degerlerini araligin

uzunluguna bélelim. Bu durumda normalize edilmis matris
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11 11,

@11 Pi11] [a12 B
I == | —12] _ (lai1,b11]  [as2, bs]
A1 A1l Az Al | = [ay1,by1]  [azg, oyl
A az1 B21] [a22 522] 2 ma 2 ez
A21 ’ Azq] A2z ’ A22

bi¢iminde elde edilir. Burada, V {A [a;;, b; j]} # A {M [a;;, b; j]} dir.
i \j j i

Simdi ise /. ve II. oyuncunun optimal stratejilerini belirleyelim. x; ve y; sirasiyla I.
oyuncusunun i. stratejisi, /1. oyuncusunun j. stratejisi olsun. O halde, oyuncularin karma
stratejileri sirasiyla X = (x4, x;) ve Y = (y;,y,) olmak lizere x; +x, =1, x4,x, = 0 ve
yi+y: =1 y,y, = 0dir.

I1. oyuncu [I; ve II, stratejilerini oynadiginda I. oyuncunun beklenen kazanglar
(6demeleri) sirastyla

[a11, b11]xs + [az1, ba1]x; Ve [@gz, bio]xy + [az2, baz]x;
olarak elde edilir. X in degerleri, II. oyuncunun sectigi stratejiye bagli olmaksizin I.
oyuncunun kazanci ayni kalacak sekilde secilmelidir. Yani

[a11, bi1lxs + [azq, ba1]xz = [a42, bio]xs + [azz, baz]x;
ya da

A11%; + Ap1X; = Aq2X; + AX5 V€ by1 Xy + ba1 Xy = bypXy + byyx,
bi¢iminde ifade edilir. Her iki ifadede x, yerine

X+x,=1=2x=1-—x;

yazilirsa

a11%; + az1(1 — %) = agpx1 + azz (1 — xq)

by1x1 + bay (1 — x1) = biaxy + bya (1 — xq)
elde edilir. Her iki esitlikte x4 yalniz birakilirsa

Qz2—0z1 by2—by4
x1 = — — ve x1 = — —
a11+0az22—A12—Az1 by1+b2—b12—b21

bi¢iminde elde edilir.

Genel olarak a;j, b;; ler

QAzy—0zq _ by2—by1 (3 1)
A11+022—A12—021  b11+b22—b12-b21

(3.1) esitligini saglar ve ¢Ozlim yalnizca x; degerleri birbirine esit oldugunda mevcuttur.

bij = a;j +1(i,j = 1,2) bagmtisina gore (5.1) esitligi tiim araliklarin uzunluklar1 ayni
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oldugunda (yani f;; = a;; + p )saglanir. O halde

az;—a a;1—a
X, = 22—021 ve x, = 11—0a21
ay1+022—012—031 ay1+022—012—03q
dir. Benzer sekilde
_ by2—b31 _ b11—b1;
V1 VEy; =

b11+b22—b12—b21 b11+b23—b12—b21

biciminde elde edilir. Oyun degeri

_ [ Aq1-0z2 — Q12- A2 b11.by3 — byz.baq ]
- ]
Aq1 + Az — Q13 — Ay byg + by — biy — by

olacak bi¢iminde kolaylikla hesaplanabilir.

Ornek 3.4.1. Denge noktasina sahip olmayan bir aralik matris oyunu ele alalim.
11 11,

I ([—3.—1] [4,6] )
I, [68] [-7,-5]

Aij = Bij — a;j olmak lizere Ay; = Ay, = A1 = A5, = 2 dir. Bu durumda normalize

edilmis matris

3 1
72l A
7 5
[34] 272
bi¢iminde elde edilir. O halde
-2, —3|xa + 3,410 —x) = [2.3]x + [-2, -3 (1 - x)

7

PN 13 .
esitliginde x; = o Vexy = olarak elde edilir. Bu durumda

13 7
X = (x1'x2) = (%,%)
olur. Benzer sekilde
[-3,—1]y; + [4,6](1 — y1) = [6,8]y; + [-7,—5](1 — ¥1)

esitliginde y; = % vey, = 210 olarak elde edilir.

11 9
Y=y = (%;5)
olur. Oyun degeri ise

v = [ QA11- Q33 — Aq3.A3pq bi1.by; — byp.byy ] _ [i E
Q11+ Qpp — A1 — Ay b1g + byy — byy — by 4040

olarak elde edilir.
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3.5. Aralik Matris Oyunlarin Céziimii i¢in Lexicographic Metod

Matris oyunlarmin ¢oziim yontemlerinden biri olan lineer programlama ydntemi,
aralik matris oyunlar i¢in de incelenmistir (Li ve ark., 2010; Li, 2011; Nayak ve Pal,
2009). Bu kisimda (Li, 2011) calismasinda Deng Feng LI tarafindan oOnerilen
Lexicographic Metod ele alinmistir. Burada ilk olarak ele alinan aralik matematiksel
programlama modelleri bi-objective matematiksel programlama modellerine doniistiiriiliir

ve daha sonra Lexicographic metodun adimlar1 uygulanir.

1. ve II. oyuncunun piir stratejileri sirasiyla 4; (i = 1,2,..,m), B; (j = 1,2, ...,n)
olsun. Eger I. oyuncu i. satir1 seger yani [; pir stratejisini, /1. oyuncusu j. siitunu seger yani

11; piir stratejisini uygularsa /. oyuncunun 6demesi [ai L @ jR] dir. Oyunun aralik matrisi

11 11, I,
. I [a110,a11r] @120, @12r]  + [@1ns, Qang]
A= ([aijL' ain])mxn = I? [azi1,a21r]  [az21,a22r] - [@2nL G2nel
Im  Lamir, @mir]l  [@mzr @Gmzrl [@Gmnr @Gmncl

bigiminde ifade edilir. A aralik matris oyunu olarak adlandir1lir.
V= [ug,vg] = /\1sj5n{2?i1[aijb ain]xi} ve @ = [wy, wg] = VlsiSm{Z?zl[aier ain])’j}
olmak iizere I. oyuncu i¢in maxmin degeri ve II. oyuncu i¢in minmax degeri asagida

verilen aralik matematiksel programlama modelleri ¢oziilerek elde edilir.

max{v}
Yisilaij, airlx 20 (G =1,2,..,n)
X =1 (3.2)
=0(G{=12.,m)
ve
min{w}
Yi=alaije aijrly; < @ (i =12,...,m)
=1y =1 (3.3)

yi=20(=12..,n)

A = [a;, ag] ve B = [b,, bg] aralik sayilar1 arasindaki siralama bagintisi

(1 ag < by ise
| 1* a;, < b, < ag < bgve w(A) > 0ise
Pp(A<B) =1 bwar " G
LZ(W(B)—W(A)) b, < a;, < ag < bgvew(B) > w(A4) ise
0,5 a, = b, ve w(A) = w(B) ise
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tiyelik fonksiyonu yardimiyla ifade edilir (Collins and Hu, 2008). Burada "1*" fuzzy
anlaminda 1’den kii¢iik bir sayidir ve bu da A araligmin B araligindan biiylik olmadigini
gosterir.

p(B<A)=1-—¢9(A<B) (3.5)
bigiminde tanimlanir.

¢ fuzzy siralama indeksi a; = b, ve w(A) = w(B) durumu disindaki durumlarda
stireklidir. Ek olarak asagidaki 6zelliklerin gegerli oldugu kolayca goriilebilir (Collins and
Hu, 2008).

@0<¢plAd=<B)<1

(b) p(A< A) =05

C©p(A<B)+¢9p(B=<A)=1

(d) Keyfi A,B,C araliklar i¢in ¢ (A <B)>0,5 ve o(B<C)=0,5 ise p(A<
C)=0,5diryadag(A<B)<05vep(B<C)=<0,5isep(A<C)<0,5dir.

(3.2) ve (3.3) ifadeleri asagidaki bi¢cimde bi-objective matematiksel programlama

modellerine donistirilir.

vL+v
max{vL, L R}

(X aipxi =v, =1.2,..,n)
v~ Yiq 4ijR¥i .
<a(j=12,..,n
(Wr—vL)- (X2, aijrXi—X 1%, aijLX;) U )
Uy, < Ug
m —
i=1 % =1
\x; =0({=12,..,m)

(3.6)

ve

CL)L+(L)R}

min {wR, >

KZ?zl QaijrY; < wp (l =1,2, ,m)

Y=y QijRYj-0L .
<a(i=12,..m
(wr=w)~ (X1 QijRY j=L]=1 AijLY}) ( )
Wy, < Wpr
j=1¥; =1
\y;=0(=12,..,n)

(3.7)

(3.6) ve (3.7) ifadelerinin sadelestirilmis hali asagidaki bicimde verilir.
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max {UL,UL+UR}
(Xt aix 2v, (=12,..,n)
| Yit1(I - @agrx; + X2y aaijix; = (1 - avg +av, (G = 1,2,...,m)
v, < VR (3.8)
[ Y7 x =1
x>0 (=12 ..,m)

ve

. wrt+w
min {a)R, LZ R}
(Xi-1ayry; < wg (i=12,..,m)
|Z}‘=1aainyj + 21— a)a;jy; < awvg + (1 —w, (i=1,2,...,m)

wp < WpR (3.9)
| X1y =1
\y;>0(=12..,n)

(3.8) ve (3.9) ile verilen sistemler bi-objective lineer programlama modelleridir. Bu

denklemlerin ¢oziimii i¢in Onerilen lexicographic metod asagidaki bicimde verilir (Li,

2011).

1. Adim
max{v,}
(Xiaix 2v, (G =12,..,n)
iz1(1 = @agpx; + Xty aay x; 2 (1 - a)vg + av, (= 1,2,...,1)
UL = Vg (3.10)
x20(=12.,m)

ve
min{wg}

Z;'l=1 QaijrYyj < wp (l =1,2, ,m)

Z?=1 aaijry; + 2?:1(1 —a)a;y; < awvg+ (1 -, (i=12,..,m)

w;, < wpg (3.11)
| ;'l=1}’j =1
kyj >0(G=12,..,n)

burada a € [0,1] oyuncu tarafindan verilen bir parametredir. (3.10) ve (3.11) ifadelerine

karsilik gelen optimal ¢oziimler sirasiyla (x°, v?, v2) ve (v°, w?, w?) ile gosterilir.
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2. Adim

vr+v
max {—LZ R}

(Xitiaix 2v, G=12,..,n)

it1(1 = @agrx; + XiZy aayx; = (1 - avg +avy G = 1,2,...,n)
T (3.12)
U, = Vy,
Yitixi =1
L%, 200 =12, ..,m)

ve

min {—wL+wR}

(Xhoy aijry; < wg (i =12,..,m)

Yiiaagry; + 371 - a)agy; < awg + (1 — a)w, (( = 1,2,...,m)
w; < Wg

Y, =03 =12,..,n)

(3.12) ve (3.13) ifadelerine karsilik gelen optimal ¢oziimler sirasiyla (x*, v], vg) Ve
(y*, wj, wp) dir. Bu ¢oziimler (3.10) ve (3.11) in Pareto optimal ¢6ziimleridir.

Pareto optimal ¢6ziim, bir oyuncunun kazancini azaltmaksizin digerinin daha fazla
kazanmasini saglayacak strateji ikilisinin kullanilarak elde edildigi bir ¢6ziimdiir.

Bu durumda x*, I. oyuncunun maximin(optimal) stratejisi ve v* = [v;,vg] I. Oyuncu
icin oyun degeri(oyunun alt degeri) dir. y*, /1. oyuncu i¢in minimax(optimal) strateji ve
w* = [w, wg] II. oyuncu i¢in oyun degeri(oyunun iist degeri) dir.

Ornek 3.5.1. 2 x 2 lik aralik matris oyunu

I, I,

- I [_3' _1] [4’ 6]
A= ([aiu, aUL])ZXZ s ( [6, 8] [_7'_5]>

ile verilsin. Lexicographic metodu kullanarak oyunun ¢6ziimiinii bulalim.

Cozim. a =0 degeri i¢in (3.10) ve (3.11) ifadelerine karsilik gelen lineer

programlama modelleri
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ve

max{v,}

(—3x1 + 6x, =V,
4x, — 7xy = vy,
—x1 + 8xy, = v
{ 6x7 —5x, > v
VU, < Up
X1 +x, =1
\x1,%x, =0

min{wg}

6y, — 7y, < wy,
—y1 + 6y, < wpg
2 8y; — 5y, < wpg
w; < wp
yity,=1
k.’yl'.'yz = 0

(—3y1 + 4y, < wy,

(3.14)

(3.15)

biciminde elde edilir. Simpleks metod yardimiyla, (3.14) ve (3.15) in ¢ozlimleri sirastyla

(x2,x2,v2,v2) ve (¥, y2, w?, wd) biciminde elde edilir. Burada

dir.

o _ 13 o _ 7 o_ 3 _o_ 43
x) == — V) =—, Up = —
17 29"72 T 29" L T 29" TR T 20
3 43

Lexicographic metodun ikinci adiminda yer alan (3.12) ve (3.13) ifadelerine karsilik

gelen ve (3.14) ve (3.15) ifadeleri gozoniine alinarak elde edilen lineer programlama

modelleri sirasiyla

ve

UL+UR}

max {
2

(—3x, + 6x, =g,
4x, —Txy 2 v,
—x1 + 8x, = vp
6x, — 5x, = vg
VU, < Vg
v, = 3/20
X1 +x, =1

\ xq,X, =0
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. wr+w
mln{—L2 R}

(—3y1 4y, < wg
6y, — 7y, < wy,
—y1 + 6y, < wpg
8y, — 5y, < wp
s (3.17)
wp < 43/20
yi+y:=1
\leyZ =0

bigiminde elde edilir.
(3.16) ve (3.17) sitemlerin ¢oziimleri simpleks metod yardimiyla (xj, x5, v}, v;) ve

(y1,v3, 0], wk) biciminde elde edilir. Burada

dir.
O halde, 4 aralik matris oyunun degeri

R . [3 43
v = i=1jz=1xi laiji aijrly; = [20,20
dir. A aralik matris oyunun degeri U* olmasmin yani sira (x5, x3)7 I. oyuncu igin optimal
strateji ve U, I. oyuncu igin oyun degeri (oyunun alt degeri), (y;, y5)T II. oyuncu igin
optimal strateji ve @* II. oyuncu i¢in oyun degeri (oyunun iist degeri) dir. Burada
7" = @* =" = [3/20, 43/20] dir.
Sonug olarak, (3.14) ifadesinin optimal ¢oziimii tektir. Bu yiizden, (3.14) ile (3.16)

nin optimal ¢oziimleri aynidir. Benzer sekilde, (3.15) ile (3.17) nin de optimal ¢dziimleri

aynidir.
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BOLUM 4
BIMATRIS OYUNLARI

Ikinci boliimde sifir toplamli sonlu oyunlar ele alinmistir. Diger yandan, ekonomik
durumlarda sik olarak karsilasilan is¢i ve isletme arasindaki miicadele, bir {riiniin iki
tiretici arasindaki rekabeti, satict ve satin alici arasindaki uzlasma ve buna benzer bir¢ok
durumda iki oyuncunun ¢ikarlarinin tamamen zit olmasinin kabul edilmesi her zaman
amaca uygun degildir. Bu durumda isbirligi yoluyla her iki oyuncu da kazanabilir. Boyle
oyunlar sifir toplamli olmayan oyunlar olarak adlandirilir. Bu boliimde (Nash, 1951;
Lemke ve Howson, 1964; Ferguson, 2008) calismalarindan yararlanilmistir.

Bimatris oyunlarin ¢6ziimii i¢in analitik bir yontem olan Lemke-Howson algortimast
ve grafik yontem incelenmistir. Konu ile ilgili 6rneklere yer verilmistir. Bu kapsamda
Kolobaskina (2011) ¢alismasindan yararlanilmistir.

Tanmim 4.1. Her bir oyuncunun getirileri ayr1 birer matris ile verildiginde iki kisilik
sifir toplamli olmayan sonlu oyuna bimatris oyunu denir.

I. oyuncunun sonlu strateji kiimesi {I3,l,,...,I, } ve II. oyuncunun sonlu strateji
kiimesi {II;,1l,,...,1I,, } olmak tizere (Ii,llj) strateji ikilisi segildiginde 1. ve II.
oyuncunun ddemeleri sirasiyla, a;; = g4 (Ii,llj) Ve b;j = g, (Ii,IIj) bi¢iminde olur. Burada

91, 9> 6deme fonksiyonlaridir. I. oyuncunun getiri matrisi

1 I - I,
I [ai;r Q2 - Qim
A=1, a1 Qa3 - dzm
In Ap1 QApz - Aum
I1. oyuncunun getiri matrisi
1, I, I,
I byy by bim
B =1 byy by, bym
In bnl an bnm
olmak iizere oyun
1 11, I,
I (a11,b11)  (as2,b12) -+ (@1m bim)
I; (az1,b21)  (azz2,b22) - (A2mi bam)
In (anlf bnl) (anz' bnz) (anml bnm)

biciminde bimatris ile verilebilir.
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Tamim 4.2. (I*,1I*) strateji ikilisinin denge noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
g1 (L") < g (17, 117)
ve
92" 11) < g, (I",117)
olmasidir.
Eger (I*,1I") = (I,, II]) bir denge noktasi ise
* a;;, Amatrisinin j. siitunundaki maksimum degeridir; a;; = max;<x<m ak;

® b;;, B matrisinin i. satirindaki maksimum degeridir; b;; = max;<x<n bix

ijr
oldugu kolaylikla s6ylenebilir.
Ornek 4.3. Asagida verilen bimatris oyununu ele alalim.

11 1L,
L [(2,0) (2-1)
L 1) G-2

gorildiugi tizere (I, 1) strateji ikilisi bimatris oyunu i¢in bir denge noktasidir. Ancak piir
stratejilerde her oyunda bir denge noktas1 mevcut degildir. Ornegin;

1L,
(1 —1) -1,1D
-1 (1,-D

bimatris oyunun denge noktast mevcut degildir. Bu durumda karma stratejilere gecis
yapilir.

Tamim 4.4. x ve y olasilik vektorleri olmak tizere

n
X, = {x = (X1, Xp, e, X)) X; = O,in = 1}
i=1

Y =4y = uY2 s Ym): Yj = O,Zy,- =1

j=1

kiimelerine sirasiyla I. ve I1. oyuncunun karma stratejileri kiimesi denir.
Tanim 4.5. HI(.X', y) = Z?:l Z;nzl xl-aijyj
H”(x,y)z 12 ~1x;ib ijYj

biciminde verilen bagintilara sirasiyla, I. ve I1. oyuncularin beklenen 6demeleri denir.
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4.1. Bimatris Oyunlarinda Baskinhk

Klasik matris oyunlarinda I. oyuncunun kazancina gore olusturulmus tek bir matris
vardi ve baskinlik uygulanirken I. oyuncu i¢in satirlar, I1. oyuncu igin siitunlar géz o6niinde
bulundurularak yapilirdi. Ancak bimatris oyununda her bir oyuncunun getirileri ayr1 birer
matris ile verildiginden baskinlik uygulanirken, getiri matrislerin her ikisi de kazang
matrislerini, her ikisi de kayip matrislerini veya biri kazan¢ digeri kayip matrisini temsil
edebilir. Bu durumda, ti¢ farkli kriter dogrultusunda baskinlik uygulanir. Gerekli olmayan
stratejiler ¢ikarilarak, miimkiin oldugu kadar matris boyutu kiigiiltiiliir.

1. Kiriter

Birinci kriterde amag, I. oyuncunun kendi kazancim1i maksimallestirmek, I1.
oyuncunun kazancini ise minimallestirmektir. Burada aktif olan 1. oyuncudur, /1. oyuncu
kendi kazanci i¢in herhangi birsey yapmamaktadir.

fIk adimda, I. oyuncu klasik anlamda daha ¢ok kazanacag: stratejiyi tutup, digerini
siler. Ayn1 anda II. oyuncunun da getiri matrisinden aym satir silinir. ikinci adimda ise,
amac¢ karsit oyuncunun getirisini minimallestirmek oldugundan, II. oyuncunun getiri
matrisinden daha fazla kazanmasia sebep olacak olan satir silinir. Baskinlik islemi,
satirlar arasi baskinlik ortadan kalkincaya kadar devam eder.

Simdi birinci kriter goz oOniinde bulundurularak asagidaki bimatrise baskinlik
uygulayalim.

Ornek 4.1.1. (A4, B) matris ¢ifti ile verilen bimatris oyunu ele alalim.

(5,3) (6,1) (3,2)
(7,2) (1,5 4,1)
(1,49 (G,1) (6,3)
(8,6) (1,2) (6,1)

1. ve I1. oyuncunun getiri matrisleri sirastyla,

(4,B) =

1, I, Il I, 1, Il
L 5 6 3 L 3 1 2

_ L |7 1 4 _ L |2 5 1
A= 5L 15 6/'B=0L |21 3
L, 8 1 6 L Ll 2 1

dir.

Coziim. [. oyuncu kazancini maksimallestirmek istiyor, bu kritere gore A
oyuncusunun getiri matrisinden baskinliga ugrayan satir silinir. O halde, I. oyuncunun
getiri matrisinde I, ve I, stratejieri kiyaslandiginda 4. satirin biitiin elemanlar1 2. satirin
biitiin elemanlarindan kiigiik degildir. Yani, I, baskindir. Bu durumda I. oyuncunun getiri

matrisinden 2. satir silinir. Boylece otomatik olarak B matrisinden de 2. satir silinir. Bu
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durumda oyuncularin elde edilen yeni getiri matrisleri

1, I, Il 1, I, I
L [5 6 3 I 3 1 2
A= 1 [1 5 6|,B=1 [4 1 3]
L 18 1 6 L 6 2 1

bi¢iminde elde edilir. I. oyuncu /1. oyuncunun kazancini minimallestirmek ister ve birinci
kritere gore B matrisinden baskin satirlar silinir. II. oyuncunun getiri matrisinden
goriildiigii gibi I5 stratejisine karsilik gelen satir, I; stratejisine karsilik gelen satira gére
daha baskindir. Yani I3 strateji satirmmin tiim elemanlari, I; strateji satirmin tiim
elemanlarindan kiigiik degildir. Amag¢ [I. oyuncunun kazancini minimallestirmek
oldugundan B matrisinden I satirt silinir. Bu durumda, A matrisinden de I; satir1 silinir.

Bu durumda oyuncularin getiri matrisleri

I, I, I I, I, I
_ L 5 6 3 L 31 2
s, [816]’3_12 [621

bigiminde elde edilir.
2. Kiriter

Ikinci kriterde ise, I. ve II. oyuncu karsilikli olarak digerinin kazancim
minimallestirmeye c¢alisir. Burada amag, karsidaki oyuncunun daha az kazanmasim
saglamaktir, oyuncunun kendisinin ne kadar kazanip kaybedeceginin bir 6nemi yoktur. Bu
durumda I. oyuncu ilk 6nce tiim baskinliklar1 kullanir ve gereksiz satirlar /1. oyuncunun
getiri matrisinden silinir, ayni1 satirlar eg zamanli 1. oyuncunun getiri matrisinden de silinir.
matris indirgenemeyen hale gelinceye kadar devam eder. Ikinci asamada ise I1. oyuncu, I.
oyuncunun kazancini minimallestirmek i¢in baskinligi her iki getiri matrisinde siitunlar
tizerinden kullanarak devam eder.

Ornek 4.1.2. Asagida verilen bimatris oyunu ele alalim.

(7,5) (8,3) (5,4)
4,B)=109,4) @3,7) (6,3)
(3,6) (7,3) (8,5)

Her bir oyuncunun getiri matrisleri sirasiyla,

1, I, Il 1, I, I
L [7 8 5 I 5 3 4
A= 1 [9 3 6|,B=1, [4 7 3]
I; 13 7 8 I; l6 3 5

dir.
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Céziim. Ikinci kriteri géz oniinde bulundurarak baskinlik uygulayalim. 1. oyuncunun
amaci /1. oyuncunun kazancini minimallestirmektir. Bu durumda, ilk olarak /1. oyuncunun
I strateji satirindaki biitlin elemanlar1 I; strateji satirindaki biitiin elemanlardan biiyiik ve
esit oldugundan getirisi biiyiik olan satir silinir yani B matrisinden {i¢iincii satir silinir. 1.

oyuncunun da getiri matrisinden ayni satir silinir. Bu durumda

1, 1, I 1, 1, Ik
L 7 8 5 L 5 3 4
A_Iz [9 3 6]' B_Iz [4 7 3

matrisleri elde edilir. Son durumda I. oyuncu tarafindan uygulanacak baskinlik sona
ermisgtir. O halde, ikinci asamada II. oyuncu tarafindan siitunlar {izerinden baskinlik
uygulamaya devam edelim. Amag I. oyuncunun kazancini minimallestirmek oldugu icin A
matrisinden baskin olan siitun silinmelidir. Yani, [I; sltunun her bir elemam II;
stitunundaki her bir elemandan biiyiik ve esit oldugundan II; silinir. I1. oyuncunun getiri
matrisinden de ayni siitun silinir. Bu durumda
1, 11, 1, 11,
Sl R
matrisleri elde edilir. Siitunlarda uygulanacak baskinlik kalmadigi i¢in islem burada
sonlanir.
3. Kiriter
Uciincii kriterde, her iki oyuncu da karsi tarafin kaybmni maksimalestirmeyi
amaglar. Bu nedenli oyuncularin getiri matrislerini kayip matrisleri olarak diistinmeliyiz.
Oyleyse, her bir oyuncu satir veya siituna baskinlik uygularken kaybi kiigiik olanlar
silinecektir. Bu islem baskinlik ortadan kalkincaya kadar devam eder.

Ornek 4.1.3. Asagida ele alman bimatris oyunu &rnek 3.1.2 ile aymidir. 1. ve II.

oyuncunun getirileri sirasiyla,

1, I, Il 1, I, I
L [7 8 5 I 5 3 4
A= 1 [9 3 6|,B=1 [4 7 3]
I; 13 7 8 I; l6 3 5

verilmistir. Burada tigiincii kriteri g6z oniine alarak baskinlik uygulayalim.

Coziim. Ik olarak I. oyunu, II. oyuncunun kaybini maksimallestirmek istediginden
B matrisinden birinci satir silinecektir. Ciinkii [; ve I3 satirlann karsilastirildiginda 15
strateji satirinin her bir eleman1 I; deki her bir elemandan biiyiik ve esit oldugundan kayb1
kiiglik olan satir I; silinir. Ayn1 anda, A matrisinden de birinci satir silinir. Bu durumda

oyuncularin getiri matrisleri
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I, I, I I, 11, I

I MR R -

dir. Son durumda baskinlik goriillmemektedir. O halde, ikinci asamada [I. oyuncu
tarafindan stitunlar iizerinden baskinlik uygulamaya devam edilir. Amag¢ I. oyuncunun
kaybin1 maksimallestirmek oldugundan A matrisinden kaybi kii¢iik olan siitun silinmelidir.
A matrisinde II, ve Il; stratejileri karsilastirildiginda [15 siitunun her bir elemani 1,
siitunundaki her bir elemandan biiyiiktiir. Bu durumda, kaybr maksimallestirmek adina

kii¢iik olan siitun yani /1, silinir. Ayn1 anda B matrisinden de ayni siitun silinir. O halde,

I, 11, I 11,
Ii 19 6 I 4 3
A= B =
12 [3 8:|, 12 6 5

matrisleri elde edilir. Son durumda, A matrisinde siitunlar aras1 baskinlik szo konusu
degildir. Yani, /1. oyuncunun . oyuncunun kaybin1 maksimallestirmek i¢in uyguladig
baskinlik burada sona erer.

Sonug olarak, baskinliklar sonucunda elde edilmis diger bir deyisle sadelestirilmis

matrisler ile ¢6ziim yapilarak bimatris oyunu i¢in bir ¢6ziim elde edilir.

4.2. Denge Stratejileri ve Varhgi

Iki kisilik sifir toplamli olmayan n X m boyutlu bimatris oyunu ele alalim.

Tamm 4.2.1. x* € X,, I. oyuncunun, y* € Y,,, I1. oyuncunun karma stratejisi olsun.
Eger

keyfi x € X, i¢cin H;(x,y*) < H;(x*,y") 4.2)

keyfi y € Yy, icin H;;(x*,y) < H;;(x*, ™) 4.2)
ise, (x*, y™) ikilisine verilen oyunun denge stratejileri (veya denge ikilisi) denir.

(x*,y") € X, XY, ikilisi ele alinan oyunda denge stratejileri olsun. O halde, II.
oyuncunun y* stratejisini sectigi bir durumda I. oyuncu x* stratejisi ile degil de baska bir
strateji ile oynarsa, (4.1) esitsizligi geregi x* stratejisi ile oynadigi durumda elde
edeceginden daha fazla getiri elde edemez. Benzer durum II. oyuncu i¢in de gecerlidir.
Yani oyunculardan herhangi biri denge ikilisini olusturan stratejilerden kendisine ait olan
stratejiyi sectiginde, diger oyuncu daha fazla kaybetmemek i¢in denge ikilisini olusturan
kendisine ait diger stratejiyi segmek zorunda kalir.

Bimatris oyunlarinda denge stratejileri kavrami verildi. Bu durumda iki kisilik sifir

toplamli olmayan sonlu oyunlarda her zaman bir denge ikilisinin var olup olmadig:
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sorusunu Nash Teoremi olumlu cevaplandirmaktadir (Nash, 1951).

Teorem 4.2.2. (Nash) Her bir bimatris oyunun en az bir denge noktasi vardir.
Nash Teoremi, verilen iki kisilik sonlu oyunda denge stratejilerinin  varhigim
gostermektedir, denge ikilisinin nasil bulunacagi konusunda bir bilgi vermez. Bu teorem
sadece sonlu oyunlarda en az bir denge ikilisinin var oldugunu ifade eden bir varlik
teoremidir.

Teorem 4.2.2 ile verilen denge ikilisine (denge noktasina) Nash Equilibrium (N.E)
yani Nash dengesi denir.

Simdi ise bimatris oyunlarin ¢6ziim yontemlerini ele alacagiz, Ik olarak bimatris

oyunlarinda denge ikilisini bulmak i¢in kullanilan analitik bir yontemden bahsedecegiz.

4.3. mxn Boyutlu Bimatris Oyunlarin Coziimii I¢in Analitik Yontem

A ve B smrasiyla I. ve II. oyuncunun m X n boyutlu getiri matrisleri olsun. I.
oyuncunun m tane piir stratejisi, /1. oyuncunun n tane piir stratejisi olmak tizere, x* I.
oyuncunun (m x 1) boyutlu karma strateji vektori, y* ise I1. oyuncunun (n X 1) boyutlu
karma strateji vektoriidiir.

A > 0 ise matrisin biitiin elemanlar1 pozitiftir ve (1)1, (1) 5 sirastyla (m x 1) ve

(n X 1) boyutlu vektorlerdir. Yalniz 1 lerden olusan matris ise e; i=Li=1.,mj=

1, ..., n ile gosterilir.

mx=1x=20i=1,..,m
yi=1y,20j=1,..,n

Ay* < (X TAY ) (Dmx1 = Ha(Wmxa
BTx* < (X*TBy*)(l)nxl = Hg(1)nx1

(4.3)

(4.3) kosullarin1 gézoniine alarak A ve B getiri matrisleri i¢gin Nash Denge durumunu

hesaplayalim.

d= maxl-,j(al-j,bl-j) +1 (l = 1, e, m,; ] = 1, ,Tl)

olmak tizere (3.12) kosullarina denk olan kosullar
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B (1)n><1

[u=y
|v .
AR

(y
Al
y
(%, (AT9 = (Dmx1)) = 0

bi¢iminde ifade edilir. BT % > (1),,5; kosulu

¥—(Dnx1)) =0
(1

)mxl

IV <2
(=N\V}

¥ < (dYit1 % — D(Dnxs

biciminde ifade edilir. Burada x* P
i=1"1

esitsizliginde yerine yazilirsa

BlTX* 2:11 ¥ =W Z:Z1 X — 1D (Dnx1

Blx' < (d -z =) Waa

elde edilir. Boylece
BTx* < (x*"By*) (Dpx1 = Hpg(Dpx1

ile
fo* =< (d - = > (1)n><1
i=1%i
ifadesi denktir. B{ X = (1), esitsizligine, I1. oyuncu i¢in oyun degerini veren
1
T
x*"By*=d— —
i1 X

ifadesi eklenirse
X"By = "dEY — (Dnx1¥
(7 (B = (Dnx1)) =0
olarak elde edilir.
(4.4) kosullarinin saglanmast ile
BTx" < (x"By" ) (Dnx1 = He(Dnxa
esitsizligi elde edilir ve benzer sekilde (4.5) kosullarinin saglanmasi ile
Ay* < (xTAY ) D mx1 = Ha(Dmxa
elde edilir.
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Nash Denge durumuna uygun denge ikilisi (%, ¥)olmak iizere I. ve II. oyuncunun

sirastyla optimal stratejileri x*, y* ve oyun degerleri Hy, Hg asagidaki bi¢imde bulunur.

X L__ ¥
T ﬁﬁ?i’y - ?:137j
HA=d—%,HB=d— —
j=1Yi i=1%Xi

Her bimatris oyunu i¢in en az bir denge ikilisi oldugunu Nash Teoremi ile ifade
etmistik. Nash dengesini bulmak i¢in etkili ve yaygin bir analitik yontem Lemke-Howson
Algoritmasidir. Bu algoritmanin adimlar1 agagidaki bigimdedir.

Lemke-Howson Algoritmasi

) A;, B; matrislerinin hesaplanmasi

(1) x° y9 baslangig strateji vektdrlerinin belirlenmesi

(111)  Denge kosullarinin kontrol edilmesi

(IV) Bazlarin degistirilmesi

(V)  Optimal stratejilerin ve oyun degerinin bulunmasi.

Simdi ise her bir adimda neler yapildigini ele alalim.

m Ay, B; matrislerinin hesaplanmasi

1. d =max;;(a;,bij) + 1, =12,..,m; j =12, ..,n) degerinin belirlenmesi

2. A, =dE — A, By = dE — B doniisiimlerinin yapilmasi
burada E matrisi, elemanlar e;; = 1,(i = 1,2,..,m; j = 1,2,...,,n) olan m X n boyutlu
bir matristir.

(1) x° y9 baslangig strateji vektdrlerinin belirlenmesi

3. Aj tablosunun olusturulmasi

al a} - al, ie1 e ey
[ah az1 " Gm1 i1 0 - 0]
1 1 1
* _la a oa 0 1 - — [AT.
Ao ="z T2z T mEoLy L :0 = [A1: Il
1 1 1
al, al, - ak, 0 0 1

Burada olusturulan tablo A7 ile n X n boyutlu birim matrisin ¢arpimudir. e; i = 1,2, ...,n

ler A oyuncusu igin baz vektorleridir.
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4. y° baslangig strateji vektorii

1
OT = |-
y (a,O, ...,O)

bi¢iminde segilir. Burada a = min; al-l1 (i=1,2,..,m), A; matrisinin [. siitununun en

kiiciik elemanidir. Minimumu veren i degerini i* ile gosterelim.

5. Bj tablosunun olusturulmasi

bi by = by A o fa
[bh biz = bln :1 0 - 0]

B, = | b?ll b?l2 b%n O 1 :0| = [By: Lyxem]
[b}nl bl, - b, 10 0 - 1J

burada olusturulan tablo B, ile m X m boyutlu birim matrisin ¢arpimudir. f; j = 1,2, ...,m
ler B oyuncusu i¢in baz vektorleridir.

6. x° baslangig strateji vektorii

1
x0" = (0,0, 0,0, ...,o)

bi¢iminde secilir. Burada b = min; bil*l (G =12,..,n), B; matrisinin i*. satirinin
minimum elemanidir. Minimumu veren j degerini j* ile gosterelim.
(111)  Denge kosullariin kontrol edilmesi

7. Denge kosullarmin saglanmasi asagida verilen A ve B yontemlerinden herhangi

biriyle kontrol edilir.
A Metodu: Asagidaki esitliklerin saglanip saglanmadigi kontrol edilir.
(ejTyO)(blexO —1)=0j=1,..,n
(ijxO)(aleyO —1)=0i=1,...,m
burada af,e; ler Ay tablosunda yer alan siitunlar, b}, f; ler B tablosunda yer alan
stitunlardir. Bu kosullardan en az biri saglanmazsa 8. adima gegilir. Her ikisi de saglanirsa,
denge durumuna ulasilmis demektir. Bu durumda 15. adima gegis yapilir.
B Metodu: p(x) ve q(y) kiimelerinin belirlenmesi:
p(x) kiimesi f;"x = 0 kosulunu saglayan biitiin f; ler ve b!"x — 1 = 0 kosulunu saglayan

biitiin b}" lerden olusur ve

p(x) = {f, b"| fTx=0,b}Tx — 1 = 0}
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bi¢iminde tanimlanir. Benzer sekilde g(y) kiimesi
q) ={e;,ai"| ey =0,a{"y — 1 = 0}
biciminde tanimlanir. Algoritmaya baslangic strateji vektorleri ile baslanip islem adimlar

sonrasinda kiimede olusan bazlar1 gésteren p(x°) ve q(y°) kiimeleri

p(x%) = {fi, fo o, fir—1, bj«, fi*+1, - fm}
qy") = {ar, €z, .., €n}
bi¢iminde ifade edilir.
Denge kosullarinin saglanmasi kontrolii M (x,y) kiimesinden yararlanilarak yapilir.
M (x,y) kiimesi

er € M(x,y) eger e, € q(y) veya b; € p(x)}

M(x,y) = {erifslfs € M(x,y) eger f; € p(x) veya al € q(y)

bigiminde tanimlanir.
Bger M(x;,y;) = {e1, .., en, f1, f2r - fm} is€ (x5, ;) ikilisi denge ikilisidir ve bu
durumda 15. adima geg¢is yapilir, aksi halde 8. adima gegis yapilir.
(1IV) Bazlarin degistirilmesi
8. (ey, ey ...,e,) baz1 q(y°) ile (fy, ..., fin) bazs p(x°) ile degistirilir ve simpleks
yardimiyla yeni A7, Bj tablolari olusturulur. Bu islem yapilirken anahtar elemanin
bulundugu satirin numarasi e veya f bazlarinin bulundugu siitunlarin numarasi ile
ayni ise tabandan c¢ikarilir. Anahtar elemanin bulundugu siituna ait baza
yerlestirilir.
A7 tablosunu olusturmak i¢in bazdan ilk olarak e; vektorii ¢ikarilir yerine a; vektorii
girer. Bu islem simpleks metodda oldugu gibi yapilir. Anahtar elemanin oldugu satr,
anahtar elemana boliiniir ve Ay tablosunun tiim satirlarindan anahtar elemanin oldugu satir

¢ikarilir. Bu iglemler sonucunda Aj tablosu

11 in
|—a11 0(21 e ai*—l,l 1 ai*+1,1 aml q e q -| /’{1
21 2n
|a12 Oz o U1 0 di*11,2 e Um2 .- q | AZ
a 0 Aiv a ni nnJ /171
In  Oyn .o Qir—q1n i*+1n - mn {4 - q
0 0
$—1 §—-1 .o &—-1 &-1 &-1 .. &G—1 yi oo

bi¢iminde elde edilir.

!
a; ’ ’ . -
a{—‘lve aij = a;; — ap a5, j#+ 1dir,

*1

A

Burada a;; =

9. Aj] tablosunun en alt satirinda (eq, e, ..., e,) bazi1 yerine

T
yO = ys )
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yazilir. A7 tablosunda
&=al"y%i=12,..,m

bigiminde tanimlanir. Burada a; ler A}, tablosunun siitunlaridir.

10. A] tablosunun en saginda bulunan A siitununu ele alalim. A siitununun elemanlari,

(4;) ler sifirdan farkli 4; ya da 4;" lardan olusur. Hesaplanan 4;, 4;" degerlerinden
ya A; ya da A" sifir olacaktir. Eger her iki deger de A; = A;" = 0 ise sifir "0"

elemant A slitununa girer. A%, A** degerleri

JrO— G&—1 W) e -1y
= min - T (A = max - ==
q] as;>0 asj q

) h
a,f]<0 akj .
qJT<0 q/t>0
1<ksm 1sssm

1<t<n

1<rsn

11. Benzer sekilde B; tablosu olusturulur. Bu durumda Aj tablosunda yer alan A
siitununda A; lerin yerini p; degerleri alir. Benzer bigimde Aj tablosunun en alt

satirindaki &; — 1 degerlerin yerine n; — 1 degerleri yazilir ve q’t lerin yerini p¥
ler alir.
(V)  Optimal stratejilerin ve oyun degerinin bulunmasi
12. 1. ve Il. oyuncu i¢in olast biitiin stratejiler sirasiyla
u= X0 + wpt, i=12,..,m
y = yOT +4q, j=12,..,n

bigiminde ifade edilir. Burada p', q’ ler B; ve A} tablolarinda yer alan P ve Q matrislerinin

satirlaridir.
13. Bu adim, algoritmanin sistemin denge durumu kontroliinden bir 6nceki adimidir.

Bundan dolayi, simpleks yardimiyla elde edilen degisiklikler sonucu her iki oyuncu

i¢cin son durumda kiimelerdeki bazlar belirlenir. Yani /. ve 1. oyuncu i¢in sirasiyla

q(y;) ve p(x;) kiimeleri
a(y;) ={a®) van\{e}
p(x) = {p(x°) U b, 3\ {f3}

bi¢iminde belirlenir.

denge durumu kontrol edilir. Eger denge kosullar1 saglanirsa 15. adima gegilir.
Eger denge durumu higbir ikili i¢in saglanmiyorsa 4. adima geri doniiliir ve Ay

tablosunda yer alan AT matrisinin ikinci satirinm minimal elemani bulunur. Bu

durumda y° baslangi¢ degeri
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1
of = (0 ~0 0)
y 2 0.
ile ifade edilir. Daha sonra algoritmanin biitiin adimlar1 benzer sekilde uygulanir. Eger 2.

adimda da dengeye ulasilmazsa A} matrisinde 3. satirin minimal eleman1 ve uygun y°

vektorii aranir. Bu durumda % degeri y° vektoriiniin 3. bilesenine yazilir. Yani

1 1 1
(O — 0...0),(00 — 0...0),...,(00... — 0...0)
a a a

olacak bi¢iminde ifade edilir.
15. (%,y) denge ikilisi bilinirse, oyuncularin optimal stratejileri x*, y* ve oyun

degerleri Hy, Hp

X = y =
m ~ ) n ~
i=1%i j=1Yj
1
HA == d - n P ,HB 4 d m ~
j=1Yi i=1%i

bi¢iminde ifade edilir.
Ornek 4.3.1. Oyunun getiri bimatrisi

(6,2) (3,7 (2,8 (81)
A4,B)=149 0,2 (7,4 24
(8,4) (2,8) (3,3) (6,5

olarak verilsin. Lemke-Howson algoritmasin1 kullanarak bimatris oyunu i¢in denge
ikilisini yani Nash Dengesini (N.E) bulalim.
Coziim. [. ve I1. oyuncularin getiri matrisleri sirasiyla
6 3 2 8 2 7 81
A=(4 9 7 2|veB=(9 2 4 4
8 2 3 6 4 8 3 5
dir. Simdi algoritmanin adimlarin1 uygulayalim.
Q) A4, B; matrislerinin hesaplanmasi

d= maxi,j(aij, bU) + 1, (l =1,2,3; ] = 1,2,3,4‘) ised =9+ 1=10

1 1 11 6 3 2 8 4 7 8 2
A1=dE—A=10<1 1 1 1)—(4 9 7 2)=(6 1 3 8)
1 1 11 8 2 3 6 2 8 7 4
1 1 11 2 7 81 8 3 2 9
B1=dE—B=10<1 1 1 1)—(9 2 4 4)=(1 8 6 6)
1 1 11 4 8 3 5 6 2 7 5

olarak elde edilir.
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(1)  x9 y° baslangig strateji vektorlerinin belirlenmesi

aj a aler e e3e,
4 6 2:1 0 0 O
o=Mileal =g 3 710 0 1 0
2 8 4:0 0 0 1

tablosunda a = mina}; = 2 (i = 1,2,3) yani A; matrisinde birinci siitunun minimal
i

elemanidir. Bu durumda yOT = G 00 0) olarak bulunur. O halde, i* = 3 olur.

Benzer sekilde

bi by by bi fi f2fs
8 3 2 9:1 0 0
Bo=[Bi:Iixs]=|1 8 6 6 :0 1 0
6 2 7 5:0 0 1

tablosunda b = min_bil*j =2 =123,4) dir ve x0" = (0 0 %) olarak bulunur. O halde,
j
j* =2 olur.
(111)  Denge kosullarinin kontrol edilmesi
Aj tablosunda (eq, e,, e3, e4 ) bazlari, By tablosunda (f;, f2, f3) bazlari yer almaktadir. Bu
adimda B Metodunu kullanmay1 secerek M(x, y) kiimesini elde etmeye ¢alisalim. O
halde, 6nceki adimlar1 gézoniinde bulundurursak, "e;" bazi ¢ikar, yerine "a3" siitunu girer
yani
(e, ez, e3,e4) = q(¥°) = (as, ez, €3,€4)
olur. Benzer sekilde, "f5" bazi ¢ikar, yerine "b," siitunu girer yani
(fu for f3) = p(x°) = (1, f2, b2)
olur. Bu durumda M (x;, y;) = {e,, €3, ey4, f1, f>} kiimesinde tiim bazlar bulunmadigindan
oyun i¢in denge durumu mevcut degildir. Algoritmanin adimlarina devam edilir.
(1V)  Bazlarin degistirilmesi
Bazlar degistirilir, simpleks yardimiyla gerekli satir islemleri yapilarak A] ve Bj

tablolar1 olusturulur.

al al al er e €3 e,
2 3 1: 1/2 0 0 0
A —|-9 —23 0: —4 1 0 0
-6 —-18 0: =7/2 0 1 0
-6 —4 0: -2 0 0 1
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by by b3 by i 2 f
1 0 -17/2 3/2 :1 0 =3/2
Bo=|-23 0 -22 -14:0 1 —4
-6 1 7/2 5/2:0 0 1/2

dir. Simdi A7 tablosunda yer alan ¢ satir1 ve A siitununu bulalim.
§—1=[§-1&—18—1]
satirinda &; = al” y© olmak iizere
1/2

=04782]| ) |=2&=3&=1

0
olarak elde edilir. Budurumda, é —1 =1[é; —1&, —1&; — 1] =[1 2 0] dir.

Asiitunu AT = [A; A, A3 A,] olmak iizere elemanlari A7, A;* lerden olusur.

- 1 2
A; igin A" = maXiss<3 {——, —=, 0, —1} =0
1st<4 2" 3

. . 1 2 1/2 2

5 = MiNiss<3 =, —, —( = —
1, icin lst<a L9’ 237 4 23

5 = maxiss<3{0} =0

1<t<4

. ; 1 2 1) 1
A3 = miniss<3 AT » il
AB igin 1<t<4

3 = maxiss<3{0} =0
1<t<4

. 1 1 1 1
Ay = minisss<3 {—. =, —} =-

.. 2" 4 6
1 = maxiss<3{0} =0
1<t<4

ise A, = =, A; = ~, A, = = olarak elde edilir. O halde A} tablosu
23 9 6

al al a} e; e eze A
2 3 1: 1/2 0 0 0] O
A—|-9 -23 0: -4 1 0 0f2/23
171-6 -18 0: —-7/2 0 1 0| 1/9
-6 -4 0: -2 0 0 1]1/6
1 2 0 1/2 0 0 0

bi¢iminde olusturulur. Benzer sekilde B; tablosu
bi  b; b3 by f 2 fs H
-1 0 -17/2 3/2 :1 0
Bif=|-23 0 —-22 -14:0 1 —4|2/23
3 1 7/2 5/2 :0 0
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biciminde olusturulur.
(V)  Optimal stratejilerin ve oyun degerinin bulunmasi
I. oyuncularin olas1 tiim stratejileri:
xl =% 4+ upt (i = 1,2,3)

olmak lizere

a=posesh o =l
x2T=OO% =01—4 [02346
Xl = 00§:+0[005]=[005]

olarak bulunur.

I1. oyuncularin olasi tiim stratejileri:

¥ =y + 2447 ( = 1,234

olmak lzere

yI =[5000/+0[000|=[>000]

yI=[3000/+Z[-4100]=[Z 2 00
- oodf+2[-Zo10] oo
y4T=:§000 +2[-2001] —[ 020]

olarak bulunur.
p(x;) ve q(y;) kiimeleri i = 1,j = 1 i¢in

p(x1) = {p(x®) U b \{f1} = p(x1) = {b3, f2, b2}

q(y1) = {gO*) Vani\le} = q(y1) = {az, ez, 3,4}
olur. Bu durumda M(x4,y,) = {f1, f>, a3, by, €5, €3,e,} dir. Kiimede tiim bazlar mevcut
olmadigindan 4. adima geri doniilerek adimlar uygulanir ve 7. adimdaki denge kosullar
tekrar kontrol edilir.

Ay tablosunda ikinci adimda, AT matrisinin ikinci satirm minimum elemam 1 dir. Bu
durumda e, bazi ¢ikar, yerine a, girer. By tablosunda B, matrisinde ikinci satira gidilir ve
minimum eleman 1 olarak bulunur. Yani, f, bazi ¢ikarilir yerine b, girer. Bu durumda baz
ciftleri

(b,e) = (by, by, e3,€4)

(a,f) = (f1,az a3)

bi¢iminde elde edilir. 7.adimda denge kosullarini tekrar kontrol edildiginde
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M (%2, 52) = {e1, €, €3, ey, f1, f2, f3}
olarak bulunur, M kiimesinde tiim bazlar bulundugu i¢in denge durumuna ulasilmustir.

O halde, denge durumuna ikinci agsamanin sonunda ulasildigindan optimal stratejileri
ve oyun degerini bulmak i¢in her bir oyuncunun ikinci stratejileri kullanilacaktir.

1. vell. oyuncunun optimal stratejileri ve getirileri

2346 [0 = 11] *T _ [&22_300] - [l =l 00]

2
0+23+4— —+§+0+0 11 11
1 46 9 9
HAzd_n ~=1O_—=5_’HB=d_ —10__25_
i=1Yj 11 11 X 11 11

olarak bulunur.

4.4, Bimatris Oyunlarin Coziimii I¢in Grafik Yontem
2 x 2 lik bimatris oyunlarin denge ikililerini bulmak igin grafik yontem ele
aliacaktir.

Getiri bimatrisi

_ (ai1, by1)  (agz, bi)
(4.B) = ((a21, by1)  (azs, b22)>

biciminde verilsin. I. ve I1. oyuncularin getiri matrisleri sirasiyla

_ (%1 Qa2 _ (b1 b1z
A= (a21 azz) veB = (b21 bzz)

bi¢iminde ifade edilir. 2 X 2 lik bir oyunda oyuncularin karma stratejileri
(x,1—x)ve (y,b1—-y)0<x<1,0<y<1

dir. Bu durumda oyuncularin kazanglar (getiri fonksiyonlari)

a a y
Hy=xTAy=(x1—x) (ai a;z) (1 . y) 4.7
= (a11 — a1z — A1 + az2)xy + (12 — Az2)x + (A1 — Az2)Y + Az,
b b y
Hg =xTBy = (x1—x) (bi bi) (1 . y) (4.8)

= (by1 — by — byy + bzz)xy + (b1z — byp)x + (byy — bzz)y + by

biciminde ifade edilir.

Ele alinan bimatris oyunu i¢in

()= @)60)<m()
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pesy ()=, 7). 2,) =m ()

ifadeleri diizenlenirse

{an)’ +ap(l-y)<H (4.9)
a1y + az(1 —y) < Hy '

bi1x + bi,(1 —x) < Hpg
{b21x + b,,(1 —x) < Hg

(4.10)
(4.9) ve (4.10) ile verilen esitsizlikler elde edilir. (4.7) ifadesindeki H, degeri (4.9) ile
verilen esitsizliklerde yerine yazilirsa

{(an — Q12 = Gz1 T az2) (1 = X)y + (12 — azx) (1 —x) < 0 (4.11)

(ay; — a13 — apq + azx)xy + (a1, —az)x =0

elde edl|ll’ BUI'ada aiq —Aaqp —ayq + a;, = aq ve A1 — Uy = Ay olacak bl(;lmde bir

degisken degistirme yapilirsa, (4.11) ifadesi

a(1-x)y—a,(1—x)<0 (4.12)
axy —ax =0 (4.13)

olur. Bu durumda I. oyuncunun stratejiler kiimesi (4.12) ve (4.13) ile verilen kosullart
saglar. x i¢in li¢ durum mevcuttur:

1. Durum

x = 0 ise (4.13) biitiin y ler i¢in saglanir ve (4.12) ise

ay—a; <0 (4.14)
biciminde ifade edilir.

2. Durum

x = 1ise (4.12) biitiin y ler igin saglanirken (4.13) kosulu ise

ay—a, =0 (4.15)
biciminde ifade edilir.

3. Durum

0 < x <1 ise bu durumda (4.12) ile verilen esitsizligin sol tarafi (1 — x)’e, (4.13)

ile verilen esitsizligin sol tarafini ise x’e boliiniirse
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{aly—aZSO
a,y—a, =0

(4.16)
elde edilir. Yani, a;y —a, = 0 olur. Boylece (4.12) ve (4.13) kosullarimi saglayan
sistemin ¢oziim kiimesi K ile gosterilsin. O halde K i¢in li¢ durum mevcuttur.
1) a;y—a, <0=(0,y)0<y<1
2) aiy—a,=0=(x,y)0<y<10<x<1
3 a4y—a,20=(1L,y)0<y<1.
Eger a; = a, =0 ise (4.14)-(4.16) kosullar1 biitiin x ve y ler i¢in saglanir. Bu
durumda ¢6ziim x € [0,1], y € [0,1] birim karesinin biitiin noktalaridur.
Eger a; =0, a, # 0 ise (4.14) ve (4.15) kosullarindan biri saglanir. Bu durumda
¢oziim x = 0 yada x = 1 dir.

Eger a; > 0 ise

x=0icihy<a,/a, =«
{x =liciny>a
0<x<lighy=a
bi¢iminde ¢oziimler elde edilir.

Eger a; < 0 ise

x=1licihy <a

{x=0iginy2a2/a1=a
0<x<licihny=«a

bi¢iminde ¢oziimler elde edilir.

1. oyuncuyu temsil eden A nin ¢oziimler kiimesi olan X nin grafik gosterimi sekil 4.1

ile verilir.
a, >0 a, <0
y y
1 1
(04 (04
0 1 X 0 1 X

Sekil 4.1. I. oyuncu i¢in oyunun ¢dziimiiniin grafik ile gosterimi
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Benzer bicimde B oyuncusu i¢in de ayni adimlar1 uygulayalim.
(4.8) ifadesindeki Hg degeri (4.10) ile verilen esitsizliklerde yerine yazilirsa

{(bn — b1z = b1 4 b)) (1 = x)y + (b1 = b2p)(1 —x) < 0 (4.17)

(b11 = b1z — ba1 + byp)xy + (b1 — byp)x = 0

E|de Edl|lr Burada bll - b12 - b21 + b22 = bl ve b22 - b21 = b2 Olacak bl(}lmde blr
degisken degistirme yapilirsa, (4.17) ifadesi

by(1—-x)y—b,(1—x)<0
blxy_bzx 2 0

bi¢ciminde elde edilir. B oyuncusunun ¢oziimler kiimesi £ olsun. O halde £ i¢in asagidaki

durumlar mevcuttur.

1) bjy—-b, <0= (5,00 0<x <1
2) bhyy—-b,=0=(x,y)0<x<1,0<y<1
) byy—-b,20=(x,1)0<x <1

Eger b; = b, = 0 ise ¢6ziim x € [0,1], y € [0,1] birim karesinin tiim noktalaridur.
Eger by =0, b, # 0ise ¢ozimy = 0yaday = 1 dir.
Eger b; > 0 ise

y=1licinx=>a«a

{y =0icinx <ay/a, =«
O<y<licinx=a«a
bigiminde ¢6ziimler elde edilir.

Eger bl <0 ISG

y=1licinx < a

{y=0iginx2a2/a1=a
O<y<licinx=a«a

bigiminde ¢6ziimler elde edilir.
I1. oyuncuyu temsil eden B nin ¢oziimler kiimesi olan £ nin grafik gosterimi sekil

4.2 ile verilir.
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Y, b; >0 y b; <0

1 I— —_— 1———|
ey Y

| I
—] X ] = 1

Sekil 4.2. I1. oyuncu i¢in oyunun ¢ézlimiiniin grafik ile gosterimi

Oyunun ¢6ziimii K ve £ kiimelerinin kesisimi olan x ve y lerdir. Bu durumda (4, B)

matris ¢ifti ile verilen bimatris oyunun ¢éziimiiniin grafik gosterimi sekil 4.3 ile verilir.

_q=__| T x 0 !

Sekil 4.3. Bimatris oyunun grafik yontemi ile ¢oziimii

Elde edilen sekillerden de goriildiigli gibi X ve L ¢oziim kiimelerinin olusturdugu

zigzaglar ters yonde oldugu gibi ayn1 yonde de olabilir.

Sekil 4.3°de yer alan ilk grafikte zigzaglar ii¢ kesisim noktasma sahiptir. Ikinci

grafikte ise zigzaglar bir kesisim noktasina sahiptir.

O halde elde edilen x ve y degerleri (4.7) ve (4.8) ifadelerinde yerine yazilirsa,

oyuncularin herbirinin ortalama kazanglar1 belirlenir.

Ornek 4.4.1. Getiri bimatrisi

_ ((~10,5) (2,-2)
(A'B)_<(1,—1) (—1,1))

ile verilen I. ve I1. oyuncularin getiri matrisleri sirasiyla

a=(70 D=0 )

bi¢ciminde ifade edilir. 2 X 2 lik bimatris oyununu grafik yontem ile ¢dzelim.
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Coziim. I. oyuncunun K ¢oziimler kiimesini belirleyelim. ilk olarak a degerini

hesaplayalim:
Ay = Ay —Qqp —Ap1 + Ay = =14 <0
Ay = 0y — A1y = —3
olmak iizere & = 2 = = olur.
a; 14

a,; < 0 oldugundan ¢6ziim kiimesi K

0,y) 3/14<y<1
(x,3/14) 0<x<1
(1y) 0<y<3/14

biciminde elde edilir. Benzer bigimde I/. oyuncusunun £ ¢oziimler kiimesini belirleyelim.
[lk olarak B degerini hesaplayalim:

by = byy — b1y —by1 + by =9>0

by = by; — by =2

. by 2
olmak iizere B = b—z = 5 olur.
1

b; > 0 oldugundan ¢oziim kiimesi £

(x,00 0<x<2/9
(2/9,y) 0<y<1
(x,1) 2/9<x<1

bi¢iminde elde edilir.
K ve L ¢oziim kiimelerinin kesim noktast C olsun. Bu durumda ¢oziimiin grafik ile

gosterimi sekil 4.4 ile verilir.

¥/ L
Ny ——
I

3/14 * C(2/9,3/14)
_ X

q 2/9 1 X
Sekil 4.4. Ornek 4.4.1 in grafik yontem ile ¢oziimii

Oyuncularin optimal stratejileri ve 6demeleri

T 27 T 3 11
=3y =G5
99 14 14
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Ho=xTay = (33 (7" .i)(ﬁﬁﬁﬂ)=-§

to =78y = (53) (2, if)giﬁi)zi

olarak elde edilir.
Ornek 4.4.2. Getiri bimatrisi

(@22 (-1,-2)
MB)_QL—D mﬂ)>

ile verilen I. ve I1. oyuncularin getiri matrisleri sirastyla

A=(i-g)3=(f1-ﬁ)
biciminde ifade edilir. 2 X 2 lik bimatris oyununu grafik yontem ile ¢ozelim.

Coziim. I. oyuncunun X ¢oziimler kiimesini belirleyelim. Ik olarak a degerini
hesaplayalim:

Ay =011 — QA — Ay + Ay =2>0

A =0z —a;p =1

; a 1
olmak iizere a = a—z - olur.
1

a, > 0 oldugundan ¢6ziim kiimesi K

0,y) 0<y<1/2
(x,1/2) 0<x<1
(1,y) 1/2<y<1

biciminde elde edilir. Benzer bicimde /1. oyuncusunun £ ¢dziimler kiimesini belirleyelim.
Ik olarak B degerini hesaplayalim:

by =Dby1 — b1y = by + by =5>0

by = by, — b1z =1

. by, 1
olmak iizere f = b—z = olur.
1

by > 0 oldugundan ¢6ziim kiimesi £

(x,00 0<x<1/5
(1/5y) 0<y<1
(x,1) 1/5<x<1

bi¢iminde elde edilir.
K ve L ¢oziim kiimelerinin kesim noktasi C olsun. Bu durumda ¢ézlimiin grafik ile

gosterimi sekil 4.5 ile verilir.
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1
|
.

1/2 T
G2

c
1(f_Jl/S 1 X

Sekil 4.5. Ornek 4.4.2 nin grafik yontem ile ¢oziimii

Sekil 4.5’de ti¢ tane kesim noktas1 vardir ve bunlar

11
Cl = (0,0), 62 = (§’§>‘ C,3 = (1r 1)

noktalaridir. Bu durumda, oyuncularin optimal stratejileri ve 6demeleri
# M 1 4 A
1T=01 x'=(33) 1 =00
11

yiT=01 »"=(3) » =10

== )62 =00 D=0
=t (25 ( %) =0 (3 2)(0) -0
[ = G (e )0 2)=EC ()=
= Cat = (32 32)(22) =@ (% ) (15) =0
=i (G )62 =00( 7))
=" (Y@ (E 20 -0

bi¢iminde elde edilir.

4.5. Aralik Bimatris Oyunlar:

Getiri matrisi, aralik matrisleriyle verildiginde oyunun bimatrisi (4, B)

([a111, a11r] [b111, b11R]) ([a121, a12r], [b121, b12r]) v ([atnp a1nr] [P1ns, bingr])
([az11, az1r], [P211, b21R]) ([az21, azzr), [P221, b22r]) v ([aznr, aznrls [b2nL, bangr])
([am1r amir) [Pmin bmir]D)  ([@mar, @mar) [Pmar, Pmzr]D) ... ([@mnr @mnr] [Prmns, Pmar])

57



biciminde ifade edilebilir.
Xp)i i % =1, =20,vVi=12,..,m}
Ly;=0,Vj=12,..,n}

SI = {x = (xl,xZ, .

SII - {y - (yliyZ' ' ;ym) Z] 1yj
kiimeleri sirastyla I. ve I1. oyuncunun karma stratejilerinin kiimeleridir.

I. oyuncu x € S; , I1. oyuncu y € §;; karma stratejisi ile oynadiginda, /. oyuncunun

H;(x,y) z

j=11

getirisi

Ms

Xi al]L’ l]R]y]

I
oy

bigiminde /1. oyuncunun getirisi

n
Hy(x,y) Z

j=11i

xl ijL» ljR]yj

Ms

1l
=

bigiminde ifade edilir.

4.6. mxn Boyutlu Arahk Bimatris Oyunlarinin Coziimii i¢in Analitik Yontem
Bu kisimda, bimatris oyunlarin ¢éziimiinde kullanilan Lemke-Howson algoritmasi

aralik bimatris oyunlarin ¢6ziimii i¢in uygulanacaktir.

_ [a111, A11R]
A= :

[@m1L, Am1rl

_ [b111, b11r]
B = :

[meLr bmlR]

(@101, Q1nr] ]

[aan' amnR]-
[blan blnR] |

[banr bmnR]—

sirastyla I. ve II. oyuncunun mxn boyutlu getiri matrisleri olsun. m I. oyuncunun piir
strateji sayist, n I1. oyuncunun piir strateji sayisi olmak tizere, x* I. oyuncunun (m X 1)
boyutlu karma strateji vektorli, y* I1. oyuncunun (n X 1) boyutlu karma strateji vektorii
olsun.
x* € §; 1. oyuncunun, y* € S;; ise I1. oyuncunun karma stratejisi olsun. Eger

keyfi x € S; igin H;(x,y™) < H;(x",y")

keyfi y € Sy i¢in Hy (x™, y) < Hy (x%, y7)
ise, (x*, y*) ikilisine verilen oyunun denge strataejileri (veya denge ikilisi) denir.

A >0 ise aralik matrisinin biitin elemanlar1 pozitifdir. 4, B > 0 olsun. A =
[aij, aijr] Ve B = [bl-jL,bin], 1<i<m,1<j<n olmak flizere her bir i,j i¢in

araliklarin uzunluklari birbirinden farkli ve araliklar i¢ ice gegmemis olsun.
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Tixi=1x,=20i=1,..,m
Z;Llyj =1y;20j=1,..,n
Ay* < (" Ay*)([L1Dmyr = Hz([L1D mas
Bx* < (x""By")([1,1Dnx1 = Ha([L1Dnx1

(4.18)

(4.18) ile verilen kosullara dayanarak, I. ve II. oyuncunun getiri (kazang) matrislerine
uygun Nash Denge durumunu hesaplayalim.
d= H}E}X((lij,ﬁij) + [1,1],l = 1, ,m] = 1, -, n, aij = [aijL, ain],,Bij = [bijL' bin]
_ L [d,d] - [d,d] [a110,a11r] - [ain, Gingl
A1 = dE —A= : ’ : — : i :
[

Amie Amirl - [Cmn Gmnrl

[ddl -~ [dd]

t11 - lin
= : . : >0
tm1 - tmn

burada tij = [d, d] - [aijL, ain] i=1,..m ] =1,..,n, E= [eijL,ein] = [1,1] dir.

_ b N ([d; d - ld, d]) ( [b111,b11r] -+ [b1nL, bingl )
Bi=dE—B=[ : 4n ii)- ; ;
[

bmlLr bmlR] [ban, bmnR]

(d.d] - [dd]

S11 " Sin
=2 : : >0
Smi """ Smn

burada  s;; = [d,d] — [bj, bijr),i =1,...,m j=1,..,ndir. Bu durumda, (4.18)

kosullarina denk olan kosullar

>0 (4.19)
(7 (BT% = ([(11Dsr)) = 0
ATy 2 ([1L1Dma
y=0 (4.20)
(% (475 = ((L1Dmar) ) = 0
bigiminde ifade edilir. BT % > ([1,1])x1 kosulu
B < (@Y7 % — D([1L,1 s (4.21)

biciminde ifade edilir. Burada, x* = m’z — = X = x" )%, % oldugundan X degeri (4.21)

i=17*i
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esitsizliginde yerine yazildiginda

E1Tx* ﬁlfi < Zﬁ1 % — D(1L1Dnx
1

Blxt < (d-5is) (11D

i=1Xi

elde edilir. Boylece,

BTx* < (x*TBy*)([L1Dnx1 = Hz([L1Dnx1
ifadesi ile

BT x* <<d— 1 >([1 1))
1 —= Zm = ) nx1l

i=1%i
ifadesi denktir. BT % > ([1,1]),,,1 esitsizligine karsilik gelen oyun degeri
1

m

T~
x*"By*=d— —
i=1Xi

ifadesini eklersek
XTBy = TdEy — ([1L1])fix1

(7 (BT % — ([L1Dnxa)) = 0
olur. (4.19) kosullarinin saglanmasi ile

BTx* < (X*Tgy*)([l']-])nxl = Hz([1,1Dnx1
ifadesi saglanacaktir. Benzer sekilde (4.20) kosullarinin saglanmasi ile
Ay” < (x""Ay*)([(L1Dmrr = Ha([L1) 1
ifadesi saglanacaktir.
Nash dengesine uygun %,y denge noktalari bulunduktan sonra I. ve II. oyuncular

icin x*, y* optimal stratejileri ve H;, H;; oyun degerleri sirasiyla

* x * y
X = —, Y = =
=1 % 2j=13’j
1
HI:d_?,H”:d_ m =
j=1Jj i=1%i

olarak elde edilir.

Bimatris oyunlar i¢in Nash dengesinin bulunmasinda kullanilan Lemke Howson
algoritmasin aralik bimatris oyunlarinda ele alalim.

Lemke-Howson Algoritmasi

1) A, B; matrislerinin hesaplanmas1

1.d = max; ;(a;;, i) + [1,1], (i =1,..,mj = 1,...,n) degerinin belirlenmesi
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2. Gerekli doniisiimlerin yapilmasi
Al =dE-A4>0
Bi=dE-B>0
burada E' = [e;j, €] = [1,1], i =1,..,mj =1,..,ndir.
1) x°, y° baslangig strateji vektdrlerinin belirlenmesi

3. Aj, tablosunun olusturulmasi

[th t%1 trlnl : [1,1] [0,0] - [0'0]]
Al = |t%2 te v tmo : [0:.0] [1{1] [0'0]| = [47:1]
e,y o otk i1001 [00] - [11])

4. y° baslangic vektoriiniin elde edilmesi
yol = (2 0 ...0)
burada a = min; 1:1-11 ,i=1,2,...,mve 0 = [0,0] aralik sayisidir. Bu deger A, matrisinin 1.
stitununun en kii¢iik elemanidir. Minimumu veren i degerini i* ile gosterelim.
5. B; tablosunu olusturulmasi: By = [B;: I] biciminde elde edilir.
6. x° vektoriiniin elde edilmesi

1
oT _

=(00 ..—-0..0
x ( b )

burada b = min; sil*l,j =1,2,..,n ve 0=[0,0] aralik sayisidir. b aralik sayisi B,
matrisinin i*. satiriin minimum elemanidir. Minimum degerine uygun j degerini j* ile
gosterelim.
111) Denge kosullarinin kontrol edilmesi
7. Sistemin denge durumunda olup olmadiginin kontrolii agsagidaki bicimde yapulir.
Oncelikle p(x) ve q(x) kiimeleri belirlenir. p(x) kiimesi ijx = [0,0] kosulunu saglayan
biitiin f; ler ve s{"x — [1,1] = [0,0] kosulunu saglayan biitiin s/ lerden olusur ve
p(x) = {fusi"| fx = 0,5{Tx — [1,1] = [0,0]}
bigiminde tanimlanir.
Benzer sekilde q(y) kiimesi
a) = {e;, t}| ]y = 0,¢{Ty — [1,1] = [0,0]}
bi¢iminde elde edilir.
p(x°) ve q(y°) kiimelerini asagidaki bigimde yazabiliriz.
p(x°) = {f1. f2 e fir—1 Sjo firans o0 fmd
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q(yO) = {ti*' €2, -y e‘n}

Denge durumu kontrolii M (x, y) kiimesinden yararlanilarak yapilir.

er € M(x,y) eger e, € q(y) veyas; € p(x)}
fs € M(x,y) eger f; € p(x) veyat; € q(y)

Eger M(xl-,yj) = {eq, ..., en f1, f2r s fm} i88 (x;,y;) ikilisi denge durumudur. Eger

MGoy) = fen fil

denge durumu saglaniyorsa 15. adima aksi halde 8. adima gegis yapilir.

IV) Bazlarin Degistirilmesi

8. (eq, €y, ..., €,) bazmn q(y°) ile (fi, ..., f;n) bazmin p(x°) ile degistirilmesi, yeni
A3, B tablolar1 simpleks yardimiyla olusturulur. Eger anahtar elemanin bulundugu satirin
numarasi e Veya f siitunlarinin numarasi ile ayni ise tabandan ¢ikarilir. Anahtar elemanin
bulundugu siitun baza yerlestirilir.

A; tablosunu olusturmak igin bazdan e; vektorii gikarilir yerine t; vektorii girer. Bu
islem simpleks metodda oldugu gibi yapilir. Anahtar elemanin oldugu satir, anahtar
elemana boliiniir ve Aj tablosunun tiim satirlarmndan anahtar elemanm oldugu satir

cikarilir. A} tablosu

5~ 5 ~ 5 5 11 in
[“11 App oo Aproqq 1 Ai*y11 = Am1  q - q ] A
= ~ 5 = ps 21 2n
| @12 Gz o Oz O Ai*+12 - Am2 ( e q | Ay
d’ =~ ~ 0 &* d nl nnJ An
in Aop o Ajix_qp i*+1n - mn 4 - q
0 0
'Sl -1 'Sz -1 . fi*—l -1 fi* -1 5i*+1 -1 .. fm -1 Vi In
C - ~ tii  ~ ~
biciminde elde edilir. Burada 1 = [1,1] aralik sayisidir ve &;; = t_,‘l, Qj = ti; — diqtis i
i*1

j # 1dir.
9. A3 alt tablosunda (ey, ey, ..., e,,) baz1 yerine
T
YO =01y )
yazilir.

&=tTy%i=12,..,m
ifadesinde t} ler A} tablosunun siitunlaridir. A} tablosunun en alt satirina §; — 1 (i =

1,2, ..., m) degerleri yazilir.

10. A; tablosunun j. satir1 igin A*, 2** degerlerinin hesaplanmasi

_1 79 _1 0
A; = min {— L ;—y—-}, A" = max {—ES —y—t}

] . r . ! t
a,?]<0 Ay j q] a5.]>0 Asj q]
qJT<0 qJt>0
1<ksm 1<ssm
1srsn 1<ts<n

Hesaplanan A;,A;* degerlerinden ya A; ya da A;" sifir olacaktir. A7 matrisinin saginda
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bulunan 2 siitununu ele alalim. A siitununun elemanlari, (4;) ler sifirdan farkli A; ya da 4;"
lardan olusur. Eger 4; = 4;" = 0 olursa; sifir siitunu girer. Bu saymin 4; den sada hangi
stituna uygun olarak elde edildigi gosterilmektedir.

11. Benzer sekilde B; tablosu olusturulur. Bu tabloda Aj sayis1 yerine y; sayisi elde
edilir. En alt satirdaki & — [1,1] degeri yerine n; — [1,1] degeri yazilir. ¢/" yerine p'/ elde
edilir.

V) Optimal Strateji ve Oyun Degerinin Belirlenmesi

12. 1. ve II. oyuncularin sahip olduklar1 biitiin olas1 x ve y stratejilerini belirleyelim.

x! = x07 wpti=12,..,m

yl = yOT +4q°j=12,..,n
burada p%, q’ ler Bj ve A} tablolarinda déniisiimlerinin icinde olan P ve Q matrislerinin
satirlaridir.

13. q(y;) ve p(x;) kiimelerini belirleyelim.

a(y;) = @) vt} \ {e;}

bi¢iminde elde edilir. Benzer sekilde p(x;)
p(x) = {(p(x*) Usy 3\ {fi}

bi¢iminde elde edilir.

14. Her bir (x;,y;) ikilisi igin M(x;,y;) kiimesini belirleyelim. 7. adimda oldugu
gibi denge durumunu kontrol edelim. Eger denge kosulu saglanirsa 15. adima gegilir. Eger
denge durumu higbir ikili i¢in saglanmiyorsa 4. adima gecilir ve Aj tablosunda olan AT

matrisinin ikinci satirmin minimal elemani bulunur. Bu durumda y° baslangi¢ degeri

1
y°" = (0 ~0 ...0)
bi¢iminde elde edilir. Burada a = min; till ,i = 1,2,...,m dir. Daha sonra da algoritmanin

biitiin adimlar1 saglanir.

Eger 2.adimda denge durumu saglanmazsa A7 matrisinin 3.satirmin minimal elmani

ve uygun y° vektorii aranir. Bu durumda % , ¥° vektoriinin 3. bilesenine yazilir.

1 1 1
(O — 0...0),(00 — O...O),...,(OO... — 0...0)
a a a

bi¢iminde ifade edilir.
15. X,y denge durumu bilinirse, optimal stratejileri x*,y* ve getirileri H;, Hy

asagidaki bigimde ifade edilir.
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BOLUM 5
COK ADIMLI OYUNLAR

Bu boliimde ¢ok adimli oyunlar sinifindan olan pozisyonlu oyunlar ve diferensiyel

oyunlar incelenecektir.

5.1. Pozisyonlu Oyunlar

Bu kisimda ¢ok adimli oyunlardan pozisyonlu oyunlar ele alinacaktir. Pozisyonlu
oyunlarda ilk hamle rastgele yapilir. Oyunun durumlari diigiim noktalar1 veya pozisyon
olarak adlandirilir. Oyuncularin sahip olduklar1 bilgi acgisindan pozisyonlu oyunlar ikiye
ayrilir. Tam bilgiye dayali pozisyonlu oyunlar ve tam bilgiye dayali olmayan pozisyonlu
oyunlardir. Pozisyonlu oyunlara dama, satrang, okey, iskambil oyunlar1 6rnek verilebilir.
Pozisyonlu oyunlarin karakteristik 06zelligi literatiirde siklikla karsilasilan graflarla
modellenebilmesidir. Bu boéliimde graflarla modellenen pozisyonlu oyunlari vermeden
once grafin temel Ozellikleri verilecektir (Rosen, 2012). Sonrasinda incelenecek olan
tanimlar ve ornekler i¢cin Kolobagkina (2011) ¢calismasindan yararlanilmistir.

Tanmm 5.1.1. G = (V,E) grafi bos olmayan koseler (veya diigiimler) kiimesi V ve
kenarlar kiimesi E olan kiimelerden olusur. Her kenarin bir veya iki kdsesi vardir. Bu
koselere u¢ noktalar denir. Bir kenar ug noktalar1 birlestirmektedir.

Kenar sayisi sonsuz olan grafa sonsuz graf, kenar sayist sonlu olan grafa ise sonlu
graf denir. G grafinin koseler kiimesi V sonsuz olabilir. Goriildiigii gibi sonlu grafin sonsuz
sayida kosesi olabilir. Bu durumda, sonsuz sayida koseler izole edilmis kdselerdir. Calisma
boyunca, graflarla iliskilendirilecek sonlu oyunlar oldugu i¢in sadece sonlu graflar ele
aliacaktir.

Tanmm 5.1.2. Kenarlar1 kesismeksizin diizlemde ¢izilebilen grafa diizlemsel (planar)
graf denir.

Tamm 5.1.3. Hig basit devre igermeyen yonsiiz bir grafa aga¢ denir.

Teorem 5.1.4. Yonsiiz bir grafin aga¢ olmasi igin gerek ve yeter sart her iki diigiim
arasinda basit bir tek yol olmasidir.

Ispat. T bir agac olsun. Bu durumda, T basit devre icermeyen baglantili bir graftir. x
ve y T nin iki diiglimii olsun. T baglantili oldugundan x ve y arasinda basit bir yol vardir.
Ayrica bu yol tek olmalidir, eger ikinci bir yol olsayd:r x den y ye giden birinci yol ile
ikinci yolu tersine gevirerek elde edilen y den x e giden bir yolu birlestirerek bir devre

olustururduk. Boylelikle, T nin basit bir devreye sahip oldugunu elde ederiz. O halde, bir
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agacin herhangi iki diigiimii arasinda basit bir tek yol vardir.

Simdi ise T grafinin herhangi iki diigiim arasinda basit bir tek yol oldugunu kabul
edelim. Herhangi iki diigiim arasinda bir yol oldugu i¢in T baglantilidir. Ayrica T de hig
basit devre yoktur. Bunu gérmek igin T nin x ve y diigiimlerini i¢eren basit bir devre
oldugunu varsayalim. Bu durumda x ve y arasinda iki yol olacaktir ¢linkii basit devre x
den y ye ve y den x e giden basit bir yoldan olusur. Dolayisiyla, herhangi iki diigiim
arasinda bir tek yol bulunduran graf bir agagctir.

Tic-tac-toe, nim, dama, satrang gibi pozisyonlu oyunlar1 analiz etmek igin agaglar
kullanilabilir. Bu oyunlarin her birinde oyuncular sirayla hamle yaparlar. Her oyuncu diger
oyuncu tarafindan yapilan hamleyi bilir ve oyunda sansin yeri yoktur. Boyle oyunlar,
diigiimleri oyun siirecindeki konumlar1 temsil eden, kenarlari ise bu konumlar arasindaki
hamleleri temsil eden oyun agaglari ile modellenir. Genellikle oyun agaglar1 biiyiik
oldugundan oyunun simetrik konumlar1 ayni diigiim ile temsil edilerek basitlestirilebilir.
Oyun, ¢ift seviyedeki bir diiglim ile temsil edilen bir konumda ise, birinci oyuncunun
hamle sirasi, tek seviyedeki bir diigliim ile temsil edilen bir konumda ise ikinci oyuncunun
hamle sirasidir.

Ornek 5.1.5. (Tic-tac-toe) Tic-tac-toe oyunu iki oyuncu tarafindan 3 X 3 liik tahtada
sirayla her oyuncunun bos olan bir bolmeyi secerek oynadigi bir oyundur. Galibiyet
¢izgisini tamamlayan ilk kazanan olur. Bu oyunda galibiyet ¢izgisi, li¢ yatay c¢izgi, U¢
dikey c¢izgi ve iki kdsegenlerdir. Oyunun sonuna kadar oyuncularin biri tarafindan
galibiyet ¢izgisi olusturulmazsa, oyun berabere biter. Bu durum, her oyuncunun rakibinin
kazanmasii Onlemek i¢in oynadigini gosterir. Tic-tac-toe oyunun oyun agaci oldukga
bliytiktiir. Bu yiizden, Sekil 5.1°de gosterildigi gibi sadece ii¢ olas1 ilk hamleleri ele almak
yeterlidir.
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Sekil 5.1. Tic-Tac-Toe i¢in oyun agacinin bir kismi

Bir oyun agacindaki diigiimlerin degerleri, yinelemeli olarak her iki oyuncunun da
optimal stratejileri ile oynadiklarinda oyunun sonucunu belirleyecek sekilde tanimlanir.
Birinci oyuncu i¢in optimal strateji, oyuncunun kendi kazancini maksimum yapan ve ikinci
oyuncu i¢in ise kazancint minimum yapan bir stratejidir. Simdi bir digliimiin degerini
yinelemeli olarak tanimlayalim.

Tamim 5.1.6. Oyun agacinda, bir diigiimiin degeri yinelemeli olarak

() bir yapragin degeri, eger oyun bu yaprak ile temsil edilen bir pozisyonda
bitiyorsa, birinci oyuncunun édemesidir.

(i)  ¢ift seviyedeki bir i¢ diiglimiin degeri, sahip oldugu digim degerlerinin
maksimumudur ve tek seviyedeki bir i¢ diigiimiin degeri, diigim degerlerinin
minimumudur.

bi¢iminde tanimlanir.

Birinci oyuncunun maksimum degeri verecek olan konuma dogru hamle yaptig1 ve
ikinci oyuncunun ise minimum degeri verecek olan konuma dogru hamle yaptig1 stratejiye
minmax strateji denir. Iki oyuncunun da minmax sratejisi ile oynadi1 oyunda kimin
kazanacagl agacin degeri hesaplanarak belirlenebilir. Bu ise teorem 5.1.7’nin bir

sonucudur.

67



Teorem 5.1.7. Eger iki oyuncu da minmax stratejisi ile oynarsa, oyuna baslanan

diigtimiin degeri, birinci oyuncunun 6demesine esit olur (Rosen, 2012).

5.1. 1. Tam Bilgili Olma Durumu

Tamim 5.1.1.1. Oyuncular oyunun ge¢mis her anim biliyor ise bu 6zellikteki bir
oyuna tam bilgiye dayali oyun denir.

En ¢ok oynanan tam bilgili oyunlar satran¢ ve Go dur. Ancak ¢ok sayida baska tam
bilgili oyunlar da vardir; dama oyunu, ¢in damasi, Nim, Hex, Tic-tac-toe v.s gibi. Ornegin,
satrang tam bilgili bir oyundur ¢ilinkii oyunun basindan itibaren her iki oyuncu da rakibinin
hangi hamleyi yaptigin1 bilir.

Pozisyonlu bir oyun i¢in oyun agaci sekil 5.2 ile verilir.

Sekil 5.2. Pozisyonlu bir oyun i¢in oyun agaci

Yuvarlarin igine yazilan O, A, B sembolleri mevcut durumda hamle yapan oyunculari
temsil eder.

Ornek 5.1.1.2.

l. hamle: A oyuncusu {1,2} kiimesinden x sayisi segiyor.

Il. hamle: B oyuncusu {1,2} kiimesinden x sayisina bagli olmaksizin bir y sayisi

seciyor. A oyuncusunun getiri fonksiyonu W olmak iizere
w1 =1,w21) =-2
w@2)=-1,wW2.2) =2

biciminde veriliyor. Oyun agaci ise sekil 5.3 ile verilir.
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Sekil 5.3. Ornek 5.1.1.2 nin oyun agaci

A oyuncusunun iki, B oyuncusunun dort stratejisi vardir ve

A;: (x = 1 sayisini secmek )

A,: (x = 2 sayisini secmek )

B; —[1,1] {(x e bagh olmadan y = 1 sayisini1 segmek )

B, — [1,2] (x e bagh olmadan y = x i secmek )
B; — [2,1] (x e bagh olmadan y # x i segmek )
B4_ - [2,2]

bi¢iminde ifade edilir.

(x ebagliolmadan y = 2 iseg¢mek )

Tablo formu
B, B, B3 B,
[1,1] [1,2] [2,1] [2,2]
Ay x=1 | W@ | w1 | w2 | w(,2)
A, x=2 | WD | w2 | w1 | W22

bi¢iminde elde edilir.
Matris formu

11—1—1]
-2 2 =2 2

bi¢iminde elde edilir ve oyun degeri v = —1 dir.

5.1.2. Tam Bilgili Olmama Durumu

Tammm 5.1.2.1. Oyun hakkinda oyuncularin bir kismi diger oyuncularin sahip
olmadig1 bir bilgiye sahip ise bu 6zellikteki oyuna tam bilgiye dayali olmayan oyunlar

denir.

69




Ornegin savas, komutanlar es zamanli hamle yaptiklar1 icin tam bilgili bir oyun
degildir. Bri¢ ve tavla oyununda sans rol oynadigi i¢in bu oyunlar da tam bilgili oyunlar
degildir.

Simdi bu durumu ele alan bir &rnek verelim. Ornek 5.1.2 deki biitiin verilerin ayni
kaldig1 sadece B oyuncusunun II. hamlede A oyuncusunun sececegi x degerini bilmeden
{1,2} kiimesinden bir y sayisini sectigi bir hamle olsun. O halde,

A oyuncusunun iki tane, B oyuncusunun da iki tane stratejisi vardir ve

A;: (x = 1 sayisini segmek )

A,: (x = 2 sayisini se¢mek )

B;: (y = 1 sayisini se¢mek)

B,: (y = 2 sayisini se¢mek )
biciminde ifade edilir. Oyun agac1 ise 6rnek 5.1.1.2 ile aynidir.

Tablo formu
By B,
Yy = y=
A, x=1 w(l) | w@2)
A, x =2 we1 | w2
bi¢iminde elde edilir.
Matris formu
5, 3]
-2 2

bi¢ciminde ifade edilir. Piir stratejilerde oyun degeri olmadigindan karma stratejiye gecis
yapilir. Matris oyunlarinin ¢oziim yontemlerinden biri olan lineer programlama
kullanilabilir. Bilinen simpleks metod uygulanarak ¢oziim elde edilir (Oztiirk, 2011).

Cozilim sonucu oyuncularin optimal stratejileri ve oyun degeri

sa= (2).57 = (22 vev =0
dir.

Ornek 5.1.2.2.

l. hamle: A oyuncusu {1,2} kiimesinden bir x sayisi segiyor.

Il. hamle: B oyuncusu A oyuncusunun hamlesini bilerek {1,2} kiimesinden bir

Y sayisl Se¢iyor.
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I hamle: A oyuncusu B oyuncusunun hamlesini bilmeden ve 1. hamledeki
secimini unutarak {1,2} kiimesinden bir z sayis1 seciyor.

Bu durumda A nin getiri fonksiyonu W olmak iizere

w11 =-2,w(,1,1) =3

w1,1,2) =4,W(2,1,2) =0

w1,2,1)=1,w(2,2,1) =-3

W(1,2,2) = -4, W(2,2,2) = -5

bi¢iminde veriliyor. Oyun agac1 ise sekil 5.4 ile verilir.

A\ @{

Sekil 5.4. Ornek 5.1.2.2 nin oyun agac1

B oyuncusunun dort stratejisi vardir ve

B; — [1,1] (x'e bagli olmadan y = 1 sayisin1 se¢mek )

B, — [1,2] (x'e bagh olmadan y = x i secmek)
B3 —[2,1] (x'e bagh olmadan y # x i segmek)
B, — [2,2] (x'e bagh olmadan y = 2 i segmek)

biciminde ifade edilir.

A oyuncusunun da dort stratejisi vardir ve

A —(1L1),4A, —(1,2), A3 — (2,1), A, — (2,2)
dir.
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Tablo formu

By B, B3 B,
[1,1] [1,2] [2,1] [2,2]
Ay 1Ly (w@iLy (w1l | w12l | w(l,21)
A, 1,2 (w@1,1,2) | w(,1,2) | Ww(1,2,2) | W(1,2,2)
As 2,1) (wW21,1) | w221) | W(2,1,1) | W(2,2,1)
A, (2,2) |W(2,1,2) | W(2,2,2) | W(2,1,2) | W(2,2,2)
bigiminde elde edilir.
Matris formu
-2 =2 1 1
4 4 —4 —4
3 -3 3 -3
0 -5 0 -5

bigiminde elde edilir. Oyunun ¢6ziimii i¢in matris oyunlarinin ¢6ziim yontemlerinden biri
olan lineer programlama kullanilabilir. Bilinen simpleks metod uygulanarak ¢oziim elde

edilir (Oztiirk, 2011). Céziim sonucu oyuncularin optimal stratejileri ve oyun degeri

sa=(= 2,00),55=(02,0,5)vev=—=
dir.
Ornek 5.1.2.3.
l. hamle: A oyuncusu {1,2} kiimesinden bir x sayisi segiyor.
Il. hamle: B oyuncusu A oyuncusunun hamlesini bilerek {1,2} kiimesinden bir
Y sayis1 seciyor.
1. hamle: A oyuncusu B oyuncusunun hamlesini bilmeden fakat I. hamlede
kendi sectigi x sayisini hatirlayarak {1, 2} kiimesinden bir z sayis1 segiyor.
Bu durumda A nin getiri fonksiyonu W 6rnek 5.1.2.2 ile ayni olmak {izere
w(,1,1) = -2, W(2,1,1) =3
W(1,1,2) =4, W(2,1,2) =0
w(1,2,1) =1, W(2,2,1) = -3
W(1,2,2) = -4, W(2,2,2) = =5
bigimindedir.

Oyun agaci ise sekil 5.5 ile verilir.
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Sekil 5.5. Ornek 5.1.2.3 iin oyun agaci

A oyuncusunun I. hamlede segtigi x sayisi belli oldugundan B oyuncusunun 6rnek
5.1.2.2deki gibi [y,, y»] biciminde dort tane stratejisi vardir ve
B; — [1,1] (x'e bagli olmadan y = 1 sayisini se¢mek )

B, — [1,2] (x'e bagh olmadan y = x i secmek )
B; —[2,1] (x'e bagh olmadan y # x i segmek )
B, —[2,2] (x'e bagli olmadan y = 2 i se¢mek )

biciminde ifade edilir.

A oyuncusu Ill. hamlede B oyuncusunun II. hamlede segtigi y sayisini bilmiyor fakat
I. hamlede kendi sectigi x sayisini hatirliyor. Buna gore A oyuncusunun Il1l. hamlede
sectigi z sayisini I. hamlesinden bildigi x sayisi ile baglamak gerekmektedir.

Bu durumda A oyuncusunun piir stratejileri

(%, [z1, 22])

bi¢iminde gosterilir. Sonug olarak, A oyuncusunun sekiz tane stratejisi mevcuttur ve bunlar

Ay~ (L[L1]), A, — (L,[1,2]), A5 — (L,[2.1]), Ay — (1,[2,2])

As — (2,[1,1]), As — (2,[1,2]), A7 = (2,[21]), As — (2,[2,2])
dir. Burada A oyuncusunun A; — (2,[2,1]) stratejisini ele alirsak, 1. hamlede x = 2
sayisini sectigini, III. hamlede ise z = 1 sayisini sectigini sdyleyebiliriz ¢linkii x = 2
secimi [z, z,] ikilisinden z, yi belirler. Ote yandan, x degeri tek degerli olarak z;
(i = 1,2) yi belirlediginden ayni1 getirileri veren strateji ¢iftleri elde edilir. Bunlar

Ay — Ay A3 — Ay, As — A5, Ag — Ag
strateji ¢iftleridir. Boylece, A oyuncusunun strateji sayisinin dorde indirgenebildigi
goriliir. Buna gore, A oyuncusunun her (x, z) stratejisinde x sayist [x| x € {1,2}] olmak
tizere A oyuncusunun I. hamlesindeki x sayisina karsilik gelir. z ise [z| z € {1,2}] olmak

tizere A oyuncusunun I11. hamlesindeki z sayisina uygundur.
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Ornegin, A nin (2,1) stratejisi 1. hamledesindeki x = 2, Ill. hamlesindeki z = 1
secimini ifade eder.

O halde, 6rnek 5.1.2.2°de oldugu gibi A oyncusunun dort stratejisi mevcuttur. Bunlar

A= (L1), A, = (1,2), A3 = (2,1), A4, — (2,2)
dir.

Sonugta, ele alinan oyunun matrisi ve ¢éziimii 6rnek 5.1.2.2 ile verilen oyunun
matrisi ve ¢oziimii ile tamamen aynidir. Bunun nedeni, I. hamlede secilen x sayisinin
bilinmesinin, Il. hamlede B oyuncusu tarafindan secilen y sayisi bilinmediginde énemli
olmamasidir.

Not 5.1.2.4. Eger A oyuncusu Il. hamlede B oyuncusunun se¢imini bilmiyorsa, III.
hamlede A oyuncusunun, I. hamlesinde yaptigi se¢imi hatirlayip hatirlamamasiin bir
Onemi yoktur.

Ornek 5.1.2.5.

l. hamle: A oyuncusu {1,2} kiimesinden herhangi bir x sayis1 segiyor.

. hamle: B oyuncusu A oyuncusunun I. hamlesinde ne segtigini bilmeden {1,2}

kiimesinden bir y sayisi segiyor.

I1I.  hamle: A oyuncusu segilen x ve y degerlerini bilmeden {1, 2} kiimesinden bir

Z sayisl se¢iyor.

Bu durumda oyun agac1 sekil 5.6 ile verilir.

A\ @{

Sekil 5.6. Ornek 5.1.2.5 in oyun agac1

A oyuncusunun stratejileri
A —(1,1), A, —(1,2), A3 — (2,1), A, — (2,2)
B oyuncusunun stratejileri ise

B;: (y = 1 sayisini segmek)
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B,: (y = 2 sayisini secmek )
biciminde ifade edilir.
Tablo formu

B, B,

y=1 y =2
A, (1,1) | w11 [ w(1,1,1)
A, (1,2) |w(1,1,2) | w(1,1,2)
As (2,1) | w11 | W(2,2,1)
A, (2,2) | W(2,1,2) | W(2,2,2)

bigiminde olan bir pozisyonlu oyunun 4 X 2 lik matris formu ise

— 4 1
4 —4
3 -3
0 -5

bi¢ciminde elde edilir. Bu durumda oyuncularin stratejileri ve oyun degeri

Sy = (%, 0, %,0), S*p = (g, g) ve v =§

olarak elde edilir.
Ornek 5.1.2.6.

l. hamle rastgele yapilir, yani O oyuncusu 0.5 olasilikla {1,2} kiimesindeki
sayilardan birini segiyor.

1. hamle: A oyuncusu, I. hamlede rastgele olarak yapilan se¢imi bilmeden {1,2}
kiimesinden bir y sayis1 seciyor.

M. hamle: B oyuncusu, I. hamlede rastgele yapilan se¢imi bilerek ve II. hamlede A
oyuncusunun segtigi y sayisini bilmeden {1,2} kiimesinden bir z sayisi segiyor.

Oyun agaci sekil 5.7 ile verilir.
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Sekil 5.7. Ornek 5.1.2.6 nin oyun agac1

Oyun agacindan yararlanarak, agacin dallarmi takip ederek diigiim noktalarma
ulastigimizda oyuncularin hamleleri sonucu elde ettikleri getirilere ulasilir.

Simdi oyuncularin stratejilerini belirleyelim:

A oyuncusunun, 4; — (1), A; — (2) biciminde iki stratejsii vardir.

B oyuncusunun stratejisi rastgele yapilan hamledeki bilgi dahilinde belirlenir. Bu
stratejiler z = [z;, z,] bi¢imindedir. Burada z; (z; € {1,2}) B oyuncusunun x =1
se¢imine uygun, z, (z, € {1,2}) B oyuncusunun x = 2 segimine uygun stratejisidir. Bu
durumda B oyuncusunun dort stratejisi vardir ve bunlar

B, —[1,1],B, —[1,2],B; — [2,1],B, — [2, 2].

O halde A oyuncusunun getiri matrisini olugturalim. Kabul edelim ki, A oyuncusu
A; — (1), B oyuncusu B; — [2, 1] stratejisini se¢sin. Burada iki durum s6z konusudur.

) Rastgele yapilan ilk hamlenin x = 1 olmasi durumu:
Burada B; stratejisi ile oynayan B oyuncusunun se¢imi x = 2 ile belirler. A oyuncusunun
secimi ise y = 1 ile belirlenir. Sonugcta elde edilen getiri W (x,y,z) = W(1,1,2) = 4 olur.
i) Rastgele yapilan hamlenin x = 2 olmasi durumu:
Bu durumda B; stratejisi ile oynayan B oyuncusunun se¢imi x = 1 ile belirler. A
oyuncusunun se¢imi ise y =1 oldugundan sonucta elde edilen getiri W(x,y,z) =
wW(2,1,1) = 3 olur.

Her bir alternatifi se¢gme olasiligi 0,5 oldugundan uygulanan stratejiler sonucunda A

oyuncusunun elde ettigi getiri (beklenen degeri)
4(0,5) +3(0,5) = 3,5

biciminde hesaplanir. Benzer sekilde diger getiriler de hesaplanabilir.

76



Boylece, rastgele yapilan hamlenin x = 1 olmasi durumunda elde edilen getirilerin

tablo formu
B, B, B3 B,
[1,1] [1,2] [2,1] [2,2]
Ay (D w(,1,1) (w@,1,1) | w(,1,2) | W(,1,2)
A, (2) w(,2,1) | W(@,2,1) | W(1,2,2) | W(1,2,2)

bigiminde elde edilir.

Matris formu
[—2 -2 4 4]
1 1 -4 -4

bi¢iminde elde edilir. Benzer bigimde x = 2 i¢in tablo formu

B, B, B3 B,
[1,1] [1,2] [2,1] [2,2]
Aq @Y we2,1,1) | W2,1,2) | W2,1,1) | W(2,1,2)
A, (2) wW2,2,1) | W(2,2,2) | W(2,2,1) | W(2,2,2)

bi¢iminde elde edilir.
Matris formu
5 5 5
bi¢iminde elde edilir.

A oyuncusu i¢in olusturulacak 6deme matrisinde oyuncular A; — (1) ve B; — [1, 2]
stratejilerini kullandiklarinda elde ettikleri getiri matrisin a4 elemanidir ve beklenen
o6deme

05wW(1,1,1)+0,5WwW(,1,1) =0,5.(—2)+ 0,5.3=10,5
olarak elde edilir ve diger matris elemanlarina ait 6demeler ise

0,5.W(1,1,1) + 0,5.W(2,1,2) = 0,5.(=2) + 0,5.0 = -1 — a,

0,5.W(1,2,2)+05W(2,2,2) =0,5.(—4) + 0,5.(=5) = —4,5 — a,,
bi¢iminde elde edilir. Bu durumda oyunun matrisi

05 -1 3,5 2
-1 -2 -3,5 —45

bi¢imindedir.

77



Oyuncularin optimal stratejileri ve oyun degeri
S*,=(1,0),5* =(1,0,0,0) ve v = 0,5

olarak elde edilir.

5.2. Aralik Pozisyonlu Oyunlar

Pozisyonlu oyunlar ve c¢oziimleri ile ilgili ¢alismalara bir dnceki bdliimde yer
verilmisti. Bu kisimda pozisyonlu oyunlarda 6nemli bir yere sahip olan 6deme matrisinde
her bir bilesen aralik sayilar1 alinarak, pozisyonlu oyunlara farkli bir bakis acisi
kazandirilmaya ¢alisilmistir. S6z konusu durumda elde edilen aralik pozisyonlu oyunda

lexicographic metod kullanilarak oyunun ¢6ziimii tizerine bir inceleme yapilmustir.

Ornek 5.2.1.
I hamle: A oyuncusu {[1,2], [3,5]} kiimesinden x aralik sayis1 segiyor.
Il. hamle: B oyuncusu {[1,2],[3,5]} kiimesinden x e bagli olmaksizin bir
y aralik sayisi se¢iyor. A oyuncusunun getiri fonksiyonu W olmak iizere
w([1,2],[1,2]) = [1,2], w([3,5], [1,2]) = —=[3,5] = [-5,=3]
w([1,2],[3,5D = —[1,2] = [-2,—-1], W([3,5],[3,5]) = [3.5]
bigiminde verilir.

A oyuncusunun iki, B oyuncusunun dort stratejisi vardir ve

A;: (x = [1,2] aralik sayisini segmeKk )
A,: (x = [3,5] aralik sayisini secmek )
—[1,1] (x e bagh olmadan y = [1,2] aralik sayisini1 segmek )
—[1,2] (x e bagliolmadan y = x i segmek )
—[2,1] (x e bagliolmadan y # x i segmek )
—[2,2] (x e bagli olmadan y = [3,5]aralik sayisini se¢mek )

bigimmde ifade edilir.

Tablo formu

B, B, B; B,
(212 | (12L35D | (1B5)[L2D) | ([3513.5D
Ay | x=[12] | w(12],[1L2D | w((1,2],[1,2]) | w([1.2],[3,5D | W([1,2],[3,5D)
A | x=[35] | W([3,5],[1,2]D) | W([3,5],3,5]) | W([3,5],[1.2]) | W([3,5],[3,5])

bigiminde elde edilir.
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Matris formu ise

2,-1] [-2,-1]
[=5-3] [35] [-5-3] [35]>

bigiminde ifade edilir.

Simdi elde edilen aralik matrisi i¢in lexicographic metodun adimlarini uygulayalim.

max{v,}

( X1 —5x, 21,
x1 +3x; =g
—2x, — 5x, 2 v,
—2x1 + 3%, = vy,
2x1 — 3x, = v
3 2x1 + 5x, = vg (5.1)

—X1 — 3%y, = Vg
—x1 + 5%, = vg
v, < Up
X1 +x, =1
\ x;, =20,x, 20

ve
min{w,}

(2y1 +2Y; — V3 — V4 < Wp
—3y1 +5y; —3y3 + 5y, < wp
Y1+ Y2 — 2y — 2ys < wy,
$ =5y, + 3y, = 5y; + 3y, < wy, (5.2)
wy < wp
Yyityatyz+y, =1
\y120,y220,y320,y420

Simpleks metod yardimiyla
X=1,x2=0v)=-2,03=-1
y2=0,y7=0,y3 =15 =0, 0] = -2, wp =1
olarak bulunur.
(5.1) ve (5.2) ifadelerini gbzoniine alarak, Lexicographic metodun 2. adimina karsilik

gelen lineer programlama modelleri asagidaki bi¢cimde verilir.
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vr+v
max {—LZ R}

(X1 — 5x, =2 vy
x1 +3x; =g
—2x1 — 5x5 2 vy,
—2x1 + 3x, = vg,
2x1 — 3x, = Uy
2x1 + 5x, = vg
—Xx; — 3Xx, = Vg
—Xx1 + 5x, = v
VU, < Ug

v, = —2

X1 +x, =1

\x; =0,x, >0

ve

min{w}

(2y1 + 2y, — Y3 — Y4 < wp
—3y1 +5y; —3y3 + 5y, < wp
Yi+Y,—2y; =2y, S wg
=5y, + 3y, = 5y3 + 3y, < w,
w; < wp

Wpr < -1

ity tyztya=1
\y120,y220,y320,y420

Simpleks metod kullanilarak A ve B oyuncular i¢in elde edilen ¢oziimler sirasiyla
(x1, %2, 01, VR) Ve (¥1,¥2, Y3, Ya, @1, wg) dir. Burada
x1=1,x,=0,v, ==2,vp =—1
y1=0,y93=0,y3=1,y, =0, w; = =2, wp = —1
olarak elde edilir. Aralik 6demeli pozisyonlu oyunun degeri

7= il anly; = [-2,~1]

2
i=1j=1

olarak bulunur.

5.3. Diferensiyel Oyunlar
Bu bolimde ¢ok adimli oyunlar simifindan olan, diferensiyel oyunlar ele alinarak
baz1 incelemeler yapilmistir. Incelenecek olan tanimlar ve teoremler (lsaacs, 1965;

Friedman, 1968, 1970, 1994; Elliott ve Kalton, 1972) ¢alismalarinda ayrintili bi¢imde yer
almaktadir.
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R™, m boyutlu 6klid uzay1 olsun. m-tane diferensiyel denklemden olusan sistemi

ele alalim:

dx

E=f(t,x,y,z) to <t<T (5.3

x(t)) =x00<t; <T <o
burada f(t,x,y,z) = (fl(t, x92), f2(t,x,v,2),., fm(t,x,y, z)) ve y =y(t), z=z(t)
kontrol edicileri sirasiyla Y ve Z’de verilen fonksiyonlardir. Y, Z sirasiyla RP ve R4
uzaylarinin kompakt alt kiimeleridir. Asagidaki kosullarin saglandigini varsayalim.
i) f(t,x,y,z) fonksiyonu (t,x,y,z) € [0,T] X R™ X Y X Z tizerinde siireklidir.
ii) Vte[0,T] i¢iny€Y,zeZ ve x,x € R™ olmak iizere herhangi bir R > 0
sayist i¢in |x| < R, |%| < R oldugunda
lf(t,x,y,z) — f(t,Xx,y,2)| < kq|x — x| (k; sabit) dir.
iii) Vte[0,T],yeY,z€Z xe€ R igin
|f(t,x,y,2)| < ky|x| + k3 (ky, k3 sabit) dir.
(i)-(iii) saglanirsa, y = y(t), z = z(t) kontrol fonksiyonlari i¢in (5.3) probleminin
x(t) bigiminde tek bir ¢oziimii vardir. x(t), y(t) ve z(t) kontrollerine karsilik gelen

yoriinge olarak adlandirilir ve

t
x(©) =x0+ | f(s,x(5),¥(5),2(s)) ds

biciminde ifade edilir.
x(t) yoringesine karsilik gelen y(t) ve z(t) kontrollerine bagli 6deme olarak
adlandirilan P fonksiyoneli,
T
P(y,z) = g(x(®)) + (e x(0, y(0), 2(0) de
0
ile gosterilir. Burada g(x) R™’de ve h(t,x,y,z) [0,T] X R™ XY X Z’de siirekli
fonksiyonlardir. z oyuncusunun amacit P 0demesini minimize etmeye calismak iken y
oyuncusunun amaci ise maksimize etmeye ¢aligmaktir.
Tamm 5.3.1. M; I. oyuncu i¢in kontrol fonksiyonlarin kiimesi, M, II. oyuncu i¢in
kontrol fonksiyonlarin kiimesi olsun. I. oyuncu i¢in herhangi bir
a: M, — M;
doniistimiine pseudo-strateji denir. Her pseudo-stratejisi

u(a) = inf P(az, z)
ZEM,

biciminde tanimlanan bir degere sahiptir. Benzer sekilde, /1. oyuncu i¢in f: M; — M,
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doniistimii bir pseudo-strateji olur ve bu pseudo stratejisi

v(B) = sup P(y,By)
YEMy

degerine sahiptir. Dolayisiyla, her t € [0, T] i¢in z;, z, € M, olmak iizere
z,(t) = z,(t) iken az;(t) = az,(t) 0<t<T
oluyorsa bu durumda a’ya strateji denir. /1. oyuncu i¢in de strateji tanim1 benzer sekilde
yapilir.
I. oyuncu igin biitiin stratejilerinin kiimesi I ve II. oyuncu igin biitiin stratejilerinin

kiimesi 4 ile gosterilsin.

U = supu(a)
a€elr
ve
V =infv(p)
Bea

olsun. Eger U = V yani

sup inf P(az,z) = inf sup P(y,pBy)
€l ZEM, Bed yeM;

ise oyun degeri mevcuttur. Higbir oyuncu V den daha iyi bir sonucu zorlayamaz, her ikisi
de ancak V degerini elde edebilir. Simdi verilecek 6rnek ise Berkovitz’in “A differential

game with no pure strategy solution” adli ¢calismasinda U # V oldugunu acik bir sekilde

gosterir.
Ornek 5.3.2. Y = Z = [—1, 1] ve G dinamik oyunu
dx
2 (v — )2
- 0-2

ile verilsin. Burada x € R dir. Oyunun 6demesi
1

P(y,z) = fx(t)dt

0

dir. I. oyuncu i¢in en iyi strateji
z(t) < 0 ise a(z(t)) =1
z(t) = 0ise a(z(t)) =-1
iken I1. oyuncu i¢in en iyi strateji 8
Bly(®) = y(®)

olur. I. oyuncu i¢in oyun degeri
U =u(a) = P(a(z), 2o)

olmak tizere burada z,(t) = 0 dir ve
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J(20(9) ~ 200 = I=11 = 1 = (7 = 2)? = (a(2(D)) ~ 20(D)) = (~1)? = 1

dx . 1 1
E—lﬁx—tyanlU—fO tdt—z.

Benzer sekilde, I1. oyuncu i¢in oyun degeri
y(@® -py®)|=0=(y-2?*=0
olur ve % =0=x=0,budurumdaV = 0 dir. Yani, U # V dir.
Sonug olarak, @ ve B stratejileri birbirine karsi kullanilamaz. Eger I. oyuncu «

stratejisini kullanmay1 secerken I1. oyuncu S stratejisini segerse, oyun ic¢in herhangi bir
sonug belirlenemez yani @z = y ve fy = z biciminde y ve z kontrol fonksiyonlari mevcut
degildir.

Optimal stratejileri olusturmak igin stratejilerin ve oyun degerin tanimina Friedman

tarafindan baska bir yaklagim ortaya konulmustur (Friedman, 1971).

Friedman Yaklasim

T;to olsun. (to, T) aralig1 § genislikli n tane I;

Keyfi pozitif bir tamsay1 n ve § =

araligina boliinsiin.
={tltg_1<t<t,1<j<n}
burada t; = t, + jé dir. I; lizerinde y ve z nin kontrol fonksiyonlar1 sirasiyla Y; ve Z; ile
gosterilsin. y i¢in §-list strateji
[%:Z, x Yy X X Ziy XY,y X Z; =Y,
olmak iizere ' = r 61 . T ‘S'") vektorii ile tanimlanir. Benzer sekilde, z icin §-list
strateji
A%7:Y) X Zy X XYy X Ziy XY, — Z;
olmak iizere A% = (A‘S'l, . A5'") vektori ile tanimlanir.
y i¢in §-alt strateji
I5j:Y1 X Z1 X .. XY,y X Z;i_1 —Y
olmak iizere [ = (F 51s e I 5,n) vektorii ile
z i¢in &-alt strateji ise

A5 j: 2y XYy X X Zj_q1 XY

17
olmak {izere A5 = (A(g‘l, ...,A(g’n) vektori ile tanimlanir. (A(g,F 5) ikilisini ele alalim: I;
lizerinde y; ve z; bilesenli y3(t), zs(t) kontrol fonksiyonlar1 z; = A5, y1 =T 51(z)

olmak lizere
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zj = A&j(zl,yl, ...,Zj_l,yj_l)

v =T%(zy,y1,..,2)2<j<n
bi¢iminde belirlenir.

(y%, zs) ikilisi (45, I'®) bigiminde verilen ikilinin bir bileseni, strateji kiime ikilisinin
bir elemanidir. Kullanilan bu stratejilere karsilik gelen 6deme ise

P45, T8 = P[451, 0, ..., 450, TO™] = P(¥°, z5)
dir.

G = (G‘S, G,g) diferensiyel oyununu ele alalim. Burada G® ve Gg sirasiyla &-iist
oyunu, §-alt oyunu temsil eder. Her bir oyunun oynanmasina karsilik gelen oyun degerleri
ise sirastyla Ve, Vs dir. Simdi bu tanimlar1 verelim.

Tamm 5.3.3. I'%, y i¢in herhangi bir §-iist strateji ve 45 ise z igin herhangi bir §-alt
strateji olsun. z oyuncusu oyuna I; kiimesinden z; = A5 secerek baslar ve y oyuncusu da
y; = I'%Y(z;) se¢imi ile oyuna devam eder. Genel anlamda, z oyuncusu I; tizerinde
z; = A, (zl, Vs s Zj—1, yj_l) secimini yaptiktan sonra buna karsin y oyuncusu I
lizerinde y; =TI St (zl,yl, ...,Zj) secimini yapar. Bu duruma §8-iist oyun denir ve G ile
gosterilir. Oyunun 6demesi

P(y%,z5) = P|4s, %] = P[4s1,T%, ..., A5, T
bigiminde ifade edilir.

G% oyunun §-iist degeri

VS =inf sup ...inf sup P[As1, T%Y, ..., A5, T%"]
A(S,l ['6,1 A&n ré',n

V9 ile tanimlanr.
Lemma 5.3.4. (i)-(iii) kosullar1 saglansin. O halde,
V% =inf sup P[AS,F‘S] = sup inf P[AS,F‘S]
ré As

As T &
biciminde ifade edilir. Burada

Sup =sup ...sup, inf =inf ...inf
ré  rér rén As  Asy  Asn

dir.

Simdi G° in tanimina benzer olarak §-alt oyunu kavramini tanimlayalim.

Tanmm 5.3.5. y oyuncusu I; tizerinde y; = I 1 secerek oyuna baslar daha sonra z
oyuncusu I; iizerinde z; = A%'(y;) se¢imi ile oyuna devam eder. Genel anlamda, y

oyuncusu [; uzerinde y; = I's :(V4, 24, Z>, ..., Z;—1) biciminde secimini yapar ve buna karsin
j Yj §,j\ V1,21, 2, -1 ¢ ¢ yap $
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z oyuncusu I; iizerinde z; = A%/ (yy, ..., y;) yi seger. Bu duruma §-alt oyun denir ve Gj ile

gosterilir. Boylelikle, ys(t) ve z%(t) kontrollerine karsilik gelen yoriinge xs(t) olmak
lizere oyunun 6demesi
P(ys, z%) = P[I5,4%] = P[I54, 4%, ..., T5 ., 4°™]
bigiminde ifade edilir.
Gs oyunun §-alt degeri

Vs = sup inf ..supinf P[Is,,4%%, ..., T5n, 4%™]

I'sy 481 I'sy ASn
Vs ile tanimlanir.
Lemma 5.3.6. (i)-(iii) kosullar1 saglansin. O halde,
Vs = sllf(sp i;l!P[Fg,A6] = izlaf slzfap P[E;,Ag]

bi¢iminde ifade edilir. Burada,

Sup =sup ...sup, inf =inf ...inf
I's sy TI'sp 45 481 pém

dir.
Teorem 5.3.7. [Friedman (1971)]
V=V (ty, xo) = limg_ VO,
V= =V"(ty,xy) = limg_y Vs,
limitleri mevcuttur.
Tamim 5.3.8. V* ve V™~ degerlerine sirastyla oyunun tist ve alt degerleri denir.
Genel olarak,

V*(to, x0) = V™ (to, Xo) (5.4)
dir. (5.4) esitsizligi saglanirsa, ortak deger V(t,, x,) ile gosterilir ve V’ye oyun degeri
denir. Oyun degeri

V=vt=vV"
dir.
Tanmmm 5.3.9. I' = {Is} dizisine y i¢in bir strateji ve 4 = {4} dizisine z igin bir
strateji denir.
Tanim 5.3.10. Eger keyfi I' ve A stratejileri igin P[4*, I'*] bos kiimeden farkl1 ve
P[4A*,T] < P[4*,T*] = {V} < P[A, "]

oluyorsa, (4%, I'*) strateji ikilisine bir denge noktasi denir.
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Ornek 5.3.11. (Piir stratejilerde ¢coziimii olmayan bir oyun)
x(t)=4(y—-24xeRL0<t<1
x(t)=0

denklemi ile tanimlanan ve 6demesi
1

P(y,z) = fx(t)dt

0

ile verilen diferensiyel oyunu ele alalim. Kontrol kiimeleri,
Y={yp:0<y<1}veZ={z0<z<1}

dir. Berkovitz 6rnek 5.3.2°te de oldugu gibi piir stratejilerde oyun degerinin olmadigini

gostermisti (Berkovitz, 1964). Simdi Friedman yaklasimi ile oyun degerini bulalim.

Oncelikle Gg oyunu ele alalim. Oyuna &nce y oyuncusu Vi = Isj(V1, 21, 22, s Zj—1)
bi¢imindeki se¢imi ile baslar ve buna kargin z oyuncusu /; lizerinde z; = A% (y,, ..., yij) i
bigimindeki stratejisini segerek devam eder. z oyuncusunun y karsin en iyi stratejisi

z; = yj olmalidir. Bu durumda

|yj —zj| =0= % =0= x(t) = 0dirve P(y,z) = 0olur. Yani, Vs = 0 dur.

G® oyununu ele alahm. Burada o6nce z oyuncusu I;  tlizerinde
z; = As,j (zl,yl, A z]-_l,y]-_l) bi¢iminde se¢imini yapar ve sonra buna karsin y oyuncusu
y; =I'%I(zy,y1, ..., ) yi secer. Bu durumda |y; — z;| > % dir.

O halde, 4(y; — zj)2 > 1 olur. % >1=x(t)=>tve

P(y,z) = folx(t)dt > folt dt=2=p>

N |-
N |-

dir. Sonug olarak, V% > % dir. O halde, § - o i¢in V* # V~ oldugu kolayca goriiliir. Bu
ise Friedman teorisine gore oyunun degeri olmadigini gosterir (Friedman, 1970). Ancak
relaxed kontrol kavramini vererek bu oyunun relax kontrollerde bir denge noktasina sahip
olacagini gérecegiz.

Relaxed kontrol kavram1 Warga (1967) calismasi ile kontrol teoriye, Elliott ve ark.
(1973) ¢alismasinda ise diferensiyel oyun teorisine tanitilmistir. Relax kontroller Elliott ve
ark. (1973) calismasinda detayl1 bicimde yer almaktadir.

Tammm 5.3.12. PY ve PZ sirastyla Y € RP ve Z c R? Borel alt kiimelerinde
tanimlanan tiim diizgiin olasilik 6l¢timlerinin uzay1 T = [0,1] olsun. I. oyuncu igin

o:T — PY

fonksiyonuna relaxed kontrol denir. Siirekli reel degerli her f € Y fonksiyonu igin
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fY f)a(du;t) t € T nin siirekli fonksiyonu ise relaxed kontrol siireklidir.

I1. oyuncu i¢in relaxed kontrol
©.T — PZ
fonksiyonu ile tanimlanir.
Bu durumda f ve h n genisletilmis tanimlari
fiI X R™xPY X PZ — R™

fi(t,x,0,7) = f f fit,x,u,v)do(u)dt(v) (i =1, ...,m)

hiIxXR™x PY XxPZ — R

h(t,x,0,7) = j j h(t,x,u,v) do(u)dr(v)

Z

ile ifade edilir.

Relaxed kontroller, sonlu matris oyunlari i¢in von Neumann teoreminde adi gegen
karma stratejilerine karsilik gelir.

Y lizerinde Olgiilebilir relaxed kontroller kiimesini ¢(Y), Z lizerinde olgiilebilir
relaxed kontroller kiimesini ¢ (Z) ile gosterelim.

Teorem 5.3.13. o € @(Y) Olgiilebilir relaxed kontrol olsun. x(0) = x, € R™

baslangi¢ kosullu

x(t) =ff(t,x,u) o(du; t)

diferensiyel denklemin siirekli tek ¢6ziimii x(t) dir.

Diferensiyel denklemin ¢6ziimiinden elde edilen x(t) relaxed yoriinge olarak
adlandirilir.

Tanmm 5.3.14. Eger I. oyuncu o(.;t), II. oyuncu t(.;t) ile verilen relaxed

kontrollerini kullanirlarsa, bu durumda x(t) dinamik denklemi

x(t) =fff(t,x,u,v)a(du; t)t(dv;t)

zZ'Y

bi¢giminde tanimlanir.

Ayrica, o ve T relaxed kontrollerine karsilik gelen 6deme

P(o,7) = g(x(@®)) + f f f h(t,x,u, v)o(du; t)t(dv; t)dt
0Y Z
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bigiminde tanimlanir.
Y tizerinde olgiilebilir relaxed kontroller kiimesini ¢ (Y) ile, Z iizerinde 6l¢iilebilir
relaxed kontroller kiimesini ¢ (Z) ile gosterelim.
Tanmm 5.3.15. 6" € ¢ (Y) ve t* € ¢(Z) olsun. Keyfi o € p(Y),t € ¢ (Z) igin
P(c*,7) = P(c*,t*) = P(o,T")

oluyorsa (¢*, t*) relaxed kontrol ikilisine denge noktas1 denir.

5.4. Diferensiyel Oyunlarda Boolean Yaklasim

Bu kisimda oncelikle Boolean fonksiyonlar1 ve tiirevleri ile ilgili temel tanimlar,
kavramlar ve teoremler i¢in (Encinas ve Rey, 2018; Rey ve ark., 2011; Rosen, 2012;
Yablonsky, 1989) calismalarindan yararlanilmistir. Daha sonra, diferensiyel oyunda
fonksiyonlar Boolean fonksiyonlari ile degistirilip, klasik tiirev yerine Boolean tiirevi

kullanilarak yeni bir yaklasim onerilmistir.

Tanim 5.4.1. U = {uy, uy, ..., Uy, ...} degiskenler kiimesi olsun. Tamim kiimesi
F, = {0,1} olan f(uil, Ujyy o) uin) fonksiyonunu ele alalim. Burada v # u ise u; ug,
dir. Eger degiskenlerin degerleri a; € F, (i = 1,2, ...,n) oldugunda f(a;, @y, ..., @,) €
[F, ise bu tiir fonksiyonlara mantik cebiri fonksiyonlar1 ya da Boolean fonksiyonlar1 denir.

Boolean fonksiyonlari, daha sade olarak f(x;, x5, ..., x,) biciminde de yazilabilir.
Burada x4, x,, ..., x,, degiskenlerinin yukaridaki kosullari1 sagladigi varsayilir. Bu durumda

f'IF‘ZXIF‘ZXXIFé:IFrZI—)]FZ
ndefa

dir. 0 ve 1 lerden olusan birbirinden farkli n boyutlu dizilerin sayis1 2™ dir.

Cizelge 5.1. Boolean degiskenlerinin sirali n’lilerin kiimesi

X1 e Xp_q X f(x1, ey X1, Xn)
0..00 £(0,...,0,0)
0..01 £(0,...,0,1)
0..10 £(0,...,1,0)
1..11 f(1,..,1,1)

Biitiin n-degiskenli Boolean fonksiyonlarin kiimesi BF, ile gosterilir. n-degiskenli
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Boolean fonksiyonlarin sayis1 |BF,| = 22"dir.

Tamm 5.4.2. f:F} - F,, n-degiskenli Boolean fonksiyonu olsun. f fonksiyonun i.
degiskeni x; ye gore kismi tiirevi

Dif : F; » F,

x=>Dif(xX)=f) D f(x De)
bi¢iminde tanimlanir yani

Dif (x) = f(xq, e, Xy oo %) D f(xq, e, x5, B 1, .00, Xx5)

dir.

Ornek 5.4.3. x = (xq, X, X3, X4, x5) olmak {izere bes degiskenli Boolean fonksiyonu
f(x) =1 x, @ x3 D x4x5 D x1x3x4x5 ise her bir bilegenine gore tiirevi

Dy f(x) = f(xq,x2,%3,%4,%5) D f(x1 @ 1, x2,X3, X4, X5) = X3X4X5

Df(x) =1

D3f(x) = 1@ x;1x4x5

D,f (x) = x5 @ x1x3x5

Dsf(x) = x4 @ x1X3%4
olarak hesaplanir.

f Boolean fonksiyonun i. ve j. degiskenine gore kismi tiirevleri

(D; o D;)f (x) = D;(D;f)(x) = Dif (x) @ D;f (x B ;)

=fODfxDe) ODf(xDe)Df(xDe De)

bigiminde tanimlanir.

Tanmm 5.4.4. f:F} - F, n degiskenli Boolean fonksiyonu olsun. f in b € F} ye
gore yonli tiirevi

Dypf : F; > F,

x> Dpf(x)=f(x) D f(x D Db)
biciminde tanimlanir.

Ornek 5.4.5. f(x1,x5 %x3,%1) = %1 D x,%3 D x3%4 D x,x3x, Ve b =(0,1,1,0)
dir. O halde,

Dyf(x) = Dp3f(x) = f(x) ® f(x D b)

= (x1 D %203 D x3x, D x2%3%,) D (x; D (X, @ D(x3 D 1)
D (x3 D Dxy @ (x2 © 1)(x3 D 1)xy)
=1 x, D x3 D xyx, D x3%, .
Onerme 546. b€EF} ve a€F, olmak iizere f,g n-degiskenli Boolean

fonksiyonlari ise bu durumda D,, diferensiyel operatorii
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1. Dp(f @ g9) = Dp(f) ® Dp(g)
2. Dyp(af) = aDy(f)
3. Dy(f-g) =Dp(f) Dp(9) D f-Dyp(g) ® g-Dp(f)

Ozelliklerini saglar.

Simdi diferensiyel oyunda klasik tiirev yerine Boolean tiirev kullanarak asagidaki
bi¢ciminde yeni bir yaklagim onerebiliriz.
f =1 fi) EFT ve f; € F, ={0,1} olsun. Bu durumda x € F} olmak iizere f in
Boolean tiirevi

Dif:F3 - Fp

Dif ) =f(x) @ f(x D ey)

= (X1, e, Xy s X)) D fxq, e, B 1,0, x)

bigiminde tanimlanir. Boolean tiirev yardimiyla verilen denklemlerin ¢6ziimii genelde tek
degildir. Bu durumda s6z konusu diferensiyel oyunlarin da ¢oziimii tek olmayacaktir.
Ornek 5.4.3’ii ele alacak olursak, asagidaki islemleri yapabiliriz.
D,f(x) = 1ahrsak, f(x) =1 x, D x3 D x1x3%4X5
fo(x) =1 x, @ x5 fonksiyonlar1 f in x,’ye gore Boolean tiirevi 1 olan fonksiyonlari
oldugundan g6zoniine alinan Boolean denklemin ¢oziimiiniin tek olmadig1 anlasilmaktadir.

Benzer sekilde, f fonksiyonun x;’ye gore Boolean tirevi 1 @ x;x,xs olan
fonksiyonlar:
f3(x) = x3 D x1x3%4%5
fa(x) = 1@ x3 D x4x5 D x1x3X,X5
bi¢iminde yazilabilir.

Simdi Boolean tiirev ile verilen asagidaki sistemi ele alalim.

D;f(x) = s(x, f,y, z) ve baslangi¢ kosulu f(x,) = f° olsun yani;

{f(x) @f(x@ei) = s(x,f,y,z)
f(xo) = f°

olmak iizere, burada f € F3* ve f; € IF, dir. I. oyuncu igin kontrol degiskeni y € Fb, II.
oyuncu igin kontrol degiskeni z € F4 dir.
Bu durumda Boolean fonksiyonu
s:F5 x F' X F x F7 - F!
dir. Boylece diferensiyel oyunlarda oldugu gibi tek ¢6ziim kosullarinin saglandigini

varsayarak Boolean tiirevli denklemlerle verilen farkli oyunlar olusturulabilir. Bu
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yaklasima dayali olarak bir oyun icin gerekli olan sratejiler kiimesi ve oyunun 6deme
fonksiyonu belirlenerek arastirmalar yapilabilir. Boolean tiirevli denklemin ¢oziimii f(x)’e

karsilik gelen y(x), z(x) kontrollerine bagli 6deme fonksiyonu

P(,2) = g () & D hx F(),y 00, 20))

m
x€F;

bigiminde ifade edilebilir. Burada g(f) F3*’de ve h(x,f,v,z) F3 x F3* x Fh x F2’de
Boolean fonksiyonlaridir. Diferensiyel bir oyunda, oyunun 6demesi genelde integral
yardimiyla verilirken, farkli yaklagimlarla 6zel olarak verilen stratejilere bagl olarak ta
tanimlandig1 goriilmektedir. Bu nedenle, Boolean tiirevli denklemlerle ifade edilen oyunlar
s0z konusu oldugunda 6deme fonksiyonu stratejilere bagli olarak farkli bigimlerde de

verilebilir.
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BOLUM 6
SONUC VE ONERILER

Tezde elde edilen sonuglar 6zet olarak asagidaki bi¢imde verilmistir.

Aralik matris oyunlar1 lizerine incelemeler yapilarak, ¢oziim yontemlerinden biri
olan Lexicographic metod kullanilmustir.

Bimatris oyunlari ele alinarak baskinlik kriterleri incelenmistir.

Bimatris oyununda denge stratejileri tanimlanmis, denge ikilisini bulmak ig¢in
Lemke-Howson algoritmast kullanilmig ve grafik yontem ele alinarak ayni problemin
¢Oziimii i¢in arastirmalar yapilmistir.

Aralik bimatris oyunlar1 ele alinarak, c¢oziimii icin Lemke-Howson algoritmasi
uygulanmustir.

Oyun agact yardimiyla verilen pozisyonlu oyunun matris formu olusturularak
orneklerle desteklenmistir.

Pozisyonlu oyunlarda tam bilgili olma ve olmama durumlari ele alinmig, uygun
matris formu olusturularak ¢oziimler elde edilmistir.

Aralik pozisyonlu oyunlar olusturulmus ve ¢oziimii i¢in Lexicographic metod
uygulanmustir.

Diferensiyel oyunlar ele alinarak incelemeler yapilmustir.

Boolean fonksiyonu, Boolean tiirev tanimlari ele alinmis ve diferensiyel oyunda

klasik tiirev yerine Boolean tiirevi kullanilarak yeni bir yaklagim 6nerilmistir.
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