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OZET

f(R) GRAVITASYON TEORISINDE KONFORMAL SIMETRIYE SAHIP BAZI
UZAY-ZAMANLAR VE MADDE DAGILIMLARI

Dogukan TASER
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Fizik Anabilim Dali Doktora Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Melis ULU DOGRU
30/06/2017, 53

Bu tez calismasinda, f(R) gravitasyon teorisi gergevesinde bazi uzay-zamanlar ve
madde dagilimlari arastirildi. Tlk olarak, monopol ve ideal akiskanl kiiresel simetrik uzay-
zaman incelendi. f(R) gravitasyon teorisine gore, konformal ve kiiresel simetrik uzay-
zamanda bulunan monopol ve ideal akiskan kaynaginin gegilebilir kurt deligi geometrisi ne
izin verdigi gdsterildi. Ikinci olarak elektromanyetik alan ve Chaplygin gazli konformal ve
kiiresel simetrik uzay-zaman arastirildi. f(R) gravitasyon teorisine gore, elektromanyetik
alan ve Chaplygin gazli konformal ve kiiresel simetrik uzay-zamanda statik elektrik alanin
her kosulda ortadan kalmasi gerektigi gosterildi. Daha sonra, ideal akiskan ve sicim bulutlu
konformal simetrik Bianchi-I tipi uzay-zaman incelendi. Bu uzay-zamanda baslangigta
kiitleli sicimler baskinken sonraki evrelerde kiitlesiz sicimlerin baskin oldugu elde edildi.
Son olarak, ideal akiskanli konformal simetrik Friedmann-Robertson-Walker uzay-zaman
zamani incelendi. Ideal akiskanli konformal simetrik Friedmann-Robertson-Walker uzay-
zamaninin farkli uygulanabilir f(R) modelleri kullanilarak 6zellikleri arastirildi. Elde edilen

coziimlerin fiziksel ve geometrik 6zellikleri tartigildi.

Anahtar sozciikler: f{R) Gravitasyon Teorisi, Konformal Simetri, ideal Akiskan,
Monopol, Chaplygin Gaz, Sicim Bulutu.
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ABSTRACT

SOME SPACE-TIMES AND MATTER DISTRIBUTIONS WITH CONFORMAL
SYMMETRIES IN f(R)GRAVITY

Dogukan TASER
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Doctoral Dissertation in Physics Science
Advisor: Yrd. Dog. Dr. Melis ULU DOGRU
30/06/2017, 53

In this thesis, some space-times and matter distributions with conformal symmetries
in the frame of f(R) gravity is investigated. Firstly, conformally and spherically symmetric
sapace-time with monopole and perfect fluid is examined. It is shown that monopol and
perfect fluid in conformally and spherically symmetric sapace-time lead to traversable
wormhole geometry according to f(R) gravity. Secondly, conformally and spherically
symmetric sapace-time with electromagnetic field and Chaplygin gas is investigated. It is
shown that static electrical field in in conformally and spherically symmetric sapace-time
with electromagnetic field and Chaplygin gas need to vanish in all conditions according to
f(R) gravity. Then, conformally symmetric Biacnhi type-I space-time with string cloud and
perfect fluid is examined. We have obtained that massive strings were dominant in the
beginning of the universe while massless strings were dominant in subsequent phases.
Lastly, conformally symmetric Freidmann-Robertson-Walker space-time with perfect fluid
is analysed. Properties of conformally symmetric Freidmann-Robertson-Walker space-time
with perfect fluid are examined by using different viable f(R) models. Also, we discussed

geometrical and physical features of the obtained solutions.

Keywords: f(R) Gravity, Conformal Symmetry, Perfect Fluid, Monopole,
Chaplygin Gas, String Cloud.
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BOLUM 1
GIRIS

Son zamanlarda yapilan Siipernova la ve kozmik mikrodalga fon 1smimi1
gozlemleri glinlimiizde evrenin ivmeli olarak genisledigini gostermektedir (Riess ve ark.,
1998; Perlmutter ve ark., 1999; Bennett ve ark., 2003; Tegmark ve ark. 2004; Agrawal ve
Pawar, 2017). Bugiin en temel problemlerden biri evrenin neden ivmeli olarak genisledigi
veya karanlik enerji problemidir. Kozmoloji ve temel fizik arasindaki baglanti, bu
genislemenin arkasindaki fiziksel mekanizmayr anlamak i¢in dnemli bir anahtardir. Bu
baglamda kabul edilebilir karanlik enerji modelleri olusturmak ic¢in literatiirde birgok
calisma bulunmaktadir. Yapilan bu caligmalara ragmen, karanlik enerjinin kaynagini
aciklamak i¢in tatmin edici bir model bulunmamaktadir. Diger yandan son on yilda yapilan
bircok ¢alisma, aslinda teorik olarak evrenin ivmeli genislemesinin arkasindaki fiziksel
mekanizmanin, Einstein Genel Relativite teorisinin modifikasyonlar: ile agiklanabilecegini
gostermistir. Modifiye edilmis gravitasyon teorilerinden biri de f(R) gravitasyon teorisidir.
Bu teori, Genel Relativitenin Einstein-Hilbert etkisine, egrilik skalerinin {issii ile orantili
terimlerin eklenmesi ile tiiretilmistir (Santos ve Santos, 2012). f(R) gravitasyon teorisi
farkli kullanilabilir f(R) modellerine sahiptir. f(R) gravitasyon teorisinde evrenin
genislemesinden sorumlu tutulabilecek terimler, kullanilan etki tanimmdan dogrudan
gelmektidir (Nojiri ve Odintsov, 2006a). Farkli f/{R) modellerinin kullanilabilir olmasi da,
evrenin erken zaman genislemesi ile son zaman ivmelenmesi evrelerini birlikte basari ile
aciklamaktadir (Nojir1 ve Odintsov, 2007; Nojiri ve Odintsov, 2008). Evrenin genisleme
hiz1 evrimi boyunca farkli degerlere sahip olmustur. Ornegin, erken evrende pozitif ivmeli
biiylik genisleme hizina sahipken, sonraki evrelerde yine pozitif ancak daha kiigiik ivmeli
hizland1g1, glinlimiizde ise nispeten daha biiylik degerli pozitif ivmeli genisleme gosterdigi
ongoriilmektedir. Evrenin evrimi sirasinda, genisleme hizindaki bu degisiklikler f(R)
gravitasyon teorisinin dogal bir sonucu olarak ifade edilmektedir (Nojiri ve Odintsov,
2006b). f(R) gravitasyon teorisi yilksek enerji fiziginde de, Hiyerarsi Probleminin
aciklanmasi ve gravitasyon ile Biiylik Birlesim Kuraminin birlesimi gibi bazi konularin
incelenmesinde de kullanilmaktadir (Nojiri ve Odintsov, 2006b). Ayrica, f(R) gravitasyon
teorisi glinlimiizdeki karanlik enerji baskinliginin agiklanabilmesine ve karanlik enerji ile
karanlik maddenin tek temelde aciklanabilmesine de olanak saglamaktadir.

Ilk olarak Buchdahl (1970) tarafindan ortaya atilan f(R) gravitasyon teorisi ¢ok
sayida kullanilabilir f{R) fonksiyonunun varlig1 sayesinde, kabul edilebilir ve popiiler bir

1



gravitasyon teorisi haline gelmistir. (Capozziello ve ark., 2006; Amendola ve ark., 2007a;
Hu ve Sawicki, 2007; Appleby ve Battye, 2008; Sotiriou ve ark., 2008; Capozziello ve
Francaviglia, 2008; Sotiriou ve Faraoni, 2010; Felice ve Tsujikawa; 2010).

Caroll ve ark. (2004), f(R) gravitasyon teorisi ¢ercevesinde evrenin son zaman
ivmelenmesini incelemistir. Nojiri ve Odintsov (2007; 2008), f(R) gravitasyon teorisinin
erken zaman sismesi ile son zaman ivmelenmesinin birlestirilmesine izin verdigini
gostermistir. Amendola ve Tsujikava (2008), f(R) modellerini kozmik mikrodalga fon
isinim1 ve Siipernova la verileri araciligiyla yerel gravitasyon kisitlamalar1 altinda
incelemistir. Ayrica Amendola ve Tsujikava (2008), giines sistemi testlerini kullanarak
bazi f(R) modellerinin uygulanabilirlik ag¢isindan hiikiimsiiz oldugu gostermistir. f(R)
gravitasyon teorisinin limit durumlar1 enerji kosullarmin dikkate alinmasi ile belirlenmistir
(Kung, 1996; Bergliaffa 2006; Santos ve ark., 2007; Bertolami ve Sequeira, 2009). Yapilan
bu ¢alismalar f(R) gravitasyon teorisini daha da giiclii kilmaktadir.

Modern fizigin en Onemli kavramsal aracglarindan biri simetri kavramidir.
Hepimizin simetrinin ne olduguyla ilgili sezgisel bir fikri olsa da, bilim her zaman gecerli
bir tanima ihtiya¢ duyar. Giliniimiizde yaygin olarak kullanilan simetri kavrami Weyl
tarafindan yapilmistir: “Bir nesneye simetrik diyebilmek icin nesnenin bir isleme maruz
kalmas1 ve sonrasinda tamamen ayni kaliyor olmasi gereklidir. Boyle bir islem nesnenin
bir simetrisi olarak adlandirilir” (Feynman ve ark., 1965). Simetrilere 6rnek olarak
oteleme, donme, yansima, eksensel ve kiiresel simetri gibi 6rnekler verilebilir. Eger bir
nesne diger bir nesneye gore daha fazla simetriye sahip ise o nesne i¢in daha simetrik
diyebiliriz. Genel olarak daha yalin veya sade nesne ve teoriler daha fazla simetriye
sahiptirler. Bu baglamda fizik kanunlar1 da simetriktir ve korunum yasalar1 uzay-zaman
simetrisinin bir sonucudur. Noether (1918) Lagrange fonksiyonunun zamandan bagimsiz
oldugu durumda sistemin enerjisinin korundugunu, Lagrange fonksiyonunun yer
degistirmelerden bagimsiz oldugunda sistemin momentumunun korundugunu ve Lagrange
fonksiyonunun dénmelerden bagimsiz oldugu durumda sistemin agisal momentumunun
korundugunu gostermistir. Ayni1 zamanda alan denklemlerinin ¢oziimlerinde eger belirli bir
yonde ¢6ziim elde edilir ise bu ¢dziim simetriden dolayr diger yonler ig¢inde gecerli
olacaktir. Bu nedenle alan denklemlerinin ¢oziimlerinde kiiresel, silindirik, eksensel vb.

simetri 6zelliklerinden faydalanilir.
I herhangi bir geometrik nesne olmak iizere, X* = x* + &&“(x”) doniisiimii altinda

belirlenen bazi 6nemli simetri 6zellikleri vardir. Bu simetriler uzay-zaman geometrisini



fiziksel ve geometrik agidan derinlemesine incelememize olanak saglar. Bunlardan ilki
kollinasyonel simetrilerdir. Kollinasyonel simetriler kendi icinde izometriler, affine
kollinasyonlar, projektif kollinasyonlar, Ricci kollinasyonlar1 ve egrilik kollinasyonlari
olmak {izere smniflandirilir (Duggal ve Sharma, 1986). Kolinasyonel simetriler Christoffel
sembolleri, Ricci egrilik tensorii ve Riemann egrilik tensorii bilesenlerinin matematiksel

ozelliklerinden faydalanilarak uzay-zamanin geometrik 6zelliklerinin anlagilmasina olanak
saglar. Diger bir simetri ise miras (inheritance) simetridir ve £,'=ky " seklinde

tanimlanir (Katzin ve ark., 1969). Miras simetrilerde kendi i¢inde konformal simetri,
homotetik hareketler, egrilik miras hareketler, Ricci miras simetriler, biiziilmiis Ricci miras

simetriler, Weyl projektif miras simetrileri, Weyl konformal miras simetrileri olmak iizere

smiflandirilir.  Konformal simetri (konformal doniisim) £ 8 =2y g, seklinde

tanimlanan simetridir (Katzin ve ark., 1969). Simetriyi doguran & vektor alanlarma da

konformal Killing vektor alanlar1 denir. Konformal doniisiimler altinda geometri degisir
(Katzin ve ark., 1969). Ornegin ¢emberleri kapali egrilere, {icgenleri ise egrisel iiggenlere
dontstiiriir. Konformal doniisiim sirasinda birbirini kesen egri ciftleri arasindaki aci
korunur. Doniisiim sonrasinda acgilar birbirine esit ve ayni igarete sahip ise doniisiime
konformal ve kendini koruyan doniisiim adi verilir. Eger isaretler farkli ise buna da
konformal fakat kendini koruyan degildir ad1 verilir. Ayrica konformal doniisiimde sekil
genisleyebilir veya biiziilebilir.

Alan denklemlerinin tam ¢6zlimleri arastirilirken uzay-zaman geometrisinin simetri
ozellikleri kullanilarak bazi bilinmeyen nicelikler diizenlenebilir. Bu nedenle miras simetri
denklemlerin ¢oziimiinii bulmak i¢in bir olanak saglar. Sefiedgar ve ark. (2012), f(R)
gravitasyon teorisi ¢er¢evesinde konformal simetri ve konformal Killing simetri varliginda
galaksi donme egriliklerini ¢alismiglardir. Ayrica konformal simetri varhiginda alan
denklemlerini elde etmis ve bu durumda kararl dairesel bir yoriingede hareket eden bir test
parcaciginin acisal hiz davranisini incelemislerdir. Bu tez ¢alismasinda f(R) gravitasyon
teorisi ¢ercevesinde konformal simetriye sahip bazi uzay-zamanlar c¢esitli madde

dagilimlarinin varliginda incelenmistir.



BOLUM 2
ONCEKIi CALISMALAR

f(R) gravitasyon teorisi ¢er¢evesinde madde ve geometri arasindaki iliskiyi veren
alan denklemlerinin pek ¢ok uygulamasi yapilmistir.

Sharif ve Shamir (2009), f(R) gravitasyon teorisi ¢ercevesinde vakum durumunda
Bianchi-I ve Bianchi-V uzay-zamanlarmi incelemislerdir. Hubble parametresinin
varyasyon yasasini kullanarak her bir uzay-zaman i¢in iki farkl ¢oziim elde etmislerdir.
Elde edilen her bir ¢6ziim i¢in f(R) fonksiyonu belirlemislerdir. Ayrica elde edilen
cozlimlerin genel relativite teorisindeki ideal akigkan ¢oziimlerine karsilik geldigini
gostermislerdir.

Azadi ve ark. (2008), statik silindirik simetrik uzay-zamanin vakum ¢6ztimlerini f(R)
gravitasyon teorisi ¢ergevesinde arastirmislardir. Ricci skalerinin sifir ve sabit oldugu iki
durum i¢in alan denklemi ¢oziimlerini elde etmislerdir. Bu ¢oziimlerin Ricci skalerinin
sifir oldugu durumda sicim igeren konik bir uzay-zamanin genellestirilmis formunu
oldugunu gostermislerdir.

Sharif ve Shamir (2010), ideal akiskanli Bianchi-I ve Bianchi-V uzay-zamanin alan
denklemlerini ve ¢ozlimlerini f(R) gravitasyon teorisi ¢ercevesinde incelemistir. Her bir
uzay-zaman icin tekil ve tekil olmayan iki model onermislerdir. Bu modeller icin f(R)
fonksiyonlarii ve modellerin kinematik niceliklerini incelemislerdir.

Mazharimousavi ve ark. (2012), elektromanyetik alanl kiiresel simetrik uzay-
zamant f(R) gravitasyon teorisinde incelemislerdir. Lineer ve lineer olmayan
elektromanyetik alan i¢in alan denklemi ¢Oziimlerini ayr1 ayr1 elde etmiglerdir. Lineer
elektromanyetik alanin karadelik geometrisine izin verdigini, elde edilen ¢oziimlerin limit
durumlarinda kiiresel simetrik monopol ¢oziimlerine indirgendigini gostermislerdir. Her iki
modelin de termodinamik 6zelliklerini arastirmiglardir.

Shojai ve Shoaji (2012), f(R) gravitasyon teorisinde ideal akiskan varliginda
kiiresel simetrik uzay-zamanim alan denklemlerini elde etmislerdir. Elde edilen modelin

alan denklemlerini Tolman metodu ve iki farkli durum altinda irdeleyerek i¢ ¢oziimler elde
etmislerdir. Elde edilen i¢ ¢6ziim ile dis ¢oziimii eslestirerek, f(R)=R"™? modeli i¢in bir
yildizin tam tanimini yapmislardir.

Elmardi ve ark. (2016), f(R) gravitasyon teorisindede Chaplygin gazi incelemislerdir.
Chaplygin gaz durum denklemini kullanarak bir f(R) modeli olusturmuslardir. Elde



ettikleri modelin ikinci derecen egrilik skalerini icerdigini gostermistir. Ayrica elde
ettikleri f(R) modelinin limit durumumda A—-CDM modeline indirgendigini
gostermislerdir.

Caramés ve ark. (2012), kiiresel monopol bulunan kiiresel simetrik uzay-zamanin
alan denklemlerini f{R) gravitasyon teorisinde ele almislardir. Zayif gravitasyonel alan
yaklasimi1 ve F(R) fonksiyonunu radyal koordinatin bir fonksiyonu kabul ederek alan
denklemlerinin ¢dziimlerini arastirmislardir. Elde edilen sonuglar1 Genel Relativite ve
Brans-Dicke teorilerindeki benzer sonuglar ile karsilastirmislardir.

Ulu Dogru ve Taser (2015), f(R) gravitasyon teori ¢ergevesinde kiiresel monopol
varliginda kiiresel simetrik uzay-zamanin alan denklemlerini ve ¢dziimlerini herhangi bir
yaklagim kabul etmeksizin elde etmislerdir. f(R) fonksiyonunun A —CDM modeli ile
uyumlu oldugunu gostermislerdir. Ayn1 zamanda elde edilen ¢oziimiin karadelik ve kurt
deligi geometrisi ile ayn1 yapida olabilecegini gostermislerdir.

Lobo ve Oliveira (2009), f(R) gravitasyon teorisinde gecilebilir kurt deligi
geometrisini aragtirmislardir. Anizotropik akiskan bulunan kiiresel simetrik uzay-zamanin
bazi kabuller altinda 6zel c¢oziimlerini elde etmisler ve bu c¢oziimlerin kurt deligi
geometrisine karsilik geldigini gostermislerdir. Elde edilen sonuclar ile daha 6nce Brans-
Dicke teorisi kapsaminda elde edilen kurt deligi sonuglarini karsilagtirmiglardir.

Bertolami ve Ferreira (2012), f(R) gravitasyon teorisinde egrilik ve madde
ciftleniminin olmadigr durumda gegcilebilir kurt deliklerini ve kapali zamansal egri
coziimlerini arastirmislardir. Elde ettikleri modelde kirmiziya kayma fonksiyonunun
belirlenemeyecegini ve modelin sadece baskin enerji kosulunu saglayan madde formlarina
izin verdigini gostermislerdir.

Bu tez calismasinda konformal simetriye sahip uzay-zamanlar ve madde
formlarinin incelenmesi amaglandigindan, literatiirde yer alan konformal simetrili alan
denklemi ¢6ziimlerine de deginmekte fayda vardwr. Yavuz ve ark. (2005), sicime
ilistirilmis kuark madde varliginda konformal ve kiiresel simetrik uzay-zamani
incelemislerdir. U¢ farkli durum igin incelenen ¢dziimlerin limit durumunda Reissner-
Nordstrom uzay-zaman geometrisine indirgendigini gostermislerdir.

Aktas ve Yilmaz (2007), konformal simetri altinda kiiresel simetrik uzay-zamanda
manyetize kuark ve tuhaf kuark maddeyi genel relativite teorisinde incelemistir. Elde
edilen alan denklemlerini iki farkli durum i¢in arastirmislardir. Her iki durum iginde

manyetize tuhaf kuark yildiz modelinin kullanilabilece§ini gostermislerdir.



Rahaman ve ark. (2010), konformal simetri altinda anizotropik yildizlarm i¢
¢cOzlimiinii genel relativite teorisinde arastirmislardir. Anizotropik akiskan bulunan
konformal kiiresel simetrik uzay-zamanda, akiskanin yogunluk ve kiitle fonksiyonlari
arasinda 0Ozel secimler yaparak alan denklemlerinin ¢6ziimlerini elde etmislerdir.
Akigkanin enine ve radyal basinci, yogunlugu ve yiizey gerilimi gibi parametrelerini
incelemislerdir.

Ray ve ark. (2008), 4-boyutlu Einstein-Maxwell uzay-zamanini konformal simetri
altinda yiiklii akiskani¢in incelemislerdir. Alan denklemlerinin ¢éziimiinden gravitasyonel
kiitleyi de iceren fiziksel parametrelerin yalnizca elektromanyetik alandan kaynaklandigini
gosteren bir kiitle modeli elde etmislerdir.

Mak ve Harko (2004), konformal ve kiiresel simetrik yiiklii tuhaf kuark yildiz
modeli i¢in tam analitik ¢oziim elde etmislerdir. Belli sabitler altinda kuark maddenin
statik yiiklii bir konfiglirasyonunu tanimlamiglardir.

Rahaman ve ark. (2013), konformal harekete izin veren kurt deligi ¢Oziimii
onermislerdir. Aktif gravitasyonel kiitle hesaplanismi, Tolman-Oppenheimer-Volkoff
denklemini ve toplam gravitasyon enerjisinin dogasini tartismislardir.

Yilmaz ve ark. (2005), konformal ve kiiresel simetrik uzay-zamani1 monopol, sicim
ve elektrik alan varliginda incelemislerdir. Ayrica ayni uzay-zamami ideal akigkana

ilistirilmis domain wall ve elektrik alan i¢in de incelemislerdir.



BOLUM 3
MATERYAL VE METOT

Genel relativite teorisinde, Einstein-Hilbert etkisinin geometrik kismi direk olarak
egrilik skalerine baghdir. Bundan farkli olarak Buchdal (1970) tarafindan onerilen f(R)
gravitasyon teorisinde, Einstein-Hilbert etkisi, egrilik skalerinin bir fonksiyonu olan f(R)

fonksiyonuna bagli olarak tanimlanir. f(R) gravitasyon teorisinin etki fonksiyonu
1
S:J‘/—g[Kf(R)+Lmjd4x (3.1)
X

seklinde tanimlanir (Buchdal, 1970). Burada L, kozmik maddenin Lagrange

m

8Tt G

4
C

fonksiyonudur ve y ciftlenim sabitidir (y =

). (3.1) denklemi ile verilen etki

fonksiyonunun varyasyonundan, madde ve geometri arasindaki iligkiyi ifade eden f(R)

gravitasyon teorisi alan denklemleri
1 m
F(RIR, == f(R)gy =V, V F(R)+ g, IF(R) = 2T, " (3.2)

seklindedir (Lobo ve Oliveira, 2009). Burada, V, uzay-zaman koordinatlarina gore kismi

tirevi ifade eder. [1 d’Alambert operatoriidiir (= ViVi). F(R)=df(R)/dRdir. (3.2)

denkleminin izi dikkate alindiginda
F(R)R-2f(R)+3F(R)= yT (3.3)

elde edilir (Lobo ve Oliveira, 2009). Burada 7 =T, enerji-momentum tensoriiniin izidir.

(3.3) denkleminde egrilik skaleri tamamen dinamik serbestlik derecesindedir. Bu nedenle
iz denklemi kisitlama denklemi olarak kullamlabilir. (3.2) ve (3.3) denklemleri birlikte

kullanilarak alan denklemleri

— 1 (eff)
G,uv =R,uv _ERg,uv :T,uv” (34)



seklinde elde edilir. Burada, T, lfjff ) etkin enerji-momentum tensorii olarak adlandirilir ve
() _ o) 4 pm)
Tyv _Tyv +Tyv (35)

ile ifade edilir (Lobo ve Oliveira, 2009). Burada T ;(;\1:1) terimi kozmik maddenin enerji-

momentum tensoriine bagli olarak ifade edilir (T ;(t@ =T ;(/\1/1)/ F). Kozmik maddenin

enerji-momentum tensori, etki fonksiyonunun madde kismindan

T =- 2 5(*/__g,,f"’) (3.6)
J-g 6(g")

olarak elde edilir. Ayrica 7} terimi egrilik enerji-momentum tensorii olarak ifade edilir ve
() 1 1
T = |V WV F =5 8 (RF4UF +T) 3.7)

seklinde tanimlanir (Lobo ve Oliveira, 2009).

Diger yandan alan denklemlerinin tam ¢6ziimleri arastirilirken uzay-zaman
geometrisinin simetri 6zellikleri kullanilarak bazi bilinmeyen niceliklere bilinen 6zellikler
kazandirilabilir. Miras simetriler, hem denklemlerin ¢6ziimiinii bulmak i¢in olanak saglar,
hem de uzay-zaman geometrisinin incelenmesine yardim eder (Kramer ve ark. 1980).
Miras simetrilerden biri de konformal Killing vektdrleri altinda ortaya ¢ikan konformal

simetrilerdir ve
£§gyv:2wgyua l//:l//(xa) (38)

seklinde ifade edilir. Burada & = &% (xb)az—a simetriyi doguran vektor alanlaridir. £
operatorii &“vektor alanlart boyunca Lie tirevini ifade eder. w(x“) ise konformal
faktordiir (Duggal, 1992). Ozellikle, v.,, =0ve y, #0 kosullar1 saglamyor ise & bir

0zel konformal Killing vektordiir denir. y , =0 ve y #0 kosullar1 saglantyor ise & bir



homotetik vektordiir denir. w =0 kosulu saglaniyor ise &£¢ bir Killing vektordiir denir
(Wagh ve ark., 2001).

Burada, bu tez ¢alismasinda dikkate alman madde formlarina ait enerji-momentum
tensorlerinden bahsetmek yerinde olacaktir. Bildigimiz gibi biiyiik patlama teorisine gore
evren, evrim mekanizmasimin erken evrelerinde ilk sicakligini ve enerjisini biiylik bir hizla
kaybetmistir. Bu ani soguma sirasinda bir dizi simetri kirilmas1 ve faz gecisi meydana
gelmistir. Simetri kirilmalart ve faz gecisleri sonucu topolojik kusur adi verilen madde
formlar1 meydana gelmistir. Topolojik kusurlardan biri sifir boyutlu monopollerdir ve
evrenin O(3) simetrisinden U(1) simetrisine gegisi sirasinda olugsmustur. Kiiresel simetrik

monopollerin Lagrange yogunlugu
1 anu 1 a 2\2
L=20,9°0"9, - H9"¢. —1") (3.9)

seklinde tanimlanir (Vilenkin ve Shellard, 1994). Burada n monopollerin simetri kirilma
olcegidir. ¢“ monopollerin skaler alanini gosterir ve ¢ = nh(r)x— seklinde ifade edilir (
r

a=1,2,3). Ayrica h(r) fonksiyonu yarigap sonsuza yaklastiginda (|r| — ), A(r)—>1 limit

durumuna sahiptir. (3.9) denklemi kullanilarak kiiresel simetrik monopoller i¢in enerji-

momentum tensoru
T" =0,4,0"¢' —L5" (3.10)

seklinde tanimlanir.

Diger yandan ideal akiskan i¢in enerji-momentum tensori
T, =(p+pluu,+pg,, (3.11)

seklindedir. Burada p ideal akiskanin basinci, p ideal akiskanin enerji yogunlugu ve u

4-1i hiz vektoriidiir (Landau ve Lifshitz, 1987). Ayrica ideal akiskanin basinci ve enerji

yogunlugu arasinda durum denklemi olarak adlandirilan



p=wp (3.12)

bagmtis1 vardir. Burada @ basing ve enerji yogunlugu arasindaki oranti katsayisidir. Ideal
akiskan @ sabitinin alacagi farkli degerler icin saf 1smim alani, stiff madde, karanlik
enerji, hayalet enerji gibi pek cok kozmik madde formlarma indirgenebilir.

Evrenin ivmeli genislemesini agiklamak i¢in basvurulan tek yontem alternatif
gravitasyon teorilerini kullanmak degildir. Bu durum giiglii enerji kosulunu (p+3p <0)
thlal eden bir madde tiiri olan karanlik enerjinin varhigmi dikkate alarak da
aciklanabilmektedir (Debnath ve ark., 2004). Farkli madde tiirleri karanlik enerji kaynagi
olarak diisiiniilmektedir. Quintessence madde, gesitli egzotik maddeler ve Chaplygin gaz
bu maddelerdendir (Wetterich, 1988). Chaplygin gaz aerodinamikte bir ucagin kanadindaki
kaldirma kuvvetini tanimlamak i¢in kullanilan Chaplygin durum denklemine
dayanmaktadir (Pourhassan, 2013). Ogzelliklede, temel model Chaplygin durum
denklemine uyan ideal akiskanli Friedmann evreni tanimlanarak sunulur. Chaplygin gaz

enerji-momentum tensorii

2
T! = [z—j(u“uu —5;‘)+ p.utu, (3.13)

seklinde ifade edilir. Burada p_  Chaplygin gazin yogunlugu ve m? keyfi bir sabittir
(Kamenshchik ve ark., 2001).

Elektromanyetik alan i¢in enerji-momentum tensorii
1 a1 op
T,uu = F,uaFu,Bg _Zg,uuF Faﬂ (314)

seklinde tammlanir (Landau ve Lifshitz, 1987). Burada F/ u €lektromanyetik alan

tensorudur ve

F =4 -4 (3.15)

po 30 v
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olarak ifade edilir. Burada Au 4-1i potansiyellerdir ve elektrik alan varhiginda 4-li
potansiyeller 4, =(¢(r),0,0,0) olarak dikkate alnabilir. Ayrica, elektromanyetik alan

tensoru

FE

L) =0 (3.16)
F*, =—4xJ* (3.17)

olarak tanimlanan Maxwell denklemlerini saglamalidir. Burada J* 4-li aki yogunlugunu

ifade etmektedir (Landau ve Lifshitz, 1987).

Ideal akiskana ilistirilmis sicim i¢in enerji-momentum tensorii ise
I,=(p+pluu,+pg, —Axx, (3.18)
seklinde tanimlanir (Bali ve ark, 2007). Burada p izotropik basing, p enerji yogunlugu ve

A sicim gerilim yogunlugudur (Letelier, 1983). Ayrica enerji yogunlugu ve sicim gerilim

yogunlugu arasinda

p=p,+A (3.19)

bagitis1 vardir. Burada p, sicime ilismis parcaciklarin enerji yogunlugudur (Letelier,

1983).

11



BOLUM 4
ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

4.1. f(R) Gravitasyon Teorisinde Monopol ve Ideal Akiskanh Konformal ve
Kiiresel Simetrik Modeller

Statik kiiresel simetrik uzay-zamanin yay elemani

ds> =—e""dt* +e""dr* +r’d0* +r*sin’ 0 d¢’

(4.1)

seklindedir. &4 ve U radyal koordinata bagli fonksiyonlardir. (4.1) denklemi ile verilen

konformal ve kiiresel simetrik uzay-zamanimn egrilik skaleri

2 r r 2 r? r?

.2 . . . . 14
Ree (D2 2D 2y @2)

olarak elde edilir. Burada “.” radyal koordinata gore tiirevi ifade eder. (3.9), (3.10) ve (4.1)

denklemleri kullanilarak kiiresel simetrik monopollerin enerji-momentum tensori

bilesenleri
2
r_ 1N
T' =T ==

r (4.3)

olarak elde edilir (Barriola ve Vilenkin, 1989). (3.4)-(3.7), (3.11), (4.1) ve (4.3)

denklemleri birlikte kullanilarak f(R) gravitasyon teorisinde monopol ve ideal akiskanli

kiiresel simetrik uzay-zamanin alan denklemleri

U

e 1
2 282

.. . . i 2 v
+#U+F[3U+ﬂ+1 3 _pme_xprp) o (4.4
8 2F\4 4 r) 4F 2Fr 4F

. .2 ..
A
2r 8 4

v
2r

v .2 . .. - . .
e L ji po F (_2+£_1]

_ F L Foamte app)
27 2t 8 4 8 2F\ 4 4 r

d (4.5)
4F  2Fr 4F

. )
+i_%’7€2 3xp+p) g (4.6)
4F  2Fr 4F



seklinde elde edilir. (4.4)-(4.6) denklem sistemi bes bilinmeyenli lineer olmayan adi
diferansiyel denklem sistemidir. Alan denklemi c¢oziimlerinde uzay-zamanin simetri
ozellikleri kullanilarak bazi bilinmeyen nicelikler elde edilebilir. (3.8) ve (4.1) denklemleri

birlikte kullanilarak konformal simetri altinda kiiresel simetrik uzay-zaman i¢in

Elo+28 =y (4.7)
28! +2r§,22 =yr (4.8)
2sin @& +2cosOE? +2rsin@&S =y rsind (4.9)
pE' +28 =y (4.10)

esitlikleri elde edilir (Herrera ve Leon, 1985). Simetriye neden olan vektdér alanmin

EN=(£',0,0,E*) olarak secildigi durumda (4.7)-(4.10) denklem sisteminden

=y (4.11)

=, (4.12)
iy

& = 5 (4.13)

elde edilir (Herrera ve Leon, 1985). Burada ¢, sabittir. Bu tez caligmasinda, tiim

C,,Cy,Cy,...,C, ler  integral sabitlerini temsil etmektedir. (4.7), (4.11)-(4.13)

denklemlerinin ortak ¢éziimiinden metrik potansiyeller ve homotetik vektor alani

e’ =cir’ (4.14)
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= (4.15)

E=c 58 +(%51“j (4.16)

seklinde elde edilir (Herrera ve Leon, 1985). Bu durumda, konformal ve kiiresel simetrik

uzay-zaman i¢in yay elamant

2
ds> =—c2r2di* +=>dr® + r2d0® + 7 sin’ 0 d¢’ (4.17)

74

formuna indirgenecektir (Herrera ve Leon, 1985). (4.17) denklemi ile verilen konformal ve

kiiresel simetrik uzay-zamanin egrilik skaleri ise

2 6y’ 6y
_ v vy 4.18)

olarak elde edilir. (3.4)-(3.7), (3.11), (4.3) ve (4.17) denklemleri birlikte kullanilarak f(R)

gravitasyon teorisinde monopol ve ideal akiskanli konformal ve kiiresel simetrik uzay-

zamanin alan denklemleri

3w? 3w 1 3Fy? 3F (v yw| an’ x(p+p) _
2 2 2 2 o T =0 (4.19
2c;r° 2cr 2r 4c; F 4F

4F cir ol 2Fr? 4F

2

2 ' 1 Fy?® F ' 2 +
l//“+l//lé/+ - l/2/ _Fly oy +Z772_Z(P P _g (4.20)
2cir 2c;r  2r 4e;F AF 2Fr 4F

2 2
cr C;

2 . ”» 2 - 2 . 2
v yy 1 Fy _i(w _V/V/]_)m L3xptp) @.21)

- +
2cir?  2eir 2r' 4ciF 4AF\cir < 2Fr? 4F
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seklinde elde edilir (Taser ve Ulu Dogru, 2016a). (4.19)-(4.21) denklem sistemi dort
bilinmeyenli lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemi olusturur. (3.12) denklemi ile
verilen ideal akiskanin basing ve enerji yogunlugu arasindaki durum denklemini
kullanmak, alan denklemlerinde yer alan bilinmeyenlerin elde edilmesinde fayda

saglayacaktir. (3.12), (4.19) ve (4.20) denklemleri birlikte dikkate alinirsa

2
_ %(@; Dp , 7;’72 +L2 ~0 (4.22)
r r

esitligi elde edilir. (4.22) denkleminden F(r) fonksiyonu, ideal akiskanin yogunluguna
bagli olarak

F@r)= —;(772 + y(o+ l)pr2 (4.23)

seklinde elde edilir. (4.19)-(4.21) ve (4.23) denklemlerini birlikte kullanarak yogunluk ve

konformal faktor elde edilebilir:

1 (n* ¢
F)=——o7 1+ 4.4
pI) a)+l(r2 ;(1*4] (429)
2.2
+
w(r) = *c, \/— LA/ (4.25)
6c,

(3.12) ve (4.24) denklemlerinden ideal akigkanin basinci ise asagidaki formda elde
edilebilir:

p(r) = L("— - j (4.26)

o+1\r* g

Diger yandan, (4.23) ve (4.24) denklemleri gravitasyon teorisinin belirleyici fonksiyonu

olan F(r) fonksiyonunun radyal koordinata bagh olarak ifade etmeyi saglar:

15



F(r)y="5% 4.27)

2
r

Elde edilen bu tam ¢6ziim monopol ve ideal akiskanli konformal ve kiiresel simetrik model
icin olduk¢a degerlidir. Bu ¢6ziim i¢in uygun f(R) modeli, monopol ve ideal akiskan enerji-
momentum tensorlerinin izinin (3.3) denklemi ile birlikte kullanilmasindan belirlenebilir.
Uzay-zamani dolduran madde formunun monopol ve ideal akiskan olmasi1 durumunda, bu

maddenin enerji-momentum tensorii iz1

2

2
=" 13p—p (4.28)

2
r

seklindedir. (3.3) ve (4.24)-(4.27) denklemleri kullanilarak, radyal koordinata bagl f(r)
fonksiyonu

o+1 7 r

f(r) = L{(l — )X 22 + 2—644} (4.29)

seklinde elde edilir. Konformal ve kiiresel simetrik uzay-zamana ait egrilik skalerinin
radyal koordinata bagh degisimi (4.18) ve (4.25) denklemlerinin birlikte dikkate

almmasiyla

2yn’ 3
R(r) = 241 +5 (4.30)

Cy
seklinde elde edilir. (4.30) denkleminden degisken degistirme yardimiyla

3c,

r(R) = (4.31)

Re, —2yn’°

oldugu agikca goriilmektedir. Dolayisiyla, (4.29) ve (4.31) denklemlerinden, monopol ve

ideal akiskanli konformal ve kiiresel simetrik uzay-zaman i¢in f(R) fonksiyonu

16



f(R)= ;{2@132 —yn° Bo+5R + 21 (4.32)

"B +1)
9 w+1)

Cy

seklinde elde edilir.
Hatirlayacak olursak, Morris ve Thorne (1988), Lorentz kurt delikleri i¢in uzay-

zaman yay elemanini

2

ds’ = —**Vgr? + L dr +7r°d6* +r*sin’ 0 d¢’ (4.33)
1— b(r)

r

olarak tanimlamislardir. Burada ®(r) ve b(r) sirasiyla kizila kayma fonksiyonu ve sekil

fonksiyonudur. Bohmer ve ark. (2007) ise Lorentz tipi kurt deligi geometrisinden yola
cikarak konformal simetriye sahip ve gecilebilirlik 6zelligi olan yeni bir kurt deligi modeli

onermislerdir. Bu geg¢ilebilir kurt deliklerinin kizila kayma ve sekil fonksiyonlar1

d(r) = —k j b(r (4.34)

r

b(r) =r|l -y ()] (4.35)

formuna sahip olmalidir (Béhmer ve ark., 2007). Burada k& ve y keyfi sabitlerdir ve statik
olmayan vektor alan1 & =oa(t,r)0, + B(t,r)0, seklidedir (Bohmer ver ark, 2007). Statik

uzay-zaman geometrileri i¢in k keyfi sabiti £ = 0 degerini almaktadir (Béhmer ver ark,
2007). Benzer yontem izlenerek, bu tez calismasinda elde edilen monopol ve ideal
akiskanli, konformal ve kiiresel simetrik uzay-zaman ¢oziimlerinden, bu madde formlar:
tarafindan desteklenen konformal ve kiiresel simetrik kurt delikleri de olusturulabilir.
(4.17), (4.25) ve (4.33)-(4.35) denklemleri kullanilarak, monopol ve ideal akiskan kaynakli

konformal ve kiiresel simetrik kurt delikleri i¢cin kizila kayma ve sekil fonksiyonlari

D(r) :%m(cjrz) (4.36)
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b(r):r{6c4 +ciyn’r? +c§c4} 437)
6¢c,
olarak elde edilir. Elde edilen ¢oziimler statik kiiresel simetrik uzay-zaman geometrisinden
tiretildiginden & =0’dir. Kurt delikleri uzay-zamanin farkli bolgeleri arasinda baglanti
saglamaktadir. Dolayisiyla kurt deliklerinin uzayda ve zamanda yolculuga izin veren
yapilar oldugu distiniilmektedir (Fuller ve Wheeler, 1962; Morris ve ark., 1988; Kim ve
Thorne, 1991; Gonzales ve ark., 2009). Uzay-zamanda yolculuga olanak taniyan kurt
deliklerine geg¢ilebilir kurt delikleri denmektedir. (4.36) ve (4.37) denklemlerindeki gibi
elde ettigimiz kizila kayma ve sekil fonksiyonlarimi tanimlamak, onerilen kurt deligi
modelinin gecilebilir bir kurt deligi oldugunu belirlemede yeterli degildir. Gegilebilir kurt
deligi modelleri tanimlayabilmek icin, boyutunu, kararliligini, enerji kosullarini ve bogaz
yaricapini kisitlayan bazi kosullarin saglaniyor olmasi gerekmektedir. Gegilebilirlik
kosullar1 (D) b(r,)=r,, (ii) b'(r,)<1 ve (iii))r >r, bolgesinde b(r)<r seklindedir
(Morris ve Thorne, 1988). Bu baglamda, monopol ve ideal akigkan kaynakli, konformal ve
kiiresel simetrik kurt deliklerinin, gecilebilirlik sartlarin1 hangi kisitlamalar altinda

saglayacagi da arastirilabilir. (4.37) denklemi b(r,)=r, kosulu ile birlikte dikkate

alinirsa, kurt deliginin bogaz kismimin orjine uzakligini veren yaricap degerinin

2= G (4.38)

olmas1 gerektigi anlasilir. (4.38) denkleminde her zaman y >0 ve 1° >0 dir. Bu nedenle,
r, degerinin fiziksel olarak anlamli olabilmesi i¢in ¢, <0olmalidir. Bu durumda

b'(r,) <1 olarak verilen ikinci kosul

2

b'(ro)zl—% (4.39)

formuna indirgenir. Her durumda, 032 >0 olacag igin, ikinci kosul da saglanmaktadir.

r >, bolgesinde b(r) fonksiyonu incelenecek olursa,
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P>t (4.40)
xn

denklemi elde edilir. (4.38) ve (4.40) denklemleri birlikte incelendiginde agik bir sekilde
r>r, oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla tiglincii kosul da saglanmaktadir. Bu durumda

(4.37) denklemi ile verilen sekil fonksiyonunun gegilebilirlik kosullari sagladigi agiktir.
Metrik potansiyelleri (4.36) ve (4.37) denklemlerindeki gibi verilen, monopol ve ideal

akiskan kaynakli, konformal ve kiiresel simetrik kurt delikleri, keyfi sabitlerin ¢, <0

kisitlamasi altinda gegilebilir kurt deligi geometrisi tanimlamaktadir (Taser ve Ulu Dogru,

2016a).

4.2. f(R) Gravitasyon Teorisinde Elektromanyetik Alan ve Chaplygin Gazh
Konformal ve Kiiresel Simetrik Modeller

Bu boliimde, elektromanyetik alan ve Chaplygin gazli konformal ve kiiresel simetrik
uzay-zamanlar, f(R) gravitasyon teorisi ¢cer¢cevesinde incelenecektir. Statik kiiresel simetrik
uzay-zamanlar ve konformal simetrilerine ait 6zellikler Boliim 4.1°de irdelenmisti. (3.4)-
(3.7), (3.13), (3.14) ve (4.1) denklemleri birlikte kullanilarak, f(R) gravitasyon teorisinde

elektromanyetik alan ve Chaplygin gazli kiiresel simetrik uzay-zamanin alan denklemleri

R +ﬂ+v+ﬂv_ﬂ_ﬂ+F(3vﬂl_3F
2K 217" 2re”  2re”  8e” 4e” 8e" 2Fe"\4F 4AF r) 4Fe’ (4.41)
'+ p)_E
4Fp>  F
1 1w g g F v a1 F  m+p* E’
B e e ol Ml —t——— |+ + —+—=0 (4.42)
2rt 2rie”  8e” 4e” 8" 2Fe’\ 4AF 4F r) 4Fe® 4AFp F
B SR S +uv_u_ﬂ_F(v+3ﬂ_1 L F
2% 217’ 2re’  2ré”  8e” 4e 8¢’ 2Fe’\4AF 4F r) 4Fe’ (4.43)

_3m*+ph) E

> 0
4Fp F

seklinde elde edilir. (4.41)-(4.43) denklemleri bes bilinmeyenli ve lineer olmayan adi
diferansiyel denklem sistemi olusturur. Bolim 4.1°de tercih edildigi gibi, bu denklem

sisteminin ¢oziimiinde uzay-zamanin simetri 6zelliklerinden faydalanilabilir. Dolayisiyla,
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(4.17) denklemi ile verilen konformal ve kiiresel simetrik uzay-zaman i¢in, (4.41)-(4.43)

denklemleri

2 . 1 F 2 F 2 . 2 2 2
- 3"/2/ 5 3"//;’//+ 2+3 ZI 3 WT+% +7mz+L m—+p —E—:O (4.44)
2c5r” 2cyr 2r desF AF (cir o 2Fr- 4F F

2 . 1 Fu? Ja 2 . 2 2 2
’/’2 > l’mf - VZ/ +— WT+@ __96772 +L m—+p +E—:O (4.45)
2c;r™ 2cir 2rt 4c F O AF \cr o 2Fr° A4F F

2 . 1 Fu? Ja 2 . 2 2 2
WZ - l’mﬁ/ +—- VZ/ +— WT+@ +_Z772 _3 m—+p —E—:O (4.46)
2c;r™ 2cir 2t 4 FOAF (cir o 2Fr® 4F F

sistemine indirgenir. (4.44)-(4.46) denklem sisteminin ¢6zimil

F(r) = ;_; (4.47)
2
wiry == (4.48)
2
p(r) =+ = v am? (4.49)
r r
E(r)=0 (4.50)

olarak elde edilir (Taser ve Ulu Dogru, 2016b). (4.47)-(4.50) denklemlerinden olusan

sistemin tiim ¢oziimlerinde elektrik alanm ortadan kalktigi goriilmektedir. Diger yandan

2

m
Chaplygin gaz i¢in durum denkleminin p(7) = — oldugunu hatirlarsak, Chaplygin

p(r)

gazin basinci
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p(r)=— (4.51)

seklinde elde edilir. Chaplygin gazli, konformal ve kiiresel simetrik uzay-zamana ait

egrilik skaleri, (4.18) ve (4.48) denklemlerinden

R() = @.5)
r

olarak elde edilir. (4.52) denkleminden radyal koordinat izole edildiginde,

#(R) = i‘/—% (4.53)

fonksiyonu elde edilir. (4.47) ve (4.53) denklemleri birlikte kullanilarak, F(R) fonksiyonu

F(R) = —% (4.54)

olarak elde edilir. (4.54) denkleminde F(R)=df(R)/dR bagmtis1 kullanilarak, Chaplygin

gazli, konformal ve kiiresel simetrik uzay-zaman i¢in f(R) fonksiyonu

f(R)= —%SR2 +¢q (4.55)

seklinde bulunur.

4.3. f(R) Gravitasyon Teorisinde Ideal Akiskan ve Sicim Bulutlu Bianchi-I Tipi
Uzay-Zaman Modelleri
Bilindigi gibi, homojen ve anizotropik 6zelliklere sahip Bianchi-I tipi uzay-zamanin

yay elemani

ds® =—dt* + A(t)* dx* + B(t)*dy* + C(1)* dz* (4.56)
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seklinde tanimlanir. Burada A(?), B(¢#) ve C(¢) zaman koordinatma bagli fonksiyonlardir.
(4.71) esitligi kullanilarak Bianchi-I tipi uzay-zamana ait egrilik skaleri

24" 2B'" 2C'" 2A4'B" 24'C' 2B'C'
= + + + + +
A B C AB AC BC

(4.57)

[T

olarak elde edilir. Burada isareti zaman koordinatina gore kismi tiirevi ifade eder.

(3.4)-(3.7), (3.18) ve (4.56) denklemleri birlikte kullanilarak ideal akiskan ve sicim bulutlu

Bianchi-I tipi uzay-zamanm f(R) gravitasyon teorisi ¢cergevesindeki alan denklemleri

B' C' BH CH 3A FV AV B' AV C' AH B' F' C' F'

2BC 2B 2C ' 4AF @ 24B 24C 24 4BF 4CF
" Bi-p-p)
4F 4F (4.58)

A' C' AH CH 3B F' A' B' B C' BH A' F' C' F'

24C 24 2C 4BF  2A4B ZBC 2B 4BF ACF

_F"_(/1+p+p)_0 (4.59)
4F 4F

B A'B' _ﬂ_ B" 3C'F' A'C'" B'C' Q_ AF' B B'F'
24B 2A 2B 4CF 2AC 2BC 2C 4A4F 4BF 16

_F"_(/1+p+p)_0 (4.60)
4F 4F

A"+B" 3C" AB AC BC AF BF CF'

24 2B 2C 2AB 2AC 2BC 4AF 4BF ACF “.61)

L3F"_(A=3p-3p)
4F 4F

=0

seklinde elde edilir. (4.58)-(4.61) denklemlerinin olusturdugu yedi bilinmeyenli lineer
olmayan adi diferansiyel denklem sisteminin ¢éziimlerinde, Bianchi-I tipi uzay-zamanin
konformal simetrilerinden faydalanmak yerinde olacaktir. Simetriye neden olan vektor
alam &' =(0,0,0,E*) olarak dikkate almir, (3.8) ve (4.56) denklemleri ile birlikte
kullanilarak ise
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24'EY =y (4.62)

2B'E =y (4.63)
2C'EY =y (4.64)
28, =y (4.65)

elde edilir. (4.62)-(4.65) denklemlerinden olusan sistemin ortak ¢oztimlerinden, homotetik

vektor alan1 ve metrik potansiyeller

&t :W—t+c7 (4.66)
2

A(t) = ¢4 W?t + ¢, (4.67)

B(t) =¢, W?t +c, (4.68)

Ct)=c, W?t + 5 (4.69)

olarak elde edilir. Bu durumda konformal simetrik Bianchi-I tipi uzay-zaman i¢in yay

elemani
2 2 2
ds® = —dt’ +(c8 w?t+09] dx’ +(c,O w?t+c”] dy’ +(c,2 w?t+cl3] dz*  (4.70)

seklinde tanimlanabilir. (3.4)-(3.7), (3.18) ve (4.70) denklemleri birlikte kullanilarak f(R)
gravitasyon teorisinde, ideal akiskanli ve sicimli konformal simetrik Bianchi-I tipi uzay—

zaman i¢in alan denklemleri
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cf;clol//2 n cf;clzl//2 _ cloclzl//2
2egw t+2¢)(coy t+2¢,) 2y t+2¢)(cpy t+2c;)  2c gy t+2e,) ey 1 +2¢;) (4.71)

+E ey _ Go¥ _ P _E+ BA-p-p) -0
FlA(qut+2c) 4w t+2c,) 4lcwt+2c;)) 4F 4F

G 0'//2 _ cf;clzl//2 + G ocn'//2
et +2¢) (et +2¢,)  2ewt+2¢)(cppt+2c;)  2c Wt +2¢) eyt +2¢;) (4.72)
_F Gy _ 3ay + Py " (A+p+p) -0
Fla(qut+2c) 4cywt+2c,) Hewt+2c,)) 4F 4F
_ Cs6 0'//2 n cf;clzl//2 + G ocn'//2
et +2¢) (et +2¢,)  2ewt+2¢)(cppt+2¢;)  2c W i+2¢) eyt +2¢;) (4.73)
_F GY + GV _ 3epy _E+ (A+p+p) -0
FlA(cpt+2c) 4cywt+2c,) 4cywt+2c,)) 4F 4F
_ Cs€ 0'//2 i GG 2‘//2 _ G ocn'//2
et +2¢) (e t+2¢,)  2eyt+2¢) (e t+2¢3) 2wt +2c,) eyt +2c;3) (4.74)
_F GY r o r P +3F”_(/1—3p—3p) -0
FlA(cwt+2c) 4ewt+2c,) 4cwt+2c,)) 4AF 4F

formuna indirgenir. (3.12) denklemi ile verilen ideal akiskan durum denklemi ve (4.71)-

(4.74) denklemlerinin olusturdugu sistem, birlikte dikkate alindiginda

C
F(t)=—4% (4.75)
ey t+ 2c,
o) = — 014’//2 (c§c10c12w2t2 +Act(cyC) €y + C4C4C5 — CoCreCry) — 4092010012 + Scscncls) (476)

(et +2¢,) (e t+2¢,, ey t+2¢,)(1 + )

wcm'//z(c;cloclz'//ztz +Acgpt(cyCy €y +64C10C1s = CoCi0C1n) —ACs €y +808011013) 4.77)
(cqW t+2¢,) (e, t+2¢, e, t+2¢,)(1+ o)

p()=-

e * (c461y = o1 (C5C15 = CoC10) (4.78)

At) = S
(e t+2¢y) (cgy t+ 2¢, )y t+ 2¢,5)

24



elde edilir (Taser ve Ulu Dogru, 2017). (3.19) denklemi, (4.76) ve (4.78) denklemlerinin

birlikte kullanilmasindan ise, sicime ilistirilmis pargaciklarin enerji yogunlugu

CI4V/2(C§CIOCIZV/2I2 + et (6 Cip + EC0Cr — o) — 4¢5 €16 + 8cic Icl3)
(cp 1+ 209)3 (co¥ 1+ 2¢, ) ey t+2¢;)(1+ ) (4.79)
_ 4014‘//2 (c5€1; = CoC10) (€513 = C4C15)
(e t+2¢,) (e, t+26, )y t+2¢)

p,(t) =~

olarak elde edilir. Diger yandan, (4.57), (4.67)-(4.69) denklemlerinden konformal simetrik

Bianchi-I tipi uzay-zaman i¢in egrilik skaleri

29 (BegCigCpV t+264¢,0C 15 +264¢1,5 +2¢4€106)5)
(e 1 +2¢y cyoy t +2¢, ) ey L+ 2¢,;)

R(t) = (4.80)

olarak bulunur. (3.3) denklemi ile verilen alan denklemlerinin izi, (4.75)-(4.78)
denklemleri ile birlikte kullanildiginda, ideal akiskanli ve Chaplygin gazli, konformal

simetrik Bianchi-I tipi uzay-zaman i¢in zamansal koordinata bagh f(z) fonksiyonu

1) = oy’ . {_ 3¢ n 3cyeyy n 3eqc
(cy 1 +2¢) Aept+2¢) 2cwit+2¢,) 2ceppt+2c;)
" (Cszcloclzl//zl‘2 + At (c4C) 1€y + CC10Cr3 — CoC1Cry) — 4092010012 +8c¢0,,015 X?’w -1 (48 1)
et +2co) (e t + 2¢; )y t+ 2¢3)(1+ @)
" 3¢5C10CaW T+ 264C14615 + 264011615 + 2691001 n 2(¢5611 = €€ )(G5C15 — €9C1) j
(croW t+2¢ )(cpy £+ 2¢;) (et +2co) (e t + 2¢; )y t+2¢y3)
seklinde elde edilir.

4.4. f(R) Gravitasyon Teorisinde Ideal Akiskanh Konformal Simetrik
Friedmann-Robertson-Walker (FRW) Uzay-Zaman Modelleri

Son yapilan gézlemler evrenin biiyiik 6lgcekte homojen ve izotropik oldugunu isaret
etmektedir (Huang ve ark., 2010). Evrenin bugiin ki durumu ile uyum i¢inde bulunan,

homojen ve izotropik 6zellige sahip olan FRW uzay-zamani i¢in yay elemani

dr*

1—kr?

ds® = —dt* +a(t)2( +7°d0” +r’sin’ 0d¢2j (4.82)
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seklinde tanimlanir. Burada a(?) Olgek faktorii olarak adlandirilan, zamana baglh bir
fonksiyondur (Zhi ve ark., 2014). k ise evrenin egriligini ifade eden ve k=-1,0,1
degerlerini alabilen bir sabittir. £ =—1degeri agik evren modelini, £ =0 degeri diiz evren
modelini ve k=1 degeri kapali evren modelini ifade etmektedir (Friedmann, 1924;

Lemaitre, 1933; Robertson, 1935; Walker, 1937). (4.82) denklemi kullanilarak FRW uzay-

zamanin egrilik skaleri

R :a—62(aa"+a'2 +k) (4.83)

e ¢ 9

olarak elde edilir. Burada isareti zaman koordinatina gore tiirevi ifade eder. (3.4)-
(3.7), (3.11) ve (4.82) denklemleri birlikte kullanilarak f(R) gravitasyon teorisinde ideal

akiskanli FRW uzay-zamaninin alan denklemleri

k_aF _F' a® a' (p+p)_,

+ - 4.84
2¢° 4aF 4F 24° 2a 4F ( )

3k 3d'F' 3F" 3a% 3a" 3(p+p)
-+ - ——+—+ =
2a 4aF 4F 2a 2a 4F

0 (4.85)

seklinde elde edilir. Lineer bagimsiz iki denklem olmasina karsilik, bu denklemlerde dort
bilinmeyen yer almaktadir. Dolayisiyla denklem ¢o6ziimlerinde bilinmeyenlerin

bulunmasmma fayda saglayacagindan, FRW uzay-zamanmin konformal simetrileri
arastirilabilir. Simetrinin yoniinii tammlayan vektdr alam &' =(0,0,0,E) olarak
disiiniildiigiinde, (3.8) ve (4.82) denklemleri birlikte kullanilarak

20'E =y (4.86)

285 =v (4.87)

elde edilir. (4.86) ve (4.87) denklemlerinden, metrik potansiyel ve homotetik vektor alani
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& ="—+c; (4.88)

{
a(t) = c,, ‘%Jrcn (4.89)

olarak elde edilir. Konformal simetrik FRW uzay-zamani i¢in yay elemant

ds? = —di? yi ’ dr’ 2 7102 2 .2 2
sT =—dt” + 0167"‘017 ~+7r°d0” +r”sin” 0d¢ (4.90)

1—kr

formuna indirgenir. (3.4)-(3.7), (3.11) ve (4.90) denklemleri birlikte kullanilarak f(R)
gravitasyon teorisinde ideal akiskanli konformal simetrik FRW uzay-zamaninin alan

denklemleri ise

FV F” 2 2
2k —+ Cie¥ _ sy’ Cie¥ % (p+p) —0 (491)
(cpt+2c,,)” Megyt+2c,))F 4F 2cwt+2c,,) AF
F! " 2.2
6k 3clét// 3F _ 3clét// + 3(17 + ,0) =0 (492)

- - +
(cewt+2c,) Aegwt+2e,)F  4F  2(c,wt+2c,)’ AF

seklinde elde edilir. (4.91)-(4.92) denklem sistemi, (3.12) denklemi ile verilen ideal
akiskanin durum denklemi birlikte kullanilarak, enerji yogunlugu ve basincin F(t)

fonksiyonuna bagli ifadesi asagidaki sekilde ¢oziimlenebilir (Taser ve Ulu Dogru, 2016c¢):

F' F 2cip°F
p= 8kF _ + GV _ n ¥ . (4.93)
(cwt+2c,) (@+]) (ceyit+2e,)o+]1) (0+1) 2(cwt+2c,)
' " 2.2
_1 8kF : N v F _F N 2, °F : (4.94)
o\(egpt+2c;) (0+]) (eept+2e;)@+]1) (0+1) 2y t+2¢,)
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BOLUM 5
SONUC VE ONERILER

5.1. f(R) Gravitasyon Teorisinde Monopol ve Ideal Akiskanh Konformal ve
Kiiresel Simetrik Modeller i¢cin Sonug ve Oneriler

Boliim 4.1’de monopol ve ideal akiskanli, konformal ve kiiresel simetrik uzay-
zamanlar icin f(R) gravitasyon teorisi ¢ercevesinde alan denklemleri ve ¢dziimleri elde
edildi. Literatiirde, f(R) gravitasyon teorisi ile ilgili calismalarda, ¢ogunlukla kullanilabilir
f(R) modelleri, alan denklemlerine empoze edilerek ¢oziimler aranmaktadir
(Aghamohammadi ve ark, 2010; Shojai ve Shojai, 2012; Sharif ve Kausar, 2011, Hend1 ve
ark., 2012). Bu tez ¢alismas1 kapsaminda Boliim 4.1°de ele almis oldugumuz monopol ve
ideal akiskanli, konformal ve kiiresel simetrik uzay-zamanlara ait alan denklemi ¢oziimleri,
bu model i¢in kullanilabilecek f(R) fonksiyonunu dogrudan tayin etmektedir. Model icin,
f(R) fonksiyonunun genel formu ancak (4.32) denklemi ile verildigi formda olabilir. Diger
taraftan, elde edilen f(R) fonksiyonunun fiziksel olarak anlamli bir model ile uyumlulugu
analiz edilebilir. f(R) gravitasyon teorisi literatiirde bir¢ok uygulanabilir f(R) modelleri
aracilifiyla modern kozmolojinin bazi problemlerini diizeltmede basarili olmaktadir
(Nojiri ve Odintsov, 2006a). Kullanilabilir f{R) modellerinden biri R~ terimini iceren

modeldir. Bu model, A-CDM modelinden elde edilmektedir ve evrenin son zaman
ivmelenmesini agiklamada basarili olmustur (Sokolowski, 2007). Ayni zamanda R’
terimini igeren f(R) modeli biiyiik egriliklere neden olmakta ve erken donem genislemesini
aciklamaktadir (Sokolowski, 2007). Bir diger popiiler modelde f(R) fonksiyonu
f(R)=R+aR™ olarak dikkate almir. Bu modelde, R+ aR™" terimi, elde edilen
coziimlerde fiziksel anlam olarak son donem ivmelenmesini dogurur (Amendola ve ark.,
2007b; Amendola ve ark., 2007c). f(R) gravitasyon teorisinde, R" terimli modellerin
kozmik ivmelenmeyi aciklama da basarili oldugu genel kanis1 yaygin olarak kabul
edilmektedir (Cappazziello, 2003; Faroni ve Nadeau, 2005). Bu tiir modeler, n=-1 ve
n= 3/ 2 durumlarinda Liouville alan teorisine denk 6zellik gdstermektedir (Cappazziello,
2003; Faroni ve Nadeau, 2005). Ik uygulanabilir ve kabul géren model Starobinsky (1980)
tarafindan Onerilmistir. Bu modele kozmolojik sabit eklenerek f({R) fonksiyonu de-Sitter
kozmolojilerine indirgenmistir (Starobinsky, 1980). Boylece, evrenin son zaman
genislemesini agiklamada basarili bir model olmustur (Amendola ve ark, 2007b; Faraoni

ve Nadeau, 2005). Starobinsky’nin yeniden yapilandirilmis bu modelinde f(R) fonksiyonu
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f(R)=R+&R* —2A (5.1)

seklinde tanimlanir. Boliim 4.1°de incelenmis olan monopol ve ideal akiskanli, konformal
ve kiiresel simetrik uzay-zamanlar i¢cin elde edilen ve (4.32) denklemi ile verilen f(R)
fonksiyonu, Starobinsky’nin bu modeli ile uyumludur. (4.32) ve (5.1) denklemleri birlikte

dikkate alinirsa

9+5yn’
w:_+—ﬂm2 (5.2)
9+3yn

seklinde elde edilir. 87 G

4
C

degerindeki Genel Relativite c¢iftlenim sabitinin her zaman

pozitif oldugu agikti. Aym zamanda, simetri kirilma olgeginin karesi de n° >0

seklindedir. Oyleyse (5.2) denkleminde verilen @ sabitinin degeri i¢in
w< -1 (5.3)

seklinde olacagini gostermektedir. Diger yandan (4.32) ve (5.1) denklemleri birlikte

incelenirse diger sabitler

2’ Go+l)

Ao (5.4)
9¢,(w+1)
T (5.5)
Aw+1) '
seklinde elde edilir.

Boliim 4.1°de, monopol ve ideal akiskanin, konformal ve kiiresel simetrik uzay-
zamanlarda, Bohmer ve ark. (2007) tarafindan 6nerilen konformal kurt deliklerine benzer
bir geometriye kaynak olabilecegi de tartisilmistir. Bilindigi gibi, gerek geometrik gerekse
madde formu icin, baslangic ve sinir-deger problemlerinin incelenmesi, elde edilen
¢oziimlerdeki keyfi sabitlerin belirlenmesine yardimci olmaktadir. Oyleyse, kurt

deliklerinin i¢ ve dis ¢oziimlerinde kullanilan baslangic ve smnir-deger kosullarin1 dikkate
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alalim (Lemos ve ark., 2003). Kurt deligi i¢ ¢6ziimiine gore b(7,) =7, seklindedir (Lemos
ve ark. 2003; Bohmer ve ark., 2007). Daha 6nce bahsettigimiz gibi, bu kosul ayn1 zamanda
kurt deliklerinin gegilebilirlik kosullarindan da birisidir. Bu kosula gore, (4.38)

denkleminden ¢, sabiti

c, =—xn’ry (5.6)

seklinde elde edilir. (5.6) ile verilen ¢, sabiti, kurt deligi i¢ ¢dziimlerinin bazi kosullarini

=T¢

r—r, ¢ ‘raro

=717

VA)VO

da saglar (T =0) (Lemos ve ark. 2003; Bohmer ve ark.,

=T

VA)VO

2007). Kurt deliklerinin bogaz yarigapt minimum ve maksimun yarigap denen bir bolge
arasinda smirlidir. Bu yiizden limit noktalarinda yarigap degerleri r»,, =7, ve 7, =V

olarak tanimlanabilir (Lemos ve ark. 2003; Bohmer ve ark., 2007). Literatiirde yapilan dis

kurt deligi ¢oziimlerinde kizila kayma ve sekil fonksiyonlar1 bu limit degerleri igin

1 2M
srastyla @(y) = Eln[l ——j ve b(y)=2M olarak elde edilmistir (Lemos ve ark. 2003;
7

Bohmer ve ark., 2007). Kurt deliklerinin bu dis ¢6ziim sinir kosullarindan, monopol ve

ideal akiskan kaynakli, konformal ve kiiresel simetrik kurt deliklerinin ¢, ve c¢; keyfi

sabitleri (4.36) ve (4.37) denklemlerinden

12
c 21(1_2_1‘4] (5.7)
yU oy
2M 5 "
¢, = (6 (1——)(y—2—1)-'j (5.8)
Yy

olmalidir. Elde edilen kisitlar altinda, monopol ve ideal akiskan kaynakli, konformal ve

kiiresel simetrik kurt deligi ¢oziimleri, (4.14), (4.15), (4.24)-(4.27) ve (5.6)-(5.8)

denklemlerinden
1 2M
et = —2[1 ——jrz (5.9)
/4 /4

30



e’ =——— (5.10)
r —I’O
1 772 roz
p(r)z——z{l——z] (5.11)
o+l r r
p(r)=—2 n—z{l—%] (5.12)
o+1r r
2M \ r? "
St
y A\
y(r)= ; (5.13)
ro_
(”02 j
2’”02
F(r)=—-xn PEl (5.14)

seklinde elde edilir. (4.36) ve (4.37) denklemleri ile verilen kizila kayma ve sekil

fonksiyonlar1 ise

o)~ 1l L [1- 20} 519

b(r)= r{l —(1 fﬂj{%j} (5.16)
Yy NV —h

olacaktir. Monopol ve ideal akiskan kaynakli konformal ve gegilebilir kurt delikleri, » =7,

noktasinda e

— oo oldugu i¢in tekillige sahiptir. Kurt deligi modelinin kararli bir

model olmasi agisindan, bu tekillik beklenen bir tekilliktir (Bohmer ve ark., 2007).
Bohmer ve ark. (2007), statik olmayan konformal simetri altinda kurt deliklerini
incelemislerdir. Bu tez calismasi kapsaminda, statik ve gecilebilir kurt deliklerinin de

belirli madde dagilimlar1 altinda var olabilecegi gosterilmistir. Bohmer ve ark. (2007)
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anizotropik akiskan kaynakli konformal kurt deliklerinin @ = -3 kisit1 altinda elde
edilebilecegini Onermislerdir. Bu tez ¢alismasinda, monopol ve ideal akiskan kaynakli,
konformal simetrik ve gegilebilir kurt deliklerinin, @ <—1 kisit1 altinda var olabilecegi
onerilmistir. Durum denklemi ile ideal akiskanin basing ve yogunlugu arasindaki iligkiyi
belirleyen bu kisitlama ayni zamanda ideal akigkan formundaki maddenin hayalet ener;ji
olmasi gerektigi sonucunu da beraberinde getirmektedir (Nemiroff ve Patla, 2008). Hayalet
enerji egzotik madde ve karanlik enerjinin 6zel bir durumudur. Bu madde formu, hayalet
bir skaler alan ile de ifade edilir (Briscese ve ark., 2007). Ivmeli genisleyen FRW
modellerinde, hayalet enerjinin skaler alani sonlu zaman tekilligine sahiptir (Briscese ve
ark., 2007). Ayrica hayalet enerji yogunlugu zamanla artan egilimdedir. Hayalet enerji
baskin enerji kosulunu ihlal ettigininden, literatiirde kurt deligi ile ilgili calismalarda
siklikla karsimiza ¢ikmaktadir (Kuhfitting, 2009; Rahaman ve ark., 2009; Sushkov, 2005;
Lobo, 2005). Bu sonucglar, monopol ve ideal akiskan kaynakli konformal ve kiiresel
simetrik uzay-zamanlarin, ideal akiskanin hayalet enerjiyi isaret ettigi durumlarda,
gecilebilir kurt deligi geometrisi olusturabilecegi bulgumuz ile uyusmaktadir. Ayrica f(R)
gravitasyon teorisinin uygulanabilir ve basaril1 bir teori oldugu fikrini de desteklemektedir.

Bunun yaninda, (4.38) denkleminden goriildiigii gibi, gecilebilirlik kosulunun saglanmasi
ve reel yarigap degerlerinin varligi igin ¢, <0 olmahdirr. w<-1 ve ¢, <0 kosullari

altinda, (4.24) ve (4.26) denklemleri ile verilen ideal akiskanin basing ve yogunluk
degisimleri Sekil 5.1°de gosterilmektedir.
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| \ '
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(a) (b)
Sekil 5.1. (a) Ideal akiskan enerji yogunlugu (¢, =—1, y =1, n=1 ve @ =-1.2)

(b) 1deal akigkan basmci (¢, =—1, y =1, n=1 ve ®=-1.2)
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Eger, ¢, >0 durumu disiniiliirse, elde edilen konformal simetrik kurt delikleri
gecilebilir olma 6zelligini kaybeder. Bu kurt delikleri i¢in @ < —1 kosulu altinda (4.24) ve
(4.26) denklemleri ile verilen ideal akigkan yogunluk ve basmng¢ degisimleri Sekil 5.2°de
gosterilmektedir. Bu calismanin sonuglarindan biri de, f(R) gravitasyon teorisinin,
“monopol ve ideal akiskanmn gegilebilir olmayan konformal simetrik kurt deliklerine
kaynak olmasina” izin vermedigidir. Cuinkii, Sekil 5.2°den goriildiigii gibi ¢, >0
durumunda yogunluk her zaman negatif, basing ise pozitif degerler almaktadir. Fiziksel

anlamli tiim madde formlar1 i¢in enerji yogunlugunun pozitif biiyiikliige sahip olmasi

beklenir.
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Sekil 5.2. (a) Ideal akiskan enerji yogunlugu (¢, =1, y =1, n=1 ve @ =-1.2)

(b) Ideal akiskan basmci (¢, =1, y =1, n=1 ve ®=-1.2)

(4.32) denklemi ile elde ettigimiz f{R) fonksiyonunun Starobinsky modeli ile uyum
icinde oldugunu tartismistik. Elde edilen f(R) fonksiyonu, Starobinsky’nin pozitif

kozmolojik sabitli de-Sitter kozmolojilerine izin vermektedir (Faroni ve Nadeau, 2005).
(5.4) denkleminden goriilecegi gibi A >0 olmasi i¢in de ¢, <0 olmalidir. Dolayisiyla
madde formu gibi, kullanilabilir f(R) modeli de Onerilen kurt deliklerinin gegilebilirlik

ozelligini desteklemektedir.

5.2. f(R) Gravitasyon Teorisinde Elektromanyetik Alan ve Chaplygin Gazh
Konformal ve Kiiresel Simetrik Modeller icin Sonu¢ ve Oneriler
Bolim 4.2°de elektromanyetik alan ve Chaplygin gazli, konformal ve kiiresel

simetrik uzay-zamanlar i¢in f(R) gravitasyon teorisi ¢ercevesinde alan denklemleri ve
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cOzlimleri arastirildi. Elde edilen ¢oziimler, f(R) gravitasyon teorisinin, statik elektrik alan
varliginda, Chaplygin gazli konformal ve kiiresel simetrik uzay-zaman modellerine izin
vermedigini gostermektedir. (4.44)-(4.46) denklemleri ile verilen alan denklemlerinin
coziimlerinde, statik elektrik alanin sifirdan farkli tiim degerleri i¢in, uzay-zaman
geometrisini  belirleyen metrik potansiyellerin  kompleks (ir-reel) degerler aldigi
goriilmiistiir. Dolayisiyla fiziksel anlami olmayan bu ¢oziimlerin terkedilmesi, statik
elektrik alansiz, Chaplygin gaz kaynakli, konformal ve kiiresel simetrik uzay-zaman
geometrilerinin arastirilmasi dogru olacaktir. Bu ¢oziimler (4.47)-(4.51) denklemlerinde
verildigi sekilde elde edilmistir. f(R) gravitasyon teorisi ¢ergevesinde Chaplygin gazh
konformal ve kiiresel simetrik uzay-zaman i¢in f(R) fonksiyonu (4.55) denkleminde
verilmistir. (4.55) denkleminde f(R) fonksiyonunun ikinci derecen egrilik skalerini i¢erdigi

acikca goriilmektedir. Ikinci derecen egrilik skaleri iceren f{R) modeli F(R)=R _%sz _92A

seklinde tanimlanir (Barrow ve Ottewill, 1983). Bu model izotropik ve homojen bir uzay-
zaman Ozelligine isaret etmektedir (Barrow ve Ottewill, 1983). f(R) fonksiyonlarindaki
ikinci derecen egrilik skaleri, evrenin erken donem davranismi tanimlarken
kullanilmaktadir (Faraoni, 2006). Elmardi ve ark. (2016), f(R) gravitasyon teorisinde
Chaplygin gaz durum denklemini kullanarak sabit egrilik durumunda bir f{R) modeli
olusturmuslardir.  Elde ettikleri modelin ikinci derecen egrilik skalerini igerdigini (

f(R)=R+CR*-2m*) ve limit durumunda A-CDM kozmolojik modeline indirgendigini

gostermislerdir. Chaplygin gazli, konformal ve kiiresel simetrik uzay-zaman icin elde
edilen f(R) fonksiyonu, Elmardi ve ark. (2016)’nin elde ettigi f(R) fonksiyonundan farkli
olarak birinci derecen egrilik skaleri icermemektedir. Elmardi ve ark. (2016) bu
calismasinda sabit egrilik kullanmiglardir. Bu nedenle 6nerdikleri f(R) modelinde bulunan

R teriminin (4.55) denkleminde verilen f(R) fonksiyonunda ., teriminin i¢inde yer aldig:

sOylenebilir. Chaplygin gazli, konformal ve kiiresel simetrik uzay-zaman i¢in elde edilen
f(R) fonksiyonu limit durumlarinda sabit egrilikli A-CDM kozmolojik modeline
indirgenmektedir. Elde edilen f(R) fonksiyonu ikinci dereceden egrilik skalerine bagh
oldugu i¢in erken donemi karakterize eden bir uzay-zaman geometrisini verdigi
sOylenebilir.

Konformal ve kiiresel simetrik uzay-zaman geometrisine kaynak olabilecek
Chaplygin gazin yogunlugu (4.49) denklemi ile verildigi sekilde olmalidir. Bu yogunlugun
radyal koordinatla degisimi Sekil. 5.3.’de gosterilmektedir.
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(2)

(b)

PO

(©)

24l

(d)

Sekil 5.3. (a) Chaplygin gazin yogunlugu (¢ =1, m=+1 ve o(r) = LA‘JF /iﬁ 4)
r r
(b) Chaplygin gazin yogunlugu (¢s =1, m=+1 ve ;) _ LA_ Lg+ 4)
r r

(c) Chaplygin gazin yogunlugu (¢s =—1, m==%1 ve ;) _! L)

7+ T"r
r r

(d) Chaplygin gazin yogunlugu (¢ =—1, m=%1 ve ,)- _L4_ Lx+4)
r r
Chaplygin gaz, pozitif enerji yogunluklu ve negatif basin¢li bir madde formudur
(Kamenshchik ve ark., 2001). Bu 6zelliginden dolayi, karanlik enerjiye aday maddeler
arasinda yer alir (Kamenshchik ve ark., 2001). S6z konusu 6zellik dikkate alindiginda,

Sekil 5.3.-(a) ve Sekil 5.3.—(c) fiziksel anlamli yogunluk dagilimlarini gostermektedir.

Sonug olarak, fiziksel anlamli madde dagiliminin tanimlanabilmesi i¢in, sabit se¢imleri
p(r)ziiﬂr /ig+4 seklinde olmalidir. Diger taraftan, konformal ve kiiresel simetrik
r r

uzay-zaman geometrisine kaynak olabilecek Chaplygin gazin basinci ise (4.51) denklemi
ile verildigi sekilde olmalidir. Bu basincin radyal koordinatla degisimi farkl keyfi sabit
secimleri i¢in Sekil 5.4.’de gosterilmektedir. Sekil 5.4.-(a) ve Sekil 5.4.-(b)’de gorildigi
iizere Chaplygin gazin basmci negatif degerler almaktadwr. Chaplygin gazin dogasi
Sekil 5.4.-(a) ve
Sekil 5.4.-(b)’de kullanilan keyfi sabit se¢imleri pozitif yogunluk dagilimini, Sekil 5.3.-(a)

geregince beklenen durum da negatif degerli basinca sahip olmasidir.

ve Sekil 5.3.—(c)’de kullanilan ayn1 keyfi sabit secimleri ise negatif basing dagilimini

desteklemektedir. Fiziksel anlamli basing dagilimlarinin da bu se¢imler altinda

r r

() = —(114 N LR N 4J seklinde olmasi gerekmektedir.
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(a) (b) (c) (d)
Sekil 5.4. (a) Chaplygin gazin basmci (¢s =1, m=+1 ve () = _(14+ ig+4 )
r r

)

(b) Chaplygin gazin basmci (¢; =1, m=+1 ve () = _(14 _ ig n 4}
r r

(c) Chaplygin gazin basmci (¢; =—1, m=%1 ve (r) = _(_14+ /18+4J )
r r

~

(d) Chaplygin gazin basinci (¢; =—1, m==+1 ve (r) = _(_14 _ Lg+ 4} )
B

5.3. f(R) Gravitasyon Teorisinde ideal Akiskan ve Sicim Bulutlu Bianchi-I Tipi
Uzay-Zaman Modelleri i¢cin Sonu¢ ve Oneriler

Boliim 4.3’de, ideal akiskan ve sicim bulutu kaynakli, konformal simetrik Bianchi-I
tipi uzay-zamanlar f(R) gravitasyon teorisi ¢cer¢evesinde incelendi. Bu baglamda, dncelikle
Bianchi-I tipi uzay-zamanlara ait konformal simetriler ve bu simetriyi doguran vektor alani
belirlenmistir. ideal akiskan ve sicim bulutu kaynakli, konformal simetrik Bianchi-I tipi
uzay-zamanlara ait alan denklemi ¢oziimleri, (4.75)-(4.81) denklemlerinde verildigi sekilde
elde edilmistir. Cozlimler, keyfi sabitlerin farkli secimleri altinda, fiziksel ve geometrik
acidan ti¢ farkli modeli gostermektedir. Bu durumlar ve 6zellikleri asagida 6zetlenmistir.

Ilk olarak, (4.71)-(4.74) denklemleri ile verilen ideal akiskan ve sicim bulutlu,
konformal simetrik Bianchi-I tipi uzay-zamanlar icin alan denklemlerinin genel
coziimlerini dikkate alalim. Herhangi bir kisitlama diistiniilmeksizin genel ¢oziimleri
tartigalim. (4.76),(4.78) ve (4.79) denklemlerinde verilen enerji yogunlugu, pargacik enerji
yogunlugu ve sicim gerilim yogunluklarinin zamanla degisimleri Sekil 5.5°de

gosterilmektedir.
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i —p—p)

Sekil 5.5. Sicim gerilim yogunlugunun, parcacik enerji yogunlugunun ve enerji yogunlugu

(W=l o=1,¢=2,¢=¢cy=¢;;=c, =¢3=¢, =1 ve 0<t <o)

Sekil 5.5’den goriildiigli lizere enerji yogunluklar1 pozitif degerler alirken, sicim
gerilim yogunlugu negatif degerler almaktadir. Letelier (1983) yapmis oldugu ¢aligmada,

sicim gerilim yogunlugunun isaret bagimsiz degerler alabilecegini, ancak enerji
yogunluklarinm p >0 ve p, >0 olmas1 gerektigini gdstermistir. Bu boliimde elde edilen

genel ¢oziimler, Sekil 5.5’den de anlasildig1 gibi, Letelier’in Onerisini desteklemektedir.
Sekil 5.5’den enerji yogunluklar1 ve sicim gerilim yogunluklarinin # — c0’da yok oldugu
goriilmektedir. Ancak ilk olarak sicim gerilim yogunlugu, daha sonra parcacik enerji
yogunlugu ve son olarak da enerji yogunlugu ortadan kalkmaktadir. Sekil 5.5’e gore
evrenin evrimi siiresince, konformal simetrik Bianchi-I tipi uzay-zaman geometrisine
kaynak olabilecek sicimlerin giiniimiiz evrenine kadar tasinmadig1 sonucuna varilabilir. Bu
sonug, sicim gerilim yogunlugununt — o0’da yok olmasi gerektigini sdyleyen pek cok
calisma ve gozlemsel veriler ile uyum i¢indedir (Yadav, 2012; Yadav, 2014; Agarwal ve
ark., 2012). Elde edilen sonuglara gore, sicimlerin yok olmalarindan bir siire sonra, bunlara

ilistirilmis  parcaciklarda yok olmaktadir. Diger taraftan, p /2| orami Sekil 5.6°da

gosterilmektedir.
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Sekil 5.6. W orant (W =1, w=1, ¢g=2, ¢cy=c¢c,=¢,=¢,=¢C5=¢,=1ve
0<t<o)

Sekil 5.6’ya gore, konformal simetri varliginda ideal akiskana ilistirilmis sicim
bulutlu Bianchi-I uzay-zamaninin baslangic evrelerinde kiitleli sicimler baskindir. Ilerleyen
evrelerde ise, parcacik miktarma gore kiitleli sicim miktar1 oldukca azalmaktadir.

Ikinci olarak ¢, =c¢;3 =0 ve ¢, =¢;, durumunu dikkate alalim. Keyfi sabitlerin

bu se¢imi altinda, ideal akiskan ve sicim bulutu kaynakli, konformal simetrik Bianchi-I tipi
uzay-zamanin kinematik niceliklerini hesaplayalim. Skaler genisleme faktori 6,
yavaslama parametresi ¢ ve uzaysal hacim V olmak iizere; verilen uzay-zaman ve madde

dagilimi i¢in bu nicelikler

_ eyt + 4c, (5.17)
tegw t +2¢,) '
g= 8¢y (5.18)
Begy t +4cy)’ '
V:%[ Ayt (et +2c,) |7 (5.19)

seklindedir. Diger yandan, shear tensorii

38



1($ |
o’ =—(ZH3 ——ezj (5.20)
olarak tanimlanir. (5.19) denklemine gore uzaysal hacimin baslangigta sifir oldugu aciktir
yani ¢t > 0’da, V' — 0 olmaktadir. Ayrica, uzay-zamanin izotropisindeki bozulma shear
tensorii ve skaler genisleme niceligi kullanilarak belirlenebilir (Barrow, 1982). izotropinin

korundugu durumlarda bu iki niceligin oran1 zamanla sifira yaklasir (Barrow, 1982). (5.17)

. V2 )
ve (5.20) denklemlerine gére bu oran lim, :T seklidedir. Oyleyse, f(R)

o
0
gravitasyon teorisine gore, ideal akiskan ve sicim bulutu kaynakli, konformal simetrik
Bianchi-I tipi uzay-zaman zamanin biiylik degerleri i¢in izotropi Ozelligi
gostermemektedir. Diger yandan, ¢ yavaslama parametresi —1 < ¢ < 0 araliginda degerler
aldiginda, bu durum birden sisme benzeri genislemeyi, ¢ > 0 araliinda degerler aldiginda
ise standart yavaslama benzeri genislemeyi isaret etmektedir (Pradhan ve Singh, 2011).
(5.10) denklemi ile verilen yavaslama parametresinin zamana gore degisimi Sekil 5.7.’de
gosterilmektedir. Sekil 5.7.’den, yavaslama parametresinin her noktada pozitif oldugu
goriilmektedir. Ayrica, sicim varligmin azalmasi, g parametresinde azalmaya neden

olmaktadir.

0.4

029 |\

RN

Sekil 5.7. Yavaglama parametresi (¥ =1, w=-0.5, c¢;=c,=¢c,=c¢, =1 ve

0<t<10)

(4.76)-(4.79) denklemleri incelendiginde ¢ —>0°da, c,¢;, >0, @+1>0 ve
—1<®<0 kosullar1 altinda, p =, p, >, A —>o00 seklinde elde edilir. Ayrica
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t—>wda, p—>0, p, >0 ve 1 - 0 seklinde elde edilir. Bu durum, Bianchi-I tipi

uzay-zaman geometrilerinde zamanla sicim varligmin ortadan kalktigi fikrini destekler
(Yadav, 2012; Yadav, 2014; Agarwal ve ark., 2012). Ayn1 zamanda bu sonug, enerji
yogunlugu, parcgacik enerji yogunlugu ve sicim gerilim yogunlugunun Sekil 5.8.’de verilen

zamanla degisim grafiginden de agikca goriilmektedir.

f
Fai—rw

Sekil 5.8. Enerji yogunlugu, parcacik enerji yogunlugu, sicim gerilim yogunlugu

(=1, 0w=-05,c3=cy=c;p=c;;, =1 ve 0<t <o)

Evrenin evrimi stirecinde p /|4|>1 oldugu durumda evrende kitleli sicimler
baskindir. Eger p /2| <1 ise evrende sicimler baskin durumdadir (Kibble, 1976; Krori ve
ark., 1990). Bu tez ¢alismasi kapsaminda (4.78) ve (4.79) denklemlerinden elde edilen

p, /|| oramnmn € =¢p3 = 0 ve ¢, =¢,, kosullar1 altinda zamanla degisimi Sekil 5.9.’da

gosterilmektedir. Sekil 5.9.’dan konformal simetrik Bianchi-I tipi uzay-zamanlarda,

baslangicta kiitleli sicimler baskinken, daha sonraki evrelerde kiitlesiz sicimlerin baskin
oldugu goriilmektedir.
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0.54

Sekil 5.9. ﬁ—’] orant (W =1, 0=-05,cs=¢cy =c;y=¢,, =1ve 0<t<4.5)
Son durum olarak, konformal simetri varliginda, ideal akiskanli ve sicimli Bianchi-I

uzay-zamanini izotropi kosulu altinda inceleyelim. Bianchi-I tipi uzay-zamanlarin bir diger
izotropi kosulu metrik potansiyeller arasindaki A(f) = B(¢) = C(t) bagintisi ile belirlenir
(ref). (4.67)-(4.69) denklemlerindeki keyfi sabitlerin ¢; =¢,, =Cj,ve €y =C;; =C3
secimi, metrik potansiyeller arasinda verilen bagmntiyr saglamaktadir. Bu kosul altinda,
(4.78) denklemi ile verilen sicim gerilim yogunlugu sifir olmaktadir. Bu durum, izotropi
kosulunu saglayan konformal simetrik Bianchi-1 tipi uzay-zamanlara sicim bulutunun
kaynak olamayacagini gosterir. Ek olarak, izotropi kosulu altinda Bianchi-I evreni

gliniimiiz evrenini en 1iyi sekilde tanimlayan FRW evrenine indirgenmektedir ve yapilan

calismalar gostermektedir ki gilinlimiiz evreninde sicim gozlenmemektedir (Caglar ve

Ayglin, 2015; Caglar ve Aygiin, 2016). Ayrica izortopi kosulu altinda da % oraninin limit

V2

durumlari sifirdan farklh elde edilir. £ — c0’da, bu oranm limit degeri yine 1imt_m% ==
3

seklindedir dolayisiyla ilerleyen evrelerde izotropi korunmamaktadir.

5.4. f(R) Gravitasyon Teorisinde Ideal Akiskanlh Konformal Simetrik
Friedmann-Robetson-Walker (FRW) Modelleri i¢in Sonuc ve Oneriler

Boliim 4.4°de ideal akiskan kaynakli konformal simetrik FRW tipi uzay-zamanlar
icin f(R) gravitasyon teorisi ¢ercevesinde alan denklemleri ve ¢oziimleri elde edildi. Bu
amag¢ dogrultusunda, 6ncelikle FRW tipi uzay-zaman geometrilerinin konformal simetrileri

ve bu simetrileri doguran vektor alanlari, (4.86)-(4.89) denklemleri ile verilen sekilde
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belirlenmistir. Konformal simetrik FRW tipi uzay-zaman geometrisine kaynak olabilecek
ideal akiskan dagilimmin yogunluk ve basinglary, f(R) fonksiyonuna baglh olarak
hesaplanmistir. Kullanilabilir f(R) modelleri ile ideal akigkan dagilimi ve geometriye
iliskin o6zellikler tartisilabilir. Oyleyse, sik kullanilan iki farkli f{R) modeli igin

sonuclarimizi gelistirelim.

Oncelikle f(R)=R" modelini dikkate alalim. Bu model Capozziello ve ark.
(2003) ile Carloni ve ark. (2005) tarafindan calisilmistir. Model kozmik ivmelenmeyi
aciklamak i¢in Onerilmistir. Bu model 7z # 2 durumunda etki fonksiyonuna bir kozmolojik
sabit eklenmedikce de-Sitter ¢coziimiine izin vermemektedir (Faraoni ve Nadeau, 2005).
f(R)=R" modeli cergevesinde konformal simetrik FRW uzay-zamanmda ideal

akiskanin enerji yogunlugu ve basinci

4 )
20126w2£1—2n—2n2 L j(24k+601261//2)
Cie¥

p= s
(et + 2017)2 2(

o) (5.21)

4 .
201261//261{1 _ oMl | A j(24k +6ciy?)
Cie¥

pP= e
(Cléwt+2cl7)2 2(

o) (5.22)

seklinde elde edilir. (5.21) ve (5.22) denklemleri ile verilen ideal akiskanin enerji
yogunlugu ve basinciin zamanla degisimi Sekil 5.10°da gdsterilmektedir.

Sekil 5.10°dan goriildiigli gibi enerji yogunlugu ve basing zamanla ortadan
kalkmaktadir ve tiim evrelerde pozitif degerler almaktadir. Yani f(R)=R" modeli

dikkate alindiginda ideal akiskanli konformal simetrik FRW tipi uzay-zamanlar kozmik

ivmelenmeye sahip bir evren modeli tanimlamaktadir. Burada p >0 seklindeki fiziksel

anlamli sonuglarin elde edilebilmesi igin n sabiti —1 < n < 0.6 araliginda kisitlanmalidir.
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(a) (b)
Sekil 5.10. (a) Ideal akiskanm basme1 ( f(R)=R", ¢;s =c;, =1L, w=1k=1,0=0.1 ve
n=0.1)
(b) Ideal akiskanm enerji yogunlugu ( f(R)=R",c,s =c,, =1,y =1k =1,
0w=0.1ve n=0.1)

Son olarak f(R) = R+ &R* modelini dikkate alalim. Bu model erken dénem sisme

teorisini agiklamak icin Onerilen ilk modellerdendir (Faraoni ve Nadeau, 2005). Herhangi
bir sisme alani tanimlamaya gereksinim duymaksizin, erken donem sigsmesi bu model ile
f(R) gravitasyon teorisinde dogrudan agiklanabilmektedir (Starobinsky, 1980). & boyutsal
bir sabittir ve f(R) modeli, &€ >0 oldugu durumda Minkowski uzay-zamani ile tutarl,
& <0oldugu durumda ise Minkowski uzay-zamani ile tutarsizdir. & =0 durumu, f(R)
gravitasyon teorisinin, Einstein Genel Relativitesine indirgenme limitidir (Faraoni ve
Nadeau, 2005). Bu model cercevesinde konformal simetrik FRW-tipi uzay-zaman

geometrisine kaynak olabilecek ideal akigkanin enerji yogunlugu ve basinci

_ 12{ciy” + 4k 16kl + 168} 3ciy 1 + 228} - 4yl Beerpr — ke 4 3k + 808k [ +16ke,c91) (5.23)
(et + 26‘]7)6((0 + 1)

P

_ L2olciy” +4k)16kle] +162 |- 3ciy* | + 22|~ 4y el Beyet — ke *+ 3, + 80k [+ 16kei e,v1) (5.04)
P (c](,l//t+2c’]7)6(a)+l)

seklinde elde edilir. Bu yogunluk ve basmcin zamanla degisimi Sekil 5.11°de

gosterilmektedir.
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(a) (b)
Sekil 5.11. (a) Ideal akiskanmn basmer ( f(R)=R+&R* ¢, =c;, =l,w =1 k=1, 0=1
ve £ =—1)
(b) Ideal akiskanm enerji yogunlugu (¢, =1,¢c; =1, w =1 k=1, w=1 ve
e=-1)

f(R) = R"modeline benzer olarak, ideal akiskanm enerji yogunlugu ve basimnci
t — oo’da ortadan kalkmaktadir. Konformal simetrik FRW uzay-zamani bu durumda da
kozmik ivmelenmeye sahiptir denilebilir. Diger taraftan fiziksel anlamli sonuclar elde
edilmesi ve enerji yogunlugunun her yerde pozitif deger alabilmesi i¢in, bu ¢éziimlerde
& <0 olmalidir. Boylece, Onerilen uzay-zaman geometrisi madde varliginda Minkowski

uzay-zamanina tutarli davranamamaktadir.
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