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ÖZET 

 

MİNKOWSKİ UZAYINDA PH-HELİS EĞRİLER 

 

Eren Can ÖZBAL 

Çanakkale Onsekiz Mart Üniversitesi 

Lisansüstü Eğitim Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı Yüksek Lisans Tezi 

Danışman: Dr. Öğr. Üyesi Mehmet GÜMÜŞ 

24/08/2023, 41 

 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmıdır. İkinci bölümde, 

tezde kullanılmış olan Öklid 3-uzayı ve Minkowski 3-uzayındaki bazı temel kavramlar ve 

teoremler verilmiştir. Üçüncü bölümde ise, Minkowski 3-uzayında PH-Eğriler için 

karakterizasyon elde edilmiş ve örnek verilmiştir. Dördüncü bölümde ise, Minkowski 3-

uzayında PH-Helis eğrileri elde etmek için eğrinin bulunduğu düzlemin casual karakterine 

göre incelenerek bir karakterizasyon verilmiş ve örneklendirilmiştir. Son olarak beşinci 

bölümde, Minkowski 3-uzayında PH-Eğri ve PH-Helis eğri ile ilgili elde edilen sonuçlara 

yer verilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: PH-Eğri, PH-Helis Eğri, Minkowski Uzayı. 
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ABSTRACT 

 

PH-HELİCAL CURVES IN MINKWSKI SPACE 
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Çanakkale Onsekiz Mart University 

School of Graduate Studies 

Master of Science Thesis in Department Of Mathematics 

Advisor: Assist. Prof. Dr. Mehmet GÜMÜŞ 

24/08/2023, 41 

 

This thesis consists of five chapters. The first section is the introduction. In the second 

section, the basic concepts and the theorems in Euclidean 3-space and Minkowski 3-space 

are given. In the third section, a characterization for the PH-Curves in Minkowski 3-space is 

constructed and an example is given. In the fourth section, a characterization is given to 

obtain PH-Helical curves in Minkowski 3-space according to the casual character of the 

plane in which the curve is located and examples are given. Finally, in the fifth section, the 

results obtained for PH-Curves and PH-Helical curves in Minkowski 3-space are given. 

 

Keywords: PH-Curve, PH-Helical Curve, Minkowski Space. 
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BİRİNCİ BÖLÜM 

GİRİŞ 

 

Diferansiyel geometride, eğriler teorisi en temel çalışma alanlarından birisidir. Bir 

eğrinin özelliklerini karakterize etmek için farklı yöntemler kullanılmakta olup, bu 

yöntemlerden birisi de Frenet çatısı ve bunların eğri boyunca değişimlerini içeren Frenet 

denklemleridir (Kreyszig, 1959). Ayrıca eğrileri sınıflandırmak için de Frenet denklemleri 

ve eğrinin eğrilikleri önemli bir araç olarak kullanılmaktadır. Diğer yandan eğriler teorisinin 

en önemli ve ilgi çekici eğrilerinden birisi de helis eğrisidir. Çekici simetrileri ve zarif 

biçimleriyle helis eğrileri, büyüleyici matematiksel yapılardır. 

 

Fiziksel dünyada çeşitli şekillerde tezahür eden helisler, birçok farklı bilim dalında 

çok geniş kullanım alanlarına ve uygulamalara sahiptir. DNA çift sarmalında, deniz 

kabuğunun zarif kıvrımına, hayvan boynuzlarında, sarmal gökadaların kollarında, asma 

filizinin tırmanırken çizdiği eğri olarak helis eğrisiyle karşılaşırız. 

 

Bir çok uygulama alanlarında kullanılan helis eğriler; yapılarda mimari olarak 

verimlilik ve cazibe katmak amacıyla tek sarmala veya çift sarmala sahip merdivenler, 

mühendislik alanında helisel dişliler, düz dişlilere göre daha yumuşak ve sessiz çalışma 

imkanı sunar, otomotiv şanzımanlarında, endüstriyel makinelerde, vidalar ve cıvatalar ise 

nesneleri birbirine tutturmalarını verimli olması için kullanılır. 

 

Helislerle ilgili genel bir tanımı M.A. Lancret tarafından ifade edilmiş (Lancret, 

1806) ve ilk olarak 1845 yılında B.de Saint Venant tarafından bir eğrinin helis olabilmesi 

için gerek ve yeter şartının 𝜏 burulmasının 𝜅 eğriliğine olan oranının sabit olması gerektiği 

ispatlanmıştır (Struik, 1988). DNA’nın yapısındaki moleküllerin dizilişinde, Fraktal 

geometride, bilgisayar destekli tasarım ve bilgisayar grafikleri gibi pek çok alanda 

kullanılması helis eğrilerinin ilgi çekmesine yol açmıştır. Dolayısıyla bu eğrilerin 

karakterizasyonları üzerine gün geçtikçe daha fazla sayıda araştırmacı tarafından çalışılmaya 

devam edilmektedir.  

 

Kubota’nın polinomlar için Pisagor koşulunu öne sürmesiyle hızı bir polinomun 

karesine eşit olan eğri düşüncesi ortaya çıkmıştır (Kuboto, 1972). Kubota’nın bu 
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çalışmasından faydalanan Farouki ve Sakkalis ise Pisagor-Hodograf (PH) eğrilerini 

tanımlamışlardır. Çalışmalarında Pisagor-Hodograf eğrilerin temel özellikleri belirlemiş ve 

düzlemsel Pisagor-Hodograf eğriler için karakterizasyonlar vermişlerdir. Ayrıca PH eğriler 

ile helis eğriler arasındaki bağlantılar incelenmiştir (Farouki, Sakkalis, 1990). Sonrasında 

Farouki, uzunluğu tam olarak hesaplanabilen düzlemsel Pisagor-Hodograf eğrilerinin 

tasarım ve yaklaşım geometrisi için kullanımını göstermiştir (Farouki, 1992). 

 

Dietz vd. (Dietz R. vd., 1993) polinomlar için üç boyutlu uzayda kısmi Pisagor 

koşulunu vermesiyle, Farouki ve Sakkalis tarafından uzaysal Pisagor-Hodograf eğri 

karakterizasyonu verilmiştir (Farouki, Sakkalis, 1994). En genel sonuçlar ve Pisagor-

Hodograf eğrilerinin helis eğrileri ile olan ilişkisi Farouki tarafından 2008 yılında elde 

edilmiştir (Farouki, 2008). 

 

Minkowski uzayı, Minkowski tarafından 1907 yılında tanımlanmıştır (Ratcliffe, 

1994). Minkowski uzayının çıkış sebebi, Minkowski’nin rölativite teorisinin dört boyutlu 

uzayda en iyi şekilde anlaşılabileceğini fark etmesi üzerine olmuştur. Fiziksel olayların daha 

iyi açıklanabildiği bu uzayda zaman, dördüncü boyut olarak düşünülmüştür. Minkowski 

uzayında tanımlanan spacelike, timelike ve lightlike vektörler aynı düzlemde yer aldığından 

bu uzay, uzay-zaman olarak da bilinmektedir. Moon ise 1999 yılında Pisagor-Hodograf 

eğrilerini tanımlamak için Minkowski metriğini kullanmıştır. Böylelikle Minkowski 

Pisagor-Hodograf (MPH) eğrilerini elde ederek ifade etmiştir (Moon, 1999). 

 

Çağla Ramis 2014 (Ramis, 2014) yılında Pisagor-Hodograf eğrileri ve 

uygulamalarını yüksek lisans tezinde araştırmıştır. Pisagor-Hodograf eğrilerinin Öklid 

uzayındaki özellikleri detaylı olarak incelenmiş, iki ve üç boyutlu uzaylarda 

detaylandırılarak bu uzaylarda Pisagor-Hodograf eğrileri üretilmiştir. Ayrıca Minkowski 

metriğine göre özellikleri incelenmiş, Minkowski Pisagor-Hodograf eğrilerini iki ve üç 

boyutlu uzaylardaki karakterizasyonları çeşitli metotlarla verilmiştir. Düzemlsel ve uzaysal 

Minkowski Pisagor-Hodograf eğrileri elde etme yöntemleri gösterilmiştir. 

Izumiya ve Takeuchi, 3 boyutlu bir Öklid uzayında düzlemsel bir eğriden bir sarmal 

eğri elde etmek için bir yöntem vermişlerdir (Izumiya, Takeuchi, 2002). Camcı ve İlarslan 

3-boyutlu Öklid uzayında düzlemsel polinom eğrilerinden PH-Helis eğrileri oluşturmak için 

yeni bir yöntem vermişlerdir (Camcı, İlarslan, 2019). Bu yöntem Mollaoğulları vd. 
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tarafından n-boyutlu Öklid Uzayında Pisagor-Hodograf eğrilerine genelleştirilmiştir 

(Mollaoğulları A. vd., 2021). 

 

Bu çalışmada 3 boyutlu Minkowski uzayında Pisagor-Hodograf eğrileri elde etmek 

için genel bir karakterizasyon verilmiş olup, örnek ve şekil ile ifade edilerek gösterilmiştir. 

3 boyutlu Minkowski uzayında PH-Eğri elde etmek için üçüncü bölümde elde edilen 

karakterizasyondan faydalanarak, eğrinin bulunduğu düzlemin ve bu düzlemin normalinin 

casual karakteri olan spacelike, timelike ve null (lightlike) düzlem olma durumlarına göre 

PH-Helis eğrileri elde etme yöntemleri incelendi, örnek ve şekil ile ifade edilerek gösterildi. 
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İKİNCİ BÖLÜM 

TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

 

2.1. Öklid 3-Uzayında Temel Kavramlar ve Teoremler 

 

Tanım 2.1.1.   𝐴 boştan farklı bir küme, 𝐾 bir cisim ve 𝑉, 𝐾 üzerinde bir vektör uzayı 

olsun. 𝑓: 𝐴 ×  𝐴 →  𝑉 fonksiyonu;  

i) ∀ 𝑃, 𝑄, 𝑅 ∈ 𝐴 için 𝑓(𝑃, 𝑄) + 𝑓(𝑄, 𝑅) = 𝑓(𝑃, 𝑅) 

ii) ∀ 𝑃 ∈ 𝐴 ve ∀ 𝛼 ∈ 𝐴 için 𝑓(𝑃, 𝑄) = 𝛼 olacak biçimde bir tek 𝑄 ∈ 𝐴 noktası 

vardır 

özelliklerini sağlıyorsa 𝐴 kümesine 𝑉 ile birleştirilmiş bir afin uzay denir (Hacısalihoğlu, 

1998). 

Tanım 2.1.2. 𝐴 bir afin uzay olsun. 𝑉 vektör uzayı olmak üzere iç çarpım işlemi 

 〈  , 〉  ∶  𝑉 × 𝑉 → ℝ 

(𝑥, 𝑦) → 〈𝑥, 𝑦〉 = 〈(𝑥1, … , 𝑥𝑛), (𝑦1, … , 𝑦𝑛)〉 

= ∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

                                                                            

şeklinde Öklid iç çarpımı tanlandığında 𝐴 afin uzayına Öklid Uzayı denir ve 𝔼𝑛 ile gösterilir 

(Hacısalihoğlu, 1998).  

 

Tanım 2.1.3. n boyutlu Öklid uzayı 𝔼𝑛 de  

(𝑥, 𝑦) →  𝑑(𝑥, 𝑦)  = ‖𝑥𝑦⃗⃗⃗⃗ ‖ 

= √∑(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖)2

𝑛

𝑖=1

                                         

şeklinde tanımlanan d fonksiyonuna 𝔼𝑛 uzaklık fonksiyonu ve d(x,y) reel sayısına da 𝑥, 𝑦 ∈

𝔼𝑛 noktaları arasındaki uzaklık denir (Hacısalihoğlu, 1998). 
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Tanım 2.1.4. 𝛼, 𝔼𝑛 uzayında bir eğri ve 𝑡 ∈ 𝐼 ⊂  ℝ olsun. 

 

𝛼: 𝐼 → 𝔼𝑛                                                                           

𝛼′(𝑡) =
𝑑𝛼(𝑡)

𝑑𝑡
                                                                     

 

olacak şekilde tanımlanan vektör, eğriye teğet olduğu 𝛼(𝑡) noktasında hız vektörü olarak 

adlandırılır (Hacısalihoğlu, 1998). 

 

 Tanım 2.1.5. 𝔼3 reel vektör uzayı ve 𝛾 eğri olmak üzere, ∀𝑠 ∈ ℝ için ‖𝛾̇(𝑠)‖ = 1 

şartı sağlanıyorsa 𝛾 eğrisine birim hızlı eğri denir ve s parametresi de yay parametresi 

olarak adlandırılır (Struik, 1988). 

 

Tanım 2.1.6.  𝑉 vektör uzayı ile birleşen bir 𝐴 afin uzayı olmak üzere; 𝑝 ∈ 𝐴 ve 𝑣 ∈

𝑉 için (𝑝, 𝑣 ) sıralı ikilisine tanjant vektörü denir. 𝐴 afin uzayının 𝑝 noktasındaki tanjant 

vektörlerin cümlesi 𝑇𝐴(𝑃) ile gösterilir (Hacısalihoğlu, 1998). 

 

Tanım 2.1.7. 𝔼𝑛 uzayında 𝛼 eğrisi birim hızlı bir eğri olsun. 𝛼: 𝐼 → 𝔼𝑛 olmak üzere 

 

𝑇(𝑠) = 𝛼′(𝑠) 

 

ile 𝑇(𝑠) vektörüne 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki birim teğet vektörü denir (Sabuncuoğlu, 

2004). 

 

Tanım 2.1.8. 𝛾(𝑡) = (𝛾1(𝑡), 𝛾2(𝑡), 𝛾3(𝑡)), 𝔼3  reel vektör uzayında bir eğri olsun. 

Bu durumda, 

𝑑𝛾(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾̇(𝑡) = (

𝑑𝛾1

𝑑𝑡
,
𝑑𝛾2

𝑑𝑡
,
𝑑𝛾3

𝑑𝑡
) 

 

şeklinde tanımlı ifadeye 𝛾 eğrisinin teğet tanjant vektörü denir. 𝑇 ile gösterilir (Struik, 

1988). 
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Tanım 2.1.9. 𝛼: 𝐼 → 𝔼3 birim hızlı olmak koşuluyla aşağıdaki biçimde tarif edilen 

fonksiyona eğrilik fonksiyonu denir: 

𝜅: 𝐼 → ℝ                                                                                         

𝑠 → 𝜅(𝑠) = ‖𝑇′(𝑠)‖ 

= ‖𝛼′′(𝑠)‖                                                                

𝜅(𝑠) ye 𝛼(𝑠) noktasındaki eğriliği denir (Sabuncuoğlu, 2004). 

 

Tanım 2.1.10.  𝛼: 𝐼 → 𝔼3 birim hızlı bir eğri olmak üzere;  

 

𝑁(𝑠) =
1

𝜅(𝑠)
𝑇′(𝑠)                                                             

                    =
𝛼′′(𝑠)

‖𝛼′′(𝑠)‖
                                                                 

 

şeklinde tanımlanan 𝑁(𝑠) vektörüne 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki birinci dik vektörü veya 

aslinormali olarak adlandırılır (Sabuncuoğlu, 2004). 

 

Tanım 2.1.11.  𝛼: 𝐼 → 𝔼3 birim hızlı bir eğri olsun. 𝐵(𝑠) = 𝑇(𝑠) × 𝑁(𝑠) ile 

tanımlanan 𝐵(𝑠) vektörüne 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki ikinci dik vektörü denir 

(Sabuncuoğlu, 2004). 

 

Tanım 2.1.12. 𝛼: 𝐼 → 𝔼3 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasında olacak şekilde Tanım 2.1.5., 

Tanım 2.1.7. ve Tanım 2.1.8 de belirtilen 𝑇,𝑁 𝑣𝑒 𝐵 vektörleri Frenet vektörleri veya 

Frenet 3-ayaklısı olarak adlandırılır. 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki 𝑇, 𝑁 ve 𝐵 vektörlerinden 

oluşturulan {𝑇, 𝑁, 𝐵} kümesi ise Frenet çatısı olarak isimlendirilir. 𝛼 eğrisinin üstünde yer 

alan 𝑇,𝑁 ve 𝐵 olarak adlandırılan vektör alanlarına da Frenet vektör alanları denir 

(Sabuncuoğlu, 2004). 

 

Tanım 2.1.13. 𝛼: 𝐼 → 𝔼3 birim hızlı bir eğri ve  T, N ve B  Frenet vektör alanları 

olsun.  

 

𝜏 ∶ 𝐼 → ℝ 

 𝑠 →  𝜏 = 〈𝐵′,𝑁〉                                                         
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ile tanımlanan 𝜏 fonksiyonuna 𝛼 eğrisinin burulma fonksiyonu denir. (Sabuncuoğlu, 2004). 

 

Tanım 2.1.14. V bir reel vektör uzayı ve üzerinde 𝑔: 𝑉 × 𝑉 → ℝ ile tanımlı dönüşüm, 

𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ve ∀ 𝑢⃗ , 𝑣 , 𝑤⃗⃗ ∈ 𝑉 için, 

i. 〈𝑎𝑢⃗ + 𝑏𝑣 , 𝑤⃗⃗ 〉 = 𝑎〈𝑢⃗ , 𝑤⃗⃗ 〉 + 𝑏〈𝑣 , 𝑤⃗⃗ 〉  

〈𝑢⃗ , 𝑎𝑣 + 𝑏𝑤⃗⃗ 〉 = 𝑎〈𝑢⃗ , 𝑣 〉 + 𝑏〈𝑢⃗ , 𝑤⃗⃗ 〉    (bilineer),  

ii. 〈𝑢⃗ , 𝑣 〉 = 〈𝑣 , 𝑢⃗ 〉   (simetrik),  

iii. 〈𝑢⃗ , 𝑣 〉 = 0 koşulu ∀𝑣 ∈ 𝑉 için 𝑢⃗ = 0 olmak zorunda (nondejenere), 

 

özelliklerini sağladığı takdirde, 𝑔 ye 𝑉 üzerinde skalar çarpım denir. Ayrıca 𝑉 vektör uzayı 

ise skalar çarpım uzayı olarak adlandırılır (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.1.15. V bir skalar çarpım uzayı, W da üzerinde skalar çarpım negatif tanımlı 

olacak şekilde V nin en büyük boyutlu alt uzayı olsun. Bu durumda W nın boyutuna 𝑔 skalar 

çarpımının indeksi denir. 𝑔 skalar çarpımının indeksi k ise 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑏𝑜𝑦𝑉 dir. Ayrıca skalar 

çarpımının indeksi, üzerinde tanımlı  𝑔 skalar çarpımının indeksi olarak tanımlıdır (O’Neill, 

1983). 

 

Tanım 2.1.16. 𝔼𝑛, 𝑛 − boyutlu standart vektör uzayı üzerinde bulunan ∀𝑝 ∈ 𝔼𝑛 ve 

∀𝑢𝑝, 𝑣𝑝 ∈ 𝑇𝑝𝔼
𝑛 için 

 

〈𝑢𝑝, 𝑣𝑝〉 = ∑ 𝑢𝑖𝑣𝑖

𝑛−𝑚

𝑖=1

− ∑ 𝑢𝑖𝑣𝑖

𝑛

𝑖=𝑛−𝑚+1

 

 

eşitliğiyle verilen m indeksli metrik tensörle birlikte elde edilen uzaya yarı Öklidiyen uzay 

denir ve 𝔼𝑘
𝑛 ile gösterilir. Burada 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 olmak üzere, 𝑢𝑖 ve 𝑣𝑖, sırasıyla 𝑢𝑝 ve 𝑣𝑝 tanjant 

vektörlerin bileşenleridir (O’Neill, 1983). 

 

 Tanım 2.1.17. 𝑛 ∈ ℕ ∪ {0} ve 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑎𝑖 ∈ ℝ olacak biçimde 

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 + 𝑎𝑛𝑥
𝑛,     𝑎𝑛 ≠ 0 

tanımlanan 𝑓(𝑥) fonksiyonu, k. dereceden bir polinom olarak adlandırılır (Larson 2012). 
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 Tanım 2.1.18. 𝛼: [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑛, 𝛾(𝑡) = (𝛾1(𝑡), 𝛾2(𝑡), … , 𝛾𝑛(𝑡)) eğrisinin 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

için 𝛾𝑖(𝑡) ifadeleri birer polinom olma şartını sağlıyorsa 𝛾(𝑡) eğrsine 𝒏 − boyutlu polinom 

eğrisi denir (Larson 2012). 

 

 Tanım 2.1.19. 𝛾(𝑡) = (𝛾1(𝑡), 𝛾2(𝑡), … , 𝛾𝑛(𝑡)) , 𝑛 − boyutlu polinom eğrisi olmak 

üzere türevi olan 𝛾′(𝑡) = (𝛾1
′(𝑡), 𝛾2

′(𝑡),… , 𝛾𝑛
′(𝑡)) vektör alanına hodografı denir (Farouki 

ve Sakkalis 1990). 

 

Tanım 2.1.20. 𝔼𝑛 te bir polinom eğrisi 𝛾(𝑡) = (𝛾1(𝑡), 𝛾2(𝑡), … , 𝛾𝑛(𝑡)) olsun. 

Hodografı olan 𝛾′(𝑡) eğer aşağıdaki eşitliği sağlayacak şekilde 𝜎(𝑡) polinomu bulunuyorsa, 

bu eğri Pisagor-Hodograf Eğri olarak adlandırılır;  

𝛾1
′(𝑡)2 + 𝛾2

′(𝑡)2 + ⋯+ 𝛾𝑛
′(𝑡)2 = 𝜎2 

ve PH-Eğri olarak gösterilir (Farouki, Sakkalis, 1994).  

 

Tanım 2.1.21.  𝔼3 te 𝛾 eğrisinin teğet vektörü, eğer 𝑢⃗ ≠ (0,0,0) biçimindeki bir sabit 

vektör ile her noktasında sabit açı yapıyorsa, 𝛾 eğrisi helistir (Struik 1988). 

 

Teorem 2.1.1 𝔼3 te 𝛾(𝑡) eğrisinin helis olması için gerek ve yeter şart  
𝜏

𝜅
  oranının 

sabit olmasıdır (Lancret 1806). 

 

Tanım 2.1.22.  Öklid uzayında bir uzay eğrisinin torsiyonu daima sıfır oluyorsa, eğri 

düzlemseldir. Bir 𝛾(𝑡)  eğrisi için  

𝛾̃(t) = 𝛾(𝑡)  +  (𝑐𝑜𝑡𝜃 ∫ ‖𝛾′(𝑢)‖𝑑𝑢
𝑡

𝑡0

)𝑎 + 𝑐                                 

 

şeklinde tanımlanan 𝛾̃(t) bir uzay eğrisi olur. 𝜃 sabit bir sayı ve a, c sabit vektörlerdir 

öyle ki; 〈𝛾′, 𝑎〉 =  0 𝑣𝑒 ‖𝑎‖ = 1 dir (Izumiya, Takeuchi, 2002). 
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Teorem 2.1.2.  𝔼𝟑 de düzlemsel bir eğri 𝛾(𝑡) olsun. Bu takdirde 

𝛾̃(t) = 𝛾(𝑡)  +  (𝑐𝑜𝑡𝜃 ∫ ‖𝛾′(𝑢)‖𝑑𝑢
𝑡

𝑡0

)𝑎 + 𝑐                                 

 

şeklinde tanımlı 𝛾̃(t) eğrisi bir silindirik helistir. Üstelik tüm helisler bu metodla elde edebilir 

(Izumiya, Takeuchi, 2002). 

 

 

2.2. Minkowski 3-Uzayında Temel Kavramlar ve Teoremler 

 

Tanım 2.2.1. 𝔼𝑘
𝑛 yarı Öklidiyen uzayında 𝑘 = 1 ve 𝑛 ≥ 2 olacak biçimde elde edilen  

yarı Öklidiyen uzaya 𝒏 −boyutlu Minkowski uzayı (𝔼𝟏
𝒏) denir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.2.2. ∀ 𝑢⃗ , 𝑣  ∈ 𝔼3 için Lorentz iç çarpımı aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

 

𝑢⃗ = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) 

𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) 

 

olmak üzere; 

 𝑔1: 𝔼
3 × 𝔼3 → ℝ için, 

 

𝑔1(𝑢⃗ , 𝑣 ) = 〈𝑢⃗ , 𝑣 〉𝐿 

                                     = 𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 − 𝑢3𝑣3                                          

 

biçiminde ya da 𝑔2: 𝔼
3 × 𝔼3 → ℝ için, 

 

𝑔2(𝑢⃗ , 𝑣 ) = 〈𝑢⃗ , 𝑣 〉𝐿 

= −𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + 𝑢3𝑣3                                 
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şeklinde tanımlanan 𝑔1 ve 𝑔2 fonksiyonları ile birlikte 𝔼3 uzayına Minkowski uzayı denir 

ve 𝔼1
3 ile gösterilir (O’Neill, 1983). Bu çalışmamızda 𝑔1 Lorentz iç çarpımını kullanılacak 

olup g ile gösterilecektir. 

 

Tanım 2.2.3. 𝑈⃗⃗ , 𝑉⃗  ∈ 𝔼1
3 vektörleri için,  

 

𝑈⃗⃗ × 𝑉⃗ = |
𝑖 𝑗 −𝑘
𝑢1 𝑢2 𝑢3

𝑣1 𝑣2 𝑣3

| 

 

ile tanımlanan vektörel çarpıma Lorentz anlamında vektörel çarpım denir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.2.4. ∀𝑣 ∈ 𝔼1
𝑛 için eğer, 

i) 〈𝑣, 𝑣〉 > 0 veya 𝑣 = 0 ise 𝑣 ye spacelike vektör, 

ii) 〈𝑣, 𝑣〉 < 0 ise 𝑣 ye timelike vektör, 

iii) 〈𝑣, 𝑣〉 = 0 ve 𝑣 ≠ 0 ise 𝑣 ye lightlike (null) vektör  

 

denir (Lopez, 2014). 

 

Tanım 2.2.5. 𝛼: 𝐼 → 𝔼1
3 uzayında bir eğri ve 𝑇(𝑠) de hız vektörü olmak üzere, 

i) 𝑔(𝑇(𝑠), 𝑇(𝑠)) < 0 ise 𝛼(𝑠) eğrisine timelike eğri, 

ii) 𝑔(𝑇(𝑠), 𝑇(𝑠)) > 0 ise 𝛼(𝑠) eğrisine spacelike eğri, 

iii) 𝑔(𝑇(𝑠), 𝑇(𝑠)) = 0, 𝑇(𝑠) ≠ 0  ise 𝛼(𝑠) eğrisine lightlike (null) eğri 

 

şeklinde adlandırılır (Lopez, 2014).  

 

Teorem 2.2.1. 𝛼: 𝐼 → 𝔼1
3 eğrisinin timelike bir eğri ise  

 

𝑇′ = 𝜅𝑁 

𝑁′ = 𝜅𝑇 + 𝜏𝐵                                                                  

𝐵′ = −𝜏𝑁                                                                         
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şeklinde Frenet formülleri ile verilir. 𝜅, 𝛼 eğrisinin eğriliği ve 𝜏, 𝛼 eğrisinin burulmasını 

ifade eder. Ayrıca  

𝜅 = ‖𝑇′‖ 

ve 

𝜏 = 〈𝑁′, 𝐵〉𝐿 

olarak tanımlanır (Lopez, 2014). 

 

Teorem 2.2.2. 𝛼: 𝐼 → 𝔼1
3 eğrisinin spacelike bir eğri olsun. Bu durumda Frenet 

formülleri için üç farklı seçenek oluşur. 

i) 𝑇′ vektörü spacelike vektör olursa  

𝑇′ = 𝜅𝑁   

𝑁′ = −𝜅𝑇 + 𝜏𝐵                                                               

𝐵′ = 𝜏𝑁                                                                             

 

Frenet formülleri yukarıdaki şekildedir. 𝛼 eğrisinin eğriliği 

 

𝜅 = ‖𝑇′‖                                                                          

 

ve burulması 

 

𝜏 = −〈𝑁′, 𝐵〉𝐿                                                                   

 

  biçiminde tanımlanır. 

ii) 𝑇′ vektörü timelike vektör olursa 

𝑇′ = 𝜅𝑁 

𝑁′ = 𝜅𝑇 + 𝜏𝐵                                                                  

𝐵′ = 𝜏𝑁   
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Frenet formülleri yukarıdaki şekildedir. 𝛼 eğrisinin eğriliği 

𝜅 = ‖𝑇′‖                                                                          

 

ve burulması 

 

𝜏 = 〈𝑁′, 𝐵〉𝐿                                                                    

 

  şeklinde tanımlanır. 

iii) 𝑇′ vektörü null (lightlike) vektör olması durumunda, asli normal vektörü 

𝑇 ile lineer bağımsızdır ve  𝑁 = 𝑇′ ile tanımlanır. B lightlike vektörü, 〈𝑁, 𝐵〉 = 1 ve 

𝑇 vektörüne dik olacak şekilde teklikle belirlenir. Bu vektöre 𝛼 eğrisinin s 

noktasındaki binormal vektörü denir.  

𝑇′ = 𝑁 

𝑁′ = 𝜏𝑁                                                                           

𝐵′ = −𝑇 − 𝜏𝐵                                                                

 

Frenet formülleri yukarıdaki şekildedir. 𝜏 ifadesi 𝛼 eğrisinin burulmasını 

göstermektedir. 𝛼 eğrisinin eğriliği ise tanımsızdır (Lopez, 2014). 

 

Teorem 2.2.3. : 𝛼: 𝐼 → 𝔼1
3 eğrisinin null (lightlike) bir eğri olması durumunda Frenet   

formülleri, 

𝑇′ = 𝑁 

𝑁′ = 𝜏𝑇 − 𝐵                                                                   

𝐵′ = −𝜏𝑁                                                                        

 

biçimindedir. 𝜅 ve 𝜏 sırasıyla, eğriliği ve burulmayı göstermektedir (Lopez, 2014). 

 



13 
 

Tanım 2.2.6. 𝔼1
𝑛 de 𝛾(𝑡) = (𝛾1(𝑡), 𝛾2(𝑡),… , 𝛾𝑛(𝑡)) eğrisinin Hodografı olan 

𝛾′(𝑡) = (𝛾1
′ (𝑡), 𝛾2

′ (𝑡), … , 𝛾𝑛
′(𝑡)) eğer aşağıdaki eşitliği sağlayacak biçimde 𝜎(𝑡) polinomu 

varsa bu eğri Minkowski Pisagor-Hodograf Eğri olarak adlandırılır.  

 

(𝛾1
′)2 + (𝛾2

′)2 + ⋯+ (𝛾𝑛−1
′ )2 − (𝛾𝑛

′)2 = 𝜎2(𝑡) 

Kısaca MPH-Eğri olarak gösterilir. (Moon, 1999). 

 

Tanım 2.2.7. Minkowski uzayında normal vektörü timelike olan düzleme spacelike 

düzlem denir. Bir spacelike düzlemde sadece spacelike vektörler bulunur (Ratcliffe, 1994). 

 

Tanım 2.2.8. Minkowski uzayında, en az bir timelike vektör bulunduran düzlemlere 

timelike düzlem denir. Bir timelike düzlemin normal vektörü spacelike vektördür ve 

düzlemde spacelike, timelike ve null (lightlike) vektörler bulunur (Ratcliffe, 1994). 

 

Tanım 2.2.9. Null düzlemler, Minkowski uzayında spacelike ve timelike düzlemler 

dışında kalan düzlemlerdir. Null düzlemlerde bir tane null vektör bulunup bu vektör 

düzlemin normal vektörüdür ve aynı zamanda düzlemde yatar. Null düzlemlerde spacelike 

vektörler de bulunur (Ratcliffe, 1994). 



14 
 

ÜÇÜNCÜ BÖLÜM 

MİNKOWSKİ 3-UZAYINDA PH EĞRİLER 

 

Bu bölümde Minkowski uzayında PH-Eğri elde etmek için bir karakterizasyon 

verilmiş ve örneklendirilmiştir. 

Teorem 3.1. 𝔼1
3 de 𝐻2(𝑎1, 𝑎2, −𝑎3) = {(𝑝1, 𝑝2, 𝑝3)𝜖𝐸1

3: 𝑎1𝑝1 + 𝑎2𝑝2 + 𝑎3𝑝3 +

𝑎4 = 0} düzlemi olsun. Bu düzlemde yatan 𝛾(𝑡) = (𝛾1(𝑡), 𝛾2(𝑡), 𝛾3(𝑡)) eğrisinin PH-Eğri 

olması için aşağıdaki eşitlikler 𝑎3
2 − 𝑎1

2 − 𝑎2
2 ≠ 0 koşulunu sağlayan 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3𝜖ℝ, 𝑢(𝑡) ve 

𝑣(𝑡) polinomları için sağlanmalıdır: 

 

𝛾1
′(𝑡) = (1 +

𝑎1
2

𝑎2
2) (𝑢2(𝑡) − 𝑣2(𝑡)) −

𝑎1𝑎3

𝑎2
2 𝜆𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)                                    (1) 

𝛾2
′(𝑡) = −

𝑎1

𝑎2
(1 +

𝑎1
2

𝑎2
2) (𝑢2(𝑡) − 𝑣2(𝑡)) −

𝑎3

𝑎2
𝜆𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)                               (2) 

𝛾3
′(𝑡) = (1 +

𝑎1
2

𝑎2
2)  𝜆𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)                                                                                (3) 

𝜎(𝑡) = (1 +
𝑎1

2

𝑎2
2)

3
2

𝑝(𝑢2(𝑡) + 𝑣2(𝑡))                                                                   (4) 

Burada 𝜆𝜖ℝ olmak üzere 

 𝜆 =
2(1+(

𝑎1

𝑎2
)
2
)

√|(
𝑎3

𝑎2
)
2
−(

𝑎1

𝑎2
)
2
−1|

                                                       

dir. 

 

İspat  3-boyutlu Minkowski uzayında 𝑎1𝑝1 + 𝑎2𝑝2 + 𝑎3𝑝3 + 𝑎4 = 0 düzlemi ve bu 

düzlemde yatan 𝛾 = (𝛾1, 𝛾2, 𝛾3) eğrisi verilsin. 𝐸1
3 de metriği (5) numaralı eşitlikteki gibi 

alalım. 
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𝑑𝑠2 = 𝑑𝑥1
2 + 𝑑𝑥2

2 − 𝑑𝑥3
2                                                    (5)     

𝛾 eğrisi verilen düzlemde yattığından, 

𝑎1𝛾1 + 𝑎2𝛾2 + 𝑎3𝛾3 + 𝑎4 = 0                                            (6) 

dir. (6) numaralı denklemin türevi alınırsa, 

𝑎1𝛾1
′ + 𝑎2𝛾2

′ + 𝑎3𝛾3
′ = 0                                                    (7)     

  

eşitliği elde edilir. 𝛾 eğrisinin uzaysal PH-Eğri olması için, 

(𝛾1
′ )

2
+ (𝛾2

′ )
2
− (𝛾3

′ )
2
= 𝜎2                                             (8) 

 

koşulu sağlanmalıdır. (7) numaralı eşitlik 𝛾3
′  ile bölünürse, 

 𝑎1

𝛾1
′

𝛾3
′
+ 𝑎2

𝛾2
′

𝛾3
′
+ 𝑎3 = 0                                                 (9) 

 

olur ve (8) numaralı eşitlik (𝛾3
′ )

2
 ile bölünürse 

(
𝛾1
′

𝛾3
′
)

2

+ (
𝛾2
′

𝛾3
′
)

2

− 1 = (
𝜎

𝛾3
′
)

2

                                     (10) 

 

dir. (9) ve (10) numaralı eşitliklerde, 

𝛾1
′

𝛾3
′
= 𝑥1 

𝛾2
′

𝛾3
′
= 𝑥2 

𝜎

𝛾3
′
= 𝑤 
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değişken değiştirmeleri yapıldığında, 

 

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎3 = 0                                                      (11) 

ve 

(𝑥1)
2 + (𝑥2)

2 − 1 = 𝑤2                                                  (12) 

 

eşitlikleri elde edilir. Ayrıca (11) nolu eşitlikten 

𝑥2 = −
𝑎1

𝑎2
𝑥1 −

𝑎3

𝑎2
                                                            (13) 

 

yazılır. (13) numaralı eşitlikte 

𝑏1 = −
𝑎1

𝑎2
 

ve  

𝑏2 = −
𝑎3

𝑎2
 

 

yazılırak, eşitlik düzenlendiğinde, 

𝑥2 = 𝑏1𝑥1 + 𝑏2                                                      (14) 

 

eşitliği elde edilir. (14) numaralı eşitlikte elde ettiğimizi (12) numaralı eşitlikte yerine 

yazdığımızda,  

(1 + 𝑏1
2)𝑥1

2 + 2𝑏1𝑏2𝑥1 + 𝑏2
2 − 1 = 𝑤2                                       

 

olur. Gerekli işlemler yapıldığında, 
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𝑥1
2 +

2𝑏1𝑏2𝑥1

1 + 𝑏1
2 +

𝑏2
2 − 1

1 + 𝑏1
2 =

𝑤2

1 + 𝑏1
2                                                   (15) 

 

elde edilir. (15) numaralı eşitliğin Pisagor denklemine dönüştürülmesi için aşağıdaki 

işlemler gerçekleştirilir. 

 

𝑥1
2 +

2𝑏1𝑏2𝑥1

1 + 𝑏1
2 +(

𝑏1𝑏2

1 + 𝑏1
2)

2

−(
𝑏1𝑏2

1 + 𝑏1
2)

2

+
𝑏2

2 − 1

1 + 𝑏1
2 =

𝑤2

1 + 𝑏1
2                                        

(𝑥1 +
𝑏1𝑏2

1 + 𝑏1
2)

2

+ (
−𝑏1

2𝑏2
2 + 𝑏1

2𝑏2
2 − 𝑏1

2 + 𝑏2
2 − 1

1 + 𝑏1
2 ) =

𝑤2

1 + 𝑏1
2                                       

(𝑥1 +
𝑏1𝑏2

1 + 𝑏1
2)

2

+
(𝑏2

2 − 𝑏1
2 − 1)

(1 + 𝑏1
2)2

=
𝑤2

1 + 𝑏1
2                             (16) 

  

(16) numaralı eşitlikte 𝑢, 𝑣, 𝑝, 𝑞 aralarında asal ve 𝜆 ∈ ℝ olmak üzere, 

 

𝑥1 +
𝑏1𝑏2

1 + 𝑏1
2 =

𝑝

𝑞
(𝑢2 − 𝑣2) ,                                        (17) 

√|𝑏2
2 − 𝑏1

2 − 1|

(1 + 𝑏1
2)

=
2𝑝

𝑞
(𝑢𝑣) ,                                               (18) 

𝑤

√1 + 𝑏1
2
=

𝑝

𝑞
(𝑢2 + 𝑣2) ,                                        (19) 

𝜆 =
2(1 + 𝑏1

2)

√|𝑏2
2 − 𝑏1

2 − 1|
 ,                                (20) 

𝑞 = 𝜆𝑢𝑣𝑝 ,                                                   (21) 

ifadeleri elde edilir. (17) numaralı eşitlikte (21) numaralı eşitlik yerine yazıldığında 

 



18 
 

𝑥1 =
𝑝(𝑢2 − 𝑣2)

𝜆𝑢𝑣𝑝 
−

𝑏1𝑏2

1 + 𝑏1
2 

 

elde edilir. 𝑥1 =
𝛾1

′

𝛾3
′  yerine yazıldığında ve gerekli işlemler yapıldığında 

 

𝛾1
′

𝛾3
′
=

𝑝(𝑢2 − 𝑣2)

𝜆𝑢𝑣𝑝
−

𝑏1𝑏2

1 + 𝑏1
2 

=
𝑢2 − 𝑣2

𝜆𝑢𝑣
−

𝑏1𝑏2

1 + 𝑏1
2                                                                  

=
(1 + 𝑏1

2)(𝑢2 − 𝑣2) − 𝑏1𝑏2𝜆𝑢𝑣

(1 + 𝑏1
2)𝜆𝑢𝑣

                                (22) 

 

eşitliği bulunur. (14) numaralı eşitlikte 𝑥2 =
𝛾2
′

𝛾3
′   ifadesi yerine yazıldığında, 

 

𝛾2
′

𝛾3
′
= 𝑏1 (

𝑝(𝑢2 − 𝑣2)

𝜆𝑢𝑣𝑝
−

𝑏1𝑏2

1 + 𝑏1
2) + 𝑏2 

=
𝑏1(𝑢

2 − 𝑣2)

𝜆𝑢𝑣
−

𝑏1
2𝑏2

1 + 𝑏1
2 + 𝑏2                                                          

=
𝑏1(𝑢

2 − 𝑣2)(1 + 𝑏1
2) − 𝑏1

2𝑏2𝜆𝑢𝑣 + 𝑏2(1 + 𝑏1
2)𝜆𝑢𝑣

𝜆𝑢𝑣(1 + 𝑏1
2)

            

=
𝑏1(𝑢

2 − 𝑣2)(1 + 𝑏1
2) + 𝑏2𝜆𝑢𝑣

𝜆𝑢𝑣(1 + 𝑏1
2)

                                         (23) 

 

bulunur. Benzer şekilde 𝑤 =
𝜎

𝛾3
′  ifadesi (19) numaralı eşitlikte yerine yazıldığında, 
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𝑤 =
√1 + 𝑏1

2𝑝(𝑢2 + 𝑣2)

𝑞
  

𝜎

𝛾3
′ =

√1 + 𝑏1
2𝑝(𝑢2 + 𝑣2)

𝜆𝑢𝑣𝑝
                                                           

=
(1 + 𝑏1

2)
3
2(𝑢2 + 𝑣2)

(1 + 𝑏1
2)𝜆𝑢𝑣

                                                (24) 

 

elde edilir. (22), (23) ve (24) numaralı eşitliklerde gerekli işlemler yapıldığında, 

 

𝛾1
′ = (1 + 𝑏1

2)(𝑢2 − 𝑣2) − 𝑏1𝑏2𝜆𝑢𝑣 

= (1 +
𝑎1

2

𝑎2
2) (𝑢2 − 𝑣2) −

𝑎1𝑎3

𝑎2
2 𝜆𝑢𝑣                                     (25) 

 

𝛾2
′ = 𝑏1(1 + 𝑏1

2)(𝑢2 − 𝑣2) + 𝑏2𝜆𝑢𝑣 

= −
𝑎1

𝑎2
(1 +

𝑎1
2

𝑎2
2) (𝑢2 − 𝑣2) −

𝑎3

𝑎2
𝜆𝑢𝑣                                 (26) 

 

𝛾3
′ = (1 + 𝑏1

2)𝜆𝑢𝑣                              

= (1 +
𝑎1

2

𝑎2
2) 𝜆𝑢𝑣                                                                     (27) 

𝜎 = (1 + 𝑏1
2)

3
2(𝑢2 + 𝑣2)                  

= (1 +
𝑎1

2

𝑎2
2)

3
2

(𝑢2 + 𝑣2)                                                          (28) 

 

eşitlikleri elde edilir.  



20 
 

Ayrıca (𝛾1
′)2 + (𝛾2

′)2 − (𝛾3
′)2 = 𝜎2 eşitliği için, 

(𝛾1
′)2 + (𝛾2

′)2 − (𝛾3
′)2 = [(1 + 𝑏1

2
) (𝑢2 − 𝑣2) − 𝑏1𝑏2𝜆𝑢𝑣]

2
 

+[𝑏1(1 + 𝑏1
2)(𝑢2 − 𝑣2) + 𝑏2𝜆𝑢𝑣]2 − [(1 + 𝑏1

2)𝜆𝑢𝑣]2                      

 

     = (1 + 𝑏1
2)2(𝑢2 − 𝑣2)2 − 2(1 + 𝑏1

2)𝑏1𝑏2𝜆𝑢𝑣(𝑢2 − 𝑣2)                          

+𝑏1
2𝑏2

2𝜆2𝑢2𝑣2 + (1 + 𝑏1
2)2𝑏1

2(𝑢2 − 𝑣2)2                                         

+2(1 + 𝑏1
2)𝑏1𝑏2𝜆𝑢𝑣(𝑢2 − 𝑣2) + +𝑏2

2𝜆2𝑢2𝑣2 + 𝑏1
2𝑏2

2𝜆2𝑢2𝑣2    

−(1 + 𝑏1
2)2𝜆2𝑢2𝑣2                                                                                      

 

= (1 + 𝑏1
2)2(𝑢2 − 𝑣2)2(1 + 𝑏1

2) + 𝜆2𝑢2𝑣2[𝑏1
2𝑏2

2 + 𝑏2
2 − (1 + 𝑏1

2)2]   

= (1 + 𝑏1
2)3(𝑢2 − 𝑣2)2 + 𝜆2𝑢2𝑣2(1 + 𝑏1

2)[𝑏2
2 − (1 + 𝑏1

2)]                  

= (1 + 𝑏1
2)3(𝑢2 − 𝑣2)2 +

4(1 + 𝑏1
2)2𝑢2𝑣2(1 + 𝑏1

2)(𝑏2
2 − 1 − 𝑏1

2)

(𝑏2
2 − 1 − 𝑏1

2)
       

= (1 + 𝑏1
2)3(𝑢2 − 𝑣2)2 + 4(1 + 𝑏1

2)3𝑢2𝑣2                                                  

= (1 + 𝑏1
2)3(𝑢4 − 2𝑢2𝑣2 + 𝑣4 + 4𝑢2𝑣2)                                                     

= (1 + 𝑏1
2)3(𝑢4 + 2𝑢2𝑣2 + 𝑣4)                                                                      

= (1 + 𝑏1
2)3(𝑢2 + 𝑣2)2                                                                                     

 

elde edilir. Diğer yandan, 

𝜎2 = [(1 + 𝑏1
2
)

3
2
(𝑢2 + 𝑣2)]

2

                                                                                         

= (1 + 𝑏1
2)3(𝑢2 + 𝑣2)2                                                                                            

olur. Böylece ispat tamamlanır. 
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Örnek 3.1.: 𝑎1 = 2, 𝑎2 = 1, 𝑎3 = 3, 𝑢 = 1 + 𝑡2  ve  𝑣 = 1 − 𝑡 

keyfi değerlerini alalım. Bu durumda  

𝜆 =
2 (1 + (

𝑎1

𝑎2
)
2
)

√|(
𝑎3

𝑎2
)
2

− (
𝑎1

𝑎2
)
2

− 1|

                                                        

𝜆 = 5                                                                                               

elde edilir. (25)  numaralı eşitlikten, 

𝛾1
′ = (1 +

𝑎1
2

𝑎2
2) (𝑢2 − 𝑣2) −

𝑎1𝑎3

𝑎2
2 𝜆𝑢𝑣                                     

= 5𝑡4 + 30𝑡3 − 25𝑡2 + 40𝑡 − 30                                       

(26) numaralı eşitlikten, 

𝛾2
′ = −

𝑎1

𝑎2
(1 +

𝑎1
2

𝑎2
2) (𝑢2 − 𝑣2) −

𝑎3

𝑎2
𝜆𝑢𝑣                               

= −10𝑡4 + 15𝑡3 − 25𝑡2 − 5𝑡 − 15                                   

(27) numaralı eşitlikten, 

𝛾3
′ = (1 +

𝑎1
2

𝑎2
2) 𝜆𝑢𝑣                                                                     

= −25𝑡3 + 25𝑡2 − 25𝑡 + 25                                               

 

elde edilir. 𝛾(𝑡) eğrisinin PH olması için gerekli olan, 

 

(𝛾1
′)2 + (𝛾2

′)2 − (𝛾3
′)2 = 𝜎2                                    (29) 

 

(29) numaralı eşitliği düzenlersek, 
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(5𝑡4 + 30𝑡3 − 25𝑡2 + 40𝑡 − 30)2 + (−10𝑡4 + 15𝑡3 − 25𝑡2 − 5𝑡 − 15)2 

  −(25𝑡3 + 25𝑡2 − 25𝑡 + 25)2 = 𝜎2(𝑡)                             (30) 

elde edilir. Buradan gerekli işlemler yapıldığında 

𝜎2(𝑡) = (5√5(𝑡4 + 3𝑡2 − 2𝑡 + 2))
2

                                          (31) 

 

bulunur. Diğer yandan (28) numaralı eşitlikte verilen değerleri yerlerine yazdığımızda 

𝜎 = (1 +
𝑎1

2

𝑎2
2)

3
2

(𝑢2 + 𝑣2)                                                             

𝜎(𝑡) = 5√5(𝑡4 + 3𝑡2 − 2𝑡 + 2)                                                       

𝜎2(𝑡) = (5√5(𝑡4 + 3𝑡2 − 2𝑡 + 2))
2

                                      (32) 

 

elde edilir. (31) ve (32) numaralı eşitliklerden de görüleceği üzere 

 

𝛾(𝑡) = (𝑡5 +
15

2
𝑡4 −

25

3
𝑡3 + 20𝑡2 − 30𝑡 , −2𝑡5 +

15

4
𝑡4 −

25

3
𝑡3 −

5

2
𝑡2 − 15𝑡 , −

25

4
𝑡4

+
25

3
𝑡3 −

25

2
𝑡2 + 25𝑡 )                                                                                    (33) 

 

eğrisi MPH-Eğri olur. 
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Şekil.1 Minkowski Uzayında PH-Eğri Örneği
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DÖRDÜNCÜ BÖLÜM 

MİNKOWSKİ 3-UZAYINDA PH-HELİS EĞRİ 

 

Bu bölümde 2021 yılında Mollaoğulları vd. tarafından yapılan 𝐸𝑛+1 Öklid uzayında 

PH-Helis eğrileri elde etmek için verilen yöntemden yola çıkarak, 𝐸1
3 Minkowski uzayında 

PH-Helis eğrileri ile Minkowski Uzayında ele alınan eğriler; spacelike, timelike ve null 

(lightlike) düzlemde yatabileceğinden üç bölümde ayrı ayrı casual karakterine göre 

incelenmiştir. 

 

4.1. Normal Vektörü Timelike Olan Spacelike Düzlem 

 

Normali timelike 𝑎  vektörü olan 𝑑 spacelike düzleminde yatan 𝛾 spacelike eğri olsun.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil.2 Normal Vektörü Timelike Olan Spacelike Düzlemde Bulunan Eğri 

 

 

Teorem 4.1.1. 𝔼1
3 Minkowski uzayındaki 𝛾 spacelike eğrisi MPH olsun. 𝜃 sabit bir 

sayı 𝑎 , 𝑐  sabit vektörler öyle ki; 〈𝛾′, 𝑎 〉 = 0 ve 〈𝑎 , 𝑎 〉𝐿 = −1 olmak üzere, 

𝛾̃(𝑡) = 𝛾(𝑡)  + (𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃 ∫ ‖𝛾′(𝑢)‖𝑑𝑢
𝑡

𝑡0

)𝑎 + 𝑐                                    (34) 
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(34) numaralı eşitlik ile ifade edilen 𝛾̃ eğrisi helis olur. Üstelik 𝛾̃ eğrisi, MPH-Helis eğrisidir. 

 

İspat İlk iddianın ispatı için 𝛾(𝑡) eğrisini birim hızlı bir eğri olarak alabiliriz. 𝛾̃ 

eğrisinin birinci, ikinci ve üçüncü mertebeden türevleri,  

𝛾̃′(𝑡) = 𝛾′(𝑡) + 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃‖𝛾′(𝑡)‖𝑎                                         (35) 

𝛾̃′′(𝑡) = 𝜅𝑝(𝑡)𝑁(𝑡)                                                                (36) 

𝛾̃(3)(𝑡) = 𝜅𝑝
′ (𝑡)𝑁(𝑡) + (𝜅𝑝(𝑡))

2

𝑇(𝑡)                               (37) 

 

olur. 𝜅(𝑡) yi bulmak için (35) ve (36) numaralı eşitlikleri kullanarak 

 

𝛾̃′(𝑡) × 𝛾̃′′(𝑡) = (𝑇(𝑡) + 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃𝑎 ) × (𝜅𝑝(𝑡)𝑁(𝑡)) 

= 𝜅𝑝(𝑡)(𝑇(𝑡) × 𝑁(𝑡)) + 𝜅𝑝(𝑡)(𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃(𝑎 × 𝑁(𝑡))          

= 𝜅𝑝(𝑡)(−𝐵(𝑡) + 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃𝑇(𝑡))                                    (38) 

 

ve 

‖𝛾̃′(𝑡) × 𝛾̃′′(𝑡)‖ = √|𝑔 (𝜅𝑝(𝑡)(−𝐵(𝑡) + 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃𝑇(𝑡)), 𝜅𝑝(𝑡)(−𝐵(𝑡) + 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃𝑇(𝑡)))| 

                                        = √|(𝜅𝑝(𝑡))
2
(1 + 𝑡𝑎𝑛ℎ2𝜃)| 

= |𝜅𝑝(𝑡)|√|(1 + 𝑡𝑎𝑛ℎ2𝜃)|                                                                   (39) 

 

elde edilir. Ayrıca (35) numaralı eşitlik kullanılarak 

‖𝛾̃′(𝑡)‖ =  √|𝑔(𝑇(𝑡) + 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃𝑎 , 𝑇(𝑡) + 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃𝑎 )| 

                                                   = √|1 − 𝑡𝑎𝑛ℎ2𝜃| 

= 𝑠𝑒𝑐ℎ𝜃                                                                                          (40) 
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bulunur. (39) ve (40) numaralı eşitliklerden  

 

𝜅(𝑡) =
‖𝛾̃′(𝑡) × 𝛾̃′′(𝑡)‖

‖𝛾̃′(𝑡)‖3
 

 

𝜅(𝑡) =
|𝜅𝑝(𝑡)|√|(1 + 𝑡𝑎𝑛ℎ2𝜃)|

(𝑠𝑒𝑐ℎ𝜃)3
                                   (41) 

 

elde edilir. Torsiyonu hesaplamak için (37) ve (38) numaralı eşitliklerden faydalanarak,  

 

𝑔 (𝛾̃′(𝑡) × 𝛾̃′′(𝑡), 𝛾̃(3)(𝑡)) = 𝑔 (𝜅𝑝(𝑡)(−𝐵(𝑡) + 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃𝑇(𝑡)), 𝜅𝑝
′ (𝑡)𝑁(𝑡) + (𝜅𝑝(𝑡))

2

𝑇(𝑡)) 

= (𝜅𝑝(𝑡))
3

𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃                                                                       (42) 

 

eşitliği bulunur. (39) ve (42) numaralı eşitliklerden 

 

𝜏(𝑡) =
𝑔 (𝛾̃′(𝑡) × 𝛾̃′′(𝑡), 𝛾̃(3)(𝑡))

‖𝛾̃′(𝑡) × 𝛾̃′′(𝑡)‖2
 

 =
(𝜅𝑝(𝑡))

3

𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃

(|𝜅𝑝(𝑡)|√|(1 + 𝑡𝑎𝑛ℎ2𝜃)|)
2                                                 

=
(𝜅𝑝(𝑡)) 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃

(1 + 𝑡𝑎𝑛ℎ2𝜃)
                                                               (43) 

 

elde edilir. (41) ve (43) numaralı eşitliklerden 
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𝜏(𝑡)

𝜅(𝑡)
=

(𝜅𝑝(𝑡)) 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃

(1 + 𝑡𝑎𝑛ℎ2𝜃)

|𝜅𝑝(𝑡)|√|(1 + 𝑡𝑎𝑛ℎ2𝜃)|

(𝑠𝑒𝑐ℎ𝜃)3

 

 

=
(𝑠𝑒𝑐ℎ𝜃)3𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃

(1 + 𝑡𝑎𝑛ℎ2𝜃)3/2
                                                                   (44) 

 

eşitlik elde edilir. Dolayısıyla 𝜃 sabit olduğundan 
𝜏(𝑡)

𝜅(𝑡)
 eşitliği de sabit olur. Bu ise 𝛾̃ eğrisinin 

helis olduğunu gösterir. 

 

Şimdi ispatın ikinci kısmında 𝛾̃(𝑡) helis eğrisinin MPH olduğunu gösterelim. Keyfi 

hızlı bir 𝛾(𝑡) eğrisi için, 𝛾̃(𝑡) eğrsinin birinci mertebeden türevi 

𝛾̃′(𝑡) = 𝛾′(𝑡) + 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃‖𝛾′(𝑡)‖𝑎                                                            (45) 

 

olduğundan, (45) numaralı eşitliği kullanarak 

 

𝑔(𝛾̃′(𝑡), 𝛾̃′(𝑡)) = 〈𝛾̃′(𝑡), 𝛾̃′(𝑡)〉                                                                                                    

= 〈𝛾′(𝑡) + 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃‖𝛾′(𝑡)‖𝑎  , 𝛾′(𝑡) + 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃‖𝛾′(𝑡)‖𝑎 〉                              

= 〈𝛾′(𝑡) , 𝛾′(𝑡)〉 + 2𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃〈𝛾′(𝑡), 𝑎 〉 + (𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃)2(‖𝛾′(𝑡)‖)
2
〈𝑎 , 𝑎 〉           

= 〈𝛾′(𝑡) , 𝛾′(𝑡)〉 + 2𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃〈𝛾′(𝑡), 𝑎 〉 − (𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃)2(‖𝛾′(𝑡)‖)
2
            (46) 

 

eşitlik elde edilir. Teorem 3.1 de yer alan (8) numaralı eşitilikten faydalanarak gerekli 

işlemler yapıldığında 
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𝑔(𝛾̃′(𝑡), 𝛾̃′(𝑡)) = 𝜎2 − 𝜎2(𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃)2                                                                       

= 𝜎2(1 − 𝑡𝑎𝑛ℎ2
𝜃) 

= 𝜎2𝑠𝑒𝑐ℎ2𝜃                                                                    (47) 

 

bulunur. (47) numaralı eşitlikte 𝜎 bir polinom ve 𝜃 sabit olduğundan 𝛾̃(𝑡) helis eğrisi MPH-

Eğri olma şartını sağlar. Dolayısıyla Minkowski uzayında tanımladığımız 𝛾̃(𝑡) eğrisi PH-

Helis eğridir. 

 

Örnek 4.1.1. 𝔼1
3 de spacelike düzlemin normali 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, −𝑎3) timelike vektör olsun. Ayrıca 

𝐸1
3 uzayında 𝑎1𝑝1 + 𝑎2𝑝2 + 𝑎3𝑝3 + 𝑎4 = 0 düzlemi ve bu düzlemde yatan 𝛾 = (𝛾1, 𝛾2, 𝛾3) 

eğrisi, 𝑎 = (2,2,3) vektörü verilsin. 

𝐸1
3 de metriği, 

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑥1
2 + 𝑑𝑥2

2 − 𝑑𝑥3
2                                                           

şeklinde alınsın. 𝜆 sabiti, 

𝜆 =
2 (1 + (

𝑎1

𝑎2
)
2
)

√|(
𝑎3

𝑎2
)
2

− (
𝑎1

𝑎2
)
2

− 1|

                                                             

= 8                                                                                                    

olarak bulunur. Ayrıca 

𝛾1
′ = (1 +

𝑎1
2

𝑎2
2) (𝑢2 − 𝑣2) −

𝑎1𝑎3

𝑎2
2 𝜆𝑢𝑣                                         

= 2𝑢2 − 2𝑣2 − 12𝑢𝑣                                                          (48) 

 

𝛾2
′ = −

𝑎1

𝑎2
(1 +

𝑎1
2

𝑎2
2) (𝑢2 − 𝑣2) −

𝑎3

𝑎2
𝜆𝑢𝑣                                     

= −2𝑢2 + 2𝑣2 − 12𝑢𝑣                                                       (49) 
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𝛾3
′ = (1 +

𝑎1
2

𝑎2
2) 𝜆𝑢𝑣                                                                             

= 16𝑢𝑣                                                                                  (50)  

ve 

𝜎 = (1 +
𝑎1

2

𝑎2
2)

3
2

(𝑢2 + 𝑣2)                                                              

= 2√2(𝑢2 + 𝑣2)                                                                 (51)  

 

𝜎2  = 8(𝑢2 + 𝑣2)2                                                                              

 = 8(𝑢4 + 𝑣4 + 2𝑢2𝑣2)                                                     (52) 

olur. Diğer yandan verilen 𝛾 eğrisinin MPH olması için  

(𝛾1
′ )

2
+ (𝛾2

′ )
2
− (𝛾3

′ )
2
= 𝜎2                                                  (53) 

 

eşitliği sağlanmalıdır. (48), (49), (50) numaralı eşitliklerinden 

(2𝑢2 − 2𝑣2 − 12𝑢𝑣)2 + (−2𝑢2 + 2𝑣2 − 12𝑢𝑣 )2 − (16𝑢𝑣)2 = 𝜎2 

 

4𝑢4 + 4𝑣4 + 144𝑢2𝑣2 − 8𝑢2𝑣2 − 48𝑢3𝑣1 + 48𝑢1𝑣3 + 4𝑢4 + 4𝑣4 

+144𝑢2𝑣2 − 8𝑢2𝑣2 + 48𝑢3𝑣1 − 48𝑢1𝑣3 − 256𝑢2𝑣2 = 𝜎2 

8𝑢4 + 8𝑣4 + 16𝑢2𝑣2 = 𝜎2                            

8(𝑢4 + 𝑣4 + 2𝑢2𝑣2) = 𝜎2                            

8(𝑢2 + 𝑣2)2 = 𝜎2                  (54) 

 

(54) numaralı eşitlik elde edilir. (52) ve (54) numaralı eşitliklerinden görüleceği üzere 𝛾 

eğrisinin MPH olması için gerekli olan (53) numaralı eşitlik sağlanır.  
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𝑎 = (2,2,3) vektörü için 2𝑝1 + 2𝑝2 − 3𝑝3 + 𝑎4 = 0 düzlem denklemini ve 𝑢 = 1 − 𝑡 , 𝑣 =

𝑡 alalım. (48) numaralı eşitlikten; 

𝛾1
′(𝑡) = 2𝑢2(𝑡) − 2𝑣2(𝑡) + 12𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)                                                 

= −12𝑡2 + 8𝑡 + 2                                                                   (55) 

 

(55) numaralı eşitlik elde edilir. (55) numaralı eşitlikten 𝛾1
(𝑡) yi hesaplamak için gerekli 

işlemler yapıldığında, 

∫ 𝛾1
′(𝑡) = ∫(−12𝑡2 + 8𝑡 + 2) 𝑑𝑡                                                                 

𝛾1
(𝑡) = −4𝑡3 + 4𝑡2 + 2𝑡 + 𝑐1                                                         (56) 

 

(56) numaralı eşitlik elde edilir. Aynı şekilde (49) numaralı eşitlikten; 

𝛾2
′(𝑡) = −2𝑢2(𝑡) + 2𝑣2(𝑡) + 12𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)                                             

= −12𝑡2 + 16𝑡 − 2                                                                (57) 

 

(57) numaralı eşitlik elde edilir ve buradan 𝛾2
(𝑡) yi hesaplamak için gerekli işlemler 

yapıldığında, 

∫ 𝛾2
′(𝑡) = ∫(−12𝑡2 + 16𝑡 − 2)𝑑𝑡                                                              

𝛾2
(𝑡) = −4𝑡3 + 8𝑡2 − 2𝑡 + 𝑐2                                                        (58) 

 

(58) numaralı eşitlik elde edilir. Ayını işlemi (50) numaralı eşitlik için de yaptığımızda, 

𝛾3
′(𝑡) = 16𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)                                                                                      

= −16𝑡2 + 16𝑡                                                                         (59) 

 

(59) numaralı eşitlik elde edilir ve buradan da 𝛾3
(𝑡) yi hesaplamak için gerekli işlemler 

yapıldığında, 
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∫ 𝛾3
′(𝑡) = ∫(−16𝑡2 + 16𝑡)𝑑𝑡                                                                      

𝛾3
(𝑡) = −

16

3
𝑡3 + 8𝑡2 + 𝑐3                                                              (60) 

 

(60) numaralı eşitlik elde edilir. (56) ,(58) ,(60) numaralı eşitliklerden 

𝛾 = (−4𝑡3 + 4𝑡2 + 2𝑡 + 𝑐1 , −4𝑡3 + 8𝑡2 − 2𝑡 + 𝑐2, −
16

3
𝑡3 + 8𝑡2 + 𝑐3) 

şeklinde 𝛾 eğrisi elde edilmiş olur.  

 

Şekil 3. Minkowski Uzanyındaki PH-Eğri Örneği 

 

𝛾 eğrisi aldığımız düzlem üzerinde yattığından, 

2(−4𝑡3 + 4𝑡2 + 2𝑡 + 𝑐1) + 2(−4𝑡3 + 8𝑡2 − 2𝑡 + 𝑐2  ) − 3 (−
16

3
𝑡3 + 8𝑡2 + 𝑐3) 

+𝑎4 = 0 

olmalıdır. Buradan 
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−8𝑡3 + 8𝑡2 + 4𝑡 + 2𝑐1 − 8𝑡3 + 16𝑡2 − 4𝑡 + 2𝑐2 + 16𝑡3 − 24𝑡2 − 3𝑐3 + 𝑎4 = 0 

2𝑐1 + 2𝑐2 − 3𝑐3 + 𝑎4 = 0        

elde edilir. 𝛾̃ eğirisi için sırasıyla 𝛾̃1 ,𝛾̃2 ,𝛾̃3 ü hesaplayalım. 

 

𝛾̃1 = ∫[(1 +
𝑎1

2

𝑎2
2) (𝑢2 − 𝑣2) −

𝑎1𝑎3

𝑎2
2 𝜆𝑢𝑣

+
𝑎1

√|𝑎1
2 + 𝑎2

2 − 𝑎3
2|

(1 +
𝑎1

2

𝑎2
2)

3

𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃(𝑢2 + 𝑣2)] 𝑑𝑡 

= ∫[−12𝑡2 + 8𝑡 + 2 + 2.8. 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃(2𝑡2 − 2𝑡 + 1)] 𝑑𝑡                                       

= (32𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃 − 12)
𝑡3

3
+ (8 − 32𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃)

𝑡2

2
+ (2 + 16𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃)𝑡 + 𝑐               

olur ve 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃 =
1

2
 alınırsa, 

𝛾̃1 =
4

3
𝑡3 − 4𝑡2 + 10𝑡                                                                                          (61) 

(61) numaralı eşitlik elde edilir. 

𝛾̃2 = ∫[−
𝑎1

𝑎2
(1 +

𝑎1
2

𝑎2
2) (𝑢2 − 𝑣2) −

𝑎3

𝑎2
𝜆𝑢𝑣

+
𝑎2

√|𝑎1
2 + 𝑎2

2 − 𝑎3
2|

(1 +
𝑎1

2

𝑎2
2)

3

𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃(𝑢2 + 𝑣2)] 𝑑𝑡 

= ∫[−12𝑡2 + 16𝑡 − 2 + 2.8. 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃(2𝑡2 − 2𝑡 + 1)] 𝑑𝑡                                   

= (32𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃 − 12)
𝑡3

3
+ (16 − 32𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃)

𝑡2

2
+ (16𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃 − 2)𝑡 + 𝑐                    

olur ve 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃 =
1

2
 alınırsa, 

𝛾̃2 =
4

3
𝑡3 + 6𝑡                                                                                                          (62) 

(62) numaralı eşitlik elde edilir. 
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𝛾̃3 = ∫[(1 +
𝑎1

2

𝑎2
2) 𝜆𝑢𝑣 +

𝑎3

√|𝑎1
2 + 𝑎2

2 − 𝑎3
2|

(1 +
𝑎1

2

𝑎2
2)

3

𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃(𝑢2 + 𝑣2)] 𝑑𝑡     

= ∫[−16𝑡2 + 16𝑡 + 2.2√2. 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃(2𝑡2 − 2𝑡 + 1)] 𝑑𝑡                                      

= (32𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃 − 16)
𝑡3

3
+ (16 − 32𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃)

𝑡2

2
+ 16𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃𝑡 + 𝑐                        

 

olur ve 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜃 =
1

2
 alınırsa, 

𝛾̃3 = 8𝑡                                                                                                                      (63) 

elde edilir. (61), (62), (63) numaralı eşitliklerden 

𝛾̃(𝑡) = (
4

3
𝑡3 − 4𝑡2 + 10𝑡,

4

3
𝑡3 + 6𝑡 , 8𝑡)                                                    

eğrisi elde edilir. 𝛾̃(𝑡) eğrisi için gerekli işlemler yapıldığında 
𝜏

𝜅
= −

√2

4
  bulunur ve 

𝜏

𝜅
 oranı 

sabit olur. Bu ise 𝛾̃ eğrisinin bir helis olduğunu gösterir. 

 

Şekil 4. Minkowski Uzayında PH-Helis Eğri Örneği  
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4.1.2. Null Düzlem 

  

Normali null 𝑎  vektörü normali olan 𝑑 null düzleminde yatan 𝛾 eğri olsun. 

 

Şekil.5 Normal Vektörü Null Olan Null Düzlemde Bulunan Eğri 

 

Teorem 4.1.2.1. 𝔼1
3 de normal vektörü null olan null düzlemde yatan bir eğriden 

Teorem 3.1. de verilen karakterizasyon ile PH-Helis eğrisi elde edilemez. 

 

İspat  𝔼1
3 de 𝑎  null normal vektörüne sahip 𝑑 null düzlemini inceleyelim. 

𝑎  normal vektörü null olduğu için, 

〈𝑎 , 𝑎 〉 = 0                                                                           

𝑎1
2 + 𝑎2

2 − 𝑎3
2 = 0 

𝑎1
2 + 𝑎2

2 = 𝑎3
2                                                                (64) 

 

(64) numaralı eşitlik elde edilir. Diğer yandan PH-Eğri karakterizasyonu için (20) numaralı 

eşitlikten, 

 

𝜆 =
2(𝑎2

2 + 𝑎1
2)

|𝑎2|√|𝑎3
2 − 𝑎1

2 − 𝑎2
2|

 

 

olur. Buradan 𝑎3
2 − 𝑎1

2 − 𝑎2
2 ≠ 0  olmalıdır. Bu ise (64) numaralı eşitlikte elde edilen sonuçla 

çelişir.  
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4.1.3. Normal Vektörü Spacelike Olan Timelike Düzlemler  

Normali spacelike 𝑎  vektörü olan 𝑑 spacelike düzleminde yatan 𝛾 spacelike eğri 

olsun. 

Şekil.6 Normal Vektörü Spacelike Olan Timelike Düzlemde Bulunan Eğri 

 

Timelike düzlemde Tanım 4.2.2. de belirtildiği gibi spacelike, timelike ve null eğriler 

bulunabileceği için 3 farklı durum vardır. 

 

1. Durum: Timelike düzlemde yatan timelike eğri 

 

Teorem 4.1.3.1. : 𝔼1
𝑛 de timelike MPH eğrisi yoktur (Moon 1999). 

İspat 𝔼1
3 de MPH 𝛾(𝑡) = (𝛾1(𝑡), 𝛾2(𝑡), 𝛾3(𝑡)) timelike eğrisini ele alalım. Eğer 

timelike 𝛾(𝑡) eğrisi MPH ise 

(𝛾1
′)2(𝑡) + (𝛾2

′)2(𝑡) − (𝛾3
′)2(𝑡) = 𝜎2(𝑡) 

 

eşitliği sağlanacak şeklide 𝜎(𝑡) polinomu vardır ve diğer yandan 

 

𝑔(𝛾′(𝑡), 𝛾′(𝑡)) = 〈𝛾′(𝑡), 𝛾′(𝑡)〉 

= (𝛾1
′)2(𝑡) + (𝛾2

′)2(𝑡) − (𝛾3
′)2(𝑡)                    

= 𝜎2(𝑡)                                                                   

olur. Bu ise timelike olması ile çelişir. 
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Sonuç 4.1.3.1. 𝔼1
𝑛 de timelike MPH-Eğri olmadığı için 𝔼1

3 uzayında da timelike 

MPH-Eğri yoktur. 𝔼1
3 uzayında timelike MPH-Eğriden MPH-helis eğrisi üretilemez. 

 

2. Durum: Timelike düzlemde yatan null eğri 

Null eğriler Tanım 2.2.5. te belirtildiği üzere 𝑇(𝑠) ≠ 0 iken 𝑔(𝑇(𝑠), 𝑇(𝑠)) = 0 

koşulunu sağlaması gerektiğinden teğet vektörünün normu sıfır olur. Buradan da birinci 

eğriliği yani, 

𝜅(𝑡) =
‖𝛾̃′(𝑡) × 𝛾̃′′(𝑡)‖

‖𝛾̃′(𝑡)‖3
 

hesaplanamaz. Böylece Frenet Çatısına göre Teorem 3.1. de verilen karakterizasyon ile elde 

edilen eğri helis eğrisi olamaz. Sonuç olarak timelike düzlemde bulunan null eğriden Teorem 

3.1. de verilen karakterizasyon ile PH-Helis eğri üretilemez. 

 

3. Durum: Timelike düzlemde yatan spacelike eğri 

Teorem 4.1.3.2. 𝔼1
3 Minkowski uzayındaki timelike düzlemde yatan 𝛾 spacelike 

eğrisinden Teorem 3.1. de verilen karakterizasyon ile PH-Helis eğri üretilemez. 

 

İspat  𝛾(𝑡) = (𝛾1(𝑡), 𝛾2(𝑡), 𝛾3(𝑡)) spacelike eğrisi MPH-Eğri olduğundan Teorem 3.1 

den (1), (2), (3) ve (4) numaralı eşitliklerini kullanılırsa; 

𝛾1
′(𝑡) = (1 + 𝑏1

2)(𝑢2 − 𝑣2) − 𝑏1𝑏2𝜆𝑢𝑣                                    

𝛾2
′(𝑡) = −𝑏1(1 + 𝑏1

2)(𝑢2 − 𝑣2) − 𝑏2𝜆𝑢𝑣                                

𝛾3
′(𝑡) = (1 + 𝑏1

2) 𝜆𝑢𝑣                                                                   

𝜎(𝑡) = (1 + 𝑏1
2)

3
2(𝑢2 + 𝑣2)                                                        

ve burada 

𝜆 =
2(1 + 𝑏1

2)

√|𝑏2
2 − 𝑏1

2 − 1|
                                                                 

dir. 
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(𝛾1
′ )

2
= (𝑏1

4 + 2𝑏1
2 + 1)(𝑢4 − 2𝑢2𝑣2 + 𝑣4) + 𝑏1

2𝑏2
2𝜆2𝑢2𝑣2                                                     

= (𝑏1
4 + 2𝑏1

2 + 1)𝑢4 + (𝑏1
4 + 2𝑏1

2 + 1)𝑣4 + (−2 − 4𝑏1
2 − 2𝑏1

4 + 𝑏1
2𝑏2

2𝜆2)𝑢2𝑣2     

 

(𝛾2
′ )

2
= 𝑏1

2(𝑏1
4 + 2𝑏1

2 + 1)(𝑢4 − 2𝑢2𝑣2 + 𝑣4) + 𝑏2
2𝜆2𝑢2𝑣2                                                     

= (𝑏1
6 + 2𝑏1

4 + 𝑏1
2)𝑢4 + (𝑏1

6 + 2𝑏1
4 + 𝑏1

2)𝑣4 + (−2𝑏1
2 − 4𝑏1

4 − 2𝑏1
6 + 𝑏2

2𝜆2)𝑢2𝑣2 

(𝛾3
′ )

2
= (𝑏1

4 + 2𝑏1
2 + 1)𝜆2𝑢2𝑣2                                                                                                        

elde edilir. Buradan 𝛾 eğrisi MPH olduğundan 

(𝛾1
′ )

2
+ (𝛾2

′ )
2
− (𝛾3

′ )
2
= 𝜎2                                                                     

koşulu sağlanmalıdır. 

(𝛾1
′ )

2
+ (𝛾2

′ )
2
− (𝛾3

′ )
2
= (𝑏1

6 + 3𝑏1
4 + 3𝑏1

2 + 1)𝑢4 + (𝑏1
6 + 3𝑏1

4 + 3𝑏1
2 + 1)𝑣4                    

+[−2 − 6𝑏1
2 − 6𝑏1

4 − 2𝑏1
6 + (1 + 𝑏1

2)𝑏2
2𝜆2 − (1 + 𝑏1

2)2𝜆2]𝑢2𝑣2 

= (𝑏1
6 + 3𝑏1

4 + 3𝑏1
2 + 1)𝑢4 + (𝑏1

6 + 3𝑏1
4 + 3𝑏1

2 + 1)𝑣4                   

[−2(1 + 𝑏1
2)3 + (1 + 𝑏1

2)𝑏2
2𝜆2 − (1 + 𝑏1

2)2𝜆2]𝑢2𝑣2                      

= (1 + 𝑏1
2)3𝑢4 + (1 + 𝑏1

2)3𝑣4                                                                 

+(1 + 𝑏1
2)[−2(1 + 𝑏1

2)2 + 𝑏2
2𝜆2 − (1 + 𝑏1

2)𝜆2]𝑢2𝑣2                    

= (1 + 𝑏1
2)3𝑢4 + (1 + 𝑏1

2)3𝑣4                                                                

+(1 + 𝑏1
2)[−2 − 4𝑏1

2 − 4𝑏1
4 + 𝑏2

2𝜆2 − 𝜆2 − 𝑏1
2𝜆2] 𝑢2𝑣2      (65) 

(65) eşitliği elde edilir. Teorem 3.1. de yer alan (28) numaralı eşitlikten, 

𝜎 = (1 + 𝑏1
2
)

3
2
(𝑢2 + 𝑣2)                                                                                

𝜎2 = (1 + 𝑏1
2
)
3
(𝑢4 + 2𝑢2𝑣2 + 𝑣4)                                                       (66) 

(66) eşitliği elde edilir. (65) ve (66) eşitliklerinden 
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(1 + 𝑏1
2)3(𝑢4 + 2𝑢2𝑣2 + 𝑣4) = (1 + 𝑏1

2)3𝑢4 + (1 + 𝑏1
2)3𝑣4                                                  

+(1 + 𝑏1
2)[−2 − 4𝑏1

2 − 4𝑏1
4 + 𝑏2

2𝜆2 − 𝜆2 − 𝑏1
2𝜆2]𝑢2𝑣2 

(1 + 𝑏1
2)3(2𝑢2𝑣2) = (1 + 𝑏1

2)[−2 − 4𝑏1
2 − 4𝑏1

4 + 𝑏2
2𝜆2 − 𝜆2 − 𝑏1

2𝜆2]            

(1 + 𝑏1
2)2(2𝑢2𝑣2) = [−2 − 4𝑏1

2 − 4𝑏1
4 + 𝑏2

2𝜆2 − 𝜆2 − 𝑏1
2𝜆2]𝑢2𝑣2                   

(2 + 4𝑏1
2 + 2𝑏1

4) = [−2 − 4𝑏1
2 − 4𝑏1

4 + 𝜆2(𝑏2
2 − 1 − 𝑏1

2)]                               

4 + 8𝑏1
2 + 4𝑏1

4 = 𝜆2(𝑏2
2 − 1 − 𝑏1

2)                                                                      

4(1 + 𝑏1
2)2 = 𝜆2(𝑏2

2 − (1 + 𝑏1
2))                                                                

olur. Buradan 

|𝑏2
2 − (1 + 𝑏1

2)|    
 
⇒            𝑏2

2 = 𝑏1
2 + 1             veya              𝑏2

2 − 1 − 𝑏1
2 > 0    

𝑎3
2 = 𝑎1

2 + 𝑎2    
2                                    𝑎3

2 > 𝑎1
2 + 𝑎2   

2                             

 

sonuçları elde edilir. Bu ise 𝛾 eğrisinin spacelike olması ile çelişir. Dolayısıyla normal 

vektörü spacelike olan timelike düzlemde yatan spacelike eğriden Teorem 3.1. de verilen 

karakterizasyon ile PH-Helis eğrisi üretilemez. 
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BEŞİNCİ BÖLÜM BÖLÜM 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu çalışmanın birinci bölümünde helis eğrisi, PH-Eğri ve PH-Helis eğrisi ile ilgili 

yapılmış olan çalışmalar incelenmiş ve hakkında gerekli açıklamalar yapılmıştır. İkinci 

bölümünde Öklid ve Minkowski uzayında yararlanılan temel olan kavramlar açıklanmış 

olup, bu çalışmaya yardımcı olabilecek teoremler ispatlarıyla birlikte açıklanmıştır. İkinci 

bölümde yer alan bu kavramlar ve teoremlerden faydalanarak üçüncü bölümde Minkowski 

3-uzayında PH-Eğriler açıklanmış ve keyfi parametreli bir eğriden MPH-Eğri elde etmek 

için gerekli olan karakterizasyon örneğiyle birlikte verilmiştir. Dördüncü bölümde, helis ve 

Öklid uzayında helis elde etmek için temel tanım ve teoremler ifade edilerek Minkowski 

uzayında düzlemlerin casual karakterleri açıklanmıştır. Düzlemin spacelike, timelike ve null 

(lightlike) olma durumlarına göre Minkowski Uzayında PH-Helis elde etme 

karakterizasyonu verilmiştir. 

Bu bilgiler doğrultusunda elde ettimiz sonuçlar şu şekilde sıralanabilir; 

1- Minkowski uzayında keyfi parametreli bir eğriden Teorem 3.1. de verilen 

karakterizasyon ile PH-Eğri elde edilebilir. 

2- Minkowski uzayında normal vektörü timelike olan spacelike düzlemde MPH-

Helis eğri vardır ve Teorem 3.1. de verilen karakterizasyon ile üretilebilir. 

3- Minkowski uzayında normal vektörü null olan null düzlem üzerinde bulunan 

herhangi bir eğriden Teorem 3.1. de verilen karakterizasyon ile MPH-Helis eğri 

üretilemez. 

4- Minkowski uzayında normal vektörü spacelike olan timelike düzlemde yatan 

timelike eğriden Teorem 3.1. de verilen karakterizasyon ile MPH-Helis eğri 

üretilemez. 

5- Minkowski uzayında normal vektörü spacelike olan timelike düzlemde yatan null 

eğriden Teorem 3.1. de verilen karakterizasyon ile MPH-Helis eğri üretilemez. 

6- Minkowski uzayında normal vektörü spacelike olan timelike düzlemde yatan 

spacelike eğriden Teorem 3.1. de verilen karakterizasyon ile MPH-Helis eğri 

üretilemez. 
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