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OZET

MINKOWSKIi UZAYINDA PH-HELIS EGRILER

Eren Can OZBAL
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1 Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Dr. Ogr. Uyesi Mehmet GUMUS
24/08/2023, 41

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismudir. ikinci boliimde,
tezde kullanilmis olan Oklid 3-uzay1 ve Minkowski 3-uzayimdaki bazi temel kavramlar ve
teoremler verilmistir. Uglincii boliimde ise, Minkowski 3-uzayinda PH-Egriler icin
karakterizasyon elde edilmis ve 6rnek verilmistir. Dordiincti béliimde ise, Minkowski 3-
uzayinda PH-Helis egrileri elde etmek i¢in egrinin bulundugu diizlemin casual karakterine
gore incelenerek bir karakterizasyon verilmis ve orneklendirilmistir. Son olarak besinci
boliimde, Minkowski 3-uzayinda PH-Egri ve PH-Helis egri ile ilgili elde edilen sonuglara

yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: PH-Egri, PH-Helis Egri, Minkowski Uzay.



ABSTRACT

PH-HELICAL CURVES IN MINKWSKI SPACE

Eren Can OZBAL
(Canakkale Onsekiz Mart University
School of Graduate Studies
Master of Science Thesis in Department Of Mathematics
Advisor: Assist. Prof. Dr. Mehmet GUMUS
24/08/2023, 41

This thesis consists of five chapters. The first section is the introduction. In the second
section, the basic concepts and the theorems in Euclidean 3-space and Minkowski 3-space
are given. In the third section, a characterization for the PH-Curves in Minkowski 3-space is
constructed and an example is given. In the fourth section, a characterization is given to
obtain PH-Helical curves in Minkowski 3-space according to the casual character of the
plane in which the curve is located and examples are given. Finally, in the fifth section, the

results obtained for PH-Curves and PH-Helical curves in Minkowski 3-space are given.

Keywords: PH-Curve, PH-Helical Curve, Minkowski Space.
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BIRINCIi BOLUM
GIRIS

Diferansiyel geometride, egriler teorisi en temel ¢alisma alanlarindan birisidir. Bir
egrinin Ozelliklerini karakterize etmek icin farkli yontemler kullanilmakta olup, bu
yontemlerden birisi de Frenet ¢atis1 ve bunlarin egri boyunca degisimlerini igeren Frenet
denklemleridir (Kreyszig, 1959). Ayrica egrileri siniflandirmak i¢in de Frenet denklemleri
ve egrinin egrilikleri dnemli bir arag olarak kullanilmaktadir. Diger yandan egriler teorisinin
en 6nemli ve ilgi g¢ekici egrilerinden birisi de helis egrisidir. Cekici simetrileri ve zarif

bi¢imleriyle helis egrileri, biiylileyici matematiksel yapilardir.

Fiziksel diinyada gesitli sekillerde tezahiir eden helisler, bir¢ok farkli bilim dalinda
cok genis kullanim alanlarina ve uygulamalara sahiptir. DNA ¢ift sarmalinda, deniz
kabugunun zarif kivrimina, hayvan boynuzlarinda, sarmal gokadalarin kollarinda, asma

filizinin tirmanirken ¢izdigi egri olarak helis egrisiyle karsilasiriz.

Bir ¢ok uygulama alanlarinda kullanilan helis egriler; yapilarda mimari olarak
verimlilik ve cazibe katmak amaciyla tek sarmala veya ¢ift sarmala sahip merdivenler,
mithendislik alaninda helisel disliler, diiz dislilere gore daha yumusak ve sessiz ¢alisma
imkani sunar, otomotiv sanzimanlarinda, endiistriyel makinelerde, vidalar ve civatalar ise

nesneleri birbirine tutturmalarini verimli olmasi i¢in kullanilir.

Helislerle ilgili genel bir tanim1 M.A. Lancret tarafindan ifade edilmis (Lancret,
1806) ve ilk olarak 1845 yilinda B.de Saint Venant tarafindan bir egrinin helis olabilmesi
icin gerek ve yeter sartinin 7 burulmasinin k egriligine olan oraninin sabit olmas1 gerektigi
ispatlanmistir (Struik, 1988). DNA’nin yapisindaki molekiillerin dizilisinde, Fraktal
geometride, bilgisayar destekli tasarim ve bilgisayar grafikleri gibi pek cok alanda
kullanilmast helis egrilerinin 1ilgi ¢ekmesine yol a¢mistir. Dolayisiyla bu egrilerin
karakterizasyonlari lizerine giin gectik¢e daha fazla sayida arastirmaci tarafindan ¢alisilmaya

devam edilmektedir.

Kubota’nin polinomlar igin Pisagor kosulunu 6ne siirmesiyle hizi bir polinomun

karesine esit olan egri disilincesi ortaya cikmistir (Kuboto, 1972). Kubota’nin bu
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calismasindan faydalanan Farouki ve Sakkalis ise Pisagor-Hodograf (PH) egrilerini
tanmimlamiglardir. Calismalarinda Pisagor-Hodograf egrilerin temel 6zellikleri belirlemis ve
diizlemsel Pisagor-Hodograf egriler i¢in karakterizasyonlar vermislerdir. Ayrica PH egriler
ile helis egriler arasindaki baglantilar incelenmistir (Farouki, Sakkalis, 1990). Sonrasinda
Farouki, uzunlugu tam olarak hesaplanabilen diizlemsel Pisagor-Hodograf egrilerinin

tasarim ve yaklasim geometrisi i¢in kullanimini géstermistir (Farouki, 1992).

Dietz vd. (Dietz R. vd., 1993) polinomlar igin {i¢ boyutlu uzayda kismi Pisagor
kosulunu vermesiyle, Farouki ve Sakkalis tarafindan uzaysal Pisagor-Hodograf egri
karakterizasyonu verilmistir (Farouki, Sakkalis, 1994). En genel sonuglar ve Pisagor-
Hodograf egrilerinin helis egrileri ile olan iliskisi Farouki tarafindan 2008 yilinda elde
edilmistir (Farouki, 2008).

Minkowski uzayi, Minkowski tarafindan 1907 yilinda tanimlanmistir (Ratcliffe,
1994). Minkowski uzayinin ¢ikis sebebi, Minkowski’nin rélativite teorisinin dort boyutlu
uzayda en iyi sekilde anlasilabilecegini fark etmesi tizerine olmustur. Fiziksel olaylarin daha
iyi agiklanabildigi bu uzayda zaman, dordiincli boyut olarak diistiniilmiistiir. Minkowski
uzayinda tanimlanan spacelike, timelike ve lightlike vektorler ayn1 diizlemde yer aldigindan
bu uzay, uzay-zaman olarak da bilinmektedir. Moon ise 1999 yilinda Pisagor-Hodograf
egrilerini tanimlamak i¢in Minkowski metrigini kullanmistir. Bdylelikle Minkowski
Pisagor-Hodograf (MPH) egrilerini elde ederek ifade etmistir (Moon, 1999).

Cagla Ramis 2014 (Ramis, 2014) yilinda Pisagor-Hodograf egrileri ve
uygulamalarim yiiksek lisans tezinde arastirmistir. Pisagor-Hodograf egrilerinin Oklid
uzaymndaki Ozellikleri detayli olarak incelenmis, iki ve {i¢ boyutlu uzaylarda
detaylandirilarak bu uzaylarda Pisagor-Hodograf egrileri tiretilmigtir. Ayrica Minkowski
metrigine gore Ozellikleri incelenmis, Minkowski Pisagor-Hodograf egrilerini iki ve ii¢
boyutlu uzaylardaki karakterizasyonlar1 ¢esitli metotlarla verilmistir. Diizemlsel ve uzaysal

Minkowski Pisagor-Hodograf egrileri elde etme yontemleri gosterilmistir.

Izumiya ve Takeuchi, 3 boyutlu bir Oklid uzayinda diizlemsel bir egriden bir sarmal
egri elde etmek icin bir ydntem vermislerdir (Izumiya, Takeuchi, 2002). Camci ve Ilarslan
3-boyutlu Oklid uzayinda diizlemsel polinom egrilerinden PH-Helis egrileri olusturmak i¢in

yeni bir yontem vermislerdir (Camci, ilarslan, 2019). Bu yontem Mollaogullar1 vd.
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tarafindan n-boyutlu Oklid Uzayinda Pisagor-Hodograf egrilerine genellestirilmistir
(Mollaogullar1 A. vd., 2021).

Bu ¢alismada 3 boyutlu Minkowski uzayinda Pisagor-Hodograf egrileri elde etmek
icin genel bir karakterizasyon verilmis olup, 6rnek ve sekil ile ifade edilerek gosterilmistir.
3 boyutlu Minkowski uzayinda PH-Egri elde etmek igin ligiincli bolimde elde edilen
karakterizasyondan faydalanarak, egrinin bulundugu diizlemin ve bu diizlemin normalinin
casual karakteri olan spacelike, timelike ve null (lightlike) diizlem olma durumlarina gore

PH-Helis egrileri elde etme yontemleri incelendi, 6rnek ve sekil ile ifade edilerek gosterildi.



IKiNCi BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

2.1. Oklid 3-Uzayinda Temel Kavramlar ve Teoremler

Tamm 2.1.1. A bostan farkli bir kiime, K bir cisim ve V, K {izerinde bir vektor uzay1
olsun. f:A x A — V fonksiyonu;

i) VP,Q,RE€EAiin f(P,Q)+ f(Q,R) = f(P,R)
i) VP eEAveV a € Aigin f(P,Q) = a olacak bicimde bir tek Q € A noktasi
vardir

Ozelliklerini sagliyorsa A kiimesine V ile birlestirilmis bir afin uzay denir (Hacisalihoglu,
1998).
Tamm 2.1.2. A bir afin uzay olsun. V vektor uzayi olmak iizere i¢ ¢arpim islemi

(,):VXV->R

(x, y) = (X, 3’) = ((xll ---:xn); (yp ryn)>

n

= Z XiYi

i=1

seklinde OKlid i¢ carpimi tanlandiginda A afin uzayina Oklid Uzay1 denir ve E™ ile gosterilir
(Hacisalihoglu, 1998).

Tanmm 2.1.3. n boyutlu Oklid uzay1 E™ de

(,y) = d(xy) = IIxyll

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna E™ uzaklik fonksiyonu ve d(X,y) reel sayisina da x,y €

E™ noktalar1 arasindaki uzakhk denir (Hacisalihoglu, 1998).



Tamim 2.1.4. a, E™ uzayinda biregrivet € I < R olsun.

a:l - E"

da(t)

a'(t) = dt

olacak sekilde tanimlanan vektor, egriye teget oldugu a(t) noktasinda iz vektorii olarak

adlandirilir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.5. E3 reel vektdr uzay1 ve y egri olmak iizere, Vs € R i¢in [[y(s)]| = 1
sart1 saglaniyorsa y egrisine birim hizh e@ri denir ve s parametresi de yay parametresi
olarak adlandirilir (Struik, 1988).

Tamm 2.1.6. V vektor uzayi ile birlesen bir A afin uzay1 olmak lizere; p € Ave v €
V i¢in (p, V) siral ikilisine tanjant vektorii denir. A afin uzayinin p noktasindaki tanjant

vektorlerin ciimlesi T4 (P) ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1998).
Tamim 2.1.7. E" uzayinda a egrisi birim hizli bir egri olsun. a: I — E™ olmak iizere
T(s) = a'(s)

ile T(s) vektoriine a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektorii denir (Sabuncuoglu,

2004).

Tamm 2.1.8. y(£) = (y1(£),72(£),v3(t)), E® reel vektdr uzaymda bir egri olsun.

Bu durumda,

YO _ = (% drz %)
dt dt ' dt ’ dt
seklinde tanimli ifadeye y egrisinin teget tanjant vektorii denir. T ile gosterilir (Struik,

1988).



Tamm 2.1.9. a:1 - E3 birim hizli olmak kosuluyla asagidaki bicimde tarif edilen
fonksiyona egrilik fonksiyonu denir:
k:I > R
s = k(s) =T
= lla” ()l
k(s) ye a(s) noktasindaki egriligi denir (Sabuncuoglu, 2004).

Tamm 2.1.10. a:I — E3 birim hizl1 bir egri olmak iizere;

1
K(s)
_a'(s)
")l

N(s) = T'(s)

seklinde tanimlanan N (s) vektoriine a egrisinin a(s) noktasindaki birinci dik vektorii veya

aslinormali olarak adlandirilir (Sabuncuoglu, 2004).

Tamm 2.1.11. a:I —» E3 birim hizli bir egri olsun. B(s) = T(s) X N(s) ile
tanimlanan B(s) vektoriine a egrisinin a(s) noktasindaki ikinci dik vektorii denir

(Sabuncuoglu, 2004).

Tamm 2.1.12. a:1 - E3 egrisinin a(s) noktasinda olacak sekilde Tanim 2.1.5.,
Tanim 2.1.7. ve Tanim 2.1.8 de belirtilen T, N ve B vektorleri Frenet vektorleri veya
Frenet 3-ayaklsi olarak adlandirilir. & egrisinin a(s) noktasindaki T, N ve B vektorlerinden
olusturulan {T, N, B} kiimesi ise Frenet ¢atis1 olarak isimlendirilir. a egrisinin iistiinde yer
alan T,N ve B olarak adlandirilan vektor alanlarina da Frenet vektor alanlari denir

(Sabuncuoglu, 2004).

Tamm 2.1.13. a:1 - E3 birim hizli bir egri ve T, N ve B Frenet vektdr alanlari

olsun.

T:I-R
s> 17=(B',N)



ile tanimlanan 7 fonksiyonuna a egrisinin burulma fonksiyonu denir. (Sabuncuoglu, 2004).

Tamim 2.1.14. V bir reel vektor uzayi ve lizerinde g: V X V — R ile taniml1 doniisiim,
a,b e RveVuv,w eV igin,
i. (au+ bv, W)= a(i,w) + b(v,w)
(U, av + bw) = a(u, v) + b(u,w) (bilineer),
i.  (U,7)=(v,u) (simetrik),

iii. (u,7) = 0kosulu V¥ € V i¢in u = 0 olmak zorunda (nondejenere),

ozelliklerini sagladigi takdirde, g ye V iizerinde skalar ¢arpim denir. Ayrica V vektor uzayi

ise skalar ¢arpim uzay olarak adlandirilir (O’Neill, 1983).

Tanmm 2.1.15. V bir skalar carpim uzay1, W da tizerinde skalar ¢arpim negatif tanimli
olacak sekilde V nin en biiyiik boyutlu alt uzay1 olsun. Bu durumda W nin boyutuna g skalar
carpiminin indeksi denir. g skalar carpiminin indeksi Kk ise 0 < k < boyV dir. Ayrica skalar

carpiminin indeksi, lizerinde tanimli g skalar ¢arpiminin indeksi olarak tanimlidir (O’Neill,

1983).

Tanim 2.1.16. E", n — boyutlu standart vektor uzay: lizerinde bulunan vp € E™ ve

Vu,, v, €T, E™ i¢in

n

n-m
(up, vp) = Z u;v; — Z u;v;
i=1 j

iI=n—-m+1

esitligiyle verilen m indeksli metrik tensérle birlikte elde edilen uzaya yar1 Oklidiyen uzay
denir ve Ej ile gosterilir. Burada 1 < i < n olmak iizere, u; Ve v;, sirastyla u,, Ve v, tanjant

vektorlerin bilesenleridir (O’Neill, 1983).

Tanmm 2.1.17.n € NU {0} ve 0 < i < n, q; € Rolacak bigimde
fx)=ag+aix +ax* + -+ a,_1x" 1 +a,x", a,#0

tanimlanan f(x) fonksiyonu, k. dereceden bir polinom olarak adlandirilir (Larson 2012).



Tamm 2.1.18. a: [a,b] » R, y(t) = (yl(t),yz(t), ...,yn(t)) egrisinin 1 <i<n
icin y;(t) ifadeleri birer polinom olma sartin1 sagliyorsa y (t) egrsine n — boyutlu polinom

egrisi denir (Larson 2012).

Tamm 2.1.19. y(t) = (y1(),¥2(6), ..., ¥a(£)) , n — boyutlu polinom egrisi olmak
lizere tiirevi olan y'(t) = (y{ ®),y2(t), ., vn (t)) vektor alanina hodografi denir (Farouki
ve Sakkalis 1990).

Tanmim 2.1.20. E™ te bir polinom egrisi y(t) = (yl(t),yz(t), ...,yn(t)) olsun.
Hodografi olan y'(t) eger asagidaki esitligi saglayacak sekilde a(t) polinomu bulunuyorsa,

bu egri Pisagor-Hodograf Egri olarak adlandirilir;

Y12 +y5()* + -+ yp(t)? = 0

ve PH-Egri olarak gosterilir (Farouki, Sakkalis, 1994).

Tammm 2.1.21. E3 te y egrisinin teget vektorii, eger 1 # (0,0,0) bicimindeki bir sabit
vektor ile her noktasinda sabit ag1 yapiyorsa, y egrisi helistir (Struik 1988).

T
Teorem 2.1.1 E3 te y(¢t) egrisinin helis olmas1 icin gerek ve yeter sart - oraninin

sabit olmasidir (Lancret 1806).

Tamim 2.1.22. Oklid uzayinda bir uzay egrisinin torsiyonu daima sifir oluyorsa, egri
diizlemseldir. Bir y(t) egrisi igin

t

FO =y(@®) + <Cot9 IIV'(U)IIdu> a+tc

to

seklinde tanimlanan 7(t) bir uzay egrisi olur. 8 sabit bir say1 ve a, ¢ sabit vektorlerdir

oyle ki; (y',a) = 0wve ||a|l = 1 dir (Izumiya, Takeuchi, 2002).



Teorem 2.1.2. E3 de diizlemsel bir egri y(t) olsun. Bu takdirde

t

7O =y + (cotH II)/’(u)IIdu> a+c

to

seklinde taniml1 7(t) egrisi bir silindirik helistir. Ustelik tiim helisler bu metodla elde edebilir
(Izumiya, Takeuchi, 2002).

2.2. Minkowski 3-Uzayinda Temel Kavramlar ve Teoremler

Tanim 2.2.1. E} yar1 Oklidiyen uzayinda k = 1 ve n > 2 olacak bigimde elde edilen
yar1 Oklidiyen uzaya n —boyutlu Minkowski uzay (E7) denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.2.2.V %, ¥ € E3 i¢in Lorentz i¢c carpim asagidaki sekilde tanimlanir.

<l

= (uy, up,u3)
= (v

5
v 1, V2, V3)

olmak iizere;

g1:E3 X E3 - Rigin,

91 (l_'i) 1_7)) = (al ﬁ)L

= U + U Uy — U3v3
biciminde ya da g,: E3 x E3 - R icin,

') (17'1 1_5) = (ﬁi §>L

= —-uv; + UV, + U3zV3



seklinde tanmimlanan g, ve g, fonksiyonlar ile birlikte E3 uzayma Minkowski uzayi denir

ve E3 ile gosterilir (O’Neill, 1983). Bu ¢alismamizda g, Lorentz i¢ ¢carpimimi kullanilacak
olup g ile gosterilecektir.

Tamm 2.2.3. U,V € E3 vektorleri icin,

ile tanimlanan vektorel carpima Lorentz anlaminda vektorel ¢carpim denir (O’ Neill, 1983).

Tanim 2.2.4. Vv € ET i¢in eger,
i) (v,v) > 0 veyav = 0 ise v ye spacelike vektor,
i) (v,v) < 0 ise v ye timelike vektor,

i)  (v,v) =0vewv # 0ise v ye lightlike (null) vektor

denir (Lopez, 2014).

Tanm 2.2.5. a: I — E3 uzayinda bir egri ve T(s) de hiz vektorii olmak iizere,
i) g(T(s),T(s)) < 0ise a(s) egrisine timelike egri,

i) g(T(s),T(s)) > 0ise a(s) egrisine spacelike egri,

i)  g(T(s),T(s)) =0,T(s) # 0 ise a(s) egrisine lightlike (null) egri

seklinde adlandirilir (Lopez, 2014).

Teorem 2.2.1. a: I — E3 egrisinin timelike bir egri ise

T' = kN
N' = kT + 1B
B' = —1N

10



seklinde Frenet formiilleri ile verilir. x, a egrisinin egriligi ve T, a egrisinin burulmasini
ifade eder. Ayrica

k=TIl
ve

T= (NII B)L
olarak tanimlanir (Lopez, 2014).

Teorem 2.2.2. a:1 - E3 egrisinin spacelike bir egri olsun. Bu durumda Frenet
formiilleri icin ti¢ farkli segenek olusur.

i) T’ vektorii spacelike vektor olursa
T' = kN
N' = —«T + 1B

B' =N

Frenet formiilleri yukaridaki sekildedir. a egrisinin egriligi

k=T

ve burulmasi

T= _<N,F B)L
bi¢iminde tanimlanir.

i)

T' vektorii timelike vektor olursa

11



Frenet formiilleri yukaridaki sekildedir. a egrisinin egriligi

k=Tl
ve burulmasi
T=(N',B),
seklinde tanimlanir.
iii) T' vektorii null (lightlike) vektor olmasi durumunda, asli normal vektorii

T ile lineer bagimsizdir ve N = T' ile tamimlanir. B lightlike vektorii, (N, B) = 1 ve
T vektoriine dik olacak sekilde teklikle belirlenir. Bu vektore a egrisinin S

noktasindaki binormal vektori denir.

T'=N
N' =N
B'=-T —1B

Frenet formiilleri yukaridaki sekildedir. 7 ifadesi a egrisinin burulmasini

gostermektedir. @ egrisinin egriligi ise tanimsizdir (Lopez, 2014).

Teorem 2.2.3.: a: I - E3 egrisinin null (lightlike) bir egri olmas1 durumunda Frenet

formiilleri,
T"=N
N' =T —B
B' = —1N

bi¢imindedir. k Ve 7 sirasiyla, egriligi ve burulmay1 gostermektedir (Lopez, 2014).
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Tammm 2.2.6. E'de y(t) = (yl(t),yz(t), ...,yn(t)) egrisinin Hodografi olan
y'(t) = (yi(t),yé(t), ...,y,;(t)) eger asagidaki esitligi saglayacak bigimde o(t) polinomu

varsa bu egri Minkowski Pisagor-Hodograf Egri olarak adlandirilir.

)+ @2)? + -+ (rn1)? = (r)? = (1)

Kisaca MPH-Egri olarak gosterilir. (Moon, 1999).

Tamm 2.2.7. Minkowski uzayinda normal vektorii timelike olan diizleme spacelike

diizlem denir. Bir spacelike diizlemde sadece spacelike vektorler bulunur (Ratcliffe, 1994).

Tanmm 2.2.8. Minkowski uzayinda, en az bir timelike vektor bulunduran diizlemlere
timelike diizlem denir. Bir timelike diizlemin normal vektorii spacelike vektordiir ve

diizlemde spacelike, timelike ve null (lightlike) vektorler bulunur (Ratcliffe, 1994).

Tamm 2.2.9. Null diizlemler, Minkowski uzayinda spacelike ve timelike diizlemler
disinda kalan diizlemlerdir. Null diizlemlerde bir tane null vektér bulunup bu vektor
diizlemin normal vektoriidiir ve ayn1 zamanda diizlemde yatar. Null diizlemlerde spacelike

vektorler de bulunur (Ratcliffe, 1994).
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UCUNCU BOLUM
MINKOWSKI 3-UZAYINDA PH EGRILER

Bu boliimde Minkowski uzayinda PH-Egri elde etmek igin bir karakterizasyon

verilmig ve drneklendirilmistir.

Teorem 3.1. E3 de HZ2(ay ap —as) = {(p1, 02 p3)EES: a1py + azp, + azps +
a, = 0} diizlemi olsun. Bu diizlemde yatan y(t) = (y1(t),y2(t),y3(t)) egrisinin PH-Egri
olmasi i¢in asagidaki esitlikler a? — a? — aZ # 0 kosulunu saglayan a,, a,, azeR, u(t) ve

v(t) polinomlari i¢in saglanmalidir:

’ a% 2 2 4143
y () = (1 + ;) (2(0) = v2(0) = 232 Au(®)v(®) (1)
v, () = —%(1 + Z‘g) W?(t) — v2(t)) — Z—jm(t)v(o )
ai
v, (©) = (1 + ;) Au()v(t) 3)
a?\2
o(t) = (1 +a—§> p(u2(t) + v3(D) @
2

Burada A€eR olmak iizere
2 <1+(Z—;)2)

2 2
&)

1=

|

dir.

Ispat 3-boyutlu Minkowski uzaymda a,p; + a,p, + asps + a, = 0 diizlemi ve bu
diizlemde yatan y = (y1,y2,¥3) egrisi verilsin. E3 de metrigi (5) numarali esitlikteki gibi

alalim.
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ds? = dx,* + dx,” — dx3°
y egrisi verilen diizlemde yattigindan,
a vy, +azy, +tasgy; +a, =0
dir. (6) numarali denklemin tiirevi alinirsa,

a;y; +azy; +azyz; =0

esitligi elde edilir. y egrisinin uzaysal PH-Egri olmasi igin,

)+ () = () =02

kosulu saglanmalidir. (7) numaral esitlik y; ile boliiniirse,

! !

Y |4
a1_1+a2_2+a3=0

! !
3 3

olur ve (8) numarali esitlik (y’3)2 ile boliiniirse
y 2 y 2 o 2
3) +(2) -6
12 Y3 Y3

dir. (9) ve (10) numarali esitliklerde,

141
o
V3

!
1§
o X2
Y3
— =W
V3

15
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degisken degistirmeleri yapildiginda,

aixq + arXx, + as = 0

ve

(x1)* + (x)* =1 = w?

esitlikleri elde edilir. Ayrica (11) nolu esitlikten

yazilir. (13) numarali esitlikte

a,
b =——
a,
ve
as
b, = ——
a,

yazilirak, esitlik diizenlendiginde,

xz = b1x1 + bz

(11)

(12)

(13)

(14)

esitligi elde edilir. (14) numarali esitlikte elde ettigimizi (12) numarali esitlikte yerine

yazdigimizda,

(1+ bH)x? + 2bybyxy + b3 — 1 = w?

olur. Gerekli islemler yapildiginda,
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2b1b2X1 b% - 1 W2

2

ler1+b12 1+b? 1+b2 (15)
elde edilir. (15) numarali esitligin Pisagor denklemine doniistiiriilmesi i¢in agsagidaki
islemler gerceklestirilir.

2 2 2 2
, . 2bibyxy bib, b, b, b; -1 w
TR T\ 112 1+ b2 1+b2 1+b?
| baba * (—bPb3+b7b3 —bP + b3 —1)  w?
Y, 1+ b? T 1+ b2
bb, \° (b2—b2—-1) w2
x1 + 2 22 - 2 (16)
1+ b; (1+b5) 1+ b;
(16) numaral esitlikte u, v, p, q aralarinda asal ve 1 € R olmak iizere,
bib, p
n =Bz —p?), 17
Nt = W) (17)
b7 —bi—1] _2p
= —_ v), 18
CET R 4o
w
= B(u2 + v?), (19)
1+bf 4
2(1+ b2
1= (1+b5) ’ (20)
VIb3 = bi —1]
q = Auvp, (21)

ifadeleri elde edilir. (17) numarali esitlikte (21) numarali esitlik yerine yazildiginda
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X = p(u? —v?) _ b, b,
! Auvp 1+ b?

/

elde edilir. x; = % yerine yazildiginda ve gerekli islemler yapildiginda
3

ﬁ _ p(u? —v?) _ b, b,
A Auvp 1+ b}

u?—v?  bb,

T duv 1+ b2

_ (@ + bYW —v?) — bibyAuv 22)
B (1 + b2 Auv

!
esitligi bulunur. (14) numaral esitlikte X, = y—f ifadesi yerine yazildiginda,
Y3

! 2 _p? b.b
V_,2=b1<P(u )_ 1 22>+b2
A Auvp 1+ b7

b, (u? — v? b?b
_ 1( )_ 1 22+b2
Auv 1+ b7

by (w? —v?)(1 4 by*) — bEbyAuv + by (1 + b Auv
B Auv(1 + b?)

_ by? = v*) (1 +b7) + byAuv (23)
B Auv(1 + b?)

bulunur. Benzer sekilde w = z, ifadesi (19) numarali esitlikte yerine yazildiginda,
Y3

18



J1+b2p(u? + v?)
w= .

o J1+bipu®+v?)

!

Y3 Auvp

3
(@ +bP2W? +v?)

24
(1+ b)) Auv (24)
elde edilir. (22), (23) ve (24) numarali esitliklerde gerekli islemler yapildiginda,
vy = (1 + b)(W? — v?) — bybAuv
af a,as
=1+ |@W*—v*) ——— 2w (25)
a; a;
v, = by (1 + b)) (u* — v*) + byAuv
S 1+a_% (uz—vz)—%/luv (26)
a, a% a,
vs = (1 + bH)Auv
a
=\{1+—=]Aw (27)
a;
3
o= (1+b3»2(u? +v?)
3
a?\?
=1+ @W*+v? (28)
a;

esitlikleri elde edilir.
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Ayrica (y1)* + (¥2)? — (y3)* = o2 esitligi icin,
2
D)2 + )% = ¢3)? = [(1 4 bT) (u? = v2) — bybyAuv)|

+[b (1 + b2)(u? — v2) + byAuv]? — [(1 + b?) Auv]?

=1+ b3)2W? —v?)? - 2(1 + b?)b;byAuv(u? — v?)
+b2b22%u?v? + (1 + b2)2b2(u? — v?)?
+2(1 + b?)b,byAuv(u? — v?) + +b51%u?v? + b2b31%uv?

—(1 4 b?)22%u?v?

= (14 bH)2W? —v?)2(1 + b2) + 22u?v?[b?b? + b7 — (1 + b?)?]
= (1+ b3)3W? — v¥)? + 22u?v?(1 + bH)[b2 — (1 + b,°)]

4(1 + b2)%u?v%(1 + b?)(b? — 1 — b?
i (1+bf)3(u2—v2)2+ ( 1) u vz( 1)2( 2 1)
(b5 —1—b3)

= (14 b3 (u? — v2)? + 4(1 + b2)*ulp?
= (1+ b3)3w* — 2u?v? + v* + 4u?v?)
= (1+ b?)3* + 2u?v? + v%)

= (1+ b3)3(u? + v?)?

elde edilir. Diger yandan,

3 2

(1 + b%)7 (u? +1v?)

g% =

= (1 + b?)3(u? +v?)?

olur. Boylece ispat tamamlanir.
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Ornek3.1:a,=2,a,=1, a3=3, u =1+t’vev=1—t

keyfi degerlerini alalim. Bu durumda

elde edilir. (25) numarali esitlikten,

a? a,as
V= <1 +a—;> (u? —v?) — 2 Auv

2 2

= 5t* + 30t3 — 25t% + 40t — 30
(26) numarali esitlikten,

= —10t* + 15¢3 — 25t — 5t — 15

2
/ aj
a;

= —25t3 + 25t% — 25t + 25

(27) numaral esitlikten,

elde edilir. y(t) egrisinin PH olmasi igin gerekli olan,

(r1)? + (r)? — (y3)* = o?

(29) numarali esitligi diizenlersek,

21
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(5t* + 30t3 — 25t2 + 40t — 30)% + (—10t* + 15¢t3 — 25t% — 5¢t — 15)?
—(25t3 + 25t% — 25t + 25)? = 02(t) (30)

elde edilir. Buradan gerekli islemler yapildiginda

o2(t) = (5\/§(t4 +3t2 -2t + 2))2 (31)

bulunur. Diger yandan (28) numarali esitlikte verilen degerleri yerlerine yazdigimizda

a?\2
o= <1+—2> (u? + v?)
a;

o(t) = 5V5(t* 4+ 3t2 — 2t + 2)

o2(t) = (5\/§(t4 +3t2 -2t + 2))2 (32)

elde edilir. (31) ve (32) numarali esitliklerden de goriilecegi tizere

15 25 15 25 5 25
— 5 Y N 5 | 2 _ __ 945 44 T 43 42 _ 44
y(®) <t ottt +20t? — 30t,—2t> + gt gt 15t, 7t
25 25
+?t3—7t2+25t) (33)

egrist MPH-Egri olur.
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DORDUNCU BOLUM
MINKOWSKI 3-UZAYINDA PH-HELIS EGRi

Bu béliimde 2021 yilinda Mollaogullari vd. tarafindan yapilan E™*1 Oklid uzayinda
PH-Helis egrileri elde etmek igin verilen yontemden yola ¢ikarak, E Minkowski uzayinda
PH-Helis egrileri ile Minkowski Uzayinda ele alinan egriler; spacelike, timelike ve null
(lightlike) diizlemde yatabileceginden ii¢ boliimde ayri ayri1 casual karakterine gore

incelenmistir.

4.1. Normal Vektorii Timelike Olan Spacelike Diizlem

Normali timelike d vektorii olan d spacelike diizleminde yatan y spacelike egri olsun.

™\

Sekil.2 Normal Vektorii Timelike Olan Spacelike Diizlemde Bulunan Egri

Teorem 4.1.1. E3 Minkowski uzayindaki y spacelike egrisi MPH olsun. 6 sabit bir
say1 d, C sabit vektorler dyle ki; (y',d) = 0 ve (d, d), = —1 olmak iizere,

t

7)) =y(t) + <tanh9 ||y’(u)||du> a+c (34)

to
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(34) numarali esitlik ile ifade edilen ¥ egrisi helis olur. Ustelik ¥ egrisi, MPH-Helis egrisidir.

Ispat ilk iddianin ispat1 igin y(t) egrisini birim hizli bir egri olarak alabiliriz. 7

egrisinin birinci, ikinci ve iiglincli mertebeden tiirevleri,

7'() = ¥'(6) + tanhd Iy’ (©)| (35)

7"(6) = 15, (N (2) (36)
2

7O = 15, (ON(®) + (16,(0) T(©) (37)

olur. x(t) yi bulmak i¢in (35) ve (36) numarali esitlikleri kullanarak

7'(6) X 7" (£) = (T(t) + tanh8d) x (Kp(t)N(t))
=1, () (T (®) X N(t)) + , (t) (tanh8 (@ x N(t))

=k, () (—B(t) + tanhoT(¢)) (38)

ve

17 () x 7" (01l = J |9 (1 () (—B(2) + tanhdT (1)), 1, () (=B (t) + tanh6T (1))

g

= |K3p(t)|\/|(1 + tanh?6)| (39)

(k) @ + tanize)|

elde edilir. Ayrica (35) numarali esitlik kullanilarak

17" ONl = VIg(T(t) + tanhd, T(t) + tanhdd)|
= /|1 — tanh?0|

= sechf (40)
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bulunur. (39) ve (40) numarali esitliklerden

7@ <7l
O =T

B |1, (O |V1(1 + tanh20)|
B (secho)3

k(t) (41)

elde edilir. Torsiyonu hesaplamak icin (37) ve (38) numarali esitliklerden faydalanarak,

9 (7@ x7"®,79®) = g (Kp<t)(—3(t> + tanh8T(6)), kp(ON() + (1ep () T(t>)

3
= (Kp(t)) tanho (42)
esitligi bulunur. (39) ve (42) numaral esitliklerden

g(7®Ox7" 0. 790)
7' x 7 (DI

(t) =

(Kp (t))3 tanho
(Jep O VT + EanhZ0)])

(Kp (t)) tanh6
- (1 + tanh?6) (43)

elde edilir. (41) ve (43) numaral1 esitliklerden
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(Kp (t)) tanh@

t®) _ (1 + tanh?0)
k(@) |1, (®O|I(1 + tanh?6)]
(secho)?
_ (secho)’tanh

"~ (1 + tanh26)3/2 (44)

{0}

Kk(t)

esitlik elde edilir. Dolayisiyla @ sabit oldugundan esitligi de sabit olur. Bu ise ¥ egrisinin

helis oldugunu gosterir.

Simdi ispatin ikinci kisminda 7(t) helis egrisinin MPH oldugunu gésterelim. Keyfi

hizl1 bir y(t) egrisi igin, ¥(t) egrsinin birinci mertebeden tiirevi

7' (@®) =y'(©) + tanhd|ly’ (®lla (45)

oldugundan, (45) numarali esitligi kullanarak

g(7'®,7'(®) = F'®),7'®)

= (y'(t) + tanhB|ly'®)lld@,y'(t) + tanhb|ly’'()||d)
= (' (D), 7' (©)) + 2tanhd{y’ (), @) + (tanhe)? ||y ®||)*(@, &)

= (y'(0),y'(0)) + 2tanh6(y’(¢), @) — (canne)([[y (O]])° (46)

esitlik elde edilir. Teorem 3.1 de yer alan (8) numarali esitilikten faydalanarak gerekli

islemler yapildiginda

27



g(yl(t)'fl(t)) = 0% — 02 (tanhp)?
= 0'2(1 — tanhze)

= o%sech?6 (47)

bulunur. (47) numarali esitlikte o bir polinom ve 6 sabit oldugundan ¥ (t) helis egrisi MPH-
Egri olma sartin1 saglar. Dolayisiyla Minkowski uzayinda tanimladigimiz #(t) egrisi PH-
Helis egridir.

Ornek 4.1.1. E3 de spacelike diizlemin normali @ = (a;, a,, —a3) timelike vektor olsun. Ayrica
E3? uzayinda a;p, + a,p, + azp; + a, = 0 diizlemi ve bu diizlemde yatan y = (y1,¥2,¥3)

egrisi, d = (2,2,3) vektorii verilsin.
E3? de metrigi,
ds? = dx;* 4 dx,’ — dxs”

seklinde alinsin. A sabiti,

olarak bulunur. Ayrica

2
a
y, = <1 + a_§> (u? —v?) — = Auv

= 2u? — 2v? — 12w (48)
a, (. ai as
v, =——|1+=|@W?—v*) ——Auw
a, a; a,
= —2u® + 2v%* — 12uw (49)
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2
’ aj
Y3 = (1 + a—%> Auv

= 16uv (50)
ve
) 3
2
o= <1+a_;> w? +v?)
a;
= 2V2(u? 4 v?) (51)

g% =8(u?+ v?)?
= 8(u* + v* + 2u?v?) (52)

olur. Diger yandan verilen y egrisinin MPH olmasi igin

W)+ () - ()" =02 (53)

esitligi saglanmalidir. (48), (49), (50) numarali esitliklerinden

(2u? — 2v% — 12uv)? + (—2u? + 2v% — 12uv )? — (16uv)? = o

4u* + 4v* + 144u%v? — 8u?v? — 48udv! + 48ulv3 + 4u* + 40t
+144uv? — 8u?v? + 48udv! — 48ulv3 — 256u’v? = ¢?
8u* + 8v* + 16u?v? = g2
8(u* + v* + 2u?v?) = ¢?

8(u? + v?)?% = g2 (54)

(54) numaral esitlik elde edilir. (52) ve (54) numarali esitliklerinden goriilecegi iizere y

egrisinin MPH olmasi i¢in gerekli olan (53) numaral esitlik saglanir.
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a = (2,2,3) vektorii igin 2p; + 2p, — 3p3 + a4 = 0 diizlem denkleminiveu =1—t, v =

t alalim. (48) numaral: esitlikten;
v, (©) = 2u(t) — 2v2(t) + 12u()v(t)

= —12t%> + 8t + 2 (55)

(55) numaral esitlik elde edilir. (55) numaral: esitlikten y, (t) yi hesaplamak igin gerekli

islemler yapildiginda,
jyl’(t) = f(—thZ + 8t + 2) dt

Y, () = —4t3 +4t% + 2t + ¢ (56)

(56) numarali esitlik elde edilir. Ayni sekilde (49) numarali esitlikten;
v, (©) = =2u?(t) + 2v2(t) + 12u()v(t)

= —12t* + 16t — 2 (57)

(57) numarali esitlik elde edilir ve buradan y,(t) yi hesaplamak icin gerekli islemler

yapildiginda,
fyz'(t) = f(—121:2 + 16t — 2)dt

y,(t) = —4t3 4+ 8t* — 2t + ¢, (58)

(58) numaral esitlik elde edilir. Ayin1 islemi (50) numaral esitlik i¢in de yaptigimizda,
v5 () = 16u(t)v(t)

= —16t% + 16t (59)

(59) numaral esitlik elde edilir ve buradan da y,(t) yi hesaplamak i¢in gerekli islemler

yapildiginda,
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fy3’(t) = f(—16t2 + 16t)dt

16
y,() = —?t3 + 8t% + 3 (60)

(60) numaral1 esitlik elde edilir. (56) ,(58) ,(60) numarali esitliklerden

16
y = <—4t3 + 4t% + 2t + ¢y, —4t3 + 8t? —2t+c2,—?t3 + 8t? +c3)

seklinde y egrisi elde edilmis olur.
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y egrisi aldigimiz diizlem iizerinde yattigindan,

16
2(—4t3 +4t2 + 2t +¢y) + 2(—4t3+8t> -2t +c¢, ) —3 (——t3 + 8t + c3)

+a4:O

olmalidir. Buradan
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—8t3 +8t% + 4t + 2¢; — 8t3 + 16t? — 4t + 2¢c, + 16t3 — 24t?2 —3c3+a, =0

2C1+2C2_3C3+a4=0

elde edilir. y egirisi i¢in sirasiyla 7; ,¥, ,¥3 U hesaplayalim.

a? a;a
]71:.[ <1+—;>(u2—v2)— 2 Juw
a; a;

a;

+ dt
J0a? + a2 — a2

a2\’
| <1 + —;) tanhf (u? + v?)
a;z

= f[—thZ + 8t + 2 + 2.8.tanh8(2t? — 2t + 1)] dt

3 2

t t
= (32tanh6 — 12) 3 + (8 — 32tanhf) 0 + (2 + 16tanhf)t + ¢

1
olur ve tanh@ = > alinirsa,

4
#1 =§t3 —4t% + 10t

(61) numarali esitlik elde edilir.

2
a a a
72 =f[——1<1+—;> u? —v?) — = duw
a, a; a,
+ 2
Vlat + a3 —ai]

dt

az\’
<1 + a—;) tanhf (u? + v?)
2

= j[—12t2 + 16t — 2 + 2.8.tanhf(2t? — 2t + 1)] dt

t3 t?
= (32tanh6 — 12) 3 + (16 — 32tanh0) ) + (16tanhf — 2)t + ¢

olur ve tanhf = %ahmrsa,
.4
72 =3t +6t

(62) numarali esitlik elde edilir.
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2 2\ 3
~ az as aj 2 2
V3 = 1+—=)Auv + 1+— | tanhf(u® + v*)|dt
az J0a? + a2 — a?| az
= f[—16t2 + 16t + 2.2v/2. tanh8 (2t% — 2t + 1)] dt
t3 t?
= (32tanhf — 16) 3 + (16 — 32tanhb) 0 + 16tanhft + ¢
olur ve tanh@ = %ahmrsa,
Y3 =8t (63)
elde edilir. (61), (62), (63) numaral esitliklerden
4 4
7(t) = (§ t3 —4t% + 10t,§t3 + 6t,8t)
- L W . .. 4 T V2 T
egrisi elde edilir. 7(t) egrisi i¢in gerekli islemler yapildiginda ~ g bulunur ve — orani

sabit olur. Bu ise ¥ egrisinin bir helis oldugunu gosterir.

1. x 10°
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-2000
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4.1.2. Null Diizlem

Normali null @ vektérii normali olan d null diizleminde yatan y egri olsun.

A\

Sekil.5 Normal Vektorii Null Olan Null Diizlemde Bulunan Egri

Teorem 4.1.2.1. E3 de normal vektdrii null olan null diizlemde yatan bir egriden

Teorem 3.1. de verilen karakterizasyon ile PH-Helis egrisi elde edilemez.

Ispat E3 de d null normal vektériine sahip d null diizlemini inceleyelim.

d normal vektorii null oldugu igin,

(@,dy=0
a?+ai—a3=0
a? + a3 = a3 (64)

(64) numarali esitlik elde edilir. Diger yandan PH-Egri karakterizasyonu i¢in (20) numarali

esitlikten,

2(a3 + a3)

lazl/la3 — af — a3

olur. Buradan a3 — a? — a3 # 0 olmalidir. Bu ise (64) numarali esitlikte elde edilen sonugla

celigir.
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4.1.3. Normal Vektorii Spacelike Olan Timelike Diizlemler

Normali spacelike a vektorii olan d spacelike diizleminde yatan y spacelike egri

olsun.

™

Sekil.6 Normal Vektorii Spacelike Olan Timelike Diizlemde Bulunan Egri

Timelike diizlemde Tanim 4.2.2. de belirtildigi gibi spacelike, timelike ve null egriler

bulunabilecegi i¢in 3 farkli durum vardir.

1. Durum: Timelike diizlemde yatan timelike egri

Teorem 4.1.3.1. : ET de timelike MPH egrisi yoktur (Moon 1999).

Ispat E3 de MPH y(t) = (y1(t),v2(t),y3(t)) timelike egrisini ele alalim. Eger
timelike y(t) egrisi MPH ise

D*@® + r2)*(®) — (r)*(1) = 0*(0)
esitligi saglanacak seklide o (t) polinomu vardir ve diger yandan

gy’ @®,y®) =¢'®,y'©®)
= (yD*(@®) + (r2)2(®) — (r2)2(®)
= o?(t)

olur. Bu ise timelike olmasi ile ¢elisir.
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Sonu¢ 4.1.3.1. E} de timelike MPH-Egri olmadig1 icin E3 uzayinda da timelike
MPH-Egri yoktur. E3 uzayinda timelike MPH-Egriden MPH-helis egrisi iiretilemez.

2. Durum: Timelike diizlemde yatan null egri

Null egriler Tanim 2.2.5. te belirtildigi tizere T'(s) # 0 iken g(T(s),T(s)) =0
kosulunu saglamasi gerektiginden teget vektoriiniin normu sifir olur. Buradan da birinci
egriligi yani,

'@ x 7" @l
7' I

hesaplanamaz. Boylece Frenet Catisina gére Teorem 3.1. de verilen karakterizasyon ile elde

k(t)

edilen egri helis egrisi olamaz. Sonug olarak timelike diizlemde bulunan null egriden Teorem

3.1. de verilen karakterizasyon ile PH-Helis egri iiretilemez.

3. Durum: Timelike diizlemde yatan spacelike egri

Teorem 4.1.3.2. E3 Minkowski uzayindaki timelike diizlemde yatan y spacelike

egrisinden Teorem 3.1. de verilen karakterizasyon ile PH-Helis egri tiretilemez.

Ispat y(t) = (y1(t), v2(t), ¥3(t)) spacelike egrisi MPH-Egri oldugundan Teorem 3.1
den (1), (2), (3) ve (4) numarali esitliklerini kullanilirsa;

v, (O =~0+ b2)(u? — v%) — byb,Auv
¥, (6) = —=by (1 + bf) (u? — v?) — byAuv
v, (8) = (1 + b)) Auv
o(t) = (1 + b)2(u? + v?)
ve burada

2(1+ b?)
|b5 — b? — 1]

dir.
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(V'l)z = (bt + 2b? + D) (u* — 2u®v? + v*) + bfbF 1 uv?

= (bf + 2b% + Du* + (bf + 2b? + D)v* + (=2 — 4b? — 2b} + b?b2 A1) u?v?

(v,)" = b2(b# + 2b2 + 1) (u* — 2u?v? + v*) + b2A2u2v?

= (b% + 2b7 + bA)u* + (b® + 2bf + bH)v* + (—2b? — 4bF — 2b% + b2A*)u?v?

(v,)" = (b% + 2b2 + 1)A2u2v?
elde edilir. Buradan y egrisi MPH oldugundan
! 2 ! 2 ! 2
(7’1) + (Vz) - (V3) =0’
kosulu saglanmalidir.

)"+ ()" = (v,)” = (b8 + 3b% + 3b2 + Du* + (bS + 3b# + 3b2 + 1)v*

+[—2 — 6b% — 6b7 — 2b% + (1 + b3)b2A% — (1 + b?)2 A% |u?v?

= (b% + 3b7 + 3b7 + Du* + (b® + 3b7 + 3b7 + Dv*
[—2(1 + b?)3 + (1 + b2)b22% — (1 + b})2A%|u?v?
= (1+b)*u* + (1 + b7)*v*
+(1+ bA)[-2(1 + b?)? + b32% — (1 + bH) A% ]u?v?
= (1+b2)3u*+ (1 + b2)3v*
+(1 + bA)[-2 — 4b% — 4b} + b2 — A2 — b2)%] u2v?

(65) esitligi elde edilir. Teorem 3.1. de yer alan (28) numarali esitlikten,
3
o= (1 + b%)2 (u? +1v?)

3
02 = (1 + bf) (ut + 2u?v? + v*)

(66) esitligi elde edilir. (65) ve (66) esitliklerinden
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(14 bH)3(u* + 2uv? + v*) = (1 + b2)3u* + (1 + b2)3v*
+(1 + b2)[—2 — 4b? — 4b* + b2A% — 2% — b2 A2 uv?
(1+ b2)3(2u?v?) = (1 + b?)[—2 — 4b? — 4b% + b2A? — A2 — b2)?]
(1 + bH)?2(2u%v?) = [-2 — 4b? — 4b} + b32% — A% — b2 A?|u2v?
(2 + 4b% + 2b7) = [-2 — 4b? — 4b} + 22(b5 — 1 — b)]
4 + 8b% + 4bf = 22(b3 — 1 — b?)
4(1+ b3)? = 22(bZ — (1 + b?))

olur. Buradan
|bZ — (1+b3)| = b3 =b?+1 veya b2 —1-b?>0

a3 = a? + a3 a3 > a? + a3

sonuclar1 elde edilir. Bu ise y egrisinin spacelike olmasi ile ¢elisir. Dolayisiyla normal
vektorii spacelike olan timelike diizlemde yatan spacelike egriden Teorem 3.1. de verilen

karakterizasyon ile PH-Helis egrisi iiretilemez.
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BESINCi BOLUM BOLUM
SONUC VE ONERILER

Bu caligmanin birinci boliimiinde helis egrisi, PH-Egri ve PH-Helis egrisi ile ilgili
yapilmis olan ¢alismalar incelenmis ve hakkinda gerekli agiklamalar yapilmustir. Ikinci
béliimiinde Oklid ve Minkowski uzayinda yararlanilan temel olan kavramlar agiklanmis
olup, bu calismaya yardime1 olabilecek teoremler ispatlariyla birlikte agiklanmustir. Ikinci
boliimde yer alan bu kavramlar ve teoremlerden faydalanarak ti¢lincii bolimde Minkowski
3-uzayinda PH-Egriler agiklanmis ve keyfi parametreli bir egriden MPH-Egri elde etmek
icin gerekli olan karakterizasyon 6rnegiyle birlikte verilmistir. Dordiincii boliimde, helis ve
Oklid uzayinda helis elde etmek igin temel tanim ve teoremler ifade edilerek Minkowski
uzayinda diizlemlerin casual karakterleri agiklanmistir. Diizlemin spacelike, timelike ve null
(lightlike) olma durumlarina gore Minkowski Uzayinda PH-Helis elde etme

karakterizasyonu verilmistir.
Bu bilgiler dogrultusunda elde ettimiz sonuglar su sekilde siralanabilir;

1- Minkowski uzayinda keyfi parametreli bir egriden Teorem 3.1. de verilen

karakterizasyon ile PH-Egri elde edilebilir.

2- Minkowski uzayinda normal vektorii timelike olan spacelike diizlemde MPH-

Helis egri vardir ve Teorem 3.1. de verilen karakterizasyon ile tiretilebilir.

3- Minkowski uzaymda normal vektorii null olan null diizlem itizerinde bulunan
herhangi bir egriden Teorem 3.1. de verilen karakterizasyon ile MPH-Helis egri

uretilemez.

4- Minkowski uzayinda normal vektorii spacelike olan timelike diizlemde yatan
timelike egriden Teorem 3.1. de verilen karakterizasyon ile MPH-Helis egri

uretilemez.

5- Minkowski uzayinda normal vektorii spacelike olan timelike diizlemde yatan null

egriden Teorem 3.1. de verilen karakterizasyon ile MPH-Helis egri iiretilemez.

6- Minkowski uzaymnda normal vektorii spacelike olan timelike diizlemde yatan
spacelike egriden Teorem 3.1. de verilen karakterizasyon ile MPH-Helis egri

uretilemez.
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