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OZET

MINKOWSKI 3 —UZAYINDA BERTRAND VE KURESEL
PH-EGRILER UZERINE

Burcu GUR SOGAT
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Mehmet GUMUS
24/08/2023, 88

Bu tez 5 boliimden olusmaktadir. Tlk bdliim giris kismina ayrilmustir. Ikinci boliimde,
Oklid 3 —uzay1 ve Minkowski 3 —uzayindaki temel kavramlar ve teoremler verilmistir.
Ugiincii boliimde, Oklid 3 —uzayinda Kiiresel egriler, Kiiresel PH-egriler ve Bertrand PH-
egriler incelenmis ve ilgili teoremler verilmistir. Dordiincii bolimde, Minkowski
3 —uzayinda Kiiresel PH-egriler, Bertrand PH-egriler tanimlanmig, karakterize edilerek

orneklendirilmistir. Son olarak besinci boliimde ise sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kiiresel Egriler, Bertrand Egriler, PH-egriler, Oklid Uzay1,
Minkowski Uzay1, Bertrand PH-Egriler



ABSTRACT

ON BERTRAND AND SPHERICAL PH-CURVES
IN MINKOWSKI 3 —SPACE

Burcu GUR SOGAT
Canakkale Onsekiz Mart University
School of Graduate Studies
Master of Science Thesis in Department of Mathematics
Advisor: Assist. Prof. Dr. Mehmet GUMUS
24/08/2023, 88

This thesis consists of five chapters. The first section is the introduction. In Section 2,
basic concepts in Euclidean 3 —space and Minkowski 3 —space have been given. In Section
3, the spherical curves, spherical PH-curves, Bertrand PH-curves in Minkowski 3 —space
are defined, characterized and their properties are examined. In Section 4, the spherical PH-
curves and Bertrand PH-curves are defined in Minkowski 3 —space and examples are given.

Finally in Section 5, the results and suggestions are mentioned.

Keywords: Spherical Curves, Bertrand Curves, PH-Curves, Euclidean Space,

Minkowski Space, Bertrand PH-Curves.
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BIRINCIi BOLUM
GIRIS

Egriler teorisi, diferansiyel geometrinin énemli bir alanidir ve Bertrand egrileri, bu
alandaki Onemli egrilerden biridir. Fransiz matematik¢i Saint-Venant, 1845 yilinda
3 —boyutlu Oklid uzayda bir egrinin asli normalleri tarafindan iiretilen regl yiizeyi iizerinde
bulunan iki egri ve bunlarin asli normal vektorlerinin lineer olup olmadigi sorusunu giindeme
getirmistir. Daha sonra, bu soru 1850 yilinda Joseph Bertrand tarafindan cevaplanmustir.
Bertrand'in ¢aligsmasiyla, belirli kosullar altinda a ve a* egrilerinin asli normal vektorlerinin
lineer oldugu gosterilmistir. Bertrand egrileri, 19. Yiizyilda Fransiz matematik¢i Joseph

Bertrand tarafindan tanimlanan ve galisilan egrilerdir (Bertrand, 1850).

Bertrand, regle ylizeyler iizerindeki egrileri simiflandirarak ¢esitli sonuglara
ulagmistir. Bertrand egrileri olarak adlandirilan 6zel egri sinifi tanimlamistir. Bertrand
egrileri, asli normal vektorlerinin lineer oldugu egrilerdir. Bu 6zellik, egrinin belirli bir
simetriye sahip oldugunu gosterir ve bu nedenle Bertrand egrileri, diferansiyel geometri ve

egriler teorisinde ilgi ¢ekici bir konudur.

Bertrand egrilerinin 6zellikleri ve Karakteri {izerine yapilan ¢aligmalar, diferansiyel
geometri, matematik, fizik ve mekanik gibi alanlarda gesitli uygulamalara sahiptir. Bu
egrilerin Ozellikleri ve matematiksel yapilari, genel olarak egriler teorisi ve diferansiyel
geometriyle ilgilenen matematikgilerin ilgisini ¢ekmektedir. Bertrand egrileri, diferansiyel
geometri ve egriler teorisi caligmalarinda 6nemli bir yere sahiptir. Bu egrilerin 6zellikleri ve
matematiksel analizi, egrilerin sekilleri ve davranislar1 hakkinda daha fazla bilgi saglar.
Ayrica, Bertrand egrileri, egrilerin teget cemberleri ve birbirleriyle olan iligkileri gibi

konularin incelenmesinde de kullanilir.

Bertrand egrilerinin en basit drnegi, bir daire veya bir diiz ¢izgidir. Ancak, daha
karmasik ve ¢esitli Bertrand egrileri de mevcuttur. Ornegin, elipsler, paraboller, hiperboller,

Bernoulli egrileri ve Cassini egrileri gibi egriler Bertrand egrilerine drnek olarak verilebilir.

Joseph Bertrand, ¢alismasinda Bertrand egrilerinin 6zelliklerini daha ayrintili bir
sekilde incelemis ve Bertrand egri ciftlerini karakterize etmek i¢in gerekli ve yeterli kosulu
ortaya koymustur. Bertrand egri ¢ifti, belirli bir 6zellige sahip olan iki egriden olusur
(Bertrand, 1850).



Bertrand'in elde ettigi karakterizasyon su sekildedir: 3 —boyutlu Oklid uzayinda
egriligi k ve burulmasi (torsiyon) T olan bir a egrisinin Bertrand egri ¢ifti olmasi i¢in gerekli
ve yeterli kosul, A ve u gibi reel sayilarla ifade edilen katsayilarla asagidaki denkligin gecerli

olmasidir;

Ak + pt =1 (1.2

Burada A ve p, egrinin egrilik (k) ve burulma (t) 6zellikleri arasinda lineer bir iligki
oldugunu ifade eder. Yani, eger bir a egrisi (1.1) numarali denklemi saglayan A ve u
degerlerine sahipse, o zaman a egrisi ve a* egrisi (asli normal vektorleri tarafindan tiretilen

ikinci egri) bir Bertrand egri ¢ifti olusturur (Hsiung, 1981).

(1.1) numarali denklem, Bertrand egrilerinin 6zelliklerini ve iligkilerini agiklayarak
bu egrileri daha iyi anlamamiza yardimci olur. Bertrand'in karakterizasyonu, Bertrand
egrilerinin geometrisini ve karakterini daha derinlemesine incelemek ve analiz etmek igin

onemli bir arag saglar.

[zumiya ve Takeuchi, Oklid 3 —uzayinda, Bertrand egrilerin kiiresel egrilerden nasil
elde edilebilecegini gostermislerdir. Bu yaklasim, kiiresel egrilerin belirli bir donme
hareketiyle doniistiiriilmesiyle Bertrand egrilerinin elde edilebilecegini gostermektedir.
[zumiya ve Takeuchinin calismalari, o6zellikle Bertrand egrilerinin geometrisi ve
kokenleriyle ilgilenen matematikgiler ve diferansiyel geometri aragtirmacilari i¢in 6nemli bir
kaynaktir. Bu ¢alisma, Bertrand egrilerinin farkli tiirlerini anlama ve kiiresel egrilerin bu 6zel
sinifina nasil donistiiriilebileceklerine yardimci olur. Bertrand egrilerinin kiiresel egrilerden
nasil tiiretilebilecegiyle ilgili daha fazla ayrinti ve matematiksel ifadeler, Izumiya ve
Takeuchi'nin orijinal ¢caligmasinda bulunabilir. Bu ¢alisma, Bertrand egrileri ve diferansiyel
geometriyle ilgili daha derinlemesine bir arastirma yapmak isteyenler i¢in ilgi ¢ekici bir

kaynaktir (Izumiya ve Takeuchi, 2002).

Murat Babaarslan (2009), yiiksek lisans tezinde, R3, IR{‘ZL', Rg uzaylarinda ilk olarak
Cartan Catis1 ve Cartan egrilikleri elde etmistir. Daha sonra da bu uzaylarda null Bertrand

egrileri tantmlanmis ve karakteristik 6zelliklerini vermistir (Babaarslan, 2009).

Giil Giiner (2011), yiiksek lisans tezinde farkli egrilerin Bertrand egrilerine nasil

doniistiiriilebilecegi ve Bertrand egrilerinin 6zellikleri incelenmistir. Tezde, ilk olarak



3 —boyutlu Oklid uzayinda diizlemsel egrilerden silindirik helisler ve kiiresel egrilerden
Bertrand egrilerinin nasil elde edilebilecegi gosterilmistir. Bu metod kullanilarak, bir egrinin
kiiresel gostergelerine karsilik gelen Bertrand egrileri arastirilmistir. Ayrica, bir silindirik
helisin diizlemsel evoliitii ve bir kiiresel egrinin kiiresel evoliitii de incelenmistir. Daha sonra,
tezde Oklid uzayinda kullanilan metot Minkowski uzayma tasmmmis ve 3 —boyutlu
Minkowski uzayinda da kiiresel egrilerden Bertrand egrilerinin elde edilebilecegi
gosterilmistir. Bu calisma, Bertrand egrilerinin Minkowski uzayinda da gecerli oldugunu ve
bu uzayda da benzer bir doniisiim metoduyla elde edilebilecegini gostermektedir. Ayrica,
tezde [E3 uzayinda bir kiiresel egrinin hiperbolik evoliitii de incelenmistir. Bu evoliit, kiiresel
egrinin belirli bir degisime ugramasiyla elde edilen yeni bir egridir. Son olarak, tezde
spacelike (uzayimsi) ve timelike (zamanimsi) uzay egrilerinin kiiresel gostergelerine karsilik
gelen Bertrand egrileri arastirilmistir. Bu ¢alisma, farkli uzayimsi1 geometrilerinde Bertrand
egrilerinin 6zelliklerini ve doniisiim metotlarini ele almaktadir. Giil Giiner'in tezi, Bertrand
egrileri ve farkll egriler arasindaki iliskileri inceleyerek bu konuda Onemli bir katki
sunmaktadir. Tezde sunulan metotlar ve bulgular, Bertrand egrileri iizerine yapilan

arastirmalara ve ilgili alanda ¢alisan arastirmacilara yol gosterebilir (Giiner, 2011).

Murat Babaarslan (2013), doktora tezinde Oklid 3 —uzayinda ve diger uzaylarda
sabit egilimli yiizeyler ve bunlarin uygulamalarina yer verilmistir. Tezde, Oklid 3 —uzayinda
Oklid 2 —kiiresi iizerindeki birim hizl1 egriler i¢in Sabban ¢atis1 ve kiiresel evoliit kavramlar
tanimlanmistir. Ayrica, Oklid 2 —kiiresi iizerindeki birim hizli egrilerden Bertrand
egrilerinin olusturulabilecegi gosterilmistir. Bertrand egrileriyle helisler arasindaki baglanti
da incelenmistir. Tezde ayrica, Bertrand egrilerinin Darboux gostergelerinin kiiresel
evoliitlere esit oldugu ispatlanmistir. Babaarslan, bir uzay egrisinin tegetler, asli normaller,
binormaller ve Darboux gostergeleri i¢in sabit egimli ylizeylerin parametrizasyonlarini
bulmus ve bazi sonuglar elde etmistir. Sabit egimli yiizeylerin parametre egrilerine karsilik
gelen Bertrand egrileri de arastirmistir. Tezin bir diger boliimiinde, Minkowski 3 —uzayinda
de Sitter 2 —uzayindaki birim hizli spacelike egriler i¢in Lorentz anlaminda Sabban ¢atis1 ve
de Sitter evoliit kavramlari tanimlanmis ve bu egrilerin invaryantlar1 incelenmistir. Pseudo-
hiperbolik uzayimndaki birim hizli spacelike egriler icin de ¢aligmalar yapilmistir. Oklid
3 —uzayinda kuaterniyonlar ile sabit egimli yiizeylerin baglantilar1 ve Minkowski
3 —uzayinda split kuaterniyonlar ile spacelike sabit egimli yilizeylerin baglantilar1 da tezde

arastirilan konular arasindadir. Murat Babaarslan'in doktora tezi, sabit egilimli ylizeyler ve



Bertrand egrileri gibi konular ele alarak geometri ve matematik alaninda 6énemli bir katki

saglamaktadir (Babaarslan, 2013).

Firat Yerlikaya (2013), yiiksek lisans tezinde, Bertrand egrileri, egilim cizgileri
(helisler) ve slant helisler ile ilgili bir literatiir 6zetini sunmaktadir. Tezde, Oklid
3 —uzayinda Bertrand egri ¢ifti ve slant helis kavramlar1 tanitilarak, bir egrinin kiiresel
gostergeleri iizerinde durulmaktadir. Bu kavramlar, Bertrand egrilerinin Oklid uzayinda
nasil tanimlanabilecegini ve kiiresel gostergelerinin nasil elde edilebilecegini
aciklamaktadir. Ayrica, tezde daha Once tanimlanmis olan timelike Bertrand egri gifti
kavramindan yola ¢ikarak 3 —boyutlu Minkowski uzayinda bu egri c¢iftlerinin kiiresel
gostergelerinin yeni 6zellikleri elde edilmistir. Bu ¢alisma, Minkowski uzayinda Bertrand
egrilerinin kiiresel gostergeleri ilizerine yapilan bir arastirmayi igcermektedir. Bertrand
egrileri, egilim ¢izgileri ve slant helislerle ilgili literatiirdeki gelismeleri 6zetlemekte ve bu
konulardaki yeni gosterimlerin elde edilmesine katkida bulunmaktadir. Tezde sunulan
bulgular, ilgili alanlarda c¢alisan arastirmacilar ve matematikgiler i¢in 6nemli bir kaynak

niteligi tasimaktadir (Yerlikaya, 2013).

Gozde Simsek (2017), yiiksek lisans tezinde ii¢ boyutlu Minkowski uzayinda
Bertrand egrilerinin nasil elde edilecegini ve silindirik helislerin genel 6zelliklerini ele
almaktadir. Tezde, Minkowski uzayinda timelike veya spacelike bir egri kullanilarak
Bertrand egrilerinin nasil elde edildigi gosterilmektedir. Ayrica, tezde diizlem egrisinden bir
silindirik helisin nasil elde edildigi problemi de incelenilmistir. Bu inceleme, diizlem
egrisinin timelike veya spacelike olmasi durumuna gore yapilmistir. Bu ¢alisma, silindirik
helislerin genel oOzelliklerini ve nasil elde edilebilecegini agiklamaktadir. Minkowski
uzayinda Bertrand egrileri ve silindirik helisler {izerine yapilan bir arastirmay1 icermektedir

(Simsek, 2017).

Yasemin Irmak (2018), yiiksek lisans tezinde Matsuda ve Yorozu’nun n > 4 boyutlu
Oklid uzaylarinda klasik anlamda Bertrand egrisinin olmadigi sonucundan esinlenerek,
"(1,3) —Bertrand Egrileri" olarak adlandirilan egrileri karakterizasyonlartyla birlikte
sunmustur. Bu egrilerin 6zellikleri ve tanimlar1 detayli olarak agiklanmistir. 4 —boyutlu
Oklid uzaymda kuaterniyonik Bertrand egrileri tanimlanmis ve uzaysal kuaterniyonik
Bertrand egrileri ile iliskileri incelenmistir. Bitorsiyonu sifirdan farkli kuaterniyonik
(N — B,) Bertrand egrileri de tanimlanmis ve karakterizasyonlar1 verilmistir. 3 —boyutlu

kiire tizerindeki Bertrand egrilerinin karakterizasyonlarint sunmus ve Orneklerle

4



desteklenmistir. Bu egrilerin 6zellikleri ve iliskileri detayli bir sekilde incelenmistir. Ayrica,
Bertrand egrileri ile (1,3) —Bertrand egrileri arasindaki iliskilere de deginilmistir.
4 —poyutlu Oklid uzaymnda Bertrand egrilerinin ¢esitli o6zelliklerini ve geometrik
uygulamalarini incelemektedir. Tezde sunulan karakterizasyonlar ve iligkiler, bu alandaki

arastirmalara katkida bulunmay1 hedeflemektedir (Irmak, 2018).

Sezer Cakal (2018), yiiksek lisans tezinde 3 —boyutlu Lie gruplarinda AW (k)
tipinden egrileri ele almaktadir. Burada AW (k), (k = 1, 2, 3), igin deger alabilir. Tezde, Lie
gruplarindaki harmonik egrilik fonksiyonunu kullanarak, bir egrinin AW (k) tipinden olma
sartlarm1 elde etmektedir. Bu sartlar, AW (k) tipinden egrilerin tanimlanmasina ve
karakterize edilmesine yardimer olmaktadir. Daha sonra, AW (k) tipinden egrilerin Helis
egrisi ve Diizlem egrileriyle olan iliskileri incelenmektedir. Bu iliskiler, AW (k) tipinden
egrilerin diger egrilerle nasil iliskili oldugunu ortaya koymaktadir. Son olarak, tez
AW (3),AW (2) ve zayif AW (2) tipinden egriler arasindaki iliskileri 3 —boyutlu Lie
gruplarinda Bertrand egrileriyle baglanti kurarak gostermektedir. Bu baglantilar, farkli
AW (k) tipinden egrilerin birbirleriyle 1iligkisini ve benzerliklerini vurgulamaktadir.
3 —boyutlu Lie gruplarinda AW (k) tipinden egrilerin 0Ozelliklerini ve iligkilerini
incelemektedir. Bu calisma, Lie gruplart ve Bertrand egrileri alaninda ileri diizeyde bir

arastirma olarak degerlendirilebilir (Cakal, 2018).

Eminenur Kartal (2019), yiiksek lisans tezinde genellestirilmis Bertrand egri
ciftlerini incelemektedir. Bu calismada, 3 —boyutlu Oklid uzayinda bes farkli tipte Bertrand
egri ciftleri lizerinde odaklanilmistir. Tezde, genellestirilmis Bertrand egri ¢iftlerinin farkh
tipleri olan (1,0), (1,1), (2,1) ve (3,0) tipleri incelenmistir. Her bir tipteki Bertrand egri
ciftleri tanimlanmis ve bu egri ¢iftleri arasindaki iligkiler arastirilmistir. Ayrica, Frenet
catilar1 arasindaki baginti, egriler arasindaki uzaklik, Frenet vektorleri arasindaki aci ve
egrilik hesaplamalar1 da yapilmistir. Bu hesaplamalar, farkl tipteki Bertrand egri ¢iftlerinin
geometrik ozelliklerini ve iliskilerini belirlemektedir. Ozellikle, (2,0) tipi Bertrand egri
ciftinin literatiirde en iyi bilinen 3 —boyutlu Oklid uzayindaki Bertrand egri ¢iftine esit
oldugu gozlemlenmistir. Bu durum, literatiirdeki bilgileri dogrulamakta ve farkli tipteki
Bertrand egri ¢iftleri arasindaki iliskileri vurgulanmaktadir. Genellestirilmis Bertrand egri
ciftlerinin farkli tiplerini incelerken, bu egri ¢iftleri arasindaki geometrik iligkileri ve

ozellikleri agiklamaktadir (Kartal, 2019).



Semih Isik (2020), yiiksek lisans tezinde 4 —boyutlu 2 —indeksli yari-6klidyen
uzayda genellestirilmis Bertrand egrilerini e¢le almaktadir. Tezde, 4 —boyutlu 2 —indeksli
yari-0klidyen uzayda (1,3) —Cartan null egrileri incelenmistir. Ayrica (1,3) —pseudo null
egrileri lizerinde de calisilmistir. (1,3) —normal diizlemin spacelike veya timelike olma
durumlarina bagli olarak elde edilen egrilerin (1,3) —Bertrand egrileri oldugu ve
(1,3) —Bertrand eslenik egrilerinin casual karakterini ifade eden teoremler elde edilmistir.
Bu teoremler, belirli kosullar saglayan egrilerin genellestirilmis Bertrand egrileri oldugunu
gostermektedir. Ayrica, bu egrilerin (1,3) —Bertrand eslenik egrilerinin casual karakterine
sahip oldugu vurgulanmistir. Caligmada ayrica ilgili Ornekler verilmistir, bu ornekler
iizerinden elde edilen sonuglar teorik cergeveyi desteklemektedir. Semih Isik'in yiiksek
lisans tezi, 4 —boyutlu yari-6klidyen uzayda genellestirilmis Bertrand egrilerini arastiran bir
calismadir ve (1,3) —Cartan null egrileri ile (1,3) —pseudo null egrileri {izerinde

odaklanmaktadir (Isik, 2020).

Sara Yilmaz Evren (2020), yiiksek lisans tezinde, agik B —spline egrileri ve agik
NURBS egrileri lizerinde Bertrand egrilerini incelemektedir. Tezde, agik B-spline egrilerinin
t =ty Ve t = tun_q) noktalarinda ikinei, tglincl tirevleri ve Frenet vektor alanlar ile
egrilikleri verilmektedir. Ayrica, agik B-spline egri ciftlerinin Bertrand egri ¢ifti olusturmasi
durumunda, ikinci spline egrisinin kontrol noktalarinin birinci spline egrisinin kontrol
noktalar1 cinsinden ifadeleri sunulmaktadir. Calismada, acik NURBS egrilerinin t = t; ve
t = t(m-q) noktalarinda birinci, ikinci ve ti¢linci tirevleri ile bu noktalarda Frenet vektor
alanlar1 ve egrilikleri ifade edilmektedir. Ayrica, verilen iki egrinin NURBS egrisi olmasi
durumunda, bu iki egrinin Bertrand egri ¢ifti olusturabilme kosullar1 agiklanmaktadir.
Tezdeki ¢alismalara 6rnekler verilerek, Frenet vektor alanlari, egrilikler ve Bertrand ¢ifti
olusturma kosullar1 sayisal ornekler iizerinde ifade edilmektedir. Bu oOrnekler, teorik
sonuglar1 somut verilerle desteklemekte ve Bertrand Nurbs egrileri konusunda anlasilmasin

kolaylastirmaktadir (Evren, 2020).

Burhan Bilgin (2020), yiiksek lisans tezinde, Minkowski 3 —uzayinda zamansi
V —Bertrand egri ciftlerini ve 1siks1 uzaysi1 V —Bertrand egri ciftlerini tanimlamakta,
karakterize etmekte ve ozelliklerini incelemektedir. Tezde, Minkowski 3 —uzayinda
zamanst V —Bertrand egri ¢iftleri tanimlanmis ve bu egri ¢iftlerinin 6zellikleri detayl bir
sekilde incelenmistir. Ayni sekilde, Minkowski 3 —uzayinda 1s1ks1 uzaysi V —Bertrand egri

ciftleri de tanimlanmuis, karakterize edilmis ve ozellikleri lizerinde durulmustur. Calismada,
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V' —Bertrand egri ciftlerinin 6zellikleri tizerine bir tartisma da yapilmaktadir. Bu tartisma,
Minkowski 3 —uzayinda V —Bertrand egri ¢iftlerinin dnemini ve diger egri ¢iftleriyle olan
iliskilerini anlamak i¢in degerli bir katki saglamaktadir. Burhan Bilgin'in ytiksek lisans tezi,
Minkowski 3 —uzayinda zamansi V' —Bertrand egri ¢iftleri ve 1s1ks1 uzays1 V —Bertrand egri
ciftleri lizerine odaklanmaktadir. Bu calisma, ilgili konuda derinlemesine bir analiz
sunmakta ve bu egri ¢iftlerinin karakterizasyonlar1 ve ozellikleri hakkinda kapsamli bir

anlayis saglamaktadir (Bilgin, 2020).

Asli Aybiike Akdemir (2021), yiiksek lisans tezinde, egrilik ile modifiye edilmis
ortogonal catiy1 tanimlamakta ve bu catinin matris formunu, ¢ati elemanlarinin vektorel
carpimlarini elde etmektedir. Tezde, yeni tanimlanan egrilik ile modifiye edilmis ortogonal
catinin egrilik ve torsiyonu da tanimlanarak, Serret-Frenet ¢ati ile egrilik ile modifiye edilmis
ortogonal cati1 arasindaki iliski incelenmektedir. Bu iligki iizerinden ornekler verilerek
konunun anlasilmasi saglanmaktadir. Egrilik ile modifiye edilmis ortogonal gatiya gore
kiiresel egrilerin geometrik yer denklemi elde edilmis ve teget, asli normal ve binormal
vektorlerinin katsayilar1 bulunmustur. Ayrica, kiiresel egrilerin yarigaplarn ile ilgili
teoremlere de yer verilmistir. Calismada, egrilik ile modifiye edilmis ortogonal ¢atiya gore
Bertrand ve Mannheim egrileri incelenmis ve bu yeni ¢atiya gore bu egrilerin
karakterizasyonlar1 yapilmistir. Ornekler iizerinden de agiklamalar yapilarak konunun
anlasilmasi saglanmistir. Son olarak, egrilik ile modifiye edilmis ortogonal catiya gore helis
ve slant helis egrileri incelenmistir. Lancret teoremi ve bir egrinin helis ve slant helis egrisi
olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlar teorem olarak ifade edilmis ve 6rnekler verilmistir. Ash
Aybiike Akdemir'in yiiksek lisans tezi, egrilik ile modifiye edilmis ortogonal ¢at1 iizerine
kapsamli bir c¢alisma sunmakta ve bu catimin farkli egrilerle olan iligkisini,

karakterizasyonlarii ve 6zelliklerini detayli bir sekilde incelemektedir (Akdemir, 2021).

Pisagor-hodograf (PH) egrileri, 1990 yilinda Farouki ve Sakkalis tarafindan
tamimlanmustir (Farouki ve Sakkalis, 1990). Bu egriler, uzunlugu net olarak hesaplanabilen
egriler olarak bilinir. Farouki'nin c¢aligmalari, PH-egrilerinin = ozelliklerini  ve
tanimlayicilarini belirlemeye yoneliktir. Ayrica, bu egrilerin helis egrileri ile olan iligkisini
de arastirmis ve biitiin helis egrilerinin bir PH-egrisi oldugunu, ancak tersinin her zaman
dogru olmadigini ispatlamistir (Farouki ve Sakkalis, 1992). Iki ve ii¢ boyutlu PH-egrileri
icin karakterizasyon ¢aligmalar1 ise Farouki tarafindan kompleks sayilar ve kuartreniyonlar

kullanilarak yapilmistir (Farouki ve Sakkalis, 1994).



Moon, 2000 yilinda Pisagor-Hodograf (PH) egrilerini Minkowski metrigine gore
tanimlayarak Minkowski Pisagor-Hodograf (MPH) egrilerini elde etmistir. Minkowski
metrigi, 0zel gorelilik teorisinde uzay ve zamanin dort boyutlu Minkowski uzayinda
kullanilan bir metriktir. MPH egrileri, PH egrilerinin Minkowski uzayinda tanimlanan
versiyonlaridir ve bu uzaydaki geometrik Ozellikleri dikkate alarak tanimlanmiglardir.
Steografik izdiistim, Minkowski uzayindaki bir egriyi diizlem {izerine yansitma yontemidir
ve MPH egrilerinin temsili i¢in kullanilmistir. Moon'un c¢alismalari, PH egrilerinin
Minkowski uzayinda gegerli olan versiyonlarii tanimlayarak ve bu egrilerin temsilini

steografik izdiisiim kullanarak saglamigtir (Moon, 2000).

Cagla Ramis (2013), yiiksek lisans tezinde PH-egrileri ve uygulamalar1 {izerinde
durmustur. Tez hem iki boyutlu hem de ii¢ boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylarinda PH-
egrilerinin incelenmesine odaklanmistir. Bu egrilerin 6zellikleri, sonuglar ve formiiller elde
etmek i¢in arastirilmistir. Ayrica, tezde helis egrileri ile PH-egrileri arasindaki yakin iligki
tizerinde durulmustur. Bu iligkiyi g6z Oniine alarak, uzaysal bir PH-egrisinden diizlemsel bir
PH-egrisi iretilmistir. Bu, PH-egrilerinin farkli uzaylarda nasil farkli 6zelliklere sahip
olabilecegini ve bir uzaydan digerine nasil doniistiiriilebilecegini gostermektedir. Oklid
uzayi i¢in elde edilen karakterizasyonlar, Minkowski uzayina da tasinmis ve orneklerle
desteklenmistir. Bu sayede, PH-egrilerinin Oklid uzayindaki 6zelliklerinin Minkowski
uzayinda nasil gecerli oldugu ve nasil kullanilabilecegi anlasilmistir. Bu tez, PH-egrilerinin
farkl1 uzaylarda ve uygulamalarda nasil kullanilabilecegini ve Ozelliklerinin nasil
incelenebilecegini ortaya koymaktadir. Arastirma, PH-egrilerinin matematiksel analizi ve
uygulama alanlarinda ilerleme saglamak isteyenlere 6nemli bir kaynak olabilir (Ramis,
2013).

Ceylan Yesilmen (2016), yiiksek lisans tezinde, Bezier egrileri, Minkowski uzay1,
PH ve MPH egrileriyle ilgili temel tanimlar verilmistir. Tez, R® uzayinda ve diizlemde
Bezier egrilerinin incelenmesine odaklanmistir. Bezier egrilerinin tanimi ve o6zellikleri
aciklanmistir. Ayrica, tezde PH ve MPH egrileriyle ilgili baz1 6zellikler ve teoremler
incelenmistir. Bu egrilerin karakteristik 6zellikleri ve teoremleri lizerinde durulmustur. PH
ve MPH egrilerinin Minkowski uzayinda nasil tanimlanabilecegi ve 6zelliklerinin neler
oldugu arastinlmistir. Tezde ayrica, Bezier egrilerinin bazi 6rnekleri elde edilmis ve
cizimleri verilmistir. Bu Ornekler, Bezier egrilerinin nasil c¢izilebilecegi ve nasil

kullanilabilecegi konusunda gorsel bir anlatim sunmaktadir. Ceylan Yesilmen'in tezi, Bezier



egrilerinin Minkowski uzayinda karakterizasyonu ve PH, MPH egrileriyle iliskisi tizerine
detayli bir ¢alisma sunmaktadir. Tez, bu konuda ileri diizeyde ¢alismak isteyenler icin

onemli bir kaynak olabilir (Yesilmen, 2016).

Mustafa Turan (2016), yiiksek lisans tezinde, diizlemsel Pisagor-Hodograf (PH)
egrileri incelenmistir. Ayrica, 3 —boyutlu reel uzayinda Pisagor-Hodograf egrileri lizerinde
arastirmalar yapmustir. Tezinde, Euler-Rodrigues c¢atilar1 tiizerinde yogunlagmustir.
3 —boyutlu uzayda Pisagor-Hodograf egrileriyle iligkili olarak Euler-Rodrigues catilari
arastirmistir. Bunun yani sira, Rotasyon catilarini da incelemistir. Ozellikle {igiincii, besinci
ve yedinci dereceden Pisagor-Hodograf egrileri iizerinde Euler-Rodrigues catilarinin
tanimlarii1 vermistir. Bu catilar, egrilerin 6zelliklerini ve davranisim1 tanimlamak i¢in
kullanilan matematiksel yapilar1 ifade etmektedir. Mustafa Turan'in tezi, PH egrileriyle
Euler-Rodrigues ¢atilar1 arasindaki iliskiyi arastirarak, bu alanda teorik bir calisma
sunmaktadir. 4 —boyutlu Oklid uzayinda Pisagor-Hodograf egrilerin tanimi verilmis ve bu

egrilerin 6zellikleri incelenmistir (Turan, 2016).

Bertrand egrileri Oklid uzayinda yogun bir ¢aligma alani teskil etmis ve bu egriler
farkli uzaylarda da c¢alistlmuistir. Yapilan calisma, Kiiresel PH-egrileri iizerine Oklid
3 —uzay1 ve Minkowski 3 —uzay1 temelinde bir arastirma i¢ermektedir. Calismada, Oklid
3 —uzaymnda ve Minkowski 3 —uzayinda Kiiresel PH-egriler calisilmistir. Oklid
3 —uzayinda Kiiresel PH-egrisinin olmadig1 ispatland1 ve Minkowski 3 —uzayinda kiiresel
PH-egrilerin varlig1 gosterilerek tanimi yapildi. Ayrica, Minkowski 3-uzayinda Kiiresel PH-
egrilerine 6rnekler verildi. Birinci Dereceden Kiiresel PH-egrileri, ikinci Dereceden Kiiresel
PH-egrileri ve Ugiincii Dereceden Kiiresel PH-egrileri ortaya koyulmus olup bu egrilerle
ilgili drneklere yer verilmistir. Boylece Kiiresel PH-egrilerin elde edilmesine yonelik bir
metod ortaya koyulmustur. Bu egrilerden yola c¢ikarak Bertrand PH-egrinin varligi
ispatlanmistir. Yapilan calisma, Bertrand egrileri ve PH-egrileri iizerine Oklid ve Minkowski

uzaylarindaki ¢caligmalar: bir araya getirerek yeni bir perspektif sunmaktadir.



IKiNCi BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Tezin bu boliimiinde, Oklid 3 —uzayinda ve Minkowski 3 —uzayinda temel
kavramlara ve teoremlere yer verilmistir. Bu kavramlar ve teoremler tezin {ig¢iincli ve

dordiincii boliimlerine kaynak olmustur.

2.1. OKlid 3 —Uzayinda Temel Kavramlar ve Teoremler

Tanmim 2.1.1. V bir vektor uzay1 ve {vy, v, ..., U, } kiimesi de bu vektor uzayinin bir

alt kiimesi olsun. Eger

/11171 + 22172 + -+ Lﬂvn = 0 (21)

(2.1) numarali esitlik A4, 4, ..., 4, skalerlerinin hepsi sifir oldugunda saglaniyorsa

{v1, vy, ..., v, } kiimesine lineer bagimsizdir denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.1.2. V bir vektor uzay1 ve {vy, vy, ..., v,} kiimesi de bu vektor uzaymin bir

alt kimesi olsun. Eger Vu € V vektorii ve a4, a,, ...,a, € R skalerleri igin

u=a,v; +av, + -+ a,v, (2.2)

oluyorsa {vy,v,, ..., v,} kiimesi V uzayim gerer denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanmm 2.1.3. V bir vektor uzayr ve B = {v,V,, ..., V,} kiimesi de bu vektor

uzayinin bir alt kiimesi olsun. B kiimesi;
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1. {v4, vy, ..., v, } kiimesi lineer bagimsiz,
2. {vq,v,, ..., vy} kiimesi V uzaym gerer,

kosullarini sagliyorsa B kiimesine V uzayinin bir bazi1 (taban) denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanm 2.1.4. n—boyutlu Oklid uzay1 E™de Vx = (x1,Xp ..,X,), ¥ =
V1, Y20 V) € E™ icin (x,y) = Yi=; x;y; seklinde tanimlanan fonksiyona i¢ ¢arpim
denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.1.5. V bir reel i¢ carpim uzay1 olmak {izere,

iV = R lull = u,u)

doniisiimii V iistiinde bir norm belirtir. Ozel olarak V' = E" bi¢iminde alinirsa

u = (U, Uy, ..., Uy) € E" icin standart Oklid i¢ carpimi kullanilarak

el = Vir? + w? + o+ 2 (23)

esitligi verilir. ||u|| degerine u vektoriiniin normu veya uzunlugu adi verilir (Hacisalihoglu,
2000).

Tanmm 2.1.6. x = (xq,X3, ..., %), ¥ = V1, Y2, -, Yn) € E™ olmak iizere

d:E"xE" - R
(x,y) = d@xy) = Iyl = VEL (i — yi)? (2.4)

olarak tanimlanan d fonksiyonuna [E™ uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(x, y) reel sayisina

da x,y € E™ noktalari arasindaki uzaklik denir (Hacisalihoglu, 2000).
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Tamm 2.1.7. 3 —boyutlu Oklid uzay1r E3’de Yu = (uy, uy, u3), v = (v1,v,,v3) €
E3 igin Oklid vektorel capimi

U XV = (UyV3 — VaUs, UzVy — V3Uq, UVy — V1Uy) (2.5)

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000).

Teorem 2.1.1. E™ uzayinda uzaklik fonksiyonu bir metriktir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.1.8.
d:E'xE" - R

(xy) = d(xy) = [Ixyll

bigiminde tanimlanan d fonksiyonuna E™ uzayinda Oklid metrigi denir (Hacisalihoglu,
2000).

Tanmm 2.1.9. [ € R bir aralik olmak tizere,

a: ] — E"

t = (a1(t), az(1), ..., an (1))

seklinde tanimli fonksiyon diferansiyellenebilirse ()’ ya E™’de (I,a) koordinat komsulugu

ile tanimlanmus bir egri ad1 verilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.10. E™*’de m egrisi (I,a ) ve (/, §) koordinat fonksiyonlari ile tanimlanmis

olsun.
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h=aloB:]—p

s — h(s)=t

seklinde taniml1 diferensiyellenebilir A fonksiyonuna parametre degisim fonksiyonu denir.
(Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.1.11. E™’de a egrisi parametrik olarak,

a: I > E"

te a(t) = (a (1), az(t), ..., an(t))
verilsin ve a egrisi i¢in;

, da
a (t) = E

_ (da1 da, dan)
dt ' dt ' dt

olmak tizere ( a(t), a'(t)) € Tgn(p) vektoriine a egrisinin t € [ parametre degerine karsilik

gelen a'(t) noktasindaki hiz vektorii veya tanjant vektorii denir (Hacisalihoglu, 2000).
Tamim 2.1.12. E™’de a egrisi parametrik olarak,

oa: ] — E"

t= (al(t)l ) (t)' ] an(t))
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seklinde tanimlansin. a egrisinin tiirevi

oy Qa1 day day,
«(®) _(dt Tdt ' dt)
Ve normu
leoi = 5] =

olmak Uzere

la'®ll: 1 — R

t— a0l =

ile taniml1 fonksiyona skaler hiz fonksiyonu ve t = t, noktasindaki

I (t)ll = |20, (5?2 (26)

reel sayisina da skaler hiz adi verilir (Hacisalihoglu, 2000).
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Tamm 2.1.13. E™’de « egrisi

a: ] — E"

trat) = (a1(t), az(t), ..., an(1))

seklinde verilmis olsun. Vtq, t, € I igin

s = [l &' @llde (27)

reel sayisina a egrisinin a(t;) ve o(t,) noktalar1 arasindaki yay uzunlugu denir.

(Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.1.14. E™’de a egrisi,

a: ] — E"

s:a(s) = (ai(s), az(s), ..., an(s))

ile tanimlansin. Eger,

&'l =1

ise a egrisine birim hizli egri, s parametresine de yay parametresi adi verilir (Hacisalihoglu,
2000).
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Tanmim 2.1.15. E™’de a egrisi,

a: ] — E"

trat) = (a1(t), az(t), ..., an(1))

ile tamimlansin. Eger,

le' @l = || 5| #o0 (28)

ise egriye regiiler egri denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.1.16. M < E" egrisi (I, a ) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda,

Y ={a',a”,..,a" }sistemi lineer bagimsiz ve Va®), k > r icin,

a® esp (Y}

oluyorsa y den elde edilen {T, N; ..., N,._; } ortanormal sistemine, M egrisinin Serret-Frenet
r —ayakh alan1 ve m e M igin {T(m), N;(m), ..., N,_;(m)} ye ise m € M noktasindaki
Serret-Frenet r —ayakhs1 denir. Her bir N;, 1 < i < r vektorlerine Serret-Frenet

vektorii ad1 verilir (Kreyszig, 1959).
s —yay parametresi olmak tizere {T'(s), N(s), B(s)} Frenet 3 —ayaklisi

a: I — E3

s — a(s)

T(s) =Vi(s) = a' (s) (2.9)
16



NGs) = V2(s) = o)

B(s) = V5(s) = — o

a' (s)na' (s)

(2.10)

(2.11)

E3’de m egrisi (I, a ) koordinat komsulugu ile verilsin. t keyfi bir parametre olmak

lzere;

a: [ — E3

t: a(t) = (al(t)'aZ(t)t (13 (t))

seklinde tanimlansin. Bu durumda Frenet 3 — ayaklis1 {T'(t), N(t), B(t)} olmak iizere;

Egrinin teget vektor alan,

r® = ||w1(t)|| a’ ()

egrinin binormal vektor alani,

4O A an(t)

B(®) =i @ranol

egrinin asli normal vektor alani,

N(t) = T(t) A B(t)

olur (Hacisalihoglu, 2000).
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2.2. Minkowski 3 —Uzayinda Temel Kavramlar ve Teoremler

Tanmm 2.2.1. E3 3 —boyutlu Oklid uzayr olmak iizere, Vu = (uy,uy,us3),

v = (v, v,,v3) € E3 i¢in Lorentz anlaminda i¢ ¢arpim,

(U, V), = uyv; + U v, — U3V3

ile tammlanir. Bu durumda (E3,(,),) ikilisine 3 —boyutlu Lorentz-Minkowski uzayi

denir ve E3 ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.2.2. u € R} olmak iizere eger;

Q) (u,u), > 0 veyau = 0 ise u vektoriine spacelike vektor,

(i) (u,u);, < 0 ise timelike vektor,

(ili)  u # 0 olmak tizere (u, u);, = 0 ise lightlike (null) vektor denir (O’Neill,
1983).

Tanim 2.2.3. u € R} olmak iizere,

lull = v/ [{u, u)|

reel sayisina u vektoriiniin normu denir. Normu 1 olan vektorlere birim vektor denir.

Ayrica:

Q) u spacelike vektor ise ||u|| = /(u, u)
(i) u timelike vektor ise ||u|| = / —(u, u)

olur (Lopez, 2008).

18



Tanm 2.2.4. u,v € R3 olmak iizere
A RS X RS - R3

olacak sekilde

i j -k
Uy Uy Us
U1 VU V3

(u, v) > UAV = ES (qu3 - U3v2’ U3v1 - u1v3, qul - ulvz)

seklinde tanimlanan "’ A "’ operatoriine Lorentz anlaminda vektorel carpim denir.

Oklid 3 —uzayimndaki vektdrel carpima benzer olacak sekilde Lorentz anlaminda vektorel

carpimin asagidaki gibi 6zellikleri vardir:

Q) (u Av,w) = det(u, v,w),

(i) uAv=-vAu,

@) (wAv)Aw=—(u,w)v+ (v,wu,

(ivy (uAv,u)y=0ve(uAv,v)=0,

(V) E3 deki her u,v,w vektérii icin (u Av,u Av) = —(u, u){v,v) + ((u, v))? dir
(O’Neill, 1983).

Tamim 2.2.5. «, E3’ de bir egri olsun. a egrisinin hiz vektorii a’ olmak iizere

Q) a'(t) spacelike ise a egrisine spacelike,
(i) a'(t) timelike ise a egrisine timelike,

(i)  a'(t) lightlike ise a egrisine lightlike egri denir (Lopez, 2008).
Tanmim 2.2.6. E3 uzayinda tanimlanan

Sf = {(xltxz; x3) € ]Eilxlz + x22 — x32 = 1)}

H? = {(x1,%3,%x3) € E3|x;2 + x,2 — x3%2 = —1)}

ylizeylerine sirasiyla de Sitter 2 —uzay ve pseudo-hiperbolik uzay denir (Lopez, 2008).
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Teorem 2.2.1. a egrisinin, k > 0 egriligine ve T torsiyonuna sahip [E3’ de birim

hizl1 bir timelike egrisi igin;

T = a' birim teget,

124

lla" 1l

N asli normal ve

B = T A N binormal vektor olmak tizere Frenet formiilleri;

T’ 0 « O[T
N'| = 0 <t|IN
B’ 0 —7t O0IlLB

dir (Lopez 2008).

Teorem 2.2.2. a, E3’ de regiiler bir timelike egri olsun. Bu durumda a timelike

egrisinin egriligi ve torsiyonu

lla” Aa”l
el

o det(a',a”, alll)
lla’ Aa’||?

seklindedir (Lopez, 2008).
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Teorem 2.2.3. a egrisinin, k > 0 ve t torsiyonuna sahip E3’ de birim hizli bir

spacelike egrisi igin;

T = a' birim teget,

124

= —— spacelike asli normal ve
lla"" 1l

B = N AT binormal vektor olmak tizere Frenet formiilleri;

T' 0 x O][T
N|l=|-k 0 t||N
B’ 0 7 OILB

dir (Lopez, 2008).

Teorem 2.2.4. a egrisinin E3’ de regiiler bir spacelike egri olsun. Bu durumda «

spacelike egrisinin egriligi ve torsiyonu

lla” Aa”l
el

o det(a',a”, alll)
lla’ Aa’||?

seklindedir (Lopez, 2008).
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BOLUM 3

OKLID 3 —UZAYINDA KURESEL PH-EGRILER
3.1. Oklid 3 —Uzayinda PH-Egriler

Tamm 3.1.1. n—boyutlu Oklid uzaymnda, a:1— R" tanimli olmak iizere

a(t) = (ai(t), az,(t), ... a(t)) polinom egrisinin hodografi a’(t) olsun.
la’ Ol = a1(O)? + a3 (D)? + -+ + an(D)? = 0(0)? (3.1)

olacak sekilde bir a(t) polinomu varsa a(t) egrisine Pisagor Hodograf egri, kisaca PH-
egri denir (Farouki ve Sakkalis, 1994).

Tamm 3.1.2. n € Ny ve a; € R olmak iizere 0 < i < n,

a(t) = apt" + ap_t" 14+ agt+ag,a, #0 (3.2)
bigimindeki t degiskenine bagh fonksiyona, n. dereceden bir polinom denir. a, # 0 ve
0 < i < n olmak iizere a; = 0 ise bu polinoma sabit polinom adi verilir (Larson, 2012).

Tamm 3.1.3. n —boyutlu Oklid uzayinda a(t) egrisi,
a:la,b] » E™

a(t) = (@ (D), @y (1), - an(®))

egrisinin 1 < i < ni¢in ;(t) degerleri birer polinom ise a(t) € R[t] egrisine n —boyutlu

polinom egrisi denir (Larson, 2012).
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Tamim 3.1.4. n —boyutlu Oklid uzayinda a(t) egrisi,

a(t) = (@ (), @y (1), ... an (1))
i¢in,
deg(a(t)) = max{deg(a,(t)), deg(a; (1)), ..., deg(a,(t))} (3.3)
degerine a polinom egrisinin derecesi denir (Larson, 2012).
Teorem 3.1.1. a(t), b(t), c(t) polinomlar: olmak tizere,

a(t) + b2(t) = c?(t)

Pisagor kosulu a(t), b(t), c(t) polinomlar: tarafindan saglanmasi igin gerek ve yeterli sart:

a(t) = [u*() —vi(®O)]w(t),
b(t) = 2u®)vOw(t),
c(®) = [u?@®) +v2@®O)]w(t)

formunda olacak sekilde u(t), v(t), w(t) polinomlar1 vardir (Ramis, 2013).
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3.1.1. Oklid 3 —Uzayinda Kiiresel PH-Egriler

Bu alt bdliimde Oklid 3 — uzayinda kiiresel PH-egrinin olmadig1 Teorem 3.1.1.1 ile

gosterilmistir.
Teorem 3.1.1.1. E3 uzayinda kiiresel PH-egri yoktur.

Ispat: E3 uzayinda y egrisi y:1 — S? kiiresel PH-egri olsun. y PH-egri oldugu icin
¥1(t),y2(t),v3(t) polinom olmak iizere y egrisi,

Y(@®) = (1 (®), v2(0), 73 (1))

seklinde yazilabilir. y PH-egri oldugu icin

)2 + GO + (3)*() = o? (3.4)

(o polinom) (3.4) esitligini saglanmalidir. Ayrica y kiire lizerinde yatmasi i¢in

i@ +vi® +vi®) =1 (35)

olmalidir. Bu durumda,

deg{yz(t) + vZ(t) + y3()} = max{deg (y£(©),v5 (), y5(t))} =0

olur. y derecesi sifir oldugundan bir nokta belirtir. Sonug olarak Oklid uzayinda kiiresel PH-

egri yoktur.
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3.2. Oklid 3 —Uzayinda Bertrand Egriler

Tanim 3.2.1. o: [ - E™ ve a™:1 - E" diferensiyellenebilir iki egri olmak iizere
bu egrilerin Frenet catilart sirasi ile { T, Ny, N, ...,N,_1} ve {T*,N;* ,N,*,...,Np_1 "}
olsun. Vs € [ igin a egrisinin N;(s) asli normal vektori ile a* egrisinin N; *(s) asli
normal vektorii lineer bagimli ise (o, ™) ikilisine bir Bertrand egri c¢ifti, @ egrisine de bir

Bertrand egri ad1 verilir (Hacisalihoglu, 2000).

T(s)

Sekil 1. Bertrand Egri Cifti

Tamm 3.2.2. Biry: I > S? birim kiiresel egrisi o yay parametresiyle verilmis olsun.

dy

}'/=E olmak tiizere, y nin ¢ daki birim teget vektori T (o) = y(o) ile verilir.

S(o) =y(o) X T(o) seklinde tanimlanan S(o) vektori ile birlikte y boyunca ortonormal

bir {y (o), T(0),S(0)} catisi elde edilir. Bu ¢atiya y egrisinin Sabban Catis1 denir (Izumiya
ve Takeuchi, 2002).

Teorem 3.2.1. y: I —» S? birim kiiresel egrisi i¢in kiiresel Frenet formiilleri asagidaki
gibidir.
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y(o)= T(o)
T(0) = —y(0) + Ky(0)S(0)
$(0) = —K,(0)T(0)

Burada K, (o), y mn S2 deki geodezik egriligi olup K4(o) = det (y(0),T(0),T(0)) ile

verilir (Izumiya ve Takeuchi, 2002).

ispat: {y (o), T(0),S(0)} ortonormal bir ¢at1 oldugundan

rv)=1 (v.T)=0
5,8y =1 (S, TY=0

seklindedir. Burada a;; katsayilar icin y, T,S ortonormal ¢atiya gore asagidaki gibi

yazilabilir.

Y = any +aT +a3S

T = a21y + azzT + a23S

S = a31y + a32T + a33S

y sirastyla y, T, S vektor alanlari ile ¢arpildiginda asagidaki esitlikler elde edilir.

Y = aq1y +a.T +a38

denklemi y ile i¢ ¢carpim yapildiginda:
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V,v) = (any +a.,T +a3S,7y)

<]./l )/) = a1 <YP )/) + ag» (TI )/) + aq3 (Sl )/)

1 0 0

v, y)= an y=T)
(T,y)= ag;
0 == a11

olur.
Y = aq1y +a.T +a3S

denklemi T ile i¢ garpim yapildiginda:

(v,T)= (aj1y +asT +a,3S,T)

v, T)= a1 (¥, T)+a (T, T) +a.;3(S,T)

0 1 0

(v,T)= ay, y=T)
(T,T) = ay,
1 = a12

elde edilir.
Y = any +a.T +a3S

denklemi S ile i¢ ¢arpim yapildiginda:

(v,S) = (apy +a;,T+ a13S,S)

,S)= a11(y,S)+a;,(T,S) +a,3(S,S)

0 0 1
¥.8)= ass r=T1)
(T) S) = a3
0= a3
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elde edilir.

O halde T sirastylay, T, S vektor alanlari ile ¢arpildiginda asagidaki esitlikler elde edilir.

T = aZly + azzT + a235

denklemi y ile i¢ carpim yapildiginda:

(T,y) = (azy + az,T + az3S,y)

(T,y) = az (7, y) + aga (T, ¥) + az3(S,7)

1 0 0
(T,Y) = Qapz
bulunur.
(T,y)= 0
(T,y)+(T,y)= 0 =T
(T,y) +(T,T)= 0
1
elde edilir.

T = a21]/ + azzT + a23S

denklemi T ile i¢ ¢arpim yapildiginda:
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(T» T) = (azy + azT + ay3S,T)

(T,TY =" ay (¥,T) + ay, (T, T) + a3 (S, T)

0 1 0
<T;T>: azs
bulunur.
(T,T)= 1
(T,TY+(T,TY= 0
2T, TY= 0
(T, TY= 0
a22: O
olur.

T = a21y + azzT + a23S

denklemi S ile i¢ ¢arpim yapildiginda:

<T, S) = <a21)/ + azzT + a23S, S)

(T,S) = az (¥,S) + az (T,S) + az3(S,S)
0 0 1

<T,S) = a23
(T,S)= 0

azs azz

olur. Bu sekilde kalir.
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O halde S sirastyla y, T, S vektor alanlari ile carpildiginda asagidaki esitlikler elde edilir.

S = as1Y + a32T + a335

denklemi y ile i¢ carpim yapildiginda:
(S,¥) = (as1y +azT + azsS,y)

(S,v)= az1 (v, y)+as: (T,y) + as3 (S,y)

1 0 0
(S,V) = 04z
bulunur.
(r.S)= 0
7S+ r$= 0 =1
(T.5)+ ¥.S)= 0
0
r.$)= 0
az;; = 0
olur.

S = asiy + a32T + a33S
denklemi T ile i¢ ¢arpim yapildiginda:
($,T) = (as1y + asT +a3S,T)

($,TY = az, (v, T)+ as (T, T) + as3(S,T)
0 1 0

(3; T) = Jdas;

olur.

S == a31}/ + a32T + a33S
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denklemi S ile i¢ carpim yapildiginda:
(S,S) = <a31)/+a32T+a33S,S)

($,S) = as (v,S) +as (T, S) + ass (S, S)

0 0 1
($,8) = ass
bulunur.
(5,8)= 1
($,5)+(5,S)= 0
2(S,8)= 0
a3 = 0
elde edilir. Bulunan veriler yerine yazildiginda:
y=T
T= —y+ayS
S= asT

elde edilir. Catinin yazilabilmesi i¢in bir tanima ihtiyag¢ duyulur.

Tamm 3.2.3. a3, = —k,4 olmak lizere

K

g = Kq(s) fonksiyonuna y egrisinin jeodezik egriligi denir.

Sonug olarak:
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T= —-y+kK;S
S= —x4T
elde edilir.Boylece,
(T,S) = ay = Kg
(T,S)= (T,yAT) = det(T,y,T)
(T,Sy=—det(y,T,T)
kg = (T,S) =det (y,T,T)
olur. Buradan
Kg = det (y, T, T)

esitligi saglanir (Izumiya ve Takeuchi, 2002).

Teorem 3.2.2. Bir y (o) birim hizli kiiresel egrisi verildiginde,
7(o)=a f;) y()dv + acotd f; S(w)dv +c (3.6)

ile tanimlanan ¥(o) uzay egrisi bir Bertrand egrisidir, ayrica tiim Bertrand egrileri bu
metodla insa edilebilir. Burada a ve 6 sabit sayilar, c sabit vektordiir (Izumiya ve Takeuchi,
2002).

3.3. Oklid 3 —Uzayinda Bertrand PH-Egriler

Teorem 3.1.1.1. de gériildiigii gibi Oklid uzayinda kiiresel PH-egri olmadig1 igin
Teorem 3.2.2. deki metotla elde edilebilen Bertrand PH-egri yoktur. Bu ¢alisma Minkowski
uzayma tagindiginda Kiiresel PH-egrinin varligi gorildi. Boylece Minkowski uzayinda

kiiresel PH-egriler ve Bertrand PH-egriler tizerine ¢alisildi.
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BOLUM 4

MINKOWSKI 3 —UZAYINDA KURESEL PH-EGRILER
4.1. Minkowski 3 —Uzayinda PH-Egriler
Tanim 4.1.1. E}’ de
a(t) = (a1(0), az (1), ... an(1))

egrisinin hodografi

a'(t) = a;(®)? + az(0)? + ..+ a;,_1(t)? — a (t)? = a(t)? (4.1)

olacak sekilde bir o (t) polinomu mevcutsa a(t) egrisine Minkowski Pisagor Hodograf
egri ya da kisaca MPH-egri denir (Moon 1999).

Sonug 4.1.1. ET’ de biitiin null egriler MPH egridir (Moon 1999).

Ispat: EP’ de y(t) = (y1(),v2,(), ... ¥ (£)) null egri olsun. y(t) egrisi null ise

9 (70,7(®) = G©),7(0)

=11(0)% +72(02 + oo 4 Vo1 ()2 — 1 (£)?

=0
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olmalidir. Bir egrinin MPH olabilmesi igin:

Y@ =71(®)* + 72 + .+ Vo1 (D — 1 (®)? = 0 (0)? (4.2)

esitligini saglayacak sekilde o (t) polinomu vardir. Null egri oldugu i¢in a(t)? = 0 esitligi

ortaya ¢ikar. Buradan o sifir polinomu olur. Bdylece biitiin null egriler MPH-egri olur.
Sonu¢ 4.1.2. ET’ de timelike MPH egri yoktur (Moon, 1999).

ispat: EP> dey(t) = (y1(£), v2,(t), -V (t)) timelike MPH-egrisini ele alalim. Eger
timelike y(t) egrisi MPH-egrisi ise

Y(®) =102 + 720 + oo + Vo1 (O = ¥ (D)? = 0 (t)? (4.3)

esitligini saglayacak sekilde a(t) polinomu vardir.

Diger taraftan:

9 (70,7(®) = G©),7(0)

=11(0)% +72(02 + oo 4 Vo1 ()2 — 1 (£)?

= o(t)?

olur. Bu durum timelike olmasi ile gelisir.

ET’ de timelike MPH-egri yoktur. O halde timelike Bertrand PH-egri de yoktur.
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4.2. Minkowski 3 —Uzayinda Kiiresel PH-Egriler

Tamm 4.2.1. E3’ de y egrisi MPH-egri olsun. y egrisi B3’ de kiire iizerinde yatiyorsa

y egrisine kiiresel PH-egri denir.

y egrisi kiiresel PH-egri oldugundan bilesenleri de birer polinomdur. Kiiresel PH-

egriler derecelerine gore siiflandirilarak asagidaki incelemeler yapilmistir.

4.2.1. Birinci Dereceden Kiiresel PH-Egriler

Teorem 4.2.1.1. E3’ de S? kiiresi iizerinde yatan birinci dereceden kiiresel PH-egriler

null egrilerdir.

Ispat: y egrisi E3’de bir kiiresel PH-egri olsun. ¥ (t) = (¥41(t), y2(t), y3(t)) seklinde

bilesenleri ile ifade edildiginde kiire iizerinde yatmasi i¢in,

i)+ vi) —vi®) =1 (4.4)

(4.4) esitligini saglamasi gerekir. Ayrica PH-egri oldugundan dolay1

yi+ vi—yi=o? (4.5)

(4.5) denklemi saglanmalidir. y4, ¥, , ¥3 birinci dereceden polinomlar olduklarindan
y1() = ait +aq
Y2(t) = byt + by
Y3(t) = cit + ¢
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ag, a4, by, b1, co,c1 € R igin seklinde yazilabilir. (4.4) denkleminde y;(t),y2(t),y5(t)

yerine yazildiginda,

(art +ag)? + (bt + by)? — (cit +cg)? =1 (4.6)

elde edilir. (4.6) denkleminde gerekli hesaplamalar yapildiginda,

a?t? + 2a,apt + ad + b2t? + 2b byt + bE — cit? — 2cict — ¢ =1

esitliginden asagidaki denklemler elde edilir:

a?+b?—c2=0 4.7
a1a0 + b1b0 — C1Cg = 0 (48)
az+b2—c2=1 (4.9)

(4.5) denklemi igin y4, ¥, v5 ifadeleri hesaplandiginda

Y1=a, V2=by, V3=c

elde edilir. (4.5) denkleminden

a? + b? — ¢} = o

olur.
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(4.7) esitliginden

a?+bi—ct = o?
N ——p—r
0
0 = o°

olur. Sonug olarak birinci dereceden S7 kiiresi iizerinde yatan kiiresel PH-egriler null

egrilerdir.

Ornek 4.2.1.1. E3” de bir y egrisi birinci dereceden S? kiiresi {izerinde yatan kiiresel

PH-egri ve y(t) = (y1(t), y2(t),y3(t)) olmak iizere

y1(t) =3t +4
y3(t) =5t +8

ifadeleriyle tamimlansin. Kiiresel egri olma sarti yZ(t) + y2(t) —y2(t) =1 igin
v1(t), 72 (t),y3 (t) yerlerine yazildiginda

(Bt+4)>+(4t+7)*—-(5t+8)?*=1

ve

9t?2 + 24t + 16 + 16t%2 + 56t + 49 — 25t> — 80t — 64 =1

elde edilir. PH-egri olmasi igin y2 + y2 —y2 = 0?2 esitligi saglanmahdir. Bunun

hesaplanabilmesi i¢in dnce ¥4, ¥2, 73 hesaplandiginda,

37



Y1=3, V2=4 Vy3=5

olur. O halde

32+ 42-52 = g

sonucuna ulagilir. Bdylece y egrisinin null egri oldugu goriiliir. y egrisi ayn1 zamanda bir

dogru belirtir.

Sekil 2. y Birinci Dereceden Null Kiiresel PH-egrisi
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Teorem 4.2.1.2. E3’ de H} kiiresi iizerinde yatan birinci dereceden kiiresel PH-

egriler null egrilerdir.

Ispat: y egrisi E3’ de H? kiiresi iizerinde yatan bir kiiresel PH-egri olsun.
y(t) = (y1(t), y2(t), v3(t)) seklinde bilesenleri ile ifade edildiginde kiire iizerinde yatmasi

igin,

yi(t) + vi(t) —yi() = -1 (4.10)

(4.10) esitligini saglamasi gerekir. Ayrica PH-egri oldugundan dolay1

v+ vi—vi=o? (4.11)

(4.11) denklemi saglanmahidir. y;(t),y, (t),y3(t) birinci dereceden polinomlar

olduklarindan

Y1(t) = a;t + ay
Y2(t) = byt + by

Y3(t) =it + ¢

ay, 441, by, b1, ¢y, ¢1 € R igin seklinde yazilir. (4.10) denkleminde y;(t), v, (t),y5 (t) yerine
yazildiginda

(a;t + ag)? + (byt + bg)? — (it + ¢9)? = —1 (4.12)
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elde edilir. (4.12) denkleminde gerekli hesaplamalar yapildiginda

ait? + 2a,aot + a3 + bZt? + 2b byt + b3 — cit? — 2cicot — ¢5 = —1

esitliginden asagidaki denklemler elde edilir:

a?+b?i—c=0 (4.13)
a1a0 + blbo - C1C0 = 0 (414)
a3+ bz —ct =—1 (4.15)

(4.11) denklemi i¢in y4, 5, V3 ifadeleri hesaplandiginda

Yi=a, Y2=by, V3=¢

elde edilir. (4.11) denkleminden

a? + b¥ — ¢ = o*

olur. (4.13) esitliginden

a?+bf—cf = o°*
S —
0
o = 0

olur. Sonug olarak birinci dereceden H kiiresi iizerinde yatan kiiresel PH-egriler null

egrilerdir.
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4.2.2. ikinci Dereceden Kiiresel PH-Egriler

Teorem 4.2.2.1. y; ikinci dereceden bir polinom olmak iizere; E3’ de S? kiiresi

tizerinde yatan ikinci dereceden y = (y;,1,y1) egrisi null kiiresel PH-egridir.

Ispat: y egrisi E3’ de S? kiiresi iizerinde yatan ikinci dereceden bir kiiresel PH-egri

olsun. ¥ (t) = (y1(t),y2(t), v3(t)) seklinde bilesenleri ile ifade edildiginde S kiire iizerinde

yatmast i¢in,

i)+ i) —ys) =1

(4.16) esitligini saglamas1 gerekir. Ayrica PH-egri oldugundan dolay1

vit+yi-vi=o’
(4.17) denklemi saglanmalidir. y;(t),y, (t),y3 (t) ikinci dereceden

olduklarindan

Vl(t) = aztz +a1t+a0

(1) = 1

v3(t) = a,t? +a,t + a,

(4.16)

(4.17)

polinomlar

a, ai,a9 € R igin seklinde yazilir. (4.16) denkleminde y,(t),y, (t),vs (t) yerine

yazildiginda

(ayt? + ait + ag)? + 12 — (at? + a;t + ag)? =1

(4.18)

elde edilir. y egrisi S? kiiresi {izerinde yatan ikinci dereceden bir kiiresel egridir. (4.17)

denklemi i¢in y4,y,, y3 ifadeleri hesaplandiginda
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71(t) = 2a,t+ a4

y2(6) = 0

y3(O) = 2at+ay
elde edilir.

(4.17) denkleminden

(2ayt + a;)? + 0% — 2ayt + a,)? = o2

olur. y egrisi SZ kiiresi iizerinde yatan ikinci dereceden bir kiiresel PH-egridir ve nulldur. y

egrisi ayn1 zamanda bir dogru belirtir.

Ornek 4.2.2.1. E3’ de bir y egrisi S? kiiresi iizerinde yatan ikinci dereceden

y(@) = (r1(6), v2(), 3(¢)) olmak tizere

i) = 3t?+2t+1

Y20 = 1

ys(®) = 3t2+2t+1

ifadeleriyle tamimlansin. Kiiresel egri olma sarti y2(t) + y2(t) —y2(t) =1 igin
y1(t),y2(t),v3(t) yerlerine yazildiginda

Bt2+2t+1)?+ (1> -GBt?+2t+ 1) =1
ve
Ot* +4t2 + 14+ 12t3+6t%2 +4t+ 1 —9t* +4t2 +1+12t3 +6t2 + 4t =1

elde edilir.
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PH-egri olmasi icin y? + y2 —y2 = g2 esitligi saglanmalidir. Bunun hesaplanabilmesi

icin Once y4,7,, V3 hesaplandiginda,

Y= 0
Va= 6t+2

olur. O halde

(6t +2)%>+ (0)2—(6t+2)>= o?
36t% + 24t +4+0—36t>—-24t—4 = ¢?
0= g2

sonucuna ulasilir. Yani ikinci dereceden kiiresel PH-egrisi olan y egrisi 0 = 0 oldugundan

null egri olur. y egrisi ayn1 zamanda bir dogru belirtir.

—la

Sekil 3. y Ikinci Dereceden Null Kiiresel PH-egrisi
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Teorem 4.222. E3 de S? Kkiiresi iizerinde vyatan ikinci dereceden

Y@ = (10, v2(), v3(t)) egrisi

vi(t) = agt+

—aj + a?b? — 4c2

t) = cot? + byt +
Y2 (t) 2 1 4a%cz

at + a?b? — 4c2

t) = c,t?+ byt +
y3 (t) 2 1 4a%cz

olsun. Bu parametreye gore yazilan biitiin egriler S kiiresi iizerinde yatan spacelike kiiresel

PH-egrilerdir.

Ispat: y egrisi E3’ de S? kiiresi iizerinde yatan ikinci dereceden bir kiiresel PH-egri

olsun.

v() = (y1(6),72(t),y5(t)) seklinde bilesenleri ile ifade edildiginde S? kiire iizerinde

yatmasi i¢in,

i)+ vi) —vi(®) =1 (4.19)

(4.19) esitligini saglamasi gerekir. Ayrica PH-egri oldugundan dolayi

yi+ vi—yi=o? (4.20)

(4.20) denklemi saglanmalidir. y4(t),y.(t),y3(t) ikinci dereceden polinomlar

olduklarindan

44



a, by
2c,

i) = ait+

—aj + a?b? — 4c2

t) = cot? + byt +
Y2 (1) 2 1 4a%cz

af + a?b? — 4c2

2
4ajc,

Y3 (t) = Cztz + blt +

ai, bi,c; ER igin seklinde yazilir.  (4.19) denkleminde y,(t),y.(t),y3 (t) yerine
yazildiginda

2 4, 2.2 4 2\2 4, 2.2 4282
)+ (cot? + byt + ) (02 4 pyp + IR 2 g

4a2c, 4ac,

aiby
2C2

(alt +

elde edilir. y egrisi S kiiresi iizerinde yatan ikinci dereceden bir kiiresel egridir. (4.20)

denklemi i¢in y4, ¥, 73 ifadeleri hesaplandiginda
Vi= 4
)'/2 = 2C2t + bl

]}3 = 2C2t + b1

elde edilir. (4.20) denkleminden

a% + (2C2t + bl)z - (ZCZt + b1)2 0-2

a?= o

elde edilir. Buradan anlasilir ki 62 > 0 oldugu icin egri spacelike ve o sabit polinom

oldugundan egri PH-egridir.

Sonug olarak; Yukaridaki parametreyle verilen biitiin y egrileri S? kiiresi iizerinde yatan

ikinci dereceden spacelike kiiresel PH-egrilerdir.
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Ornek 4.2.2.2. E3’ de y egrisi S? kiiresi iizerinde yatan ikinci dereceden bir y egrisi

(@) = (r1(2), y2(t), y3(t)) olmak iizere

yi(t)= t+2

11
y2(6) = t?+4t 7

13
ys(t) = t*+4t 7

ifadeleriyle tammlansin. y egrisi S? kiiresi iizerinde yatan kiiresel egri olma sarti

]/12 (t) + ]/22 (t) — y32(t) = 1icin y1(t),y, (t),y3 (t) yerlerine yazildiginda

1142 13\°
(t+2)2+(t2+4t+7) —<t2+4t+7) =1

ve

121 11 13
t2+4t+4+t4+16t2+1—6+8t3+7t2+22t—t4—16t2— E—8t3—7t2—26t=1

elde edilir. PH-egri olmasi igin y# + yZ —y% =02 esitligi saglanmalidir. Bunun

hesaplanabilmesi i¢in dnce y4, V5, ¥3 hesaplandiginda,

1= 1
Va= 2t+4

olur. O halde
(D?+ 2t+4)?>-(2t+4)?*= o2
1+ 4t +16t+16 —4t> — 16t —16 = o2

1= o
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sonucuna ulasilir. Yani y egrisi S? kiiresi {izerinde yatan ikinci dereceden kiiresel PH-egridir.

y egrisinin spacelike, timelike, null mu oldugu incelendiginde;

Y () = (r1(0), v2(t), v3(1))
egrisinin
11 13
y()= (t+2,t>+4t+— ,t>+4t+—)
4 4
y@® = (1,2t + 4,2t + 4)
@), y®))= 12+ (2t+4)?> — (2t + 4)?

@, y@)= 1

ly@®ll= 1>0

oldugu igin y egrisi HZ kiiresi iizerinde yatan ikinci dereceden bir spacelike egri olur.

Bu esitligin 02 ye esit oldugu agikardir. o' negatif deger alamayacagi igin egri timelike egri

olamaz.

Sekil 4. y ikinci Dereceden Spacelike Kiiresel PH-egrisi
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Teorem 4.223. [E3° de H? Kkiiresi iizerinde yatan ikinci dereceden

Y@ = (10, v2(t),y3(t)) egrisi

vi(t) = agt+

—ai + a?b? + 4c3

t) = cot? + byt +
Y2 (t) 2 1 4a%cz

af + a?b? + 4c2

t) = c,t?+ byt +
y3 (t) 2 1 4a%cz

olsun. Bu parametreye gdre yazilan biitiin egriler Hf kiiresi iizerinde yatan spacelike kiiresel

PH-egrilerdir.

Ispat: y egrisi E3’ de H? kiiresi iizerinde yatan ikinci dereceden bir kiiresel PH-egri

olsun.

v(©) = (y1(6),72(t),y5(t)) seklinde bilesenleri ile ifade edildiginde H? kiire {izerinde

yatmasi i¢in,

i)+ vi®) —vi() = -1 (4.21)

(4.21) esitligini saglamasi gerekir. Ayrica PH-egri oldugundan dolay1

Vi+ vi—yi=o? (4.22)

(4.22) denklemi saglanmalidir. y4 (t), v, (t),y5 (t) ikinci dereceden polinomlar
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a, by
2c,

i) = ait+

—aj + a?b? + 4c2

t) = cot? + byt +
Y2 (1) 2 1 4a%cz

at + aib? + 4c2

2
4ajc,

Y3 (t) = Cztz + blt +

ai, bi,c; ER igin seklinde yazilir. (4.21) denkleminde y,(t),y, (t),y3(t) yerine
yazildiginda

ag+a§b§+4c§)2 .

4a3c,

2
—af+a?b?+4ac

) v (cztz + byt +

aby
2C2

(alt + )2 + (cztz + byt +

4aic,

elde edilir. y egrisi HZ kiiresi iizerinde yatan ikinci dereceden bir kiiresel egridir.
(4.22) denklemi i¢in y4, ¥, V3 ifadeleri hesaplandiginda

V1= a

Y2 = 2ct+ by

)'/3 = 2C2t + bl

elde edilir. (4.22) denkleminden
a% + (2C2t + bl)z - (ZCZt + b1)2 = 0-2

a?= o

O halde anlasilir ki 62 > 0 oldugu igin egri spacelike ve ¢ sabit polinom oldugundan egri

PH-egridir.

Sonug olarak; Bu parametreyle verilen biitiin y egrileri H? kiiresi iizerinde yatan ikinci

dereceden spacelike kiiresel PH-egrilerdir.
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Ornek 4.2.2.3. E3’ de y egrisi H? kiiresi iizerinde yatan ikinci dereceden bir y egrisi

Y(®) = (r1 (1), v2(t), y3(t)) olmak iizere

19
y2(t) = t*+4t +

21
y3(t) = t2+4t +T

ifadeleriyle tammlansin. y egrisi Hf kiiresi iizerinde yatan Kiiresel egri olma sart1

YE(t) + y2(t) —y2(t) = —1icin y1(t), ¥, (£), 5 (t) yerlerine yazildiginda

19\2 21\?
(t+2)2+(t2+4t+z> —(t2+4t+—> =-1

ve

t2+4t+4+t4+8t3+51t2+38t+361+ t* —8t3 53t2 42t M 1
2 16 2 16

elde edilir. PH-egri olmasi igin yZ + y2 —y2 = 0% esitligi saglanmalidir. Bunun

hesaplanabilmesi i¢in dnce y4, V5, ¥3 hesaplandiginda,

yi= 1
Va= 2t+4

olur. O halde
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(1D?2+ 2t+4)?-2t+4)?*= o*

144t +16t+ 16 —4t> —16t — 16 = o2
1= o¢?%
1= o

sonucuna ulasilir. Yani y egrisi H? kiiresi iizerinde yatan ikinci dereceden kiiresel PH-
egridir.

y egrisinin spacelike, timelike, null mu oldugunu inceleyelim. y(t) = (y1(t), v2(t), y3(t))
egrisinin

19 21
y(@) = (t+2,t2+4t+T,t2+4t+T)

y(t) = (1,2t + 4,2t +4)
@), 7)) = 12+ 2t+4)>— (2t + 4)*
@, y@®)= 1
ly@®ll= 1>0

oldugu icin y egrisi Hf kiiresi iizerinde yatan ikinci dereceden bir spacelike egri olur. Bu
esitligin 02 ye esit oldugu agikardir. o2 negatif deger alamayacagi igin egri timelike egri

olamaz.

Sekil 5. y Ikinci Dereceden Spacelike Kiiresel PH-egrisi
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Yukarida verilen parametrik ¢dziimler disinda farkli olarak Ornek 4.2.2.4 verilebilir.

Ornek 4.2.2.4. E3’ de bir y egrisi y(t) = (y1(t),y2(t),y3(t)) olmak iizere

1
— 2
=t +—\/§t+\/2

1
()= t*+—t

V2

Ys(®) = V2t2+t+1

ifadeleriyle tammlansin. Kiiresel egri olma sarti yZ(t) + y2(t) —y2(t) =1 igin

v1(t),y2 (t),y3 (t) yerlerine yazildiginda

(t2+%t+\/§)2+(t2+%t>z— (V22 +t+1) =1

(E* 4262+ 2+ VZE +VZE2 4+ £) + (4 + 212 +V2E) — (2t* + 2 + 1+ 2V26% +V2t2 + 0)=1

elde edilir. PH-egri olmasi i¢in yf + y2 —yZ = 62 esitligi saglanmalidir. Bu esitligin

hesaplanabilmesi i¢in 6nce y4,7>, V3

1
= 2t +—
" 2
v, = 2t + !
V2 2

vs= 2V2t+1

olur. O halde y2 + y2 — yZ = o2 esitligi yazildiginda;
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1 1
(4t2 +2V2t + E) + <4t2 +2V2t + 5) — (82 + 42t +1) = o2

0= o2

sonucuna ulasilir. Yani ikinci dereceden kiiresel PH-egrisi olan y egrisi 0 = 0 oldugundan

null egri olur. Sonug olarak:
Y=+t +V2, 2+ St +V2, V22 4+t 4 1)

egrisi kiiresel PH-egrisidir ve nulldur. y egrisi bir dogru belirtir.

] >
| 47

- :ﬁ%
0
040 % > 15 1

1.2

<16 3 245

Sekil 6. y Ikinci Dereceden Null Kiiresel PH-egrisi
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Genel Coziim 4.2.2.1. y egrisi SZ kiiresi iizerinde yatan ikinci dereceden bir kiiresel

PH-egri olsun. y(t) = (y1(t), y2(t), y3(t)) egrisinin bilesenleri
y1(t) = ayt?* + ait + ag
Y2(t) = byt?*+ byt + by

y3(t) = Cztz + Clt + Co

Ao, Ay, Ay, bo, by, by, Co, €1, ¢, € R igin seklinde yazilir. y egrisi S? kiiresi iizerinde yatmasi

igin

AORERHORSZIGES! (4.23)

(4.23) esitligini saglamasi gerekir. (4.16) denkleminde y,(t),y, (t),ys (t) yerine
yazildiginda

(ayt? + a;t + ag)? + (byt? + byt + bg)? — (cpt? + et +¢)?> =1 (4.24)

olmalidir. (4.24) denkleminde gerekli hesaplamalar yapildiginda

a?t? + 2a,a0t + ai + b2t? + 2b byt + bE — cit? — 2cict — 2 =1

esitliginden asagidaki denklemler elde edilir:

a3 +bs—c3=0 (4.25)

aa, + ble — C1Cp = 0 (426)
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a? + b? — c¢? + 2aga, + 2bgh, — 2coc, = 0
aoal + b0b1 - COC1 = 0

ai+bs—ci=1

y egrisinin PH-egri olmasi i¢in yZ + y2 —y2 = 02 esitligi saglanmalidr.

hesaplanabilmesi i¢in dnce Y4, ¥,, Y3 hesaplandiginda

']./1 = Zazt + a1

T’Z = szt + bl

)}3 - 2C2t + C1

elde edilir. y? + y% — y2 = 0% denkleminde yazildiginda

(2ayt + a;)? + (2byt + by)? — 2cyt + ¢4)% = 07

olur. (4.25) ve (4.26) esitliklerinden yararlanildiginda

4 (aZ + b5 — c3) t? + 4 (ayay + byby—cycq) t + a? + b2 — ¢? = g2
0 0

a? + b? — ¢ = g2

olur. Islemler sonucunda olusan biitiin esitlikler:

as+b2—c2=0
aa, + ble — C1Cp = 0

a% + bf - C% + Zaoaz + 2b0b2 - 2COC2 == 0
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(4.27)
(4.28)

(4.29)

Bunun

(4.30)
(4.31)

(4.32)



agaq + bObl — CoC1 = O (433)
ag+bg—cg =1 (4.34)

a? + b? — ¢} = o (4.35)

olur. Denklemlerin ¢oziimiiyle yazilacak y(t) = (y1(t),y2(t), v3(t)) egrisi;
y1(t) = ayt* + a;t + aq
Y2(t) = byt?+ byt + by
Y3(t) = ct? + ¢t + ¢

S2 kiiresi iizerinde yatan ikinci dereceden bir kiiresel PH-egri olur.

Genel Coziim 4.2.2.2. y egrisi H? kiiresi lizerinde yatan ikinci dereceden bir kiiresel

PH-egri olsun. y(t) = (y1(t),v2(t), y3(t)) egrisinin bilesenleri

Y1(t) = ayt? + a it + a,
yz(t) = b2t2+ blt + bO

y3(t) = Cztz + Clt + Co

Ay, Ay, Ay, by, by, by, €, €1, C; € R icin seklinde yazilir. ¥ egrisi HZ kiiresi iizerinde yatmasi

icin

i+ vi(®) —yi() =-1 (4.36)

(4.36) esitligini saglamas1 gerekir. (4.36) denkleminde y4(t),y2(t),y3 (t) Yyerine
yazildiginda:
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(ayt? + a it + ag)? + (byt? + byt + by)? — (cyt? + ¢t + ¢)? = —1 (4.37)

olmalidir. (4.37) denkleminde gerekli hesaplamalar yapildiginda

a?t? + 2a,aot + aZ + b?t? + 2b,bot + bZ — c2t? — 2cicot — ¢ = —1

esitliginden asagidaki denklemler elde edilir:

as+bs—c3=0 (4.38)

a,a, + byb, —cic; =0 (4.39)

a? + b? — ¢ + 2aga, + 2bgh, — 2coc; = 0 (4.40)
gy + bgb; — coc; =0 (4.41)

a3 +bs —cg =-1 (4.42)

y egrisinin PH-egri olmasi igin yZ + y2 —y2 = 02 esitligi saglanmalidir. Bunun

hesaplanabilmesi i¢in dnce ¥4, ¥,, ¥3 hesaplandiginda,

‘]'/1 = Zazt + a1

‘]'/2 = szt + bl

)‘/3 == 2C2t + Cl

elde edilir. y? + yZ — y2 = 0% denkleminde yazildiginda

(Zazt + al)z + (szt + bl)z - (2C2t + Cl)z == 0-2
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olur. (4.38) ve (4.39) esitliklerinden yararlanildiginda

4 (a% + b3 — c2) t? + 4 (ayay + byby—cycy) t + a? + b2 — ¢? = g2
0 0

a? + bf — ¢ = o*

olur. Bu islemler sonucunda olusan biitiin esitlikler:

as+b:—c2=0 (4.43)

a,a; + byb, — cyc, =0 (4.44)

a? + b? — c¢? + 2aga, + 2bgh, — 2coc; = 0 (4.45)
agaq + bob; — coc; =0 (4.46)

a3+ bz —cs =—1 (4.47)

a? + b? — ¢ = ¢? (4.48)

olur. Bu denklemlerin ¢6ziimiiyle yazilacak y(t) = (y1(t), y2(t), y3(t)) egrisi;

Vl(t) = aztz + alt + Ay

yz(t) = b2t2+ blt + bO

Y3(t) = cut? + ¢t + ¢

H? kiiresi {izerinde yatan ikinci dereceden bir kiiresel PH-egri olur.
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4.2.3. Ugiincii Dereceden Kiiresel PH-Egriler

Bu alt boliimde 3 de iiciincii dereceden spacelike ve null kiiresel PH-egrinin varlig
aragtirilmustir. y egrisi E3 de S? kiiresi iizerinde yatan iiciincii dereceden kiiresel PH-egri
olsun. y(t) = (y1(t),72(t),¥3(t)) seklinde bilesenleri ile ifade edildiginde S kiiresi

iizerinde yatmasi igin,

i)+ vi)—vi(®) =1 (4.49)

(4.49) esitligini saglamasi gerekir. Ayrica PH-egri oldugundan dolay1

Vi + vi—vi=o? (4.50)

(4.50) denklemi saglanmalidir. y4(t),y, (t),y3 (t) flglincii dereceden polinomlar

olduklarindan

Y1(t) = ast3 + a,t? + a it + a,
Y2(t) = bst3 + bt?+ byt + b,

yg(t) = C3t3 + Cztz + Clt + Co

ag, 1,0z, a3,bgy, by, by, b3, cy, Cq,c2,c3 € R igin seklinde yazilir. (4.49) denkleminde

y1(t),y2 (t),y3 (t) yerine yazildiginda

(a3t3 + a2t2 + alt + ao)z + (b3t3 + bztz + blt + bo)z - (C3t3 + Cztz + Clt + Co)z = 1 (451)

elde edilir. (4.51) denkleminde gerekli hesaplamalar yapildiginda
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a?t? + 2a,a9t + a2 + b?t? + 2b, byt + b3 — c2t? — 2cicot — 2 =1

esitliginden asagidaki denklemler elde edilir:

ai+bi—c5=0 (4.52)

asza, + bsb, —c3c, =0 (4.53)

as + bz — ¢z + 2asa, + 2bsb; — 2¢c3¢, = 0 (4.54)
azag + a,a; + bzby + byby — c3¢9 — ¢4 =0 (4.55)
a? + b? — c¢2 + 2ayay + 2b,by — 2c5c = 0 (4.56)
a;aq + b1by — c1c =0 (4.57)
ag+bs—ct=1 (4.58)

(4.50) denklemi i¢in y4, ¥, V3 ifadeleri hesaplandiginda

yl = 3a3t2 + 2a2t + aq

)'/2 = 3b3t2 + 2b2t + bl

V3 = 3c3t? + 2¢,t + ¢4

elde edilir. (4.50) denkleminden

(3a3t2 + Zazt + a1)2 + (3b3t2 + szt + bl)z - (3C3t2 + 2C2t + Cl)z = 0-2

(4.52), (4.53), (4.54) esitliklerinden yararlanildiginda
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9 (a% + b?? - C_%) t4 + 12 (a3a2 + b3b2 - C3C2) t3 + 4-(61% + b22 - sz) + 6((13(11 + b3b1 - C3C1) tz

0 0 (a3 +bF-c3)+3(af+b3—c3)+6(azas+bsbs—csc1)
0

+ 4‘ (azal + bzbl - C2C1)t + a% + blz - C12 = 02

Gerekli islemler yapildiginda:

(a3 + b3 — c2)t? + 4 (aya, + byby — ¢3¢t + (a? + b2 — ¢?) = o2

olur. Islemler sonucunda asagidaki esitlikler olusur.
as+b:i—c2=0
asa, + bsb, —c3c, =0
as + b2 — ¢2 + 2aza, + 2bsb; — 2¢c3¢, = 0
azag + a,a; + bsby + byby — c3¢9 — ¢ =0
a? + b? — c¢? + 2ayay + 2byby — 2c5¢ = 0
a,aqg + byby — cico =0
a3 +b2 —c2=1

(a3 + b3 — c2)t? + 4 (aya, + b,by — c3¢))t a? + b? — ¢? = o2

Bu denklemler i¢in bazi1 6zel durumlar asagida incelenmistir.

Ozel durum 4231 y:R- E3 iclincii dereceden polinom egrisi y(t) =

(at3, bt3, ct?) seklinde tanimlansin. y egrisinin kiiresel egri olmast igin

61



i)+ vi®) —ys®) =1

denklemi saglanmalidir. Bu denklemde y egrisinin bilesenleri yerlerine yazildiginda

(at®)? + (bt3)? — (ct3)? =1 (4.59)

elde edilir. (4.59) numarali esitligin Vt € R i¢in saglanamayacagi agiktir. Bu sekilde olan

egriler kiiresel egri olamaz. Dolayisiyla bu tip egrilerden kiiresel PH-egri elde edilemez.

Ozel durum 4.2.3.2. y: R = E3 iigiincii dereceden polinom egrisi
y(®) = (a1t® + ag, by t® + by, c1t% + ¢p)

seklinde tanimlansin. ¥ egrisinin kiiresel egri olmasi i¢in

i)+ vz —-vi) =1

denklemi saglanmalidir. Bu denklemde y egrisinin bilesenleri yerlerine yazildiginda

(a1t + ag)? + (byt® + bo)? — (c1t® +¢)* =1

elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda

a?t® + 2a a0t + al + b2t + 2b byt3 + bE — c2tb + 2cicot3 + 3 =1
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Esitliginden asagidaki denklemler elde edilir:

a? +b?—c2=0

Zalao + ZblbO - 2C1CO = 0

ai+bs—ci=1

O halde PH-egri olma sarti incelendiginde

Vi+¥:—vi=o0°

olmalidir. y4,7,,75 hesaplandiginda

yl = 3a1t2
)'/2 = 3b1t2
)./3 = 3C1t2

olur. y1,72, 73 PH-egri olma sartinda yerlestirildiginde;

(3a1t2)2 + (3b1t2)2 - (3C1t2)2 = 0-2

9ait* + 9b?t* — 9cit* = o2

olur.

Kiiresel olma sartindaki denklemlere dayanarak islem en sade haline getirildiginde.
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9<a%+bf—clz>t4= o’
—_—

0

o= 0

olur. O halde
]/(t) = (a1t3 + ag, b1t3 + bO,C1t3 + CO)

seklinde olan kiiresel egriler kiiresel null PH-egrilerdir.
Ornek 4.2.3.1. y:R - E3 iiciincii dereceden polinom egrisi
y(t) = (6t3 + 8,8t3 4+ 9,10t + 12)

seklinde tanimlansin. y egrisinin kiiresel egri olmasi i¢in

i)+ vz —-vi) =1

denklemi saglanmalidir. Bu denklemde y egrisinin bilesenleri yerlerine yazildiginda

(6t3+8)2 + (8t3+9)2 —(10t3+12)2 =1
elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda

36t% + 96t3 + 64 + 64t° + 144t3 + 81 — 100t® — 240t3 — 144 =1

Esitligi elde edilir. Bu esitlik y(t) = (6t + 8,8t +9,10t3 + 12) egrisinin kiiresel egri

oldugunu gosterir. PH-egri olma sart1 incelendiginde,

i+ Vi —vi =0’
olmalidir. y4,7¥,,73 hesaplandiginda.
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7y = 182
)}2 = 24‘t2

Vs = 30t2

olur. ¥4,72, 73 PH-egri olma sartinda yerlestirildiginde;

(18t2)2 + (24t*)? — (30t?)%? = o?

324t* + 576t* —900t* = o2

esitligi elde edilir. Bu esitlik kiiresel y(t) = (6t + 8,8t +9,10t3 + 12) egrisinin null

PH-egri oldugunu gosterir. Yani y egrisi kiiresel null PH-egridir.

Sekil 7. y Ugiincii Dereceden Null Kiiresel PH-egrisi
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Ozel durum 4.2.3.3. y:R - E? iiciincii dereceden polinom egrisi

y(t) = (a;t3 + agt, byt + by, c1t3 + cot)

seklinde tanimlansin. y egrisinin kiiresel egri olmasi igin

i)+ i) —vs®) =1

denklemini saglanmalidir. Bu denklemde y egrisinin bilesenleri yerlerine yazildiginda

(a;t3 + agt)? + (byt + bg)? — (c1t3 + cot)? =1

elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda

azt® + 2a,agt* + adt? + b?t? + 2b byt + bE — 2t — 2¢c,cot* — cit? =1

Esitliginden asagidaki denklemler elde edilir:
a?—c2=0
2a,a9 + 2b1by — 2c1¢5 =0
as+b?—c2=0
2byby =0
bi =1
olur. Gerekli hesaplamalar yapildiginda:
a,=a, ay=ay, b =0 by=1 c;=a,, ¢y =aqa

Parametresiyle yazilan biitiin egriler kiiresel null PH-egrilerdir.
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Ornek 4.2.3.2. y:R - E? iiciincii dereceden polinom egrisi

y(t) = (2t3 + 3t,1,2t3 + 3t)
olsun. y egrisini inceleyelim. Kiiresel egri olmas1 durumunu inceleyelim.
M+ i -vi =1
Sartinda y, (t), v, (t), y3 (t) yerlestirelim.
(2t3 +36)2+12— (2t3+3t)2 =1

Esitligini  sagladigr icin egri kiiresel egridir. PH-egri olma sartin1 inceleyelim.

Vi + 72 — 92 = 62 olmaldir. 4,75, 3 hesaplandiginda,

y1= 6t2+3
Y2= 0
3= 6t*+3

Vi + y2 —yZ = o2 denkleminde yerlestirildiginde:
(6t2+3)24+ 02— (6t2+3)2= o?
0= o2

oldugundan egri kiiresel null PH-egri olur.

L0 08 g4

Sekil 8. y Ugiincii Dereceden Null Kiiresel PH-egrisi
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y egrisi E3’de S? Kkiiresi iizerinde yatan n. dereceden kiiresel egri ve
y(t) = (Y1 (), v2(t),y3(t)) olsun. y egrisinin bilesenleri olan; y;(t),y, (t),y3 (t) n.

dereceden polinom ve a;; € R, (i = 1,2,3 ve j = 0,1,2, ...,n) i¢in

Y1(6) = aint™ + a1(n—1)tn_1 + -t apt+ ag
Y2(t) = apnt™ + ap-nt™t + -+ axt +ay

Y3(t) = aznt™ + agpot" ' + -+ azt +az
seklinde yazilir ve d; = (a4}, azj, as;) olacak sekilde y(t) egrisi,

Y(t) = Aut™ + dp_q t" 1+ -+ Ayt + dg

olur. Boylelikle kisaca

n

y(t) = Z d;t" a; = (ay;, ay;, az;)

i=0

olur. y egrisinin derecelerine gore kiiresel ve PH-egri olmasi durumlari incelendiginde;

a) n = 1 igin, ¥ egrisinin bilesenleri

v1(t) = a1t +aqp
Y2(t) = axt+ay

y3(t) = az it +azg

olur. Ayrica y egrisinin vektorel ifadesi y(t) = d,t + d, olur. y egrisinin kiiresel olmasi

dikkate alindiginda,
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(v,v) = (d;t+do dit+do)

= (dy,dy)t? 4 2(dy, do)t + (do, do) = 1
0 0 1

elde edilir. Buradan d, vektorii null, d; 1 d, ve d, € Si elde edilir.

y egrisinin PH-egri olmasi dikkate alindiginda (y,y) = 02 olmas: gerektiginden

Y1(t) = ayq
Y2(t) = ap;
Y3(t) = as;

olur. Ayrica y’ nin vektorel ifadesi y(t) = d, olur. y egrisinin PH-egri olmasi dikkate

alindiginda

()7: V) = (51, a1) = g2
= <a1' C_l)1> = g?
0

olur. Boylece y egrisi birinci dereceden kiiresel PH-egri olur.

b) n = 2 i¢in, y egrisinin bilesenleri

Y1) = as,t? + ag t + ay
Yo(£) = azt? + apit + ayg

Y3(t) = azyt? + az it + asg
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olur. Ayrica y egrisinin vektérel ifadesi y(t) = d,t? + d,t + d, olur. y egrisinin kiiresel

olmasi dikkate alindiginda (y, y) = 1 olmasi gerektiginden

(r,v) = (dxt? + dyt + dg, dyt? + dyt + dy) —

= (dy, dp)t* + 2(dy, d1)t° + (2(dy, do)+(dy, d1)) t? + 2(dy, do)t + (do, do) =

Bu esitlikten

(d,d2) =0,  (dp,d1) =0,  2(dydo) +(dy1,d1) =0,

(dy,do) = 0, (do,dy) =1

elde edilir. Buradan d, vektérii null, d, 1 d, ve d, € S? elde edilir.

y egrisinin PH-egri olmas: dikkate alindiginda (y,y) = 02 olmasi gerektiginden
Y1(t) = 2ay5t + aygq
Y2(8) = 2az;t + ay,

Y3(t) = 2a3,t +az,;

olur. Ayrica y egrisinin vektorel ifadesi y(t) = 2d,t + d, olur. y egrisinin PH-egri olmasi

dikkate alindiginda (y,y) = 02 olmasi gerektiginden

(y,y) = <2&2t+dl,2a},2t+al) = 0-2

= 4<az, az)tz + 4(52' 61)t + (61' a1> = o
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Bu esitlik;
(d,dy) =0, (dy,d,) =0
oldugundan
(d,a;) =0 2

olur. @, vektoriine baglh olur. o sabit polinomdur. y egrisi ikinci dereceden kiiresel PH-egri

olur.

€) n = 3 i¢in, y egrisinin bilesenleri

Y1) = as3t® + a;,t* + aggt + ag
Yo(£) = axst® + ant? + axt + ay

Y3(t) = asst® + az,t? + az it + asg

olmak iizere y egrisinin vektdrel ifadesi y(t) = dst3 + d, t? + dyt + d, olur. y egrisinin

kiiresel olmasi dikkate alindiginda (y,y) = 1 olmas1 gerektiginden

(y, y) = (C_i3t3 + C_iz tz + C_ilt + C_io, C_i3t3 + C_iz tz + (_ilt + ao) =1

= (ds, d3)t® + 2(ds, dx)t> + (2(d3, dy) + (az a))t* +
2({ds, do) + (dg, d1))t3 + (2(dy, do) + (dy, d1)) t2 + 2(dy, do)t + (dg, do) = 1

Esitliginden;
<&31 a3) = Or (5'3) dZ) = OI 2(&3, al) + (aZ' aZ) = O’ <(_i31 C_i0> + (C_iZI C_i1> = 0)
2(&21 C_iO> + (C_il! C_il> = OP <C_ili C_io> = 0: (a')Or &)O) =1

elde edilir. Buradan d5 vektérii null, d; L d,, d; L dove do € SZ elde edilir.
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y egrisinin PH-egri olmasi dikkate alindiginda (y,y) = 2 olmas1 gerektiginden

yl(t) = 3a13t2 + zalzt + a11

)/Z(t) = 3a23t2 + Zazzt + a21

)/3(1:) = 3a33t2 + 2a32t + a31

olmak iizere y egrisinin vektdrel ifadesi y (t) = 3dst? + 2d,t + d, olur. y egrisinin PH-egri

olmasi dikkate alindiginda (y,y) = ¢ olmas1 gerektiginden

<]'/, ]/) = (3&31:2 + zazt + C_il, 3d3t2 + Zc_izt + &1) = 0-2

= 9(6_1)'3' 5'3)1:4 + 12(&3, aZ)tB + 6(&3, C_il)tz + 4‘(&2, al))t + <C_l)1' 5’1) = 0-2

esitligi

oldugundan

9ds, ds3)t* + 12(ds, dy)t3 + 6{d3, d;)t? + 4{(d,, d )t + {dq,d;) = 02

fadesi

6(ds, d1)t* + 4(dy, dy )t + (dy, dy) = 0>

olur.
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d) n = 4 i¢in, y egrisinin bilesenleri

yl(t) = a14t4 + a13t3 + a12t2 + allt + a10
Y2 (t) = a24t4 + a23t3 + a22t2 + a21t + Ay

Y3 (t) = a34t4 + a33t3 + a32t2 + a31t + aso

olmak {iizere y egrisinin vektorel ifadesi y(t) = d,t* + dst> + d, t? + dyt + d, olur. y

egrisinin kiiresel olmasi dikkate alindiginda (y,y) = 1 olmas1 gerektiginden

(y,y) = (54154 + C_l)3t3 + C_iz tz + dlt + C_io, 5,4t4 + 53t3 + C_iz tz + C_ilt + C_io) =1

= (dy, dg)t8 + 2(dy, d3)t7 + [2(dy, dy) + (d3, d3)]t8 + 2[(dy, d1) + (d3, d2)]E°
+ [2(dy, do) + 2(d3, dq) + (az, ax)]t* + 2[(ds, do) + (dy, dq)]t3
+ [2(dy, do) + (dy, dq)]t? + 2(dy, do)t + (dy, do) = 1

esitliginden;
(g, d4) =0, (dy,dz) =0, 2(dy dy)+(ds d3) =0, (dy4 d;)+(ds d,) =0,

2<Ei4! EiO) + 2(63,61) + <a21 aZ) = 0! <a3,ao) + (a)Zi al) = OI Z(EZIH()) + <a’)1l al) = 0;

(d1,dp) =0, (do,dp)=1

elde edilir. Buradan d, vektérii null, d, L ds, d; L doVve do € SZ elde edilir.

y egrisinin PH-egri olmasi dikkate alindiginda (y,y) = o2 olmasi gerektiginden

V1(t) = 4‘a14t3 + 3a13t2 + 2a12t + a1
}./2 (t) == 4'a24t3 + 3a23t2 + 2a22t + a21
}}3 (t) == 4'a34t3 + 3a33t2 + 2a32t + a31
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olmak {iizere y egrisinin vektdrel ifadesi y(t) = 4d,t3 + 3d;t? + 2d,t + d; olur. y

egrisinin PH-egri olmasi dikkate alindiginda (y,y) = o2 olmasi gerektiginden

(y,7) = (4d,t3 + 3dst? + 2d,t + dy, 4d,t3 + 3d;t? + 2d,t + d,) = 02

16{dy, dg)t® + 24(dy, d3)t® + [9(ds, ds) + 16(dy, dp)]t* + [8(ds, dq) + 12(d3, d))]t
+ [4<aZF &2> + 6(&)3) &1)]t2 + 4(C_iZI a’l))t + <all al) = 0-2

esitligi;

(dyg,d4) =0, (dy,dz) =0, 2(ay, dy) +(as, d3) =0

oldugundan

16(dy, d4)t® + 24(dy, ds)t® + [9(ds, ds) + 16(dy, do)[t* + [8(d,, d1) + 12(ds5, d,)]t3
+ [4<aZF &2> + 6(&3I C_il)]tz + 4(52I a')l))t + <C_ill al) = 0-2

ifadesi

(dz, ds)t* + 4(ds, dy)t3 + [4(dy, dy) + 6(ds, dy)]t? + 4(dy, dy)t + (dy, dy) = 02

olur.

Yukarida birinci, ikinci, t¢lincli ve dordiincii dereceden y egrileri igin verdigimiz

kiiresel egri sartlar1 genellestirildiginde asagidaki Teorem 4.2.3.1 elde edilir.
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Teorem 4.2.3.1. y egrisi E3’de S kiiresi iizerinde yatan n. dereceden kiiresel egri ve
y(t) = (Y1 (), v2(t),y3(t)) olsun. y egrisinin bilesenleri olan; y;(t),y, (t),y3 (t) n.

dereceden polinom ve a;; € R, (i = 1,2,3 ve j = 0,1,2, ...,n) i¢in

Y1(6) = aint™ + a1(n—1)tn_1 + -t apt+ ag
Y2(t) = apnt™ + ap-nt™t + -+ axt +ay

Y3(t) = aznt™ + agpot" ' + -+ azt +az
seklinde yazilir ve c_ij = (a j»zj, A3 j) olacak sekilde y(t) egrisi,
Y(t) = Aut™ + dp_q t" 1+ -+ Ayt + dg

olur. Boylelikle kisaca y egrisini

n

y(t) = Z d;t" a; = (ay;, ay;, az;)

i=0

sekilde gosterilir. y egrisinin kiiresel olma durumu incelendiginde:

n

)= @, ) gt =1
i=0

j=0

sartin1 saglamasi gerekir. Buna gore;

n

n 2n
(Z aiti’z 5}.,;1‘) = Z btk =1, k=i+jveije{0,12,..,n}
i=0 k=0

j=0
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(do,do) =1,  4j=0

k
b = - o
k Z(ai,aj)=0, i+j?':0

i+j=1
kosullar1 saglanarak yazilan y egrisi kiiresel egri olur.

Ispat:

1. n=11icin y(t) = (y1(t),y2(t),v3(t)) egrisinin bilesenleri
y1(t) = annt + ago
Y2(t) = axt+ay
Y3(t) = azit+ azg
olur. Boylece
elde edilir. Kiiresel olma sartina bakildiginda
(v, v) = (dit + do, dit + do) = 1

olmalidir.

<)/l V) = <all al) tz + 2 <(_i11 a0> t+ <(_i0l (_io) =1
0 0 1
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y(t) = Z d;t d; = (a4, az;, az;)

n =1 i¢in

olur.

1 1
)= a, Y G =1
i=0 j=0

sartin1 saglamasi gerekir.

1
( C_iiti ,
=0

1

1
a
j=0 k=0

—.

<ao,ao>= 1, ,j=0
b k
e = Z(Eil,c_i])=0, i+j+0
i+j=1

2
Z bit* = byt? + byt + bot°
k=0

b2=(6_i1,6_l)1)=0, l+]¢0
b1:2<a1,a0>:0, l+]:/:0

b0:<ao,ao):1, l,]:0

oldugundan dolay1 n = 1 igin karakterizasyonun saglandig1 goriiliir.
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2. y egrisi m. dereceden kiiresel egri olmak iizere; n = m ig¢in dogru kiiresel egri oldugunu

kabul edelim.

m

y(® =) 4t d; = (@i, @20, a37)

i=0

sekilde gosterilir. Kiiresel egri olmasi igin;

,y) = <2 aitf,z dithy =1
i=0 j=0

sartin1 sagladigi i¢in

m m 2m
( 5iti,z dtly= Y bthk=1, m=i+j, i,j={012,..,m}
i=0 j=0 k=0
<ao,ao):1, l,]:O
2m
bk - > o . .
(d;,dj))=0, i+j#0
i+j=1

olur.

3. n=m+ 1ligin y egrisinin (m + 1). dereceden kiiresel egri oldugunu gosterelim.

m+1

y© = dt!

i=0
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olur. Kiiresel egri olmasi i¢in;

m+1 m+1 2m+2

YOO = @t ) @t = ) Btk
i=0 i=0 k=0

ifadesinin 1’ e esit oldugunu gostermemiz gerekir. Gerekli igslemler yapildiginda:

2m+2 2m
FOVO) = D Bith = Bamiat?™? 4 Byt 4+ ) Btk =1
k=0 .0 _ k=0
LIof@ndp=0, i+j=0  XH_(dpdj)=0, iHj#0 Ty

esitligi oldugundan bu sartlar1 saglayan y egrisi (m + 1). dereceden kiiresel egri olur.
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4.3. Minkowski 3 —Uzayinda Bertrand Egriler

Tamm 4.3.1. Bir y:I > S? birim hizli spacelike kiiresel egrisi o yay
parametresiyle verilmis olsun. y = Z—Z olmak tizere, y nin ¢ daki birim teget vektorii T (o) =
v (o) ile verilir. S(o) = y(0) X T(o) seklinde tanimlanan S(o) vektori ile birlikte y

boyunca ortonormal bir {y (o), T (c),S(0)} catisi elde edilir. Bu ¢atiya y egrisinin Sabban
Catis1 denir (Izumiya ve Takeuchi, 2002).

Teorem 4.3.1. y egrisi E3 de birim hizl1 bir egri olsun. y nin hiperbolik Serret Frenet

formiilleri:

y spacelike egrisi H?’de tanimliysa (s spacelike vektor ise)

y(@) = T(o)
T(0) = y(0) + k,(0)S(0) (4.61)
S(o) = —kg(0)T (o)

y spacelike egrisi Si’ de tanimliysa (s timelike vektor ise)

y(o) = T(o)
T(0) = —y(0) —Kg(0)S(0) (4.62)
S(0) = —k4(0)T(0)

y timelike egrisi S7’ de tanimliysa

y(@) = T(o)
T(o) = y(o)+ Kq(0)S(0) (4.63)
S(0) = —k4(0)T(0)

seklindedir. Burada x, = det (y, T, T) jeodezik egriliktir (Izumiya, 2004).

80



Teorem 4.3.3. y egrisi E3 de birim hizli kiiresel bir egri olsun. Bu durumda, a ve

sabit sayilar, c sabit vektor € = +1 olmak tizere
7(0) = [a f; y(w)du + cothd f; S(u)du] +c (4.64)

ile verilen (o) egrisi bir Bertrand egrisidir. y spacelike egri ise € = 1, timelike egri ise € =
—1 alinir. Ayrica asli normal vektori lightlike (null) olmayan tiim Bertrand egrileri bu

yontemle tiretilebilir (Gliner, 2011).

4.4. Minkowski 3 — Uzayinda Bertrand PH-Egriler

Teorem 4.4.1. y: I — S birim hizli kiiresel PH-egri olsun.
(o) =a [f(:) y(uw)du + ecothf f; S(u)du] +c (4.65)

ile tanimlanan 7 (o) uzay egrisi Bertrand PH-egri olur. Burada a ve 6 sabit sayilar, ¢ sabit

vektordur.

Ispat: Kiiresel egrilerden Bertrand egri asagidaki denklemle ifade edilmektedir.

7(0) =a Uay(u)du + ecothf fJS(u)dul +c

0

7(o)’nin tiirevini aldigimizda asagidaki esitlik elde edilir.
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7(0) = ay(o) + ascoth8S(o)

7(o)’ nin normu hesaplandiginda:

||)7(0)|| = |lay(o) + aecothOs(o)]|

||)7(0)|| = \/(az[(y(a) + ecoth6S(0),y(0) + ecoth6S(0))])

||)7(0)|| = IaI\/(y,y) + 2ecothO(y,S) + ecoth?6(S, S)

”)7(0)” = IaI\/(l + ecoth?0)

ifadesi sabit polinom oldugu i¢in (o) egrisi PH-egri oldugu asikardir. Boylece y Bertrand
PH-egri olur.

Teorem 4.4.2. y: 1 — S keyfi hizli kiiresel PH-egri olsun.
7(@)=a [f:o v(w)y(uw)du + ecothf f;) v(u)S(u)du] +c (4.66)

ile tanimlanan ¥ (o) uzay egrisi Bertrand PH-egri olur. Burada a ve 0 sabit sayilar, ¢ sabit

vektordur.

Ispat: ||y]| = v olsun. v = p (p bir polinom) olsun.

y(@) = vT(o)
T(0) = vy (o) + viy(0)S(0))

S(o) = —vK,(0)T(0)

kg(0) = vdet(y(0),T(0), T(0)) (4.67)
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Sabban Catisina gore yukaridaki catiy1 yazabiliriz.

Kiiresel egrilerden Bertrand egri asagidaki denklemle ifade edilmektedir.
7(0) =a [f; v(uw)yw)du + ecoth@ f; v(u)S(u)du] +c (4.68)
7 (o) tiirevi alindiginda asagidaki esitlik elde edilir.
7(0) = av(0)y(0) + aecothbv(o)S(0)

7(o)’ normu hesaplandiginda:

|7 | = llav(e)y (o) + ascothdv(c)S (o)l

||}7(0)|| = \/(a2 [{(v(o)y(o) + ecothBv(0)S(0),v(o)y (o) + ecothOv(o)S(0))])

17| = lalyv2(y,v) + 2ecothv2(y,S) + ecoth20v%(S, S)
7] = lal/v2(1 + ecoth?6)
|7(@]| = lalvy/ (1 + ecoth?6)

elde edilir. ||]7(a)|| ifadesi polinom oldugu i¢in ¥ Bertrand PH-egri olur.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Bu caligmada, birinci bolimde Bertrand ve PH-egrilerle ilgili literatiir bilgisi
verilmistir. Ikinci boliimde Oklid ve Minkowski uzaylarinda temel kavramlar aciklanmis
olup, yaptigimiz calismaya yardimci olabilecek teoremler ispatlarla verilmistir. Bu
kavramlar ve teoremler yardimiyla iigiincii boliimde Oklid 3 —uzaymda PH-egriler
aciklanmis ve kiiresel PH-egrilerin olmadig1 ortaya koyulmustur. Teorem 3.2.2 metoduyla
elde edilebilen Bertrand PH-egrinin olmadigi sonucuna varilmigtir. Dordiincti bolimde;
Minkowski 3 —uzayinda PH-egriler agiklanmis ve kiresel PH-egrilerin varligi
gosterilmistir. Bu boliimiin alt bashklarinda Birinci Dereceden Kiiresel PH-egriler, ikinci
Dereceden Kiiresel PH-egriler ve Ugiincii Dereceden Kiiresel PH-egriler tanimlanmis ve
spacelike, timelike ve null olma durumlari incelenmistir. Ugiincii Dereceden Kiiresel PH-

egrilerin 6zel durumlarina yer verilmis ve 6rneklendirilmistir.

Bu bilgiler dogrultusunda ve ispatlarla vardigimiz sonuglar su sekilde siralanabilir:
1. Oklid 3 —uzayinda kiiresel PH-egri yoktur.

2. Oklid 3 —uzayinda kiiresel PH-egri olmadigindan Teorem 3.2.2 metoduyla elde edilebilen
Bertrand PH-egri de yoktur.

3. Minkowski 3 —uzayinda kiiresel PH-egri vardir.

4. Minkowski 3 —uzayinda S? kiiresi iizerinde yatan birinci dereceden biitiin kiiresel PH-

egriler null egrilerdir.

5. Minkowski 3 —uzayinda H? iizerinde yatan birinci dereceden biitiin kiiresel PH-egriler

null egrilerdir.

6. Minkowski 3 —uzayinda ikinci dereceden S2 ve H? kiireleri iizerinde yatan spacelike ve

null kiiresel PH-egri vardir.
7. Minkowski 3 —uzayinda timelike Kiiresel PH-egri yoktur.

8. n. dereceden y egrisi igin kiiresel egri olma sarti genellestirilerek Teorem 4.2.3.1

verilmistir.
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9. Minkowski 3 —uzayinda kiiresel egrilerden Bertrand egri elde etme yontemiyle elde
edilen biitlin Bertrand egriler ayn1 zamanda PH-egridir. Yani Teorem 4.3.3. yontemiyle elde

edilen biitiin egriler Bertrand PH-egridir.

Bu sonuglardan yola ¢ikarak Minkowski uzayinda daha biiyiik derecelerde Kiiresel
PH-egriler incelenebilir. Bu incelemeler daha yiliksek boyutlu uzaylara tasmabilir.

Minkowski uzayinda genellestirilebilir.

85



KAYNAKCA

Akdemir, A.A. (2021). Egrilik ile Modifiye Edilmis Ortogonal Catida Egriler. Yaymlanmig
Yiiksek Lisans Tezi. Erciyes Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi Matematik

Anabilim Dali, Kayseri.

Babaarslan, M. (2009). Null Bertrand Egriler Uzerine. Yaymnlanmis Yiiksek Lisans Tezi.
Siileyman Demirel Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali,

Isparta.

Babaarslan, M. (2013). Sabit Egimli Yiizeyler ve Uygulamalar1. Yayinlanmis Doktora Tezi.

Ankara Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dal1, Ankara.

Bertrand, J. (1850). Memoire sur la theorie des courbes a double Courbure, Journal de

Mathematiques Pures er Appliquees, 15, 332-350.

Bilgin, B. (2020). Minkowski 3-Uzayinda V-Bertrand Egri Ciftleri. Yayinlanmis Yiiksek
Lisans Tezi. Canakkale Onsekiz Mart Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Canakkale.

Camci, C., Ugum, A. and Ilarslan, K. (2020). A New Approach To Bertrand Curves In

Euclidean 3-Space.

Cakal, S. (2018). U¢ Boyutlu Lie Gruplarda AW(k) Tipi Bertrand Egrileri. Yaymlanmus
Yiiksek Lisans Tezi. Erzincan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik

Anabilim Dali, Erzincan.

Farouki, R. T. and Sakkalis, T. (1990). Pythagorean-hodographs. IBM Journal of Research
and Development, 34(5), 736-752.

Farouki, R. T. and Sakkalis, T. (1994). Pythagorean-hodograph Space Curves. Advances in
Computational Mathematics, 2, 41-66.

Giiner, G. (2011). Kiiresel Egriler ve Bertrand Egrileri. Yayinlanmis Yiiksek Lisans Tezi.
Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali,

Trabzon.

Hacisalihoglu, H. H. (2000). Diferansiyel Geometri. Ankara Universitesi Yayinlari, Ankara.

86



Hsuing, C.C. (1981). A First Course in Differential Geometry. International Press, New
York.

Irmak, Y. (2018). Déort Boyutlu Oklid Uzayinda Bertrand Egrileri ve Geometrik
Uygulamalar1. Yayinlanmis Yiiksek Lisans Tezi. Ankara Universitesi Fen Bilimleri

Enstitiisii Matematik Anabilim Dali, Ankara.

Isik, S. (2020). 4-Boyutlu Yari-Oklidyen Uzayda Genellestirilmis Bertrand Egrileri Uzerine.
Yayinlanmis Yiiksek Lisans Tezi. Kirikkale Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,

Matematik Anabilim Dali, Kirikkale.

Izumiya S., N. Takeuchi (2002). ‘Generic Properties of Helices and Bertrand Curves’,
Journal of Geometry, 74, 97-1009.

Izumiya S., Pei D. H., Sano T. And Torii E. (2004). Evolutes of Hyperbolic Plane Curves,
Acta Mathematica Sinica, English Series, 20(3), 543-550.

Izumiya S., N. Takeuchi (2017). Generalized Sabban Curves in The Euclidean N-Sphere
And Spherical Duality.

Kartal, E. (2019). (1,0), (1,1), (2,1) ve (3,0) Tipli Bertrand Egri Ciftleri Uzerine, Ordu

Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Yiiksek Lisans Tezi.
Kreyszig, E. (1959). Differential Geometry. University of Toronto Press, Canada.

Kubota, K. K. (1972). Pythagorean Triples in Unique Factorization Domains. American
Mathematical Monthly, 79(5), 503-505.

Lopez, R. (2008). Differential Geometry of Curves and Surfaces in Lorentz-Minkowski
space. arXiv:0810.3351v1 [math.DG].

Larson, R. (2012). Elementry Linear Algebra, The Pennsylvania State University, Boston.

Moon, H. P. (1999). Minkowski Pythagorean Hodographs, Computer Aided Geometric
Design. South Korea, 16(8), 739-753.

Matsuda H., Yorozu S. (2003). Notes on Bertrand Curves, Yokohama Math. J. 50, 41-58.
O’Neill, B. (1966). Elementary Differential Geometry. Academic Press, New York.

O’Neill, B. (1983). Semi-Riemannian Geometry with Applications to Relativity. Academic
Press, New York.

87



Ozginar, M. (2017). Bertrand Egrilerin Karakteristik Ozellikleri. Yaymlanmis Yiiksek
Lisans Tezi. Sakarya Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali,

Sakarya.

Ramis, C. (2013). PH-egrileri ve Uygulamalari. Yaymlanmis Yiiksek Lisans Tezi. Ankara

Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali, Ankara.

Simsek, G. (2017). R$ U¢ Boyutlu Minkowski Uzayinda Bertrand Egrilerinin Belirlenmesi
ve Silindirik Helislerin Genel Ozellikleri. Yaymnlanmis Yiiksek Lisans Tezi.
Ondokuz Mayis Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dals,

Samsun.

Tarhan, M. (2007). 3-boyutlu Oklid Uzayinda Bertrand Egrileri. Yaymnlanmis Yiiksek Lisans

Tezi. Firat Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali, Elazig.

Turan, M. (2016). PH Egrileri ve Euler-Rodrigues Catilari. Yayinlanmis Yiiksek Lisans

Tezi. Firat Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali, Elazig.

Yerlikaya, F. (2013). 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Bertrand Egrilerinin Kiiresel
Gostergelerinin Yeni Gosterimleri. Yaymlanmis Yiksek Lisans Tezi. Ondokuz

Mayis Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1, Samsun.

Yesilmen, C. (2016). Minkowski Uzayinda Bezier Egrilerinin Karakterizasyonu.
Yayinlanmis Yiiksek Lisans Tezi. Firat Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali, Elaz1g.

Yilmaz Evren, S. (2020). Bertrand Nurbs Egriler Uzerine. Yaymlanmus Yiiksek Lisans Tezi.

Mus Alparslan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali, Mus.

88









	4ab45061e3086e60165dd8cc93569e49af7bad136bae310eab8e3ddd4800c449.pdf
	blank595x841
	blank595x841

