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OZET

OKLID VE MINKOWSKIi UZAYLARINDA KUADRATIK BEZIiER PH EGRILER
UZERINE

Havva DOGAN ALTIN
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1 Yiiksek Lisans Tezi
Damigman: Dr. Ogr. Uyesi Mehmet GUMUS
02.06.2023, 46

Bes boliimden olusan bu tezin birinci boliimii giris boliimiidiir. Bu boliimde, Bezier
egriler ve Pyhtagorean Hodograph (PH) egriler ile ilgili bugiine kadar yapilmis ¢aligmalar
aragtirilmis ve bunlar hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci boliimde Oklid uzay1, Minkowski
uzay1, Bezier egriler ve PH-egriler hakkinda temel tanimlar, kavramlar ve bazi teoremlere

yer verilmistir.

Ugiincii béliimde, 2-boyutlu ve 3-boyutlu Oklid uzaymnda kuadratik Bezier bir
egriden PH-egri elde etmenin yontemi arastirilmis ve kuadratik Bezier bir egrinin PH-egri
olmasi i¢in kontrol noktalarinin saglamasi gereken parametre verilmistir. Elde edilen

parametreler i¢in bazi 6rnekler verilmis ve egrilerin grafikleri ¢izilmistir.

Dordiincii boliimde ise 2-boyutlu ve 3-boyutlu Minkowski uzayinda kuadratik
Bezier bir egriden PH-egri elde etmenin yontemi arastirilmis ve kuadratik Bezier bir
egrinin PH-egri olmasi icin kontrol noktalarmin saglamasi gereken parametreler
verilmistir. Elde edilen parametreler i¢in ¢esitli 6rnekler verilmis ve egrilerin grafikleri
¢izilmistir.

Besinci ve tezin son boliimiinde elde edilen karakterizasyonlar ile ilgili sonuglar
tartisilmistir. Olusturulan bu yeni egri ile ilgili baska neler yapilabilecegine ve hangi

alanlardaki ¢aligmalara destek olabilecegine dair 6nerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Oklid Uzay1, Minkowski Uzay1, Bezier Egri, PH-egri.
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ABSTRACT

ON QUADRATIC BEZIER PH-CURVE IN EUCLIDEAN AND MINKOWSKI
SPACES

Havva DOGAN ALTIN
Canakkale Onsekiz Mart University
School of Graduate Studies
Master of Science Thesis in Department of Mathematics
Advisor: Asst. Prof. Mehmet GUMUS
02.06.2023, 46

This thesis has five chapters. In the first chapter that is Introduction part, is
presented some informations about Bezier curves and Pyhtagorean Hodograph (PH) curves
that have been done so far are researched. In the second part, basic concepts, definitions
and some theorems about Minkowski and Euclidean spaces, Bezier and PH-curves are

given.

The third chapter investigates in method of obtaining a PH-curve from a quadratic
Bézier curve in 2-dimensional and 3-dimensional Euclidean spaces. For a quadratic Bézier
curve to be a PH-curve, the parameter that the control points must satisfy is given. The
graphs of the curves were drawn by giving some examples for the parameters obtained. In
the fourth chapter, the method of obtaining a PH-curve from a quadratic Bezier curve in 2-
dimensional and 3-dimensional Minkowski space is investigated. Thus, for a quadratic
Bézier curve to be PH-curve, the parameter that the control points must satisfy is given.
The graphs of the curves were drawn by giving various examples for the parameters

obtained.

In the fifth chapter which is last part of the thesis, the results of the
characterizations are discussed. Suggestions have been made about what else can be done

about this new curve created and in which areas it can support studies.

Key Words: Euclidean Space, Minkowski Space, Bezier Curve, PH-Curve.
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BIiRINCi BOLUM

GIRIS

Bilgisayar destekli tasarimlarin temelini parametrik egriler ve bu egrilerle
olusturulan yiizeyler olusturmaktadir. Bezier egrileri ve yiizeyleri, Coons yamalari, B-
Spline metodlari, Pythagorean Hodograph (PH) ve Minkowski uzayina genellestirimis
Pythagorean Hodograph (MPH) egrileri, bilgisayar destekli geometrik tasarimda oldukca

onemlidir.

Egrileri tanimlamak icin rasyonel, trigonometrik ve koklii ifade igeren fonksiyonlar
veya polinomlar kullanilmaktadir. Bilgisayar destekli geometrik tasarim, robotik ve
navigosyonda 6zellikle polinomsal egriler tercih edilmektedir. Ciinkii polinomsal egriler
yay uzunlugu hesaplamada diger egri ailelerine gore cebirsel kullanimlarda kolayliklar

saglamaktadir.

Matematiksel arastirmalarin farkli donemlerinde bu konunun teorik ve pratik
acilardan merkeze alindig1 birgok alan ve calisma mevcuttur. Hem calismamizin sinirlarini
belirleme hem de Onemine dair agiklamalarda bulunma adina bu konunun teoride ve
pratikte hangi alanlarda kullanildigina kisaca deginmekte fayda vardir. Boylelikle
calismamizin amaci da daha saglikli sekilde ortaya konabilecegi kanaatindeyiz. Konunun
temelleri literatiirde uzun bir ge¢mise sahip olsa da aslinda kullanim alani agisindan
oldukca yeni sayilabilecek bir yapiya sahiptir. Tez calismamizin merkez konusundan
sapmamak adina konuya ve mevcut ¢alismalara sadece ana hatlariyla deginmek daha dogru

olacaktir.

Bu alanda ilk olarak Kubato, 1972’de Pisagor kosulunu vermis ve bdylece
uzunlugu bir polinoma esit olan egri diislincesi ortaya c¢ikmistir. Farouki ve Sakkalis
(1990), Kubato’nun c¢aligmasindan esinlenerek PH egrilerini tanimlamiglar ve diizlemsel
PH-egrilerin karakterizasyonunu ortaya koymuslardir. Daha sonra, 1992°de Farouki

tasarim ve yaklasim geometrisi i¢in diizlemsel PH-egrilerinin nasil kullanilacagin



gostermistir. Ardindan Dietz ve arkadaslar1 (1993), li¢ boyutlu uzayda polinomlar i¢in
kismi Pisagor kosulunu vermislerdir. Farouki ve Sakkalis (1994) ise, uzaysal PH-egrinin
karakterizasyonunu yapmislardir. Bu karakterizasyonun geometrik yorumunu Hamilton
yapmustir. Farouki (2008), PH-egrilerin helis egriler ile iliskisini ortaya koymustur. PH-
egrileri Minkowski uzayinda karakterize ederek Minkowski Pythagorean Hodograph

kavramini tanimlayan Moon (1999)’dur.

Bezier egrileri ve yiizeyleri, 1950’11 yillarin sonlarinda birbirlerinden bagimsiz
sekilde calisan iki farkli kisi tarafindan gelistirilmistir. Bunlardan biri, matematik¢i olan
Paul de Faget de Casteljau’dur. Digeri ise makine ve endiistri miihendisi olan Pierre
Etienne Bezier’dir. Her ne kadar ikisi de ayn1 calismalar1 yapmis olsa da Citroen sirketinin
Casteljau’nun caligmalarini gizli tutmasindan dolay: ilk olarak kabul goren ve giliniimiizde
kendi adiyla anilan Bezier’dir. Kariyerine 1933’te baglayan Bezier, 30 yil ¢alistiktan sonra
ara¢ govde ve tasarimi alaninda c¢alismalar yapmistir. Bu siirecte polinomsal egri ve
yiizeyleri Bersntein denklemleriyle iliskilendirerek gelistirmistir. Bu teori, otomobil
kaporta ylizeylerini tanimlamada az sayida parametrenin degistirilmesiyle kontrol

edilebilen egriler olarak gelistirilmistir.

“Rasyonel Bezier Egrileri” baslikli tez calismasinda Disibliyiik (2005), rasyonel
Bezier egrilerini g-Bernstein Bezier polinomlarini kullanarak gelistirmis ve bu egrileri
matris formunda gostermistir. “Bezier Egrileri ve Yiizeyleri” baslikli tez calismasinda
Yilmaz (2009), Bezier yiizeylerinin egriliklerini ve sekil operatoriinii kontrol noktalari
cinsinden incelemistir. Bir diger tez calismasi olan “Bezier Egrileri ile Deforme El
Modelinin Gelistirilmesi”nde Simsek (2016), bu egrilerinin tip alanindaki kullanimlarina
dair 6nceki ¢aligmalar1 incelemistir. Ayni yi1l bir bagka yiiksek lisans tez ¢aligsmasi olan
Minkowski Uzayinda Bezier Egrilerin Karakterizasyonu”nda Yesilmen(2016) Minkowski

uzayinda Bezier egrilerin karakterizasyonunu vermistir.

“Kiibik Bezier Egrileri ile Yiiz Ifade Tanima” baslikli tez calismasinda Ozmen
(2017), fotograflardan yedi farkli yiiz ifadesi tanima islemi gergeklestirmistir. Bir bagka

uygulama alanini hedefleyen Luzum (2018), “R3 deki Yiizey Egrilerinin Bezier Egrileri ve

2



Matlab Uygulamalar1” baglikli tez ¢caligmasinda yiizey iizerinde bir egri ve bu egriye ait
ikiden fazla noktay: alarak bu yiizeye ait Bezier egrisini hesaplamistir. Oklid uzaymda
Bezier egrisinin Serret-Frenet elemanlarin1 diizlemsel ve uzaysal olarak hesaplamasini ise
“Oklid Diizleminde ve Oklid Uzayinda Bezier Egrileri” baslikli tez ¢alismasiyla Erkan
(2019) ortaya koymustur. Ayni yil Kilicoglu ve Senyurt, “On The Cubic Bezier Curves in
E3” baslikli ¢alismada, 3-boyutlu Oklid uzayinda kontrol noktalaria bagl matris formlu
kiibik Bezier egrisini incelemislerdir. Ayni isimler sonraki yilda, “On The Involute of the
Cubic Bezier Curve by Using Matrix Representation in [E3” adli ¢alismalarinda 6nceki

arastirmalarinda {izerinde c¢alistiklar1 bu kiibik Bezier egrisinin involiitiinii incelemislerdir.

Bizim calismamizla bir¢ok noktada ortak konulara yer veren Altinordu (2021) ise,
“Bezier Egrileri ve Baz1 Uygulamalar1” adli tez ¢alismasinda [E3 de baslangi¢ noktasini ve
birim vektorlerini kontrol noktasi alarak kiibik Bezier egrisini olusturmus ve bu egrinin
Frenet ve Darboux vektorlerini hesaplamistir. Ayrica Frenet c¢atilar1 ve alternatif cati

vektorlerinden elde edilen Smarandache egrilerini tanimlamistir.

Bu caligmada ise bilgisayar destekli geometrik tasarimda, programlamada, grafik
tasarimda, navigasyonda, basta otomativ olmak iizere farkli miihendislik alanlarinda ve
diger alanlarda kullanilan bu iki 6nemli egri bir arada ele alinmistir. 2-boyutlu ve 3-boyutlu
Oklid uzaylarinda alman bir kuadratik Bezier egrinin PH-egri olmasi igin kontrol
noktalarinin karakterleri belirlenmistir. Bdylece Oklid uzayinda kuadratik Bezier PH-egri
kavrami1 tanimlanmistir. Ayrica benzer metodlar izlenerek 2-boyutlu ve 3-boyutlu
Minkowski uzaylarinda ele alinan bir kuadratik Bezier egriden PH-egri elde edilmistir.

Boylece Minkowski uzayinda Bezier PH-egri kavrami tanimlanmastir.



IKINCi BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

2.1. Oklid Uzayx ile ilgili Temel Tanimlar ve Teoremler

Tamm 2.1.1. (Afin Uzay):

B bos kiimeden farkli bir kiime ve V ise bir K cismi iistiinde bir vektor uzayi

olsun. B X B kiimesinden, V uzayina,
f:BXB->V
fonksiyonu;
(B1). Her P,Q,R€B igin
fP,Q)+f(@Q,R)=f(P,R)
(B2). Her PeB ve a€V igin
f(P,Q) =«

sagliyor ise B kiimesine V vektor uzayi ile birlesen afin uzay denir. B afin uzaymnin boyutu,

V uzayinin boyutudur. (Sabuncuoglu, 2005)

Tanim 2.1.2. (i¢ Carpim):
K cismi tizerinde bir vektdr uzay1 X olsun. <, >:X X X — K fonksiyonu,
D<x+yz>=<x,z2>+4+<y,z>
D<ax,y>=a<x,y>,(ad €EK)
< x,y>=<y,x >
4h)<x,x>=20,<x,x>=0=2x=0

sartlarini sagliyorsa <, > fonksiyonuna i¢ ¢arpim fonksiyonu denir. (Hacisalihoglu, 2000)



Tamm 2.1.3. (Oklid i¢ Carpim):
R"™ vektor uzaymda p = (p1,P2,---,Pn) V€ q@ = (41,92, ---,qyn) olsun.
<>:R*XR*"-> R
n
(p, @) »<p,q>= z P
i=1

fonksiyonu bir i¢ c¢arpim fonksiyondur. Bu i¢ carpima Oklid i¢ c¢arpimi denir.
(Sabuncuoglu,2005)

Tamm 2.1.6. (Oklid Uzay1):

R™ i¢ carpim uzayr ile birlestirilmis R™ afin uzaymna Oklid uzayr denir ve E" ile

gosterilir. (Struik, 1988)

Tanim 2.1.4. (Norm):

R™’de bir p = (p1, P2, - , Pn) vektoriiniin normu

lIpll = <p,p>

seklinde tanimlanir. (Hacisalihoglu, 2000)

Tamm 2.1.5. (Oklid Metrigi):
d:R" X R* -» R
(x,y) = d(x,y) = [Ixy|

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna Oklid metrigi denir. (Struik, 1988)



Tamm 2.1.7. (Uzakhk):

d:E" X E" - R

(x,y) = d(x,y) = llxyll =

bi¢iminde tanimlanan d fonksiyonuna [E™ {izerinde uzaklik fonksiyonu denir. Burada

d(x,y) reel sayisi ise x ve y noktalari aras1 uzakliktir. (Hacisalihoglu, 2000)

Tanmim 2.1.8. (Vektorel Carpim):

E3, 3-boyutlu Oklid uzaymnda u = (uy,uy,u3) ve v = (vy,v,,v3) vektorlerinin

vektorel ¢arpimi;
uUuxXv= (qu3 - v2u3, U3v1 - 173u1, ulvz e v1u2

seklinde tanimlanir. (Struik,1988)

Tamim 2.1.9. (Egri):

Y IcR—>R™, 17s) = (¥1(5),71(5),--., ¥n(s)) seklinde verilen diferensiyellenebilir bir ¥

doniigiimiine bir egri ad1 verilir. (Sabuncuoglu, 2005)

Tanim 2.1.11. (Skaler Hiz Fonksiyonu ve Skaler Hiz):
Y: - E™, Y'fonksiyonunun Oklidyen koordinat fonksiyonlar1 13, 15, ..., 13, olsun.

, oY, ar, Y,
Y‘ t - ) )y
O =G5 ot

olur. Y"'(t) tanjant vektdriine M egrisinin t e/ parametresine karsilik gelen 2{t) noktasinda

(4, 1) koordinat komsuluguna gore skaler hiz vektorii denir.
| Y[:T-> R

t- N ri@=1rol



seklinde tanimlanan || ¥’|| fonksiyonuna, M egrisinin (Z ¥) koordinat komsuluguna gore
skaler hiz fonksiyonu denir. Burada || ¥'(t)|| reel sayisina ise M nin (/ ¥) koordinat
komsuluguna gore 1{t) noktasindaki skaler hiz1 ad1 verilir. (Hacisalihoglu, 2000)

Tamm 2.1.12.(Birim Hizhh Egri):
(4, ) koordinat komsuluguyla verilmis olan M egrisi, eger Vs e/igin,
1Y ()l =1

oldugunda M egrisine birim hizli egri, s e/ parametresine de yay parametresi adi verilir.

(Hacisalihoglu, 2000)
Tamim 2.1.13. (Regiiler Egri):
(4, 1) koordinat komsulugu ile verilmis olan M egrisi, eger Vs e/igin,
17 ()l =0

oluyorsa Yegrisine regiiler egri adi1 verilir. (Hacisalihoglu, 2000)

Teorem 2.1.14:

E™de regiiler her bir egrinin, birim hizli olacak bigimde bir alt koordinat komsulugu

vardir. (Hacisalihoglu, 2000)

Tanim 2.1.15:
McE™? egrisi (I, 1) koordinat komsuluguyla verilmis olsun. Bu kosul altinda
§={0, 1, ., "
kiimesi lineer bagimsiz ve VY(n), n > k igin;
Y™ e sp(s)

olmak tizere, 8’dan elde edilmig olan {T,N;, Ny, ...,Ny_qy} ortanormal sistemine M
egrisinin  Serret  Frenet  k-ayakli  alam1  denir. Burada me€eM  igin

{T(m),N;(m), N,(m), ..., N,—1)(m) } ye de m € M noktasindaki Serret Frenet k-ayaklis1



denmektedir. Her bir T ve N;, 1 < j < k — 1 vektorlerine de Serret Frenet vektor alani

denir (Kreysizg, 1988).

Teorem 2.1.16:

McE3 egrisi, (1, Y¥) koordinat komsulugu ile verilsin. Her te&/ i¢in 1{t) noktasmdaki
{T, N, B} Frenet 3-ayaklisi,

1
"=1T7o1 '®

N=BxT

B ( F(Ox I ()

1
T YOx I

bagintisiyla verilir. (Hacisalihoglu, 2000)

2.2. Minkowski Uzay ile Tlgili Temel Kavramlar ve Teoremler

Tanim 2.2.1. (Simetrik Bilineer Form) (SBF):
V bir reel vektor uzayt m,n € Rve X,Y,Z € V i¢in
<,>:VXV->R
doniistimii,
H<XY>=<Y,X>
D <mX+nY,Z>=m<X,Z>4+n<Y,Z >,
<XmY4+nZ>=m<X,Y>+n<X,Z>

Ozelliklerini sagliyorsa bu doniisiime V reel vektér uzay:r lizerinde tanimli SBF denir.

(O’Neil, 1983)



Tamm 2.2.2. (Skaler Carpim Uzay):
V reel vektor uzayi iistiinde tanimlanmis olan
h:VxV ->R

fonksiyonu; simetrik, bilineer ve non-dejenere 6zelliklerini saglayan h fonksiyonuna, V

uzayinda skaler ¢carpim ve V vektor uzayimna da Skaler carpim uzayi ad1 verilir.
(Levent, 2019)

Tanmim 2.2.3:
V reel vektor uzayi tizerinde simetrik bilineer form tanimlansin.

1) EgerVu € V,u # 0 i¢in < u, u >> 0 saglaniyorsa <, > SBF’ye pozitif tanimli,

2) EgerVu € V,u # 0 i¢in < u, u >< 0 saglaniyorsa <, > SBF’ye negatif tanimli,

3) Eger Vu eV, u+#0 icin <u,u>=>0 saglamiyorsa <,> SBF’ye pozitif yari
tanimli,

4) Eger Vu eV, u# 0 igin <u,u><0 saglaniyorsa <,> SBF’ye negatif yari
tanimli,

5) Eger Vw €V i¢in <u,w >=0 iken u =0 saglamyorsa <,> SBF’ye non-
dejeneredir denir. (Levent 2019)

Tanim 2.2.4:

V bir skaler ¢carpim uzayi, W da iizerindeki skaler ¢arpim negatif tanimli olacak sekilde
V’nin en biiylik boyutlu alt uzay1 olsun. Bu durumda W’nun boyutuna /4 skaler ¢arpiminin
indeksi denir. Ayrica, V skaler carpim uzayinin indeksi, ilizerinde tanimli & skaler

carpiminin indeksi olarak tanimlanir. (O’Neil, 1983)

Tanmm 2.2.5:

V bir skaler ¢carpim uzay1 ve 7 de V’nin indeksi olsun. Bu durumda 7 = 1 ve boyV>2 ise

V skaler ¢arpim uzayina bir Lorentz uzay denir ve RY ile gosterilir.

n = 3 icin 6zel olarak bu uzay 3 —boyutlu Minkowski uzay1 seklinde adlandirilir ve E3 ile
gosterilir. (O’Neil, 1983)



Tanim 2.2.6:
R2vektor uzay iizerinde u = (uq,u,) ve v = (v, v,) vektorleri igin;
R? X R? -» R
(w,v) =< u,v >= v, UV,

seklinde taninlanan fonksiyona R? de i¢ carpim fonksiyonu denir. (O’Neil, 1983)

Tanim 2.2.7:
RT de bir i vektorii verilsin.
1) Eger < u,u > > 0 veya u = 0 ise spacelike,
2) Eger < u,u > < 0 ise timelike,
3) Eger U # 0 oldugunda < u,u >= 0 ise lightlike ya da null vektor olarak adlandirilir.

Timelike vektorler ve null vektorler, casual vektorler olarak adlandirilir. (O’Neil, 1983)

Tanim 2.2.8:
I 1l: RY - R
Yu € RY i¢in;
lull = VI < wu>|

esitligiyle tammli doniisim RT tizerinde bir normdur. Burada ||u|| ger¢ek sayisina u
vektoriiniin normu denir. Ayrica ||u|ll =1 olan u vektoriine birim vektor adi verilir.

(O’Neil, 1983)
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Tanim 2.2.9:

E3, 3-boyutlu Minkowski uzaymda u = (uy,u,,u3),v = (vy,V,,v3) vektdrlerinin
vektorel ¢arpimi;

i j -k
Uy Uz Us
Vi V2 U3

uxXv=

= (UpV3 — U3Vp, V1Uz — V3lUy, V1Up — Vplly)

esitligiyle tanimlanir (O’Neil ,1983).

Tanim 2.2.10. (Spacelike Diizlem):

Minkowski uzayinda normali timelike olan diizeleme spacelike diizlem denir. Bir

spacelike diizlemde bulunan vektorler sadece spacelike vektorlerdir. (Ratcliffe, 1994)

Tamm 2.2.11. (Timelike Diizlem):

Minkowski uzayi igerisinde en az bir tane timelike vektdr bulundurmakta olan
diizleme timelike diizlem denir. Spacelike vektor, timelike bir diizlemin normal
vektoriidiir. Timelike bir diizlem iginde timelike, spacelike ve null vektorler bir arada

bulunabilir (Ratcliffe, 1994).

Tanim 2.2.12. (Null Diizlem):

Minkowski uzayinda timelike ve spacelike diizlemler disinda kalan tiim diizlemler
null diizlemlerdir. Null diizlemlerde yatan ve bu diizlemin normal vektorii olan bir tane
null vektor bulunur. Ayrica null diizlemlerde spacelike vektorler de bulunabilir (Ratcliffe,

1994).

Tamim 2.2.13. (Minkowski Uzayinda Egri):

Y1 - R3 diferensiyellenebilir déniisiimiine Minkowski uzayinda bir egri adi
verilir. Eger Y’ (t) vektérii spacelike oldugunda egriye spacelike egri, timelike oldugunda
egriye timelike egri ve null oldugunda ise egriye null egri ad1 verilir. (O’Neil, 1983)
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Teorem 2.2.14:

1t) € R3 birim hizli timelike egrisinin Frenet 3 ayaklis1, {T, N, B} olsun. Frenet catisi ile

T' 0 K" 0 T
N]=|«x 0 1]||N
B’ 0O -7 0 B

K =<T',N>1t*"=<N,B><N,N>=<B,B>=1

bunlarin tlirevleri arasinda;

bagintis1 vardir (O’Neil, 1983).

Teorem 2.2.15:

a(t) € R3 birim hizli spacelike egrisinin Frenet 3 ayaklis1, {T, N, B} olsun.

1. T'spacelike vektor ise,

T' 0 K 0 T
N |=|—-« 0 TN
B’ 0 - 0 B
K =<T' N>1t"=—-<N',B><B,B>=-1

2. T' timelike vektor ise,

T’ 0 « 0 T
N]l=|x 0 ||N
B’ 0 ™ O0/\B

=—-<T' N>1t"=<N,B><B,B>=1

T’ 0 1 0 T
N |=[0 ¥ 0 N
B’ -1 0 -t/ \B

=< N',B><N,B>=1

3. T’ null vektor ise,

bi¢iminde ifade edilir (O’Neil, 1983).
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Teorem 2.2.15:

a(t) € R birim hizli null egrisinin Frenet 3 ayaklisi, {T, N, B} olsun.

T’ 0 1 0 T
N |=|1" 0 —1||N
B’ 0O -7 0 B

™" =<N',B><B,B>=0,<N,N>=<T,B>=1

olarak elde edilir (O’Neil, 1983).

2.3. Bezier Egrisi ile Tlgili Temel Kavramlar ve Teoremler

Tanim 2.3.1. (Bernstein Polinomlar):

k =0,1,2,...,n i¢in n. dereceden bir Bernstein polinomu, su sekilde tanimlanmaktadir:

Bl (x) = Zk=o(Z)Xk(1 —x)"k,

Burada (Z) ifadesi asagida verilen kombinasyon acilimidir.

(Tl) _ n!

k) kl(n—k)

Derecesi 0 olan Bernstein polinomu ise su sekildedir:
By(x) =1

Derecesi 1 olan Bernstein polinomlar1 asagidaki denklemlerle verilir.

1

1
Bi(x) = z ())*a-vo=a-x»,
k=0

1

Bl(x) = Z (i) x1(1—x)"1 =x.

k=0

Derecesi 2 olan Bernstein polinomlari ise asagidaki denklemlerle verilir.
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k=0
2
B#(x) = Z (i) x1(1—-x)%"1=2x(1-x),
k=0
2
B%(x) = z (2) x2(1—x)%72 = x2
k=0

Benzer sekilde 3. derece ve sonrasi formiil uygulanarak elde edilir (Marsh, 2005).

Teorem 2.3.2:
Bernstein polinomlari agagidaki 6zellikleri saglar:

o Bernstein polinomu B;}(x) olmak tizere;

Birimin par¢alanmasi: By} (x) igin, binom katsayilar1 agilimindan

n

x+a)" = Z (Z) xkak

k=0
seklinde yazildiginda;
x+a=1
aliarak
a=1—-x
elde edilir. n € Z%igin
n
n
1=1"=@x+1—-x)" = Z (k) xk(1—x)nFk

k=0

olur (Marsh, 2005).
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. Non-negatif olma ozelligi: x € [0,1] i¢in By (x) = 0 dur.
n n!
(k) =m>O,X20U8(1—X) >0

oldugu i¢in,

n
n — n k _ n—-k
Bk(x)—Z(k)x 1—x)"*=>0
k=0
olur (Marsh 2005).
o Simetri Ozelligi: Bernstein polinomu B} (x) i¢in;

By «(x) =By (1—x)

esitligi saglanir.

BrGo=) (1 )xmra -
k=0
A%~
HORSWWELCER L
k=0

seklindedir. Ayrica kombinasyon ozelliklerinden (Z) = (nf k) oldugundan dolay1
n-k(x) = B (1 —x)
esitligi saglanir (Marsh 2005).

. Rekiirsiyon: n. dereceden olan By (x); k= 0,1,2, ... ,n igin

(n — 1). dereceden polinomlar araciligiyla asagidaki sekilde yazilabilir:

Bi(x) = (1 —x)By™ (%) + xBi~{ (x)

Burada;

B™"1(x) =0ve B} 1(x) =0

olur. Bu esitlikten hareketle asagidaki (i) ve (ii) denklemleri elde edilir:
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By '(x) = zzzo(";l)x" (1—x)n1k 0

n
Bt =) (ki —xn (i)
k=0
Béylece, k = 0 igin B™;1(x) yardimiyla
By(x) = (1 —x)" = (1 —x)By"(x) + xBI{* (x)
esitligi bulunur. Benzer sekilde k=n i¢in B*~1(x) = 0 yardimiyla
Bi(x) =x" = (1—x)By~*(x) + xBy~1 (x)

yazilabilir. O halde 1 < k < n igin (i) ve (ii) esitlikleri sirasiyla (1 — x) ve x ile ¢arpilirsa

Bersntein polinomu tanimindan

(1 —x)BF*(x) + xBp~{ (x)

=(1-x) (n ; 1) xk(1—x)" 1k 4 x (Z : 1) xk=1(1 — x)nk
P (n; 1) xk¥(1—x)"k +x (Z : 1) xk(1—x)nk
_ n—1 n—1
=(1-x kxk[( k >+(k—1)]
_ n— (n—1! (n—1)!
== e T it o D=t
—(1- x)”‘kxk[(n —k)+k n! |

n +k!(n—1)!

= (Z) xk(1 —x)nk
= B (x)

dir (Marsh, 2005).
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Tanim 2.3.3.

k = 3 olmak lizere, diizlemdeki siralt A4, A,, ..., A; noktalarini ardisik bir sekilde birbirine
ve son noktayr ise birinci noktaya dogru pargalari ile baglayarak elde edilmis olan

geometrik sekle, diizlemde bir k — kenarli poligon denir. (Saxena ve Sahay, 2005)

Tanim 2.3.4. (Bezier Egrisi):
P; noktalar1 j = 0,1,2, ...,n i¢in (n + 1) adet kontrol noktas1 oldugu durumda;

n n
P(t) = Z (1 —-t)"ItP = ZB}Q P, 0=<t=<1
j=0 j=0

denklemiyle tanimlanmis olan egri Bezier egrisi olarak adlandirilir. Burada;

Bi'(t) =C'(1 - )"t/ ifadesi Bernstein polinomudur (Saxena ve Sahay, 2005).

Tamm 2.3.5. (Lineer Bezier Egrisi):

Iki kontrol noktasina sahip ve derecesi 1 olan polinom egrilere lineer Bezier egrileri
denir. Bir lineer Bezier egrisi bu iki noktay: birlestiren bir dogru parcasidir. Bu egrilerin

vektorel denklemi; kontrol noktalari py = (ag, by), p1 = (a4, b1) olmak iizere;
B(t) = (1 —=t)po +tp1, tE€[01]

seklinde tanimlanir (Saxena ve Sahay,2005).

Tanmim 2.3.6. (Kuadratik Bezier Egrisi):

Ug adet kontrol noktasina sahip ve derecesi 2 olan polinom egriler kuadratik Bezier

egriler olarak adlandirilir. Kontrol noktalart p, = (ag, by),p1 = (a1, b1), 02 = (az, by)

olan bir kuadratik Bezier egrisi ikinci dereceden bir egri parcasidir. Bu egrilerin vektorel

denklemi asagidaki gibi ifade edilir:
B(t) = (1—t)%po +2(1— t)tp, + t%p,,  t€[0,1]

(Saxena ve Sahay,2005)
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Teorem 2.3.7:
Bezier egrilerinin sagladigi 6zellikler su sekilde siralanabilir:

1) Ug nokta kosullar1 saglanir. Egri, t = 0 oldugu durumda baslangic
noktasindan geger. Ayni zamanda t =1 oldugu durumda bitig
noktasindan gecer. Kisacas1 Bezier egrisi, kontrol poligonunun
baslangic noktas1 ve bitis noktasi olmak iizere u¢ noktalarindan
gecer. Bu 6zellige son nokta interpolasyon 6zelligi denir.

2) Baslangic ve bitis noktalarinda teget kosullar1 saglanmaktadir.
t = 0 oldugu durumda egri birinci ve ikinci kontrol noktalarinin
farki olarak yazilan P; — Py vektoriine teget olur. t =1 oldugu
durumda ise egri sondan bir 6nceki ve son kontrol noktalarinin
farki olarak yazilan P, — P,_; vektoriine teget olur. Bu ozellige
son nokta teget 6zelligi denir.

3) Geometrik olarak invaryanttir. Bir bagka ifadeyle, Bernstein
polinomu, birimin pargalanmasi 0Ozelligini saglar. Bu yiizden

koordinat sisteminin dénme ve Stelenmesi durumunda egrinin sekli

degismezdir.

4) Disbiikey kafes 0Ozelligine sahiptir. Bezier egrisi, kontrol
noktalariyla olusturulmus olan disbiikey kafesin tiimiiyle iginde
kalir.

5) Azalan varyasyon 6zelligine sahiptir.

6) Simetri  Ozelligi  vardir. Zinzo B (H)P, = Zinzo B (1 —t)P,_;

saglanir. (Saxena ve Sahay, 2005; Levent, 2019: 8-9)

2.4. Pythagorean -Hodograf Egrileri ile Ilgili Temel Kavramlar ve Teoremler

Tamm 2.4.1. (Polinom):
ke Nyvea; ER0<k<1
olmak iizere;
x(t) = apt* + ap_t" 1+ +attag,a, =0

seklindeki t degiskenine bagli fonksiyona, k. dereceden bir polinom denir. (Larson, 2012)
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Tanmim 2.4.2. (Polinom Egrisi):
a:[a,b] = R™, a(t) = (x1(8), x2(0), ..., %, (£))

egrisi i¢gin eger, 1 < i <n igin p;(t) degerleri birer polinom ise a(t) € R egrisine n

boyutlu polinom egrisi denir (Larson,2012; Ramis, 2013).

Tanim 2.4.3. (Polinom Egrisinin Derecesi):
a(t) = (xq(t), x,(t), ..., x,(t)) n boyutlu polinom egrisi igin
max = {der(x1 (t)), der(x,(t), ..., der(x,(t))}

degerine « egrisinin derecesi denir (Larson, 2012; Ramis, 2013).

Tanmim 2.4.4. (Polinom Egrisinin Hodografi):
a(t) = (x,(t), x5(t), ..., x,(t)) n — boyutlu polinom egrisinin hodograf egrisi
a'(t) = (x," (), x5 (), .., x5 (1))

vektor alanidir (Farouki ve Sakkalis ,1990; Ramis, 2013).

Tanmim 2.4.5. (Pythagorean -Hodograf Egrisi):
a(t) = (x,(t), x,(t), ..., x,(t)) n-boyutlu polinom egrisinin hodografi,
()2 + (22 + - + ()2 (0) = 02(8)

denklemini saglayacak sekilde o(t) polinomu bulunuyorsa a(t) egrisine n boyutlu
Pythagorean -Hodograf egrisi ya da kisaca PH-egri denir (Farouki ve Sakkalis, 1990;
Ramis, 2013).

Tanim 2.4.6. (Diizlemsel PH-egrisi):

R? de a(t) = (x(t),y(t)) polinom egrisinin hodografi a’(t) = ((x'(t),y’'(t))

olsun. Eger,

(=2 + () = o*(0)
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olacak sekilde bir a(t) polinomu bulunuyorsa a(t) egrisine diizlemsel Pythagorean -
Hodograf egrisi ya da kisaca diizlemsel PH-egri denir. (Farouki ve Sakkalis, 1990; Ramis,
2013)

Teorem 2.4.7:
a(t), b(t), c(t) polinomlar: arasinda
(@2(6) + (D)*() = c*(t)
Pythagorean kosulu, ancak ve ancak
a(t) = [u?(®) — v (O)]w?(t)
b(t) = [2u(t)v(D)]w(t)
c(t) = [w*(®) + v*(O]w?(®)

olacak sekilde u(t),v(t) aralarinda asal polinomlar1 ve w(t) polinomu varsa saglanir

(Kubato, 1972).
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UCUNCU BOLUM

OKLIiD UZAYINDA KUADRATIK BEZIER PYTHAGOREAN HODOGRAPH
EGRILER

3.1 2- Boyutlu Oklid Uzayinda Kuadratik Bezier PH-egriler

Tezin bu béliimiinde 2-boyutlu Oklid uzayinda alian kuadratik bir Bezier egrisinin
ayni1 zamanda bir PH-egri olmasi i¢in kontrol noktalariin nasil bir karakterizasyona sahip
olmas1 gerektigi arastirildi. Yapilan cebirsel islemler sonucunda bir karakterizasyon

belirlendi.

Teorem 3.1.1: P(t), kontrol noktalar1 P, , P; ve P, olan ikinci dereceden bir
Bezier egri olsun. Bu P(t) Bezier egrisinin ayn1 zamanda PH-egri olmasi i¢in Py , P; ve

P, kontrol noktalarin asagidaki karakterizasyonu saglamasi gerekir.
Py = (a1, az) = (t3,t4)
Py = (by,by) = (t5 — tzk, ty — t3)

P, = (c1,¢3) = (—tik — t2k +t3,ty — t; — ty)

Ispat: P(t), kontrol noktalar1 P, , P, ve P, olan ikinci dereceden bir Bezier egri

olsun. Bu durumda B3, B? ve B3 Bezier katsayilar1 olmak iizere P(t) egrisi;
P(t) = B§(t)Py + Bf (P1 + BZ ()P,

seklinde yazilabilir. R? uzayinda Py = (a,,a,) , P, = (b, b;) ve P, = (¢4, c;) noktalarmi
alalim. P(t) Bezier egrisinin PH-egri olmasi i¢in kontrol noktalarinin saglamalar1 gereken
karakterler i¢in kontrol noktalarinin koordinatlar1 egri denkleminde yerlerine yazilirsa
(2.1.2) esitligi elde edilir.
P(t) = (1 = t)*(ay, az) + 2t(1 — t)(by, by) + t*(cy, ¢2)

P(t) = (a1 - 2a1t + altz, a, — Zazt + aztz) + (Zblt - 2b1t2,2b2t - sztz)

+ (1%, c,t2)
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P(t) = (al - Zalt + a1t2 + 2b1t - 2b1t2 + Cltz, az - 2a2t + a2t2 + 2b2t - 2b2t2
+ c,t?)

P(t) = (

(a1 — 2b; + ct? + 2(by —at + ap) (3.1.2)

(ay, — 2b, + ¢c)t? + 2(b, — ay)t + a,

(3.1.2) esitligindeki Bezier egrisinin hodografini hesaplamak i¢in bu esitlikte tlirev

alinirsa (3.1.3) esitligi bulunur.
P,(t) = (Z(al - Zbl + Cl)t + Z(bl - al),Z(az - sz + Cz)t + Z(bz - az)) (313)
P(t) Bezier egrisinin hiz vektoriiniin normu hesaplandiginda asagidaki (3.1.4)

esitligi elde edilir.

|| P,(t) ||2 = 4‘(a1 - 2b1 + Cl)ztz + 8(a1 — 2b1 + Cl)(bl - al)t + 4‘(b1 - a1)2
+ 4(a, — 2by + ¢3)?t? + 8(ay — 2by + ¢3) (b, — ay)t + 4(b, — ay)?

| PO\ = 4[(as — 2bs + ¢1)? + (a, — 2b, + c2)?]t? + 8[(ay — 2b, + ;) (by — ay) +
(a; = 2by + c3) (b, — ap)]t + 4[(by — a1)? + (b, — a3)?] (3.1.4)

P(t) kuadratik Bezier egrisinin PH-egri olmasi i¢in (3.1.4) ile gosterilen ikinci dereceden
t parametreli denklemin diskriminantinin (A) sifir olmasi yani bir tam kare ifadeye esit

olmasi gerekir. O halde (3.1.4) ile belirtilen denklemin diskriminanti;

A=64[(a; — 2by + ¢;)(by — ay) + (a; — 2b, + ¢;) (b, — ay)]? — 64[(a; — 2by + ¢1)* +
(az — 2by + ¢3)?][(by — a1)* + (b —az)?*] =0 (2.1.5)

olur. Burada diskriminanti ¢6zmek icin (3.1.5) esitliginde;
xX=a,—2byj+c;,y=a,—2b,+c,,p=by—a,,q=Db,—a, (3.1.6)
(3.1.6) esitlikleriyle verilen degisken degisimleri yapildiginda;
A= 0 = 64(xp — yq)* — 64(x* + y*)(p* + q*)
0 = 64(xp)? + 128xpyq + 64(yq)? — 64x%p? — 64x%q* — 64y?p? — 64y2q*?
0 = 64xpyq + 64xpyq — 64x2q* — 64y>p?
0 = 64xq(yp — xq) + 64yp(xq — yp)

0 = 64(xq — yp)(yp — xq)
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0 = —64(yp — xq)*
yp—xq =0 (3.1.7)
elde edilir. (3.1.7) esitliginde x, y, p ve g degerleri yerine yazilirsa;
(az —2by, + c;)(by —a;) — (a; — 2b; + ¢1)(by —a,) =0

a2b1 - a2a1 - Zblbz + Zalbz + b1C2 - a1C2 - albz + alaz + 2b1b2 - 2b1a2 - C1b2

+ c1a, = O
a1b2 - b1a2 — aq.Cy + c1Q, + b1C2 - Cle = 0
ai(by —¢3) + by(c; —az) + ¢y(a; — b)) =0 (3.1.8)

bulunur. (3.1.8) denkleminde asagidaki parametre degisimleri uygulandiginda;

bz —Cy; = tl
a;—b, =t
keyfi t; ve t, reel sayillart i¢in ¢, —a, = —t, —t; bulunur. Bu degerler (3.1.8)

denkleminde yerine yazilirsa;
asty + by (—t; —t;) +c1t; =0
a;t; — bit, — byt; +cit, =0
(a, = bty +(c1 —b)t, =0 (3.1.9)

esitligi elde edilir. Burada (3.1.9) esitliginde a; — by = t;k ve ¢; — by = —t;k , keR

yazilabilir. a; = t3, t; €R alinirsa;

b, =t;—t,kvec; = —t1k—t,k+t; (3.1.10)
olur. Benzer sekilde a, = t,, t, €R alinirsa,

b, =t,—t,vec, =t,—t, — t; (3.1.11)

esitlikleri bulunur. Boylece P(t) kuadratik Bezier egrisinin R? de PH-egri olmasi igin

kontrol noktalarinin karakterleri asagidaki gibi bulunur.
Py = (a1,a;) = (t3,t4)
Py = (by,by) = (t5 — trk, ty — t3)

Pz = (Cl, Cz) = (_tlk - tzk + t3,t4 - tz - tl)
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Ornek 3.1.12: Keyfi t,, t,, t5 , t, ve k reel sayilari igin

ty =6,t, =8,t;=3,t, =4,k = % secilsin. Bu keyfi degerler bulunan karakterizasyona

gore diizenlendiginde kontrol noktalar1 asagidaki gibi olur.

P, = (3,4)
P, =(—-1,-4)
P, = (—4,—10)

Bu durumda P(t) egrisi;
P(t) = (1-1t)?%(3,4) +2t(1 —t)(—1,—4) + t?(—4,—10)
P(t) = (3 — 6t + 3t?,4 — 8t + 4t?) + (=2t + 2t%, -8t + 8t?) + (—4t?,—10t?)
P(t) = (t> — 8t + 3,2t%> — 16t + 4)

P'(t) = (2t — 8,4t — 16)

|P'@® | = V4t2 — 32t + 64 + 16t2 — 128t + 256

|P'@®] = v/20t2 — 160t + 320

[P'@ ] = \/(Z\Et— 8V5)2, t>4

|P'@®)| =2v5t —8V5
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Sekil 1: 2 Boyutlu Oklid Uzayinda Kuadratik Bezier PH-egri

Ornek 3.1.13: Keyfi t;, t,, t3 , t, ve k reel sayilarim asagidaki gibi segilsin:

1

ty =—6,t, =3, t;=1,t, =2,k = 3 Bu keyfi degerler elde edilen karakterizasyona

gore diizenlendiginde kontrol noktalar1 asagidaki gibi olur.

Py = (1,2)
Py =(0,-1)
P, = (2,5)

Bu durumda P(t) egrisi;
P(t) = (1 —1t)%(1,2) + 2t(1 — £)(0,—1) + £2(2,5)
P(t) = (1 —2t+t%2— 4t + 2t?) + (0, -2t + 2t?) + (2t2,5t?)
P(t) = (3t?2 -2t + 1,9t —6t+2)

P'(t) = (6t—2,18t — 6)

|P'@® | = V36t2 — 24t + 4 + 324t2 — 216t + 36
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| P = v360t2 — 240t + 40

1P @] = Jovio - 2vioe,  c>1

|P'@®)| = 6v1i0t —2v10

167

141

Sekil 2. 2-Boyutlu Oklid Uzayinda Kuadratik Bezier PH-egri

3.2.3-Boyutlu Oklid Uzayinda Kuadratik Bezier PH-egriler

Tezin bu béliimiinde 3-boyutlu Oklid uzayinda alinan kuadratik bir Bezier egrisinin
ayni zamanda bir PH-egri olmasi i¢in kontrol noktalarinin nasil bir karakterizasyona sahip
olmast gerektigi arastirildi. Yapilan cebirsel islemler sonucunda bir karakterizasyon

belirlendi. Bu karakterizasyon asagidaki Teorem 3.2.1 de verilmistir.
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Teorem 3.2.1: P(t), kontrol noktalar1 P, , P; ve P, olan ikinci dereceden bir
Bezier egri olsun. Bu P(t) Bezier egrisinin ayn1 zamanda PH-egri olmasi i¢in P, , P; ve

P, kontrol noktalarinin asagidaki karakterizasyonu saglamasi gerekir.

Py = (a4,a;,a3) = (ug, Us, Ug)

Uy U3

Py = (by, by, b3) = (ug —usk — uzk, us — uy — Uy, Ug — Uz —

)

Uy

Uz Uz

P, = (c1,¢2,¢3) = (Ug — Uk, Us — Uy, Ug —

)

1

Ispat: P(t), kontrol noktalar1 P, , P; ve P, olan ikinci dereceden bir Bezier egri

olsun. Bu durumda
P(t) = B§(t)P, + B ()P, + B ()P,

yazilabilir. Burada Py = (a4,a,,a3) , Py = (by,b;,b3) ve P, = (cq1,C,,c3) alindiginda
P(t) Bezier egrisinin PH-egri olmasi i¢in kontrol noktalarinin karakterleri belirlenmis

olur. Bunun i¢in kontrol noktalarinin koordinatlar1 egri denkleminde yerlerine yazilirsa

(3.2.1) esitligi elde edilir.
P(t) = (1 — t)*(ay, az az) + 2t(1 — t)(by, by, b3) + t?(cq, €3, C3)

P(t) = (a; — 2a4t + a,t?, a, — 2a,t + ayt?,a; — 2ast + azt?)
+ (2byt — 2byt?, 2b,t — 2byt?%, 2bst — 2bst?) + (cqt?, cpt?, c5t?)

P(t) = (a; — 2a,t + a;t? + 2byt — 2b t? + ¢ t?, a, — 2a,t + a,t? + 2b,t — 2b,t?
+ c,t?, a5 — 2ast + azt? + 2bst — 2b;t? + c3t?)

P(t) = ((a; — 2by + c)t? + (—2a, + 2b)t + ay, (ay — 2b, + ¢)t? + (2b, — 2a,)t +
a,, (as — 2bs + c3)t? + (2b; — 2a3)t + as) (3.2.1)

(3.2.1) Bezier egrisinin tiirevi amirsa bu egrinin hodografi asagidaki (3.2.2) esitligidir.

P,(t) = (2(0,1 - 2b1 + Cl)t + 2(—a1 + bl), 2( a, — 2b2 + Cz)t + 2(_a2 + bz): 2( as —
2b3 + C3)t + 2(—613 + b3)) (3.2.2)
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(3.2.2) ile verilen denklemin hiz vektoriiniin normu hesaplandiginda (3.2.3)  esitligi
elde edilir.

|| P,(t) ||2 = 4(a1 - Zbl + Cl)ztz + 8(a1 - 2b1 + Cl)(_al + bl)t + 4‘(_a1 + bl)z
+ 4‘( az - 2b2 + Cz)ztz + 8( az - 2b2 + Cz)(_az + bz)t + 4‘(_0,2 + b2)2
+ 4(az — 2bs + c3)?t? + 8(az — 2bs + ¢3)(—as + b3)t + 4(—az + b3)?

| PO = 4(as — 2by + c1)? + (az — 2b, + €)% + (a3 — 2bs + c3)?]t? +
8[(611 - 2b1 + Cl)(—al + bl) + (az - 2b2 + Cz)(—az + bz) + (a3 - 2b3 + Cg)(—a3 +
b3)]t + 4[(—611 + bl)z + (_az + bz)z + (_a3 + b3)2] (323)

P(t) kuadratik Bezier egrisinin PH-egri olmasi i¢in (3.2.3) ile gosterilen ikinci dereceden ¢
parametreli denklemin diskriminantinin(A) sifir olmas1 yani bir tam kare ifadeye esit

olmasi gerekir. O halde (3.2.3) ile belirtilen denklemin diskriminanti (3.2.4) seklindedir.

A = 64’[(a1 - 2b1 + Cl)(_al + bl) + (az - 2b2 + Cz)(_az + bz) + (a3 - 2b3 +
C3)(_a3 + b3)]2 - 64‘[((11 - 2b1 + C1)2 + (az - 2b2 + Cz)z + (a3 - 2b3 +
c3)?][(=ay + by)* + (=ay + by)* + (—az + b3)*] = 0 (3.2.4)

(3.2.4) denkleminde (3.2.5) deki esitlikler ile verilen degisken degistirmeler yapilirsa
diskriminant (A4) asagidaki gibi elde edilir;

x=(a;—2by+c),y=(a,—2b, +¢3),z=(as — 2bs + c3),
p=(—a;+b),q=(—a,+by) ver = (—az + by) (3.2.5)
A=64(xp + yq + zr)? — 64(x* + y? + z2)(p* + ¢* + 1?)
0 = 64[x?p? + y2q?% + z?r? + 2(xpyq + xpzr + yqzr)] — 64[x?p? + x?q?* + x*r?
+y2p? +y2q% + y2r2 + 22p% + 22q% + 7217]
0 = 64xpyq — 64x2q? + 64xpyq — 64y°p? + 64xpzr — 64x*r? + 64xpzr — 64z%p?
+ 64yqzr — 64y%r? + 64yqzr — 64z%q>
0 = 64xq(yp — xq) + 64yp(xq — yp) + 64xr(zp — xr) + 64zp (X1 — 2D)
+ 64yr(zq — yr) + 64zq(yr — zq)
0 = 64(xq — yp)(yp — xq) + 64(xr — zp)(zp — xr) + 64(yr — 2q))(2q — yr)
0 = —64(xq — yp)? — 64(xr — zp)? — 64(yr — zq)?
0= (xq —yp)* + (xr — zp)? + (yr — 2q)?
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Bu durumda;

xq—yp =0 (3.2.6)
xr—zp=0 (3.2.7)
yr—2zq =0 (3.2.8)

saglanir.
(3.2.6.) denkleminde x, g, y, p degerleri yerine yazilirsa;
(ay — 2by + ¢1)(—a; + by) — (a; — 2b; + c3)(—a; + b)) =0

a1b2 - a1a2 - 2b1b2 + 2b1a2 + C1b2 - C1 az - b1a2 + a1a2 + 2b1b2 - 2a1b2

—bic; + a1, =0
bia, —a;b, + c1b; —c; a, — bicy +ac; =0
ai(c; —by) + bi(az —c2) + ¢1(b; —az) =0 (3.2.9)
elde edilir.
(3.2.7) denkleminde x, r, z, p degerleri yerine yazilirsa;
(ay — 2by + ¢;)(—az + b3) — (ag — 2bs + c3)(—a; + b)) =0
—ajaz + a bz + 2byaz — 2b b3 — cia3 + bz ¢; + a1a3 — bias — 2a,b3 + 2b, b
+ a3 —bic3 =0
bia; —ayb; —cyaz + b3 ¢y + a3 —bic3 =0
az;(by —c1) + b3(cy —ay) +c3(ay — b)) =0 (3.2.10)
(3.2.8) denkleminde y, r, z, g degerleri yerine yazilirsa;
(az —2b; + c;)(—az + b3) — (az — 2bz + c3)(—a; + by) =0
—a,az + a,b; + 2a3b, — 2b,b3 — azc, + bycy, + a,az — azb, — 2a,b3 + 2b, b
+ ayc3 — byc3 =0

a3b2 - a2b3 - a3C2 + b3C2 + a2C3 - b2C3 == O

az(C3 - b3) + bz(ag - C3) + Cz(b3 - a3) =0 (3211)

(3.2.9) denkleminde;
c;—b, =1t
A, —C =1,
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by —a, =—t; —t, (3.2.12)
(3.2.10) denkleminde;
c3—b; =t
az — C3 =1y
b; —az; =—t; —t, (3.2.13)
(3.2.11) denkleminde;
¢ —by=ts
a3 —C1 =1
by —a, = —ts — t¢ (3.2.14)

alinsin. tq, t,,t3,t,, ts, te €R . Boylece

aty + bit, —cit; —cit, =0

Atz + byty — cptz —cty, =0

asts + bytg — c3ts — c3tg =0
denklemler diizenlenirse;

(ag =)ty + (b —c)t; =0

(az =)tz + (b =)ty =0

(az —c3)ts + (b3 —c3)tg =0

elde edilir. Buradan
titg — tyts = 0
tyts —tit, = 0
tyts — tatg = 0

olur.
1 =uy
l, =uU
t3 = Uz
Uy, Uy, U3, k €R alinirsa;
t, = UpU3
Ug
ts = u k
te = Uk

elde edilir. u, us, ug €R olmak tlizere
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a; = Uy
olsun. Bu durumda (3.2.12) den

bl = u4_u1k_u2k

C1 = Uy _qu

bulunur.

olsun. Bu durumda (3.2.13) den
by =us —u; —uy

Cz = u5 —3 uz
bulunur.
as = Ug

olsun. Bu durumda (3.2.14) den

Uz U3z

b3:u6_u3_
Ug

Up Uz

C3 = u6 -
Ug

bulunur. Boylece R3 de bir P(t) kuadratik Bezier egrisinin PH olmasi i¢in kontrol

noktalarinin karakterleri asagidaki gibi olmalidir.

Py = (a,a3,a3) = (Us, Us, Ug)

Uy U3

)

Py = (by, by, b3) = (ug — usk —uzk, us — up — Uy, Ug — Uz — u
1

Uy U3

)

P3 = (c1,¢3,¢3) = (Ug — Uk, Us — Uy, Ug —
1

Ornek 3.2.15: Keyfi uy, Uy, Us, Uy, Us, Ug Ve k reel sayilarini asagidaki gibi segilsin.

U =2
u, =4
u; =1
u, =3
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Elde edilen karakterizasyonlara gore diizenlendiginde kontrol noktalar1 asagidaki gibi

bulunur:
Py = (ay,az,a3) = (3/4,5)
Py = (by, by, b3) = (0,-2,2)
Py = (¢1,¢3,¢3) = (1,0,3)
Py, P;, P, kontrol noktalar ile olusturulan P(t) egrisi soyledir;
P(t) = (1 -1t)%(3,4,5) + 2t(1 — t)(0,—2,2) + t2(1,0,3)

= (3 — 6t + 3t? 4 — 8t + 4t%,5 — 10t + 5t2) + (0, —4t + 4t?, 4t — 4t?)
+ (t2,0,3t2)

= (4t% — 6t + 3,8t% — 12t + 4,4t> — 6t + 5)

Bu P(t) Bezier egrisinin hiz vektoriinlin normunu hesaplandiginda asagidaki gibi bir

polinom elde edilir.

P'(t) = (8t — 6,16t — 12,8t — 6)

[P || = V64t2 — 96t + 36 + 256t2 — 384t + 144 + 64t2 — 96t + 36

= /384t2 — 576t + 216

= \/(8\/€t - 6V6)2,t >0
= 8V6t — 6V6

Boylece elde edilen kontrol noktalari ile olusturulan P(t) kuadratik Bezier egrisi R3 te bir

PH-egri oldu.
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Sekil 3: 3 Boyutlu Oklid Uzayinda Kuadratik Bezier PH-egri

Ornek 3.2.16: Keyfi uy, uy, Us, Uy, Us, Ug ve k reel sayilarmi asagidaki gibi secilsin.

U =2
u, = —3
uz = —4
u, =0
us =1
Ug =7
k=-1

Elde edilen karakterlere gore diizenlenirse kontrol noktalar1 asagidaki gibi bulunur:
Py = (ay,a3,a3) = (0,1,7)
Py = (by, by, b3) = (=1,2,5)
P, = (c1,¢3,¢3) = (—=34,1)
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olur. Py, P;, P, kontrol noktalar1 ile olusturulan P(t) egrisi s0yledir;
P(t) = (1 -1)%0,1,7) + 2t(1 — t)(—1,2,5) + t*(—3,4,1)

= (0,1 —2t+t%,7 — 14t + 7t%) + (=2t + 2t?,4t — 4t?, 10t — 10t?)
+ (—=3t2,4t%,t%)

= (—t? = 2t,t* + 2t +1,-2t* — 4t + 7)

Bu P(t) Bezier egrisinin hiz vektdriiniin normu hesaplandigida asagidaki gibi bir polinoma

esit bulunur.

P'(t) = (=2t — 2,2t + 2, -4t — 4)

[P/ = V4t2 + 8t + 4 + 4t2 + 8t + 4 + 16t2 + 32t + 16

= \/24t2 + 48t + 24

= \/(2\/gt +2V6)2,t =0

= 2V6t + 2V6

Boylece elde edilen kontrol noktalar: ile olusturulan P(t) kuadratik Bezier egrisi R3 te bir

PH-egri oldu.
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Sekil 4: 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Kuadratik Bezier PH-egri
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DORDUNCU BOLUM

MINKOWSKIi UZAYINDA KUADRATIK BEZIER PYTHAGOREAN
HODOGRAPH EGRILER

4.1. 2-Biyutlu Minkowski Uzayinda Kuadratik Bezier PH-egriler

Tezin bu boliimiinde 2-boyutlu Minkowski uzayinda alinan kuadratik bir Bezier
egrisinin ayn1 zamanda bir PH-egri olmasi i¢in kontrol noktalarinin nasil bir
karakterizasyona sahip olmas1 gerektigi arastirildi. Yapilan cebirsel islemler sonucunda bir
karakterizasyon belirlendi. Bu karakterizasyonun elde etme asamalart Teorem 4.1.1 de

verilmistir.

Teorem 4.1.1: P(t), kontrol noktalar1 Py, P; ve P, olan ikinci dereceden bir Bezier egri
olsun. Bu P(t) Bezier egrisinin RF uzayinda ayn1 zamanda PH-egri olmasi igin Py, P; ve

P, kontrol noktalarinin asagidaki karakterizasyonu saglamasi gerekir.
Py = (ay,a;) = (tzk + t3,t; + ty)
Py = (by,by) = (—tik + t3,t4 — 1)

P, = (c1,¢3) = (t3,t4)

Ispat: P(t), kontrol noktalar1 P, , P; ve P, olan ikinci dereceden bir bezier egri olsun. Bu

durumda B3, B? ve B2 Bezier katsayilar1 olmak iizere P(t) egrisi;

P(t) = B§(t)Py + B (t)P; + BZ (t)P,

ile verilen denklemde oldugu gibi yazilabilir. R§ uzayinda Py = (ay,a;) , P, = (by, by) ve

P, = (cq,c;) noktalar1 almsin. P(t) Bezier egrisinin PH-egri olmasi igin kontrol
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noktalarinin karakterleri belirlenecektir. Bunun i¢in kontrol noktalarinin koordinatlar1 egri

denkleminde yerine yazildiginda (4.1.2) denklemi elde edilir.

P(t) = (1 = t)?*(ay, az) + 2t(1 — t)(by, by) + t*(cy, ¢2)

= (al - 2a1t + altz, az - Zazt + aztz) + (Zblt - Zbltz, szt - 2b2t2)
+ (c1t?, cpt?)

= (a1 - 2a1t + a1t2 + 2b1t - Zbltz + Cltz, a, — Zazt + aztz + 2b2t
— 2b,t% + c,t?)

= ((al - Zbl + Cl)tz + 2(b1 - al)t + aq, (az - 2b2 + Cz)tz + 2(b2 - az)t + az)
(4.12)

(4.1.2) esitligindeki Bezier egrisinin hodografini hesaplamak i¢in bu esitlikte tlirev

alinirsa (4.1.3) esitligi bulunur.

P'(t) = (2(ay — 2by + c)t + 2(by — aq),2(a; — 2b, + ¢)t + 2(b; — a3))
(4.1.3)

P(t) Bezier egrisinin hiz vektoriiniin normu hesaplandiginda asagidaki (4.1.4) esitligi elde

edilir.

" P'(t) ”2 = 4(a; — 2by + c1)*t?* + 8(a; — 2by + c1)(by — ay)t + 4(by — ay)* —
4(a, — 2b, + ¢)?t? — 8(a, — 2b, + ) (b, — a,)t — 4(b, — a,)?

” P'(t) ”2 = 4[(ay = 2b; + ¢1)* = (az — 2b; + ¢3)*]t* + 8[(a; — 2b; + ¢;)(by — ay) —
(az — 2by + ) (b, — ap)]t + 4[(by — a,)* — (b, — az)z] (4.1.4)
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P(t) kuadratik Bezier egrisinin PH olmasi icin (4.1.4) ile gosterilen ikinci dereceden
t bilinmeyenli denklemin diskriminantinin (A) sifir olmasi yani bir tam kare ifadeye esit

olmasi gerekir. O halde (4.1.4) ile belirtilen denklemin diskriminanti;

A={(a; — 2b; + ¢;)(by — ay) — (az — 2b; + ¢3) (b, — az)]* — 64[(ay — 2by + ¢1)* —
(az — 2b, + 62)2][(b1 —a;)* = (b — az)z] =0
(4.1.5)

olur. Burada diskriminanti ¢6zmek i¢in (4.1.5) esitliginde;

x=a;—2by+c;,y=a,—2bytc;,p=by—a,,q=b,—a,

(4.1.6)

(4.1.6) esitlikleriyle verilen degisken degisimleri ypildiginda;
A= 0 = 64(xp —yq)* — 64(x* — y*)(p* — q*)
0 = 64(xp)? — 128xpyq + 64(yq)? — 64x%p? + 64x%q* + 64y?p? — 64y2q*>
0 = 64x2q% — 64xpyq — 64xpyq + 64y?p?
0 = 64xq(xq — yp) + 64yp(yp — xq)
0 = 64(xq — yp)(xq — yp)
0 = 64(xq — yp)?

xq—yp =0 (4.1.7)

elde edilir. (4.1.7) esitliginde x, y, p ve g degerleri yerine yazilirsa;
(a; — 2by + ¢1)(b; —az) — (az — 2b; + ¢2)(by —a;) = 0
-a,a, + a1b, + 2a,by — 2b1b, — aycq + bycq + aya, — ayby — 2a,4b, + 2b1 b, + a4c,
—bic, =0
—a,b, + ayby — aycq + bycy + a6 — bicy; =0

a;(c; —by) + by(a; —c;) + c1(by—ay) =0 (4.1.8)
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elde edilir. (4.1.8) denkleminde asagidaki parametre degisimleri uygulanirsa;
CZ - bz == tl
az - CZ == tz

t; ve t, keyfi reel sayilan i¢in b, —a, = —t; — t, bulunur. Bu degerler (4.1.8)

denkleminde yerine yazilirsa;

a1t1 + bltZ + Cl(_tl - tz) = O
a1t1 + b1t2 - Cltl - CltZ = O

(a —cty; + (b —cdt, =0 (4.1.9)

elde edilir. Burada a; — ¢; = tyk ve by — ¢c; = —t1k , kR yazilabilir.
cp =t3, t3eR
alinirsa;
a, =tk + t3
b, = —t1k +t3
olur. Benzer sekilde;
Cy =ty ty eR
alinirsa,
b, =t,—t;
a, =t, +t,

bulunur. Béylece P(t) kuadratik bezier egrisinin R3 de PH-egri olmasi icin kontrol

noktalarinin karakterleri agagidaki gibi bulunur.

Py = (ay,a3) = (t2k +t3,t; + ty)
Py = (b1, by) = (—t1k +t3,t, — t1)
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P, = (c1,¢3) = (t3,t4)

Ornek 4.1.10: Keyfi t,, t,, t3 , t, ve k reel sayilar asagidaki gibi segilsin:

ty =6,t, =8t;=3,t, =4,k = ; . Bu keyfi degerler bulunan karakterizasyona gore

diizenlediginde kontrol noktalar1 asagidaki gibi olur.

Py =(3,8)
P, = (0,-1)
P, = (1,2)

olur. Bu durumda P (t) egrisi;
P(t) = (1 —1t)%(3,8) + 2t(1 — t)(0,—1) + t3(1,2)
= (3 —6t + 3t%,8 — 16t + 8t2) + (0, —2t + 2t2) + (t?,2t?)

= (4t?> — 6t + 3,12t*> — 18t + 8)

P'(t) = (8t — 6,24t — 18)

[P = J 642 — 96t + 36 — (576¢2 — 864¢ + 324) |

:\/ | —512t%2 + 768t — 288 |

= \/ | — (512t? — 768t + 288) |

=\/ | - (16V2t — 12V2)?2 |
= 16V2t — 12V2

40



1000+
9[}0-
EEI-D:
7004
6004
500+

400+

Sekil 5: 2 Boyutlu Minkowski Uzayinda Kuadratik Bezier PH-egri

Ornek 4.1.11: Keyfi t,, t,, t3 , t, ve k reel sayilarim asagidaki gibi secilsin:

ty =-7,t, =14,t; = 5,t, =3,k =% . Bu keyfi degerler bulunan karakterizasyona

gore diizenlendiginde kontrol noktalar1 asagidaki gibi olur.

Py = (-3,17)
P; = (—4,10)
P, = (-5,3)

olur. Bu durumda P (t) egrisi;

P(t) = (1 — £)2(=3,17) + 2t(1 — t)(—4, 10) + t2(-5,3)
= (3 — 6t-3t?,17 — 34t + 17t?) + (=8t + 8t2,20t-20t?) + (-5t2, 3t?)
= (—2t-3,—-14t + 17)

P'(t) = (-2,—14)
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Sekil 6: 2-Boyutlu Minkowski Uzayinda Kuadratik Bezier PH-egri

4.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Kuadratik Bezier PH-egriler

Tezin bu boliimiinde 3-boyutlu Minkowski uzayinda alinan kuadratik bir Bezier
egrisinin ayn1 zamanda bir PH-egri olmasi i¢in kontrol noktalarinin nasil bir
karakterizasyona sahip olmasi gerektigi arastirildi. Yapilan cebirsel igslemler sonucunda bir
karakterizasyon belirlendi. Bu karakterizasyonun elde etme asamalar1 Teorem 4.2.1. de

verilmigtir.
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Teorem 4.2.1: P(¢), kontrol noktalar1 P,, P;ve P, olan ikinci dereceden bir Bezier egri
olsun. Bu P(t) Bezier egrisinin R3 uzayinda ayn1 zamanda PH-egri olmast icin Py, P;ve P,

kontrol noktalarinin asagidaki karakterizasyonu saglamasi gerekir.

Py = (aq,a3,a3) = (kg ks, ke)

koky —u? — v?
iy '

Pl = (bl,bz,b3) = (k4+k1 +k2,k5 +k3 +

ke — <2uvk1 + (u? - vz)k3> _ u? — v? B E(Zuvkl - (u? - vz)k3>)
u? + v? k4 k4 u? + v?
kyks —u? — v?
3 ’
k, (2uvk, — (u? — v?¥)k,
4 k_1< u? + v2 >)

Py = (c1,¢p,¢3) = (ky +ky, ks +

ke

ispat: P(t), kontrol noktalar1 P, , P; ve P, olan ikinci dereceden bir Bezier egri olsun.

Bu durumda
P(t) = B§(t)Py + Bf ()P, + B3(t)P,

seklide yazilabilir. Burada Py = (a4, a,,a3) , P, = (b1, by, b3) ve P, = (¢4, Cy, c3) alinsin.
P(t) Bezier egrisinin R} de PH-egri olmasi igin kontrol noktalarinin karakterlerini
belirlenecektir. Bunun i¢in kontrol noktalarinin koordinatlarin1 egri denkleminde yerlerine

yazildiginda (4.2.2) esitligi elde edilir.

P(t) = (1 - t)z(alr a, a3) + Zt(l - t)(bll bZI b3) + tz (Cli Cy C3)

= (a1 - 2a1t + altz, a, — 2a2t + aztz, as — 2a3t + a3t2)

+ (Zblt - 2b1t2, 2b2t - 2b2t2,2b3t - 2b3t2) + (CltZ,CZtZ,C?,tZ)

= (al - Zalt + altz + Zblt - Zbltz + Cltz, a, — Zazt + a2t2 + szt - sztz

+ cyt?, a3 — 2ast + azt? + 2bst — 2b5t? + c3t?)
= ((a1 - 2b1 + Cl)tz + (—2a1 + Zbl)t + aq, ( a, — 2b2 + Cz)tz + (sz - zaz)t +
a,, (as — 2bs + c3)t? + (2b; — 2a3)t + as) (4.2.2)
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(4.2.2) ile belirtilen P(t) Bezier egrisinin tiirevi alinirsa, egrinin hodografi (4.2.3)

denklemi seklinde olur.

P'(t) = (2(ay — 2by + c)t + 2(—a; + by),2(a, — 2by + cx)t + 2(—a, + by),2(az —
2bs + c3)t + 2(—az + b3)) (4.2.3)

(4.2.3) denklemi ile verilen egrinin hiz vektoriiniin normu hesaplandiginda (4.2.4) esitligi

elde edilir.

|| P,(t) ||2 = 4(a1 - Zbl + Cl)ztz + 8(a1 - 2b1 + Cl)(_al + bl)t + 4(_a1 + bl)z
+ 4‘( az - 2b2 + Cz)ztz + 8( az - 2b2 + Cz)(_az + bz)t + 4(—a2 + bz)z
—4(az — 2b3 + ¢3)*t? — 8(az — 2b; + ¢3)(—az + b3)t — 4(—az + b3)?

- 4‘[(a1 — 2b1 + C1)2 + (az - 2b2 + Cz)z -3 (a3 — 2b3 + C3)2]t2 +
8[(a1 - 2b1 + Cl)(_al + bl) + (az - 2b2 + Cz)(_az + bz) - (a3 - 2b3 +
c3)(—az + b3)]t + 4[(—a; + b;)? + (=ay + by)* — (—az + b3)?]
4.2.4)

P(t) kuadratik Bezier egrisinin PH olmasi i¢in (4.2.4) ile gosterilen ikinci dereceden ¢
bilinmeyenli denklemin diskriminantinin (A) sifir olmasi yani bir tam kare ifadeye esit
olmasi gerekir. O halde (4.2.4) ile belirtilen denklemin diskriminanti (4.2.5) seklindedir.
A= 64[(a; —2b; + ¢1)(—a, + by) + (a, — 2b, + ¢;)(—a, + by) — (a; — 2bs +
c3)(—az + b3)]?> — 64[(ay — 2by + ¢1)? + (ap — 2b, + ¢,)?> — (ag — 2b; +
c3)?1[(=ay + by)? + (=a, + by)? — (—a; + b3)?]
(4.2.5)

(4.2.5) ile verilen denklemde (4.2.6) ile verilen esitliklerdeki degisken degistirmeler
yapilirsa denklemin diskriminanti (4.2.7) seklinde elde edilir.

X = (al _2b1 +C1)

y = (ay—2b; +c3)
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Z:(a3_2b3+C3)

p = (—a; + by)
q = (—a; + by)
r = (—asz + b3) (4.2.6)

A=64(xp + yq — zr)? — 64(x* + y? — z2)(p* + q*> — 1?)

0 = 64[x*p? + y2q* + z?r? + 2xpyq — 2xpzr — 2yqzr| — 64[x*p? + x2q*>
_x2r2 4 y2p2 4 y2q2 — y2p2 _ g2p2 _ 5202 4 52,2

= 64xpyq — 64x%q? + 64xpyq — 64y*p? — 64xpzr + 64x*r? — 64xpzr
+ 64z2%p? — 64yqzr + 64y*r? — 64yqzr + 64z°%q>

= 64xq(yp — xq) + 64yp(xq — yp) + 64xr(xr — zp) + 64zp(zp — xr)
+ 64yr(yr — zq) + 64zq(zq — yr)

= 64(xq —yp)(yp — xq) + 64(xr — zp) (xr — zp) + 64(yr — zq)(yr — 2q)
= —64(xq — yp)? + 64(xr — zp)? + 64(yr — zq)*
= (xr — zp)* + (yr — zq)* — (xq — yp)*?

(xr — zp)* + (yr — zq)* = (xq — yp)® (4.2.7)

(4.2.7) ile verilen esitlikte sirasiyla (4.2.8), (4.2.9) ve (4.2.10) degisken degistirmeleri

yapilsin.
xr — zp = u? — v? (4.2.8)
yr —zq = 2uv (4.2.9)
xq — yp = u® + v? (4.2.10)

Bu esitliklerden ilki olan;
xr —zp = u? — v?
(4.2.8) denkleminde x, r, z ve p yerine yazilirsa (4.2.11) esitligi elde edilir.

(a1 - 2b1 + Cl)(_a3 + b3) - (a3 - 2b3 + C3)(_a1 + bl) = u2 - 7.72
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—aqa3 + a;bs + 2azby — 2byb3 — azcq + bycy + ajaz — azb; — 2a,b3 + 2b1 b3 + a,c3

— bic3 = u? —v?
a3b1 - a1b3 — aszCq + b3C1 + a;Cz3 — b1C3 = uz - UZ

al(C3 - b3) + bl(a3 - C3) + Cl(b3 - a3) == u2 - UZ (4211)

yr —zq = 2uv
(4.2.9) denkleminde y, r, z ve g degerleri yerlerine yazilirsa (4.2.12) esitligi elde edilir.
(az - 2b2 + Cz)(_a3 + b3) - (a3 - 2b3 + C3)(_a2 + bz) = 2uv

_a2a3 + a2b3 + 2a3b2 - 2b2b3 - a3C2 + b3C2 + a2a3 i a3b2 - 2a2b3 + 2b2b3 + a2C3

—byc3 = 2uv
a3b2 - a2b3 - a3C2 + b3C2 + a2C3 - b2C3 = Zuv

a3(b2 - Cz) + b3(C2 = az) + C3 (az - bz) = 2uv (4212)

xq —yp = u? + v?
(4.2.10) denkleminde x, g, y ve p degerleri yerlerine yazilirsa (4.2.13) esitligi elde edilir.
(al - 2b1 + Cl)(_az + bz) - (az - 2b2 + Cz)(_al + bl) = uz + UZ

_a1a2 + a1b2 + 2a2b1 - 2b1b2 - azcl + b2C1 + alaz - a2b1 - 2a1a2 + 2b1b2 + a1C2

— bycy = u? + v?
a2b1 - a1b2 — apC + b2C1 + a1C; — b1C2 = uz + vz
ay(by — ¢1) + by(c; — a;) + c;(a; — by) = u? + v? (4.2.13)

t1, by, t3,ts, ts, te €R  keyfi reel sayilar olmak iizere (4.2.14) ile verilen degisken

degistirmeleri uygulansin:

by —c; =1t by, —c; = t3 c3 — by = tg
ci—a1 =10 Cr— Ay =1y as — bz =tg
a; — by =—-t; - t, a; — by, = —t3—t, by —az; = —ts — tg

(4.2.14)
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(4.2.14) ile verilen yeni keyfi degerleri sirasiyla (4.2.11), (4.2.12) ve (4.2.13)

denklemlerinde yerine yazildiginda:
ayts + bytg — cits — Citg = u? — v?
Ayt + byty — Cyty — Coty = u? + v?
asts + byt, — c3t3 — C3ty = 2uv

elde edilir. Burada uygun cebirsel islemler yapilir ve (4.2.14) deki esitliklerden
yararlanilirsa sirasiyla (4.2.15), (4.2.16) ve (4.2.17) denklemleri elde edilir.

(ay — cts + (by — ¢)tg = u? —v?
(az - CZ)tl + (bz - Cz)tz = u,z + UZ

(as — c3)ts + (b3 — c3)ty = 2uv

—tyts + titg = u? — v? (4.2.15)
_t1t4 + t2t3 N uz + 172 (4216)
t3t6 - t4t5 = 2uv (4217)

kq, k,, k5 R keyfi reel sayilar olmak tizere (4.2.18) ile verilen esitlikler elde edilir.

ty = kq
t, =k,

(4.2.16) esitliginden;
—kqty + kyks = u? + v?

k2k3 - u2 - vz
t4 = k
1

t, keyfi reel sayist bulunur. (4.2.15) ve (4.2.17) esitliklerinden
k2k3—u2—172

kats — (T) te =2uv  (4.2.19)

k1t6 - k2t5 == u2 - 172 (4.2.20)

(4.2.19) denklemi —k, ve (4.2.20) denklemini k5 ile ¢arpildiginda,
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k2k3 - uz - UZ
kq

kskits — kskyts = (u? — v*)k;

_k1k3t6 + kl < > t5 = —Zuvkl

ve taraf tarafa toplanildiginda;

—(u? + v)ts = —2uvk, + (U — v?)k,4

_ 2uvk; — (W? = v?)ks

te =
5 u? + p2

esitligine ulasilir. Boylece ts keyfi reel sayisi elde edilmis olur. Simdi (3.2.15) esitliginden

—ge 2

2uvk, — (u? — vz)k3>

klts_kZ( u? + v?

2uvk, — (u?> —v»k

krte = ka ( u? + v?

te

ke (2uvky — (W? —v?)k; N u? — v?
Cky u? + v2 k,

te keyfi reel sayisi elde edilir. Ve boylece P(t) kuadratik Bezier egrisinin kontrol

noktalarinin koordinatlarin1 asagidaki gibi elde edilmis oldu.
al == k4_, k4_ eR

b1:k4+k1+k2

Cl == kz + k4
a, = k5, k5 eR
koky —u? — v?
bz == k5 + k3 +
ky
kyky —u? — v?
Cz = k5 + kl
as = k6’ k6 eR
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b3=k

2uvk, + (W? —v®»)ks\ u?—v? k, (2uvk, — (u? —v¥)k,
6 u? + v? k4 k4 u? + v?

C3:k6_

k, (2uvk, — (u?® — v?*)k,4
ky u? + v?

Ornek 4.2.21: Keyfi ky, ky, k3, k4, ks, ke, u, v reel sayilarini asagidaki gibi secilsin:

u=-2
v=2
ki =1
k, =2
k;=0
ky,=4
ks =5
ke =16

Buradan aliman bu keyfi degerler bulunan koordinatlarda yerine yazilirsa kontrol

noktalarinin koordinatlar1 asagidaki gibi olur:
Py = (ay,a;,a3) = (4,5,3)
Py = (by,b;,b3) = (7,-3,6)
P, = (¢1,¢3,¢3) = (6,—3,5)
Bu durumda P(t) egrisi;
P(t) = (1 —1t)%(4,53) + 2t(1 — t)(7,-3,6) + t2(6,—3,5)

P(t) = (4 — 8t + 4t%,5 — 10t + 5t2,3 — 6t + 3t2)
+ (14t — 14t2, 6t — 6t2,12t — 12t2) + (62, —3t2,5t2)

P(t) = (—4t* + 6t + 4,8t* — 16t + 5,—4t> + 6t + 3)
seklinde olur.

P'(t) =(-8t+ 6,16t —16,—8t + 6)
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lPr@| = \/ |64¢2 — 96t + 36 + 256¢2 — 512¢ + 256 — (64¢2 — 96t + 36

IPr®l = J |256¢2 — 512¢ + 256 |
IP'@ | = (16t — 16)2
1P| =16t —16,t =1

Segilen koordinatlarla elde edilen P(t) Bezier egrisinin hiz vektoriinin normu bir

polinoma esit oldugundan bu egri ayn1 zamanda bir PH-egri oldu.

Sekil 7: 3 Boyutlu Minkowski Uzayinda Kuadratik Bezier PH-egri
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Ornek 4.2.22: Keyfi ky, ky, k3, k4, ks, ke, u, v reel sayilarini asagidaki gibi secilsin:

u=3
v=-1
ki =4
k,=6
= L

3
ky,=2
ks =1
ke =10

Buradan alman bu keyfi degerler elde edilen koordinatlarda yerine yazilirsa kontrol

noktalarinin koordinatlar1 asagidaki gibi olur:

PO = (al, az, a3) = (2,1,0)

-2 14)
3'3

Py = (bubaby) = (12

PZ = (Cll CZJ C3) = (81_1l2)

Bu durumda P(t) egrisi;

P(t)=(1-1t)%2,1,0) +2t(1—1t) (12 — E)+t2(8 -1,2)
1, 33 ,—1,

—4 4 _28 28
P(t) =2 —4t+2t>1-2t+t%0) + (24t - 24t2,?t + §t2,?t—?t2>
+ (8t?, —t2,2t?)

=22 28 )
3 3 3

4 10
P(t) = <—14t2 + 20t + 2,§t2 ——t+1,—t*+—t

seklinde olur.

, 8 10 —44 28
P (t) = (—28t+ 20,§t—?,Tt+?)
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P

— ‘784t2 1120t + 400 4 52,2 _ 160 100 1936 , 2464 784
= 5 5 5~ (5 5 5

5184 7776 2916
Y — 2 _
"Pﬁﬂl_j’9 ‘ g 9’

=1

4
KOE j |5 @6t —27y:

2
P =3 G6t —27)

|P'@®| = 24t-18

Segilen koordinatlarla elde edilen P(t) Bezier egrisinin hiz vektoriinin normu bir

polinoma esit oldugundan bu egri ayn1 zamanda bir PH-egri oldu.

Sekil 8: 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Kuadratik Bezier PH-egri
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BESINCI BOLUM
SONUC

Bilgisayar destekli geometrik tasarimlarda, navigasyonda, otomotiv sektoriinde ve
daha pek ¢ok miihendislik alaninda kullanilan Bezier egriler, pek ¢ok aragtirmanin temelini
olusturmustur. Farkli derecelerde Bezier egriler farkli uzaylarda incelenmis, geometride
kullanilan sayisiz egri ailelerinde bazilar1 ile olan iligkileri arastirilmistir. Pek ¢ok
miihendislik alaninda uygulamalar1 da yer almaktadir. Bu tez ¢alismasinda kuadratik
Bezier egriler ile PH-egriler arasindaki iliski incelendi. Kuadratik bir Bezier egriden 2 -
boyutlu ve 3-boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylarinda PH-egri elde etmenin yolu
arastirildi. Benzer yontemlerle bulunan karakterizasyon ile kuadratik bir Bezier egrinin
PH-egri olmasini saglayan kontrol noktalarinin karakterleri parametreye bagli olarak
bulundu. Verilen her keyfi deger icin elde edilen kontrol noktalar1 ele alinan kuadratik
Bezier egriyi bir PH-egri yapti. Ancak bu egrinin hem Bezier hem de PH sartin1 saglamasi
icin kontrol noktalarin1 birbiri ile lineer bagimli olmasi gerektigi sonucuna ulasildi. Bu
sebeple orneklenen egrilerin sekillerinde de goriildiigii gibi aslinda bu egriler ayn1 dogru

tizerinde bulunan kontrol noktalari ile olusturulabiliyor.

“Kuadratik Bezier PH-egri olarak tanimlanan egrilerden baska egriler olusturabilir
miyiz?” sorusu arastirildiginda, Frenet vektorlerinden B ve N vektor alanlari matematiksel
olarak hesaplanamadig1 i¢in, diger egrilerle iliskilendirilemedi. Ancak farkli bir ¢ati
kullanilarak kuadratik Bezier PH-egrilerin baska egriler ile baglantilar1 olusturulabilir. Bu

bir acik problem olarak literatiire kazandirilmistir.
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