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ÖZET 

 

ÖKLĠD VE MĠNKOWSKĠ UZAYLARINDA KUADRATĠK BEZĠER PH EĞRĠLER 

ÜZERĠNE 

Havva DOĞAN ALTIN 

Çanakkale Onsekiz Mart Üniversitesi 

Lisansüstü Eğitim Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı Yüksek Lisans Tezi 

DanıĢman: Dr. Öğr. Üyesi Mehmet GÜMÜġ 

02.06.2023, 46 

BeĢ bölümden oluĢan bu tezin birinci bölümü giriĢ bölümüdür. Bu bölümde, Bezier 

eğriler ve Pyhtagorean Hodograph (PH) eğriler ile ilgili bugüne kadar yapılmıĢ çalıĢmalar 

araĢtırılmıĢ ve bunlar hakkında bilgi verilmiĢtir. Ġkinci bölümde Öklid uzayı, Minkowski 

uzayı, Bezier eğriler ve PH-eğriler hakkında temel tanımlar, kavramlar ve bazı teoremlere 

yer verilmiĢtir. 

Üçüncü bölümde, 2-boyutlu ve 3-boyutlu Öklid uzayında kuadratik Bezier bir 

eğriden PH-eğri elde etmenin yöntemi araĢtırılmıĢ ve kuadratik Bezier bir eğrinin PH-eğri 

olması için kontrol noktalarının sağlaması gereken parametre verilmiĢtir. Elde edilen 

parametreler için bazı örnekler verilmiĢ ve eğrilerin grafikleri çizilmiĢtir.  

Dördüncü bölümde ise 2-boyutlu ve 3-boyutlu Minkowski uzayında kuadratik 

Bezier bir eğriden PH-eğri elde etmenin yöntemi araĢtırılmıĢ ve kuadratik Bezier bir 

eğrinin PH-eğri olması için kontrol noktalarının sağlaması gereken parametreler 

verilmiĢtir. Elde edilen parametreler için çeĢitli örnekler verilmiĢ ve eğrilerin grafikleri 

çizilmiĢtir. 

BeĢinci ve tezin son bölümünde elde edilen karakterizasyonlar ile ilgili sonuçlar 

tartıĢılmıĢtır. OluĢturulan bu yeni eğri ile ilgili baĢka neler yapılabileceğine ve hangi 

alanlardaki çalıĢmalara destek olabileceğine dair önerilerde bulunulmuĢtur. 

  

Anahtar Kelimeler: Öklid Uzayı, Minkowski Uzayı, Bezier Eğri, PH-eğri. 
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ABSTRACT 

ON QUADRATĠC BEZIER PH-CURVE IN EUCLIDEAN AND MINKOWSKI 

SPACES 

Havva DOĞAN ALTIN 

Canakkale Onsekiz Mart University 

School of Graduate Studies 

Master of Science Thesis in Department of Mathematics 

Advisor: Asst. Prof. Mehmet GÜMÜġ 

02.06.2023, 46 

This thesis has five chapters. In the first chapter that is Introduction part, is 

presented some informations about Bezier curves and Pyhtagorean Hodograph (PH) curves 

that have been done so far are researched. In the second part, basic concepts, definitions 

and some theorems about Minkowski and Euclidean spaces, Bezier and PH-curves are 

given. 

The third chapter investigates in method of obtaining a PH-curve from a quadratic 

Bézier curve in 2-dimensional and 3-dimensional Euclidean spaces. For a quadratic Bézier 

curve to be a PH-curve, the parameter that the control points must satisfy is given. The 

graphs of the curves were drawn by giving some examples for the parameters obtained. In 

the fourth chapter, the method of obtaining a PH-curve from a quadratic Bezier curve in 2-

dimensional and 3-dimensional Minkowski space is investigated. Thus, for a quadratic 

Bézier curve to be PH-curve, the parameter that the control points must satisfy is given. 

The graphs of the curves were drawn by giving various examples for the parameters 

obtained. 

In the fifth chapter which is last part of the thesis, the results of the 

characterizations are discussed. Suggestions have been made about what else can be done 

about this new curve created and in which areas it can support studies. 

 

Key Words: Euclidean Space, Minkowski Space, Bezier Curve, PH-Curve. 
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BĠRĠNCĠ BÖLÜM 

GĠRĠġ 

 

Bilgisayar destekli tasarımların temelini parametrik eğriler ve bu eğrilerle 

oluĢturulan yüzeyler oluĢturmaktadır. Bezier eğrileri ve yüzeyleri, Coons yamaları, B-

Spline metodları, Pythagorean Hodograph (PH) ve Minkowski uzayına genelleĢtirimiĢ 

Pythagorean Hodograph (MPH) eğrileri, bilgisayar destekli geometrik tasarımda oldukça 

önemlidir. 

 

Eğrileri tanımlamak için rasyonel, trigonometrik ve köklü ifade içeren fonksiyonlar 

veya polinomlar kullanılmaktadır. Bilgisayar destekli geometrik tasarım, robotik ve 

navigosyonda özellikle polinomsal eğriler tercih edilmektedir. Çünkü polinomsal eğriler 

yay uzunluğu hesaplamada diğer eğri ailelerine göre cebirsel kullanımlarda kolaylıklar 

sağlamaktadır. 

 

Matematiksel araĢtırmaların farklı dönemlerinde bu konunun teorik ve pratik 

açılardan merkeze alındığı birçok alan ve çalıĢma mevcuttur. Hem çalıĢmamızın sınırlarını 

belirleme hem de önemine dair açıklamalarda bulunma adına bu konunun teoride ve 

pratikte hangi alanlarda kullanıldığına kısaca değinmekte fayda vardır. Böylelikle 

çalıĢmamızın amacı da daha sağlıklı Ģekilde ortaya konabileceği kanaatindeyiz. Konunun 

temelleri literatürde uzun bir geçmiĢe sahip olsa da aslında kullanım alanı açısından 

oldukça yeni sayılabilecek bir yapıya sahiptir. Tez çalıĢmamızın merkez konusundan 

sapmamak adına konuya ve mevcut çalıĢmalara sadece ana hatlarıyla değinmek daha doğru 

olacaktır.  

 

Bu alanda ilk olarak Kubato, 1972’de Pisagor koĢulunu vermiĢ ve böylece 

uzunluğu bir polinoma eĢit olan eğri düĢüncesi ortaya çıkmıĢtır. Farouki ve Sakkalis 

(1990), Kubato’nun çalıĢmasından esinlenerek PH eğrilerini tanımlamıĢlar ve düzlemsel 

PH-eğrilerin karakterizasyonunu ortaya koymuĢlardır. Daha sonra, 1992’de Farouki 

tasarım ve yaklaĢım geometrisi için düzlemsel PH-eğrilerinin nasıl kullanılacağını 
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göstermiĢtir. Ardından Dietz ve arkadaĢları (1993), üç boyutlu uzayda polinomlar için 

kısmi Pisagor koĢulunu vermiĢlerdir. Farouki ve Sakkalis (1994) ise, uzaysal PH-eğrinin 

karakterizasyonunu yapmıĢlardır. Bu karakterizasyonun geometrik yorumunu Hamilton 

yapmıĢtır. Farouki (2008), PH-eğrilerin helis eğriler ile iliĢkisini ortaya koymuĢtur. PH-

eğrileri Minkowski uzayında karakterize ederek Minkowski Pythagorean Hodograph 

kavramını tanımlayan Moon (1999)’dur. 

 

Bezier eğrileri ve yüzeyleri, 1950’li yılların sonlarında birbirlerinden bağımsız 

Ģekilde çalıĢan iki farklı kiĢi tarafından geliĢtirilmiĢtir. Bunlardan biri, matematikçi olan 

Paul de Faget de Casteljau’dur. Diğeri ise makine ve endüstri mühendisi olan Pierre 

Etienne Bezier’dir.  Her ne kadar ikisi de aynı çalıĢmaları yapmıĢ olsa da Citroen Ģirketinin 

Casteljau’nun çalıĢmalarını gizli tutmasından dolayı ilk olarak kabul gören ve günümüzde 

kendi adıyla anılan Bezier’dir. Kariyerine 1933’te baĢlayan Bezier, 30 yıl çalıĢtıktan sonra 

araç gövde ve tasarımı alanında çalıĢmalar yapmıĢtır. Bu süreçte polinomsal eğri ve 

yüzeyleri Bersntein denklemleriyle iliĢkilendirerek geliĢtirmiĢtir. Bu teori, otomobil 

kaporta yüzeylerini tanımlamada az sayıda parametrenin değiĢtirilmesiyle kontrol 

edilebilen eğriler olarak geliĢtirilmiĢtir. 

 

“Rasyonel Bezier Eğrileri” baĢlıklı tez çalıĢmasında DiĢibüyük (2005), rasyonel 

Bezier eğrilerini q-Bernstein Bezier polinomlarını kullanarak geliĢtirmiĢ ve bu eğrileri 

matris formunda göstermiĢtir. “Bezier Eğrileri ve Yüzeyleri” baĢlıklı tez çalıĢmasında 

Yılmaz (2009), Bezier yüzeylerinin eğriliklerini ve Ģekil operatörünü kontrol noktaları 

cinsinden incelemiĢtir. Bir diğer tez çalıĢması olan “Bezier Eğrileri ile Deforme El 

Modelinin GeliĢtirilmesi”nde ġimĢek (2016), bu eğrilerinin tıp alanındaki kullanımlarına 

dair önceki çalıĢmaları incelemiĢtir. Aynı yıl bir baĢka yüksek lisans tez çalıĢması olan “ 

Minkowski Uzayında Bezier Eğrilerin Karakterizasyonu”nda YeĢilmen(2016) Minkowski 

uzayında Bezier eğrilerin karakterizasyonunu vermiĢtir. 

 

“Kübik Bezier Eğrileri ile Yüz Ġfade Tanıma” baĢlıklı tez çalıĢmasında Özmen 

(2017), fotoğraflardan yedi farklı yüz ifadesi tanıma iĢlemi gerçekleĢtirmiĢtir. Bir baĢka 

uygulama alanını hedefleyen Luzum (2018), “   deki Yüzey Eğrilerinin Bezier Eğrileri ve 
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Matlab Uygulamaları” baĢlıklı tez çalıĢmasında yüzey üzerinde bir eğri ve bu eğriye ait 

ikiden fazla noktayı alarak bu yüzeye ait Bezier eğrisini hesaplamıĢtır. Öklid uzayında 

Bezier eğrisinin Serret-Frenet elemanlarını düzlemsel ve uzaysal olarak hesaplamasını ise 

“Öklid Düzleminde ve Öklid Uzayında Bezier Eğrileri” baĢlıklı tez çalıĢmasıyla Erkan 

(2019) ortaya koymuĢtur. Aynı yıl Kılıçoğlu ve ġenyurt, “On The Cubic Bezier Curves in    ” baĢlıklı çalıĢmada, 3-boyutlu Öklid uzayında kontrol noktalarına bağlı matris formlu 

kübik Bezier eğrisini incelemiĢlerdir. Aynı isimler sonraki yılda, “On The Involute of the 

Cubic Bezier Curve by Using Matrix Representation in    ” adlı çalıĢmalarında önceki 

araĢtırmalarında üzerinde çalıĢtıkları bu kübik Bezier eğrisinin involütünü incelemiĢlerdir.  

 

Bizim çalıĢmamızla birçok noktada ortak konulara yer veren Altınordu (2021) ise, 

“Bezier Eğrileri ve Bazı Uygulamaları” adlı tez çalıĢmasında     de baĢlangıç noktasını ve 

birim vektörlerini kontrol noktası alarak kübik Bezier eğrisini oluĢturmuĢ ve bu eğrinin 

Frenet ve Darboux vektörlerini hesaplamıĢtır. Ayrıca Frenet çatıları ve alternatif çatı 

vektörlerinden elde edilen Smarandache eğrilerini tanımlamıĢtır.  

 

Bu çalıĢmada ise bilgisayar destekli geometrik tasarımda, programlamada, grafik 

tasarımda, navigasyonda, baĢta otomativ olmak üzere farklı mühendislik alanlarında ve 

diğer alanlarda kullanılan bu iki önemli eğri bir arada ele alınmıĢtır. 2-boyutlu ve 3-boyutlu 

Öklid uzaylarında alınan bir kuadratik Bezier eğrinin PH-eğri olması için kontrol 

noktalarının karakterleri belirlenmiĢtir. Böylece Öklid uzayında kuadratik Bezier PH-eğri 

kavramı tanımlanmıĢtır. Ayrıca benzer metodlar izlenerek 2-boyutlu ve 3-boyutlu 

Minkowski uzaylarında ele alınan bir kuadratik Bezier eğriden PH-eğri elde edilmiĢtir. 

Böylece Minkowski uzayında Bezier PH-eğri kavramı tanımlanmıĢtır. 
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ĠKĠNCĠ BÖLÜM 

TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

 

2.1. Öklid Uzayı ile Ġlgili Temel Tanımlar ve Teoremler 

Tanım 2.1.1. (Afin Uzay):   boĢ kümeden farklı bir küme ve    ise bir   cismi üstünde bir vektör uzayı 

olsun.     kümesinden,   uzayına,         

fonksiyonu; 

 (B1).  Her         için                      

(B2).  Her            için          

sağlıyor ise B kümesine   vektör uzayı ile birleĢen afin uzay denir. B afin uzayının boyutu,   uzayının boyutudur. (Sabuncuoğlu, 2005) 

 

Tanım 2.1.2. (Ġç Çarpım):    cismi üzerinde bir vektör uzayı X olsun.           fonksiyonu, 

1)                      

2)               , (      

3)              

4)                       

Ģartlarını sağlıyorsa     fonksiyonuna iç çarpım fonksiyonu denir. (Hacısalihoğlu, 2000) 
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Tanım 2.1.3. (Öklid Ġç Çarpımı):    vektör uzayında                  ve                  olsun.             

            ∑     
    

fonksiyonu bir iç çarpım fonksiyondur. Bu iç çarpıma Öklid iç çarpımı denir. 

(Sabuncuoğlu,2005) 

Tanım 2.1.6. (Öklid Uzayı): 

     iç çarpım uzayı ile birleĢtirilmiĢ    afin uzayına Öklid uzayı denir ve    ile 

gösterilir. (Struik, 1988) 

 

Tanım 2.1.4. (Norm):   ’de bir                  vektörünün normu ‖ ‖  √      

Ģeklinde tanımlanır. (Hacısalihoğlu, 2000) 

 

Tanım 2.1.5. (Öklid Metriği):                        ‖  ⃗⃗⃗⃗ ‖ 

Ģeklinde tanımlanan   fonksiyonuna Öklid metriği denir. (Struik, 1988) 
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Tanım 2.1.7. (Uzaklık):           

             ‖  ⃗⃗⃗⃗ ‖  √∑         
    

biçiminde tanımlanan   fonksiyonuna     üzerinde uzaklık fonksiyonu denir. Burada        reel sayısı ise         noktaları arası uzaklıktır. (Hacısalihoğlu, 2000) 

 

Tanım 2.1.8. (Vektörel Çarpım):   , 3-boyutlu Öklid uzayında                              vektörlerinin 

vektörel çarpımı;                                    

Ģeklinde tanımlanır. (Struik,1988) 

 

Tanım 2.1.9. (Eğri): 

           ,                              Ģeklinde verilen diferensiyellenebilir bir   

dönüĢümüne bir eğri adı verilir. (Sabuncuoğlu, 2005) 

 

Tanım 2.1.11. (Skaler Hız Fonksiyonu ve Skaler Hız):  

        ,   fonksiyonunun Öklidyen koordinat fonksiyonları              olsun. 

                               

olur.        tanjant vektörüne M eğrisinin     parametresine karĢılık gelen      noktasında 

(     koordinat komĢuluğuna göre  skaler hız vektörü denir. ‖   ‖       ‖   ‖      ‖      ‖ 
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Ģeklinde tanımlanan ‖   ‖ fonksiyonuna,   eğrisinin       koordinat komĢuluğuna göre 

skaler hız fonksiyonu denir. Burada ‖      ‖ reel sayısına ise   nin       koordinat 

komĢuluğuna göre      noktasındaki skaler hızı adı verilir. (Hacısalihoğlu, 2000) 

 

Tanım 2.1.12.(Birim Hızlı Eğri):   

       koordinat komĢuluğuyla verilmiĢ olan   eğrisi, eğer      için, ‖     ‖    

olduğunda   eğrisine birim hızlı eğri,     parametresine de yay parametresi adı verilir. 

(Hacısalihoğlu, 2000) 

Tanım 2.1.13. (Regüler Eğri): 

       koordinat komĢuluğu ile verilmiĢ olan   eğrisi,  eğer      için, ‖     ‖     

oluyorsa   eğrisine regüler eğri adı verilir. (Hacısalihoğlu, 2000) 

 

Teorem 2.1.14:   ’de regüler her bir eğrinin, birim hızlı olacak biçimde bir alt koordinat komĢuluğu 

vardır. (Hacısalihoğlu, 2000) 

 

Tanım 2.1.15:        eğrisi       koordinat komĢuluğuyla verilmiĢ olsun. Bu koĢul altında 

                  
kümesi lineer bağımsız ve           için; 

           

olmak üzere,  ’dan elde edilmiĢ olan                    ortanormal sistemine M 

eğrisinin Serret Frenet k-ayaklı alanı denir. Burada     için 

                               ye de      noktasındaki Serret Frenet k-ayaklısı 
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denmektedir. Her bir    ve   ,         vektörlerine de Serret Frenet vektör alanı 

denir (Kreysizg, 1988). 

 

Teorem 2.1.16: 

       eğrisi,       koordinat komĢuluğu ile verilsin. Her      için      noktasındaki 

        Frenet 3-ayaklısı,  

                  

        

   
                                

bağıntısıyla verilir. (Hacısalihoğlu, 2000) 

 

2.2. Minkowski Uzayı ile Ġlgili Temel Kavramlar ve Teoremler 

Tanım 2.2.1. (Simetrik Bilineer Form) (SBF):   bir reel vektör uzayı        ve         için           

dönüĢümü, 

1)             

2)                        ,                         

özelliklerini sağlıyorsa bu dönüĢüme    reel vektör uzayı üzerinde tanımlı SBF denir. 

(O’Neil, 1983) 
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Tanım 2.2.2. (Skaler Çarpım Uzayı): 

   reel vektör uzayı üstünde tanımlanmıĢ olan         

fonksiyonu; simetrik, bilineer ve non-dejenere özelliklerini sağlayan   fonksiyonuna,   

uzayında skaler çarpım ve   vektör uzayına da Skaler çarpım uzayı adı verilir. 

 (Levent, 2019) 

Tanım 2.2.3:   reel vektör uzayı üzerinde simetrik bilineer form tanımlansın. 

1) Eğer          için         sağlanıyorsa     SBF’ye pozitif tanımlı, 

2) Eğer          için         sağlanıyorsa     SBF’ye negatif tanımlı, 

3) Eğer          için         sağlanıyorsa     SBF’ye pozitif yarı 

tanımlı, 

4) Eğer          için         sağlanıyorsa     SBF’ye negatif yarı 

tanımlı, 

5) Eğer      için         iken     sağlanıyorsa     SBF’ye non-

dejeneredir denir. (Levent 2019) 

 

Tanım 2.2.4:   bir skaler çarpım uzayı,   da üzerindeki skaler çarpım negatif tanımlı olacak Ģekilde 

V’nin en büyük boyutlu alt uzayı olsun. Bu durumda W’nun boyutuna h skaler çarpımının 

indeksi denir. Ayrıca, V skaler çarpım uzayının indeksi, üzerinde tanımlı h skaler 

çarpımının indeksi olarak tanımlanır. (O’Neil, 1983) 

 

Tanım 2.2.5: 

  V bir skaler çarpım uzayı ve  de V’nin indeksi olsun. Bu durumda     ve         ise 

V skaler çarpım uzayına bir Lorentz uzay denir ve      ile gösterilir.     için özel olarak bu uzay   boyutlu Minkowski uzayı Ģeklinde adlandırılır ve     ile 

gösterilir. (O’Neil, 1983) 
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Tanım 2.2.6:   vektör uzayı üzerinde           ve           vektörleri için; 

                                   

Ģeklinde tanınlanan fonksiyona     de iç çarpım fonksiyonu denir. (O’Neil, 1983) 

 

Tanım 2.2.7:     de bir  ⃗  vektörü verilsin.  

1) Eğer     ⃗   ⃗⃗  ⃗      veya  ⃗    ise spacelike, 

2) Eğer     ⃗   ⃗⃗  ⃗      ise timelike, 

3) Eğer  ⃗    olduğunda    ⃗   ⃗⃗  ⃗     ise lightlike ya da null vektör olarak adlandırılır. 

Timelike vektörler ve null vektörler, casual vektörler olarak adlandırılır. (O’Neil, 1983) 

 

Tanım 2.2.8: ‖ ‖              için; ‖ ‖  √    ⃗   ⃗⃗  ⃗    
eĢitliğiyle tanımlı dönüĢüm     üzerinde bir normdur. Burada ‖ ‖ gerçek sayısına   

vektörünün normu denir. Ayrıca ‖ ‖    olan   vektörüne birim vektör adı verilir. 

(O’Neil, 1983) 
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Tanım 2.2.9:    , 3-boyutlu Minkowski uzayında                           vektörlerinin 

vektörel çarpımı; 

    |                 | 
                                 

eĢitliğiyle tanımlanır (O’Neil ,1983). 

 

Tanım 2.2.10. (Spacelike Düzlem): 

Minkowski uzayında normali timelike olan düzeleme spacelike düzlem denir. Bir 

spacelike düzlemde bulunan vektörler sadece spacelike vektörlerdir. (Ratcliffe, 1994) 

 

Tanım 2.2.11. (Timelike Düzlem): 

Minkowski uzayı içerisinde en az bir tane timelike vektör bulundurmakta olan 

düzleme timelike düzlem denir. Spacelike vektör, timelike bir düzlemin normal 

vektörüdür. Timelike bir düzlem içinde timelike, spacelike ve null vektörler bir arada 

bulunabilir (Ratcliffe, 1994). 

 

Tanım 2.2.12. (Null Düzlem): 

Minkowski uzayında timelike ve spacelike düzlemler dıĢında kalan tüm düzlemler 

null düzlemlerdir. Null düzlemlerde yatan ve bu düzlemin normal vektörü olan bir tane 

null vektör bulunur. Ayrıca null düzlemlerde spacelike vektörler de bulunabilir (Ratcliffe, 

1994). 

 

Tanım 2.2.13. (Minkowski Uzayında Eğri):          diferensiyellenebilir dönüĢümüne Minkowski uzayında bir eğri adı 

verilir. Eğer       vektörü spacelike olduğunda eğriye spacelike eğri, timelike olduğunda 

eğriye timelike eğri ve null olduğunda ise eğriye null eğri adı verilir. (O’Neil, 1983) 
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Teorem 2.2.14: 

         birim hızlı timelike eğrisinin Frenet 3 ayaklısı,         olsun. Frenet çatısı ile 

bunların türevleri arasında; 

(      )  (     
          )(   ) 

                                   

 bağıntısı vardır (O’Neil, 1983). 

 

Teorem 2.2.15:          birim hızlı spacelike eğrisinin Frenet 3 ayaklısı,         olsun. 

1.   spacelike vektör ise, 

(      )  (                )(   ) 

                              

2.     timelike vektör ise, 

(      )  (     
         )(   ) 

                             

3.     null vektör ise, 

(      )  (              )(   ) 

                  

biçiminde ifade edilir (O’Neil, 1983). 
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Teorem 2.2.15:          birim hızlı null eğrisinin Frenet 3 ayaklısı,         olsun. 

(      )  (             )(   ) 

                                 

olarak elde edilir (O’Neil, 1983). 

 

2.3. Bezier Eğrisi ile Ġlgili Temel Kavramlar ve Teoremler 

Tanım 2.3.1. (Bernstein Polinomları):              için n. dereceden bir Bernstein polinomu, Ģu Ģekilde tanımlanmaktadır: 

       ∑ (  )              . 

Burada (  ) ifadesi aĢağıda verilen kombinasyon açılımıdır. 

(  )              
Derecesi 0 olan Bernstein polinomu ise Ģu Ģekildedir:          

Derecesi 1 olan Bernstein polinomları aĢağıdaki denklemlerle verilir. 

       ∑(  )            
           

       ∑(  )            
       

Derecesi 2 olan Bernstein polinomları ise aĢağıdaki denklemlerle verilir. 
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       ∑(  )            
            

       ∑(  )            
             

       ∑(  )            
        

Benzer Ģekilde 3. derece ve sonrası formül uygulanarak elde edilir (Marsh, 2005). 

 

Teorem 2.3.2:  

Bernstein polinomları aĢağıdaki özellikleri sağlar: 

 Bernstein polinomu        olmak üzere; 

Birimin parçalanması:        için, binom katsayıları açılımından 

       ∑ (  )        
    

Ģeklinde yazıldığında;       

alınarak       

elde edilir.     için  

                ∑ (  )            
    

olur (Marsh, 2005). 
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 Non-negatif olma özelliği:         için           dır. 

(  )                               

olduğu için, 

       ∑ (  )            
      

olur (Marsh 2005). 

 

 Simetri Özelliği: Bernstein polinomu        için;                   

eĢitliği sağlanır. 

         ∑ (     )            
    

ve   

       ∑ (  )            
    

Ģeklindedir. Ayrıca kombinasyon özelliklerinden (  )  (     ) olduğundan dolayı                   

eĢitliği sağlanır (Marsh 2005). 

 Rekürsiyon:    dereceden olan                       için       . dereceden polinomlar aracılığıyla aĢağıdaki Ģekilde yazılabilir:                                  

Burada;                            
olur. Bu eĢitlikten hareketle aĢağıdaki (i) ve (ii) denklemleri elde edilir: 
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         ∑ (    )                       (i) 

 

           ∑ (      )                      (ii) 

Böylece,     için           yardımıyla                                        

eĢitliği bulunur. Benzer Ģekilde k=n için            yardımıyla                                     

yazılabilir. O halde       için (i) ve (ii) eĢitlikleri sırasıyla       ve   ile çarpılırsa 

Bersntein polinomu tanımından                                (    )               (      )              

 (    )             (      )            

            (    )  (      )  
                                                 
                                  (  )                    

dir (Marsh, 2005). 
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Tanım 2.3.3.      olmak üzere, düzlemdeki sıralı            noktalarını ardıĢık bir Ģekilde birbirine 

ve son noktayı ise birinci noktaya doğru parçaları ile bağlayarak elde edilmiĢ olan 

geometrik Ģekle, düzlemde bir    kenarlı poligon denir. (Saxena ve Sahay, 2005) 

 

Tanım 2.3.4. (Bezier Eğrisi):    noktaları              için        adet kontrol noktası olduğu durumda; 

     ∑    
                ∑    

               

denklemiyle tanımlanmıĢ olan eğri Bezier eğrisi olarak adlandırılır. Burada; 

                      ifadesi Bernstein polinomudur (Saxena ve Sahay, 2005). 

 

Tanım 2.3.5. (Lineer Bezier Eğrisi): 

Ġki kontrol noktasına sahip ve derecesi   olan polinom eğrilere lineer Bezier eğrileri 

denir. Bir lineer Bezier eğrisi bu iki noktayı birleĢtiren bir doğru parçasıdır. Bu eğrilerin 

vektörel denklemi; kontrol noktaları                        olmak üzere;                                  
Ģeklinde tanımlanır (Saxena ve Sahay,2005). 

 

Tanım 2.3.6. (Kuadratik Bezier Eğrisi): 

Üç adet kontrol noktasına sahip ve derecesi   olan polinom eğriler kuadratik Bezier 

eğriler olarak adlandırılır. Kontrol noktaları                                  

olan bir kuadratik Bezier eğrisi ikinci dereceden bir eğri parçasıdır. Bu eğrilerin vektörel 

denklemi aĢağıdaki gibi ifade edilir:                                              
(Saxena ve Sahay,2005) 
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Teorem 2.3.7: 

Bezier eğrilerinin sağladığı özellikler Ģu Ģekilde sıralanabilir: 

1) Uç nokta koĢulları sağlanır. Eğri,     olduğu durumda baĢlangıç 

noktasından geçer. Aynı zamanda     olduğu durumda bitiĢ 

noktasından geçer. Kısacası Bezier eğrisi, kontrol poligonunun 

baĢlangıç noktası ve bitiĢ noktası olmak üzere uç noktalarından 

geçer. Bu özelliğe son nokta interpolasyon özelliği denir. 

2) BaĢlangıç ve bitiĢ noktalarında teğet koĢulları sağlanmaktadır.        olduğu durumda eğri birinci ve ikinci kontrol noktalarının 

farkı olarak yazılan       vektörüne teğet olur.      olduğu 

durumda ise eğri sondan bir önceki ve son kontrol noktalarının 

farkı olarak yazılan          vektörüne teğet olur. Bu özelliğe 

son nokta teğet özelliği denir. 

3) Geometrik olarak invaryanttır. Bir baĢka ifadeyle, Bernstein 

polinomu, birimin parçalanması özelliğini sağlar. Bu yüzden 

koordinat sisteminin dönme ve ötelenmesi durumunda eğrinin Ģekli 

değiĢmezdir. 

4) DıĢbükey kafes özelliğine sahiptir. Bezier eğrisi, kontrol 

noktalarıyla oluĢturulmuĢ olan dıĢbükey kafesin tümüyle içinde 

kalır. 

5) Azalan varyasyon özelliğine sahiptir. 

6) Simetri özelliği vardır. ∑              ∑                  
sağlanır. (Saxena ve Sahay, 2005; Levent, 2019: 8-9) 

 

2.4. Pythagorean -Hodograf Eğrileri ile Ġlgili Temel Kavramlar ve Teoremler 

Tanım 2.4.1. (Polinom):                    

olmak üzere;                                   

Ģeklindeki   değiĢkenine bağlı fonksiyona,  . dereceden bir polinom denir. (Larson, 2012)  
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Tanım 2.4.2. (Polinom Eğrisi):                                       

eğrisi için eğer,       için       değerleri birer polinom ise         eğrisine   

boyutlu polinom eğrisi denir (Larson,2012; Ramis, 2013). 

 

Tanım 2.4.3. (Polinom Eğrisinin Derecesi):                              boyutlu polinom eğrisi için         (     )                         
değerine    eğrisinin derecesi denir (Larson, 2012; Ramis, 2013). 

 

Tanım 2.4.4. (Polinom Eğrisinin Hodografı):                               boyutlu polinom eğrisinin hodograf eğrisi                                

vektör alanıdır (Farouki ve Sakkalis ,1990; Ramis, 2013). 

 

Tanım 2.4.5. (Pythagorean -Hodograf Eğrisi):                             -boyutlu polinom eğrisinin hodografı,                                       

denklemini sağlayacak Ģekilde      polinomu bulunuyorsa      eğrisine   boyutlu 

Pythagorean -Hodograf eğrisi ya da kısaca PH-eğri denir (Farouki ve Sakkalis, 1990; 

Ramis, 2013). 

 

Tanım 2.4.6. (Düzlemsel PH-eğrisi):    de                  polinom eğrisinin hodografı                    ) 

olsun. Eğer,                         
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olacak Ģekilde bir      polinomu bulunuyorsa      eğrisine düzlemsel Pythagorean -

Hodograf eğrisi ya da kısaca düzlemsel PH-eğri denir. (Farouki ve Sakkalis, 1990; Ramis, 

2013) 

 

Teorem 2.4.7:                polinomları arasında                       

Pythagorean koĢulu, ancak ve ancak                                                                      

olacak Ģekilde           aralarında asal polinomları ve      polinomu varsa sağlanır 

(Kubato, 1972). 
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ÜÇÜNCÜ BÖLÜM 

ÖKLĠD UZAYINDA KUADRATĠK BEZĠER PYTHAGOREAN HODOGRAPH 

EĞRĠLER 

 

3.1 2- Boyutlu Öklid Uzayında Kuadratik Bezier PH-eğriler 

Tezin bu bölümünde 2-boyutlu Öklid uzayında alınan kuadratik bir Bezier eğrisinin 

aynı zamanda bir PH-eğri olması için kontrol noktalarının nasıl bir karakterizasyona sahip 

olması gerektiği araĢtırıldı. Yapılan cebirsel iĢlemler sonucunda bir karakterizasyon 

belirlendi. 

 

Teorem 3.1.1:      , kontrol noktaları    ,    ve     olan ikinci dereceden bir 

Bezier eğri olsun. Bu       Bezier eğrisinin aynı zamanda PH-eğri olması için    ,    ve    kontrol noktalarının aĢağıdaki karakterizasyonu sağlaması gerekir.                                                                                

 

Ġspat:       , kontrol noktaları    ,    ve     olan ikinci dereceden bir Bezier eğri 

olsun. Bu durumda    ,     ve     Bezier katsayıları olmak üzere      eğrisi;                                 

Ģeklinde yazılabilir.    uzayında            ,            ve            noktalarını 

alalım.       Bezier eğrisinin PH-eğri olması için kontrol noktalarının sağlamaları gereken 

karakterler için kontrol noktalarının koordinatları eğri denkleminde yerlerine yazılırsa 

(2.1.2) eĢitliği elde edilir.                                                                                                                   
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     (                                                     )      (3.1.2) 

(3.1.2) eĢitliğindeki Bezier eğrisinin hodografını hesaplamak için bu eĢitlikte türev 

alınırsa (3.1.3) eĢitliği bulunur.       (                                             )      (3.1.3) 

      Bezier eğrisinin hız vektörünün normu hesaplandığında aĢağıdaki (3.1.4) 

eĢitliği elde edilir. 

                                                                                                        

 

                                                                                                                                               (3.1.4) 

    P(t) kuadratik Bezier eğrisinin PH-eğri olması için (3.1.4) ile gösterilen ikinci dereceden 

t parametreli denklemin diskriminantının () sıfır olması yani bir tam kare ifadeye eĢit 

olması gerekir. O halde (3.1.4) ile belirtilen denklemin diskriminantı; 

                                                                                                      (2.1.5) 

olur. Burada diskriminantı çözmek için (3.1.5) eĢitliğinde;             ,             ,        ,          (3.1.6) 

(3.1.6) eĢitlikleriyle verilen değiĢken değiĢimleri yapıldığında;                                                                                                                                                                  
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                             (3.1.7) 

elde edilir. (3.1.7) eĢitliğinde x, y, p ve q değerleri yerine yazılırsa;                                                                                                                                           

                                                                           (3.1.8) 

bulunur. (3.1.8) denkleminde aĢağıdaki parametre değiĢimleri uygulandığında;                   

keyfi    ve    reel sayıları için              bulunur. Bu değerler (3.1.8)  

denkleminde yerine yazılırsa;                                                                       (3.1.9) 

eĢitliği elde edilir. Burada (3.1.9) eĢitliğinde           ve            ,      

yazılabilir.              alınırsa;           ve                       (3.1.10) 

olur. Benzer Ģekilde            alınırsa,          ve                        (3.1.11) 

eĢitlikleri bulunur. Böylece P(t) kuadratik Bezier eğrisinin    de PH-eğri olması için 

kontrol noktalarının karakterleri aĢağıdaki gibi bulunur.                                                                                
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Örnek 3.1.12: Keyfi   ,   ,    ,    ve k reel sayıları için 

                           seçilsin. Bu keyfi değerler bulunan karakterizasyona 

göre düzenlendiğinde kontrol noktaları aĢağıdaki gibi olur.                                 

 Bu durumda P(t) eğrisi;                                                                                                                                                

        √                         

 

        √              

        √  √    √        

         √    √  
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ġekil 1: 2 Boyutlu Öklid Uzayında Kuadratik Bezier PH-eğri 

 

Örnek 3.1.13: Keyfi   ,   ,    ,    ve k reel sayılarını aĢağıdaki gibi seçilsin: 

                            . Bu keyfi değerler elde edilen karakterizasyona 

göre düzenlendiğinde kontrol noktaları aĢağıdaki gibi olur.                             

 Bu durumda P(t) eğrisi;                                                                                                                                  

        √                         
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        √              

        √  √     √         

         √     √   

 

 

 

ġekil 2. 2-Boyutlu Öklid Uzayında Kuadratik Bezier PH-eğri  

 

3.2.3-Boyutlu Öklid Uzayında Kuadratik Bezier PH-eğriler 

Tezin bu bölümünde 3-boyutlu Öklid uzayında alınan kuadratik bir Bezier eğrisinin 

aynı zamanda bir PH-eğri olması için kontrol noktalarının nasıl bir karakterizasyona sahip 

olması gerektiği araĢtırıldı. Yapılan cebirsel iĢlemler sonucunda bir karakterizasyon 

belirlendi. Bu karakterizasyon aĢağıdaki Teorem 3.2.1 de verilmiĢtir. 
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Teorem 3.2.1:      , kontrol noktaları    ,    ve     olan ikinci dereceden bir 

Bezier eğri olsun. Bu       Bezier eğrisinin aynı zamanda PH-eğri olması için    ,    ve    kontrol noktalarının aĢağıdaki karakterizasyonu sağlaması gerekir.                                                                           

                                       

 

Ġspat:     , kontrol noktaları    ,    ve     olan ikinci dereceden bir Bezier eğri 

olsun. Bu durumda 

                                  

yazılabilir. Burada               ,               ve               alındığında       Bezier eğrisinin PH-eğri olması için kontrol noktalarının karakterleri belirlenmiĢ 

olur. Bunun için kontrol noktalarının koordinatları eğri denkleminde yerlerine yazılırsa 

(3.2.1) eĢitliği elde edilir.                                                                                                                                                         

                                                                                               

                                                                                                      (3.2.1) 

(3.2.1) Bezier eğrisinin türevi aınırsa bu eğrinin hodografı aĢağıdaki (3.2.2) eĢitliğidir.                                                                                          (3.2.2)  
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(3.2.2) ile verilen denklemin hız vektörünün normu hesaplandığında  (3.2.3) eĢitliği 

elde edilir. 

                                                                                                                                                                 

                                                                                                                                                               (3.2.3) 

 P(t) kuadratik Bezier eğrisinin PH-eğri olması için (3.2.3) ile gösterilen ikinci dereceden t 

parametreli denklemin diskriminantının() sıfır olması yani bir tam kare ifadeye eĢit 

olması gerekir. O halde (3.2.3) ile belirtilen denklemin diskriminantı (3.2.4) Ģeklindedir. 

                                                                                                                                                      (3.2.4) 

(3.2.4) denkleminde (3.2.5) deki eĢitlikler ile verilen değiĢken değiĢtirmeler yapılırsa 

diskriminant () aĢağıdaki gibi elde edilir; 

                  ,               ,               ,                    

              ,            ve               (3.2.5) 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     
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Bu durumda;            (3.2.6)            (3.2.7)            (3.2.8) 

sağlanır. 

(3.2.6.) denkleminde x, q, y, p değerleri yerine yazılırsa;                                                                                                                                                                                   (3.2.9) 

elde edilir. 

(3.2.7) denkleminde x, r, z, p değerleri yerine yazılırsa;                                                                                                                                                                                    (3.2.10) 

(3.2.8) denkleminde y, r, z, q değerleri yerine yazılırsa;                                                                                                                                                                                     (3.2.11) 

(3.2.9) denkleminde;                   
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                 (3.2.12) 

(3.2.10) denkleminde;                                    (3.2.13) 

(3.2.11) denkleminde;                                    (3.2.14) 

alınsın.                      . Böylece 

                                                                   

denklemler düzenlenirse;                                                                   

 

elde edilir. Buradan                                     

olur.                                alınırsa;                          

elde edilir.            olmak üzere 
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olsun. Bu durumda  (3.2.12) den               

           

bulunur.       

olsun. Bu durumda (3.2.13) den                      

bulunur.       

olsun. Bu durumda (3.2.14) den                 

             

bulunur. Böylece     de bir P(t) kuadratik Bezier eğrisinin PH olması için kontrol 

noktalarının karakterleri aĢağıdaki gibi olmalıdır.                                                                           

                                       

Örnek 3.2.15: Keyfi                   ve k reel sayılarını aĢağıdaki gibi seçilsin.                      
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 Elde edilen karakterizasyonlara göre düzenlendiğinde kontrol noktaları aĢağıdaki gibi 

bulunur:                                                                    
           kontrol noktaları ile oluĢturulan P(t) eğrisi Ģöyledir;                                                                                                                                          

Bu P(t) Bezier eğrisinin hız vektörünün normunu hesaplandığında aĢağıdaki gibi bir 

polinom elde edilir.                          

        √                                         √               

  √  √    √        

   √    √  

Böylece elde edilen kontrol noktaları ile oluĢturulan P(t) kuadratik Bezier eğrisi    te bir 

PH-eğri oldu. 
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ġekil 3: 3 Boyutlu Öklid Uzayında Kuadratik Bezier PH-eğri 

 

Örnek 3.2.16: Keyfi                   ve k reel sayılarını aĢağıdaki gibi seçilsin.                                       

 Elde edilen karakterlere göre düzenlenirse kontrol noktaları aĢağıdaki gibi bulunur:                                                                     
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olur.          kontrol noktaları ile oluĢturulan P(t) eğrisi Ģöyledir;                                                                                                                                          

Bu P(t) Bezier eğrisinin hız vektörünün normu hesaplandığıda aĢağıdaki gibi bir polinoma 

eĢit bulunur.                          

        √                                √            

  √  √    √        

   √    √  

 

Böylece elde edilen kontrol noktaları ile oluĢturulan P(t) kuadratik Bezier eğrisi    te bir 

PH-eğri oldu. 
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ġekil 4: 3-Boyutlu Öklid Uzayında Kuadratik Bezier PH-eğri 
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DÖRDÜNCÜ BÖLÜM 

MĠNKOWSKĠ UZAYINDA KUADRATĠK BEZĠER PYTHAGOREAN 

HODOGRAPH EĞRĠLER 

 

4.1. 2-Bıyutlu Minkowski Uzayında Kuadratik Bezier PH-eğriler 

 

Tezin bu bölümünde 2-boyutlu Minkowski uzayında alınan kuadratik bir Bezier 

eğrisinin aynı zamanda bir PH-eğri olması için kontrol noktalarının nasıl bir 

karakterizasyona sahip olması gerektiği araĢtırıldı. Yapılan cebirsel iĢlemler sonucunda bir 

karakterizasyon belirlendi. Bu karakterizasyonun elde etme aĢamaları Teorem 4.1.1 de 

verilmiĢtir. 

 

Teorem 4.1.1:     , kontrol noktaları   ,    ve    olan ikinci dereceden bir Bezier eğri 

olsun. Bu      Bezier eğrisinin     uzayında aynı zamanda PH-eğri olması için   ,    ve    kontrol noktalarının aĢağıdaki karakterizasyonu sağlaması gerekir.                                                                         

 

Ġspat:       , kontrol noktaları    ,    ve     olan ikinci dereceden bir bezier eğri olsun. Bu 

durumda    ,     ve     Bezier katsayıları olmak üzere      eğrisi; 

                                  

 

ile verilen denklemde olduğu gibi yazılabilir.     uzayında            ,            ve              noktaları alınsın.       Bezier eğrisinin PH-eğri olması için kontrol 
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noktalarının karakterleri belirlenecektir. Bunun için kontrol noktalarının koordinatları eğri 

denkleminde yerine yazıldığında (4.1.2) denklemi elde edilir. 

                                                                                                                                                                                (                                                     )  

           (4.1.2) 

 

(4.1.2) eĢitliğindeki Bezier eğrisinin hodografını hesaplamak için bu eĢitlikte türev 

alınırsa (4.1.3) eĢitliği bulunur. 

       (                                             )   

           (4.1.3) 

 

      Bezier eğrisinin hız vektörünün normu hesaplandığında aĢağıdaki (4.1.4) eĢitliği elde 

edilir. 

 

                                                                                                          

 

                                                                                                           (4.1.4) 
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P(t) kuadratik Bezier eğrisinin PH olması için (4.1.4) ile gösterilen ikinci dereceden 

t bilinmeyenli denklemin diskriminantının () sıfır olması yani bir tam kare ifadeye eĢit 

olması gerekir. O halde (4.1.4) ile belirtilen denklemin diskriminantı; 

 

                                                                                                  

           (4.1.5) 

 

olur. Burada diskriminantı çözmek için (4.1.5) eĢitliğinde; 

              ,             ,        ,           

           (4.1.6) 

 

(4.1.6) eĢitlikleriyle verilen değiĢken değiĢimleri ypıldığında;                                                                                                                                                                                           (4.1.7) 

 

elde edilir. (4.1.7) eĢitliğinde x, y, p ve q değerleri yerine yazılırsa;                                                                                                                                                                                    (4.1.8) 
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elde edilir. (4.1.8) denkleminde aĢağıdaki parametre değiĢimleri uygulanırsa;                   

    ve    keyfi reel sayıları için              bulunur. Bu değerler (4.1.8)  

denkleminde yerine yazılırsa; 

                                                                      (4.1.9)  

 

elde edilir. Burada           ve            ,      yazılabilir.               

alınırsa;                      

olur. Benzer Ģekilde;            

alınırsa,                   

bulunur. Böylece P(t) kuadratik bezier eğrisinin     de PH-eğri olması için kontrol 

noktalarının karakterleri aĢağıdaki gibi bulunur. 
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Örnek 4.1.10: Keyfi   ,   ,    ,    ve k reel sayıları aĢağıdaki gibi seçilsin: 

                           . Bu keyfi değerler bulunan karakterizasyona göre 

düzenlediğinde kontrol noktaları aĢağıdaki gibi olur.                             

olur. Bu durumda      eğrisi;                                                                                                            

                     

 

        √                               

  √                  

  √                    

  √     √     √         √     √  
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ġekil 5: 2 Boyutlu Minkowski Uzayında Kuadratik Bezier PH-eğri 

 

Örnek 4.1.11: Keyfi   ,   ,    ,    ve k reel sayılarını aĢağıdaki gibi seçilsin: 

                              . Bu keyfi değerler bulunan karakterizasyona 

göre düzenlendiğinde kontrol noktaları aĢağıdaki gibi olur.                                 

olur. Bu durumda      eğrisi;                                                                                                                                    
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        √        

  √          √  

 

ġekil 6: 2-Boyutlu Minkowski Uzayında Kuadratik Bezier PH-eğri 

 

4.2. 3-Boyutlu  Minkowski Uzayında Kuadratik Bezier PH-eğriler 

Tezin bu bölümünde 3-boyutlu Minkowski uzayında alınan kuadratik bir Bezier 

eğrisinin aynı zamanda bir PH-eğri olması için kontrol noktalarının nasıl bir 

karakterizasyona sahip olması gerektiği araĢtırıldı. Yapılan cebirsel iĢlemler sonucunda bir 

karakterizasyon belirlendi. Bu karakterizasyonun elde etme aĢamaları Teorem 4.2.1. de 

verilmiĢtir.  
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Teorem 4.2.1: P(t), kontrol noktaları   ,   ve    olan ikinci dereceden bir Bezier eğri 

olsun. Bu P(t) Bezier eğrisinin     uzayında aynı zamanda PH-eğri olması için   ,   ve    

kontrol noktalarının aĢağıdaki karakterizasyonu sağlaması gerekir. 

                           

                                              
   (                    )              (                    )  

                                      
       (                    )  

 

Ġspat:       , kontrol noktaları    ,    ve     olan ikinci dereceden bir Bezier eğri olsun. 

Bu durumda                                 

Ģeklide yazılabilir. Burada               ,               ve               alınsın.       Bezier eğrisinin     de PH-eğri olması için kontrol noktalarının karakterlerini 

belirlenecektir. Bunun için kontrol noktalarının koordinatlarını eğri denkleminde yerlerine 

yazıldığında (4.2.2) eĢitliği elde edilir. 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                (4.2.2) 
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(4.2.2) ile belirtilen      Bezier eğrisinin türevi alınırsa, eğrinin hodografı (4.2.3) 

denklemi Ģeklinde olur.                                                                                         (4.2.3) 

(4.2.3) denklemi ile verilen eğrinin hız vektörünün normu hesaplandığında (4.2.4) eĢitliği 

elde edilir. 

                                                                                                                                                                 

                                                                                                                                                      

          (4.2.4) 

 

P(t) kuadratik Bezier eğrisinin PH olması için (4.2.4) ile gösterilen ikinci dereceden t 

bilinmeyenli denklemin diskriminantının () sıfır olması yani bir tam kare ifadeye eĢit 

olması gerekir. O halde (4.2.4) ile belirtilen denklemin diskriminantı (4.2.5) Ģeklindedir. 

                                                                                                                                                     

           (4.2.5) 

 

(4.2.5) ile verilen denklemde (4.2.6) ile verilen eĢitliklerdeki değiĢken değiĢtirmeler 

yapılırsa denklemin diskriminantı (4.2.7) Ģeklinde elde edilir.                              
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                                                  (4.2.6) 

 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                   (4.2.7) 

 

(4.2.7) ile verilen eĢitlikte sırasıyla (4.2.8), (4.2.9) ve (4.2.10) değiĢken değiĢtirmeleri 

yapılsın.                  (4.2.8)                (4.2.9)                 (4.2.10) 

Bu eĢitliklerden ilki olan;             

(4.2.8) denkleminde x, r, z ve p yerine yazılırsa (4.2.11) eĢitliği elde edilir.                                                
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                                                                                                                                                (4.2.11) 

            
(4.2.9) denkleminde y, r, z ve q değerleri yerlerine yazılırsa (4.2.12) eĢitliği elde edilir. 

                                                                                                                                                                                       (4.2.12)  

             

(4.2.10) denkleminde x, q, y ve p değerleri yerlerine yazılırsa (4.2.13) eĢitliği elde edilir.                                                                                                                                                                                               (4.2.13)                     keyfi reel sayılar olmak üzere (4.2.14) ile verilen değiĢken 

değiĢtirmeleri uygulansın:                                                                                                            

(4.2.14) 
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(4.2.14) ile verilen yeni keyfi değerleri sırasıyla (4.2.11), (4.2.12) ve (4.2.13) 

denklemlerinde yerine yazıldığında:                                                                             

elde edilir. Burada uygun cebirsel iĢlemler yapılır ve (4.2.14) deki eĢitliklerden 

yararlanılırsa sırasıyla (4.2.15), (4.2.16) ve (4.2.17) denklemleri elde edilir.                                                                                                 (4.2.15)                     (4.2.16)                   (4.2.17) 

            keyfi reel sayılar olmak üzere (4.2.18) ile verilen eĢitlikler elde edilir.                      (4.2.18) 

(4.2.16) eĢitliğinden;                  

                

   keyfi reel sayısı bulunur. (4.2.15) ve (4.2.17) eĢitliklerinden      (            )        (4.2.19)                  (4.2.20) 

(4.2.19) denklemi      ve (4.2.20) denklemini    ile çarpıldığında, 
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          (            )                                   

ve taraf tarafa toplanıldığında;                             

 

                        

eĢitliğine ulaĢılır. Böylece     keyfi reel sayısı elde edilmiĢ olur. ġimdi (3.2.15) eĢitliğinden 

        (                    )        

       (                    )        

       (                    )          

   keyfi reel sayısı elde edilir. Ve böylece      kuadratik Bezier eğrisinin kontrol 

noktalarının koordinatlarını aĢağıdaki gibi elde edilmiĢ oldu.                                      ,      

                      

                   

     ,      
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      (                    )              (                    ) 

          (                    ) 

Örnek 4.2.21: Keyfi                        reel sayılarını aĢağıdaki gibi seçilsin: 

                                        

Buradan alınan bu keyfi değerler bulunan koordinatlarda yerine yazılırsa kontrol 

noktalarının koordinatları aĢağıdaki gibi olur:                                                                     

 Bu durumda P(t) eğrisi;                                                                                                                                                                 

Ģeklinde olur.                            
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        √                                          

        √                 

        √          

                   

Seçilen koordinatlarla elde edilen      Bezier eğrisinin hız vektörünün normu bir 

polinoma eĢit olduğundan bu eğri aynı zamanda bir PH-eğri oldu. 

 

 

 

ġekil 7: 3 Boyutlu Minkowski Uzayında Kuadratik Bezier PH-eğri 
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Örnek 4.2.22: Keyfi                        reel sayılarını aĢağıdaki gibi seçilsin: 

                    

                     

Buradan alınan bu keyfi değerler elde edilen koordinatlarda yerine yazılırsa kontrol 

noktalarının koordinatları aĢağıdaki gibi olur:                       

              (          )                        

 Bu durumda P(t) eğrisi; 

                          (          )             

                          (                             )               

     (                                   ) 

Ģeklinde olur. 

      (                         ) 
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 √|                                                      | 

        √|                    | 
        √|           |      

                   

               

Seçilen koordinatlarla elde edilen      Bezier eğrisinin hız vektörünün normu bir 

polinoma eĢit olduğundan bu eğri aynı zamanda bir PH-eğri oldu. 

 

 

ġekil 8: 3-Boyutlu Minkowski Uzayında Kuadratik Bezier PH-eğri 
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BEġĠNCĠ BÖLÜM 

SONUÇ 

Bilgisayar destekli geometrik tasarımlarda, navigasyonda, otomotiv sektöründe ve 

daha pek çok mühendislik alanında kullanılan Bezier eğriler, pek çok araĢtırmanın temelini 

oluĢturmuĢtur. Farklı derecelerde Bezier eğriler farklı uzaylarda incelenmiĢ, geometride 

kullanılan sayısız eğri ailelerinde bazıları ile olan iliĢkileri araĢtırılmıĢtır. Pek çok 

mühendislik alanında uygulamaları da yer almaktadır. Bu tez çalıĢmasında kuadratik 

Bezier eğriler ile PH-eğriler arasındaki iliĢki incelendi. Kuadratik bir Bezier eğriden 2 -

boyutlu ve 3-boyutlu Öklid ve Minkowski uzaylarında PH-eğri elde etmenin yolu 

araĢtırıldı. Benzer yöntemlerle bulunan karakterizasyon ile kuadratik bir Bezier eğrinin 

PH-eğri olmasını sağlayan kontrol noktalarının karakterleri parametreye bağlı olarak 

bulundu. Verilen her keyfi değer için elde edilen kontrol noktaları ele alınan kuadratik 

Bezier eğriyi bir PH-eğri yaptı. Ancak bu eğrinin hem Bezier hem de PH Ģartını sağlaması 

için kontrol noktalarını birbiri ile lineer bağımlı olması gerektiği sonucuna ulaĢıldı. Bu 

sebeple örneklenen eğrilerin Ģekillerinde de görüldüğü gibi aslında bu eğriler aynı doğru 

üzerinde bulunan kontrol noktaları ile oluĢturulabiliyor. 

 

“Kuadratik Bezier PH-eğri olarak tanımlanan eğrilerden baĢka eğriler oluĢturabilir 

miyiz?” sorusu araĢtırıldığında, Frenet vektörlerinden B ve N vektör alanları matematiksel 

olarak hesaplanamadığı için, diğer eğrilerle iliĢkilendirilemedi. Ancak farklı bir çatı 

kullanılarak kuadratik Bezier PH-eğrilerin baĢka eğriler ile bağlantıları oluĢturulabilir. Bu 

bir açık problem olarak literatüre kazandırılmıĢtır. 

 

 

 

 

 

 



54 

 

KAYNAKÇA 

Altınordu, ġ. (2021). Bezier Eğrileri ve Bazı Uygulamaları. YayınlanmamıĢ Yüksek Lisans 

Tezi. Ordu Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Matematik Anabilim Dalı, Ordu. 

DiĢibüyük, Ç. (2005). Rasyonel Bezier Eğrileri. YayınlanmıĢ Yüksek Lisans Tezi. Dokuz 

Eylül Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Matematik Anabilim Dalı, Ġzmir. 

Erkan, E. (2019). Öklid Düzleminde ve Öklid Uzayında Bezier Eğrileri. YayınlanmıĢ 

Yüksek Lisans Tezi. Yıldız Teknik Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Matematik 

Anabilim Dalı Matematik Bilim Dalı, Ġstanbul. 

Farouki, R. T. and Sakkalis, T. (1990). Pythagorean hodographs. IBM Journal of Research 

and Development, 34(5), 736-752. 

Hacısalihoğlu, H. H. (2000). Diferensiyel Geometri. Ankara Üniversitesi Yayınevi. 

Kreyszig, E. (1959). Differential Geometry. University of Toronto Press, Canada. 

Kubota, K. K. (1972). Pythagorean Triples in Unique Factorization Domains. American 

Mathematical Monthly, 79(5), 503-505. 

Larson, R. (2012). Elementary Linear Algebra, The Pennsylvania State University, Boston. 

Levent, A. (2019). Bilgisayar Destekli Geometrik Tasarımda GeçiĢ Eğrileri. 

YayınlanmamıĢ Doktora Tezi. Ġnönü Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı, Malatya. 

Lorentz, G. G. (1986). Bernstein Polynomials. Chelsea Publishing Company, New York. 

Luzum, C.Y. (2018).    deki Yüzey Eğrilerinin Bezier Eğrileri ve Matlab Uygulamaları. 

YayınlanmıĢ Yüksek Lisans Tezi. Van Yüzüncü Yıl ÜNniversitesi Fen Bilimleri 

Enstitüsü Matematik Anabilim Dalı, Van. 

Marsh, D. (2005). Applied Geometry for Computer Graphics and CAD. Springer Verlag, 

London. 

Moon, H. P. (1999). Minkowski Pyhtagorean Hodographs, Computer Aided Geometric 

Design. South Korea, 16(8), 739-753. 

O’Neill, B. (1983). Semi-Riemannian Geometry with Applications to Relativity. Academic 

Press, New York.  



55 

 

Özmen, G. (2017). Kübik Bezier Eğrileri ile Yüz Ġfade Tanıma. YayınlanmıĢ Yüksek 

Lisans Tezi. Trakya Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Bilgisayar Mühendisliği 

Anabilim Dalı, Edirne. 

Ramis, Ç. (2013). PH Eğrileri ve Uygulamaları.YayınlanmıĢ Yüksek Lisans Tezi. Ankara 

Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Matematik Anabilim Dalı, Ankara. 

Ratcliffe, J. G. (1994). Foundation of Hyperbolic Manifolds. Springer-Verlag, New York. 

Rogers, D. F. (2002). Pierre Etienne Beziér (1910-1999), In Memoriam. Computer Aided-

Design, 34(7), 489-491. 

Sabuncuoğlu, A. (2005). Analitik Geometri. Nobel Yayınları, Ankara. 

Saxena, A. ve Sahay. B. (2005). Computer Aided Engineering Design. Springer, Berlin. 

Struik, D. J. (1988). Lectures on Classical Differential Geometry. Dover, New York. 

ġimĢek, B. (2016). Bezier Eğrileri ile Deforme El Modelinin GeliĢtirilmesi. YayınlanmıĢ 

Yüksek Lisans Tezi. Akdeniz Üniversitesi Sağlık Bilimleri Enstitüsü Biyoistatistik 

ve Tıbbi BiliĢim Anabilim Dalı, Antalya. 

YeĢilmen, C. (2016). Minkowski Uzayında Bezier Eğrilerinin Karakterizasyonu. 

YayınlammıĢ Yüksek Lisans Tezi. Fırat Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı Geometri Bilim Dalı, Elazığ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


