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OZET

HALKALARDA GENELLESTIRILMiS TUREVLER

Selin TURKMEN
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Doktora Tezi
Danigman : Prof. Dr. Neset AYDIN
28/06/2016, 65

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. ilk béliimde, galisilan konular ile ilgili literatiir
bilgilerine, ikinci boliimde ise tezin anlagilmasina yardimci olacak 6n bilgilere yer
verilmistir. Tezin ana kisimlarini iigiincii ve dordiincii béliimler olusturmaktadir. Ugiincii
boliim iki alt bashik altinda incelenmis olup ilk bdliimde asal halkada ispatlanan bazi
sonuglar involiisyonlu bir asal halkanin idealleri tizerinde tiirev ve (a, B)-tiirev kullanilarak
genellestirilmistir. Ikinci kistmda ise asal halkanin Lie idealleri i¢in bulunan bazi sonuglar
involiisyonlu bir asal halkanin genellestirilmis Lie idealleri {izerine genellestirilmistir.
Dérdiincii boliim de iki kisimdan olusmaktadir. ilk olarak bir i¢ tiirev ile belirlenen
genellestirilmis i¢ tlirevlerin bir Lie halkas1 kurulmus ve bu Lie halkanin sagladigi bazi
ozellikler elde edilmistir. Sonrasinda ise bir yariasal halkanin genellestirilmis i
tirevlerinin bir Lie halkasinin asal olmasi durumu incelenmis ve bazi genellestirmeler

verilmistir. Son boliim olan besinci boliimde elde edilen sonuglar 6zetlenmistir.

Anahtar sozciikler: Genellestirilmis tiirev, Lie halka, Involiisyonlu asal halka,

Genellestirilmis Lie ideal, Yariasal halka, (a, §)-tiirev.
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ABSTRACT

GENERALIZED DERIVATIONS IN RINGS

Selin TURKMEN
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Doctoral Dissertation in Mathematical Science
Advisor : Prof. Dr. Neset AYDIN
28/06/2016, 65

This study consists of five sections. In the first part, it is made mention of content of
dissertation and literature that is relevant with the subject is summarized and in the second
part, preliminary informations are given for understanding of the thesis. The main aim of
the dissertation occurs third and fourth sections. The third part includes two subsections. In
the first, some conclusions proved in prime ring are generalized for ideals of a prime ring
with involution by using derivation and («, §)-derivation. In the second, some conclusions
proved on a Lie ideal of a prime ring are generalized for generalized Lie ideals of a ring
with involution. The fourth part includes two subsections too. Firstly, a Lie ring of
generalized inner derivations determined by a inner derivation is established and some
properties provided by this Lie ring are investigated. Secondly, a Lie ring of generalized
inner derivations of a semiprime is established and the primeness of this Lie ring under the
some conditions is investigated. In the fifth part that is the last section, all obtained

conclusions are summarized.

Keywords: Generalized derivation, Lie ring, Ring with involution, Generalized Lie

ideal, Semiprime ring, (a, B)-derivation.
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BOLUM 1
GIRIS

Bir asal halka {lizerinde tiirev igeren ve cebirsel ifadeler kullanilarak yapilan
literatiirdeki ilk ¢alisma Posner (Posner, 1957) tarafindan hazirlanmistir. Halka tizerinde
tiirev igeren cebirsel kosullarin incelenmesi ile bazen halkanin sagladigi genel 6zellikler,
bazen de lizerinde tanimlanan tiirev hakkinda belirleyici sonuglar elde edilmistir. Zamanla
yapilan c¢alismalarda tiirevin yerini daha genel doniisimler olan (a,fB)-tiirev,
genellestirmis tiirev, genellestirilmis (a, 8)-tiirev gibi fonksiyonlara yer verilmistir. Diger
taraftan da yapisal anlamda genellestirmelere yonelerek halkanin altkiimeleri olan ideal,
Lie ideal, genellestirilmis Lie ideal gibi kiimeler {lizerinde calismalar yapilmistir. Béylece
gerek yapisal olarak gerekse fonksiyonel anlamda elde edilen bulgular sayesinde halka
tizerinde saglanan genel 6zelliklere erisme imkani1 dogmustur.

Her asal halka opposite halkasi ile beraber diisiiniildiigiinde bir involiisyonlu asal
halkanin i¢ine gomiilebilir ve asal halkanin izomorfik goriintiisii de bir involiisyonlu asal
halka olur. Bu sayede her asal halkanin bir involiisyonlu asal halka oldugu sdylenebilir.
Ancak tersinin miimkiin olmadig1 oérnekler vardir. O halde asal halka tlizerinde ele alinan
problemler involiisyonlu asal halkalar iizerinde incelenerek daha genel sonuclara
ulagilabilir. Boylelikle ayni kosullar altinda asal halka iizerinde elde edilen sonuglar,
involiisyonlu asal halkalar tizerinde elde edilen sonuglarin 6zel bir durumudur. Calismanin
ilk boliimiinde asal halkalarda bulunan bazi sonuglar yapisal ve fonksiyonel anlamda
involiisyonlu halkalar iizerine genellestirilmistir.

Yapilan ¢aligmalarda halka iizerinde tanimlanan biitiin tiirevlerin kiimesinin bir Lie
halka ve halkanin biitiin i¢ tlirevlerinin kiimesinin de bir Lie althalkasi oldugu goriilmiistiir.
Buradan yola ¢ikarak, Bresar (Bresar, 1991) tarafindan tanimlanan genellestirilmis tiirev
tanimi kullanilarak bir halka {izerinde tanimlanan biitiin genellestirilmis tiirevlerin
kiimesinin bir Lie halka ve halkanin biitiin genellestirilmis i¢ tiirevlerinin kiimesinin de bir
Lie althalkasi oldugu ispatlanmistir. R bir halka ve a sabit bir eleman:1 olmak {izere her
x € R i¢in I,(x) = [a, x] olacak bi¢gimde tanimlanan doniisim a elemani ile belirlenen bir
i¢ tirevdir. @ ve B halka lizerinde tanimli birer doniisiim olmak tizere her x € R igin
dq(x) = [a,x]qp = aa(x) — f(x)a olacak bigimde tanimlanan doniisiim ise a elemani
ile belirlenen bir (a, B)-i¢ tiirevdir. Calismanin son boliimiinde (a, 8)-komutatér i¢indeki

elemanlarmn yer degistirmesi sonucunda her x € R igin hq(x) = [x,a], g olacak bigimde



tanimlanan h, doniisiimiiniin bir (a, B)-tiirev olmadig1 ancak bir genellestirilmis tiirev
oldugu ve a(a) ig tiirevi ile belirlendigi gosterilmistir. Boylelikle halkanin her elemani igin
(a, B)-komutatér yardimiyla yukarida tanimlanan formda bir genellestirilmis tiirev
tanimlanabilir. Ustelik halka {izerinde bu sekilde tanimlanan biitiin genellestirilmis
tirevlerin kiimesi incelendiginde bir Lie halka oldugu goriilmistiir. Béylece daha énce
tiirevlerin Lie halkasi veya i¢ tiirevlerin Lie halkasi lizerinde ele alinan bazi problemlerin

bu yapida incelenmesi olanagi dogmustur.



BOLUM 2
GENEL BIiLGILER

Tanim 2.1. Bos kiimeden farkli bir G kiimesi iizerinde
+:GXG-G
(a,b) > a+b

islemi tanimlansin. Buna gore

i. Hera,b,ceGicina+(b+c)=(a+b)+c

ii. Hera € Gigina + 0 =0+ a = a olacak bigcimde 0 € G var

lii. Her a € G i¢in a + (—a) = (—a) + a = 0 olacak bi¢imde —a € G var
kosullari saglaniyorsa G kiimesine bir grup denir.

Ustelik her a,b € G igin a + b = b + a oluyor ise G kiimesine bir degismeli grup
denir.

Gosterim 2.2. (G,+) ikilisi G kiimesinin tizerinde tanimlanan “+ " islemi ile bir
grup oldugunu gosterecektir. Islemin énemli olmadigi durumlarda (G,+) ikilisi yerine
sadece G gosterimi kullanilabilir.

Tamim 2.3. G bir grup ve @ # A < G olsun. Eger A kiimesi, G kiimesi tizerinde
taniml1 isleme gore kendi basma bir grup oluyorsa A kiimesine G grubunun bir altgrubu
denir.

Tanim 2.4. Bir grubun, birimden ve kendinden farkli bir altgrubuna oz altgrup denir.

Tanmmm 2.5. (G,+) ve (S,*) iki grup olmak iizere bir f:G — S fonksiyonu her
X,yEG icin f(x+y) = f(x)*f(y) oluyorsa f fonksiyonuna bir grup
homomorfizmasi denir.

Eger f grup homomorfizmasi orten doniisim ise grup epimorfizmasi, 1—1
doniisiim ise grup monomorfizmast ve 1 — 1, orten donilisiim ise gQrup izomorfizmast
olarak adlandirilir.

kerf = {a € G | f(a) = es} olarak tanimlanan kiimeye f grup homomorfizmasinin
cekirdegi denir.

Teorem 2.6. (Brauer’s Trick) Herhangi bir grup iki 6z altgrubunun birlesimi olarak
yazilamaz.

Ispat. (G,*) bir grup olmak iizere K ve H 6z altgruplan i¢in G = H U K olarak
yazilsin. Kabul edelim ki H € K ve K € H olsun. Budurumdaa € H— Kveb € K —H
olacak bigimde a,b € G vardir. G grup oldugu igin a * b € G dir. G = H U K oldugundan



ax*b€Hveyaa*b€K olur. axb € H ise H bir grup ve a € H oldugu i¢in a™* € H
dir. Bu durumda b =a l*axb € H olur. Oysa ki b & H idi. Bu nedenle a*b € H
olamaz. O halde a * b € K dir. Benzer sekilde K bir grup ve b € K oldugu i¢in b~ € K
dir. Boylece a = a xb b~ € K olur. Bu ise a € K olmas: ile ¢elisir. Celiskilerin nedeni
kabuldiir. O halde K < H veya H c K dir. ilk olarak kabul edelim ki K = H olsun. Bu
durumda H U K © H olur. Bu G © H demektir. Yani G = H olur. Bu ifade H kiimesinin
0z altgrup olmasi ile ¢elisir. O halde H ¢ K dir. Bu durumda da H U K c K oldugundan
G = K olur. Bu ifade de K kiimesinin 6z altgrup olmasi ile ¢elisir. Tiim bu ¢eliskilerin
nedeni baglangictaki kabuldiir. Béylece G = H U K olmasi durumunda G = H veya G = K
dir.
Tanmm 2.7. Bos kiimeden farkli bir R kiimesi lizerinde
+: RXR—->R ve 't R XR->R
(a,b) - a+b (a,b) »a-b

islemleri tanimlansin. Buna gore

I. (R,+) bir degismeli grup

ii. Hera,b,c€Rigina-(b-c)=(a*b)-c

iii. Hera,b,c e Rigina*(b+c)=a-b+a-cve(a+b)-c=a-c+b-c
kosullart saglantyorsa R kiimesi iizerinde tanimlanan iglemler ile birlikte (R, +,-) tigliisiine
bir halka denir.

Ustelik her a,b € R igin a - b = b - a oluyor ise R halkasi bir degismeli halka dir.

«w

Gosterim 2.8. (R, +,") ligliisii R kiimesi iizerinde tanimlanan “ +” ve islemleri
ile birlikte bir halkay: ifade eder. Islemin énemli olmadig1 durumlarda (R,+,) yerine
sadece R gosterimi kullanilabilir.

Tammm 2.9. R bir halka ve @ # A — R olsun. Eger A kiimesi, R kiimesi {izerinde
taniml1 islemlere gore kendi basina bir halka oluyorsa A kiimesine R halkasinin bir
althalkas: denir.

Tamim 2.10. (R, +,7) ve (S,%,°) iki halka olmak tizere bir f: R — S fonksiyonu her
X,y € R i¢in

fx+y)= flx)*f(y)
ve
fley)=f)°f)

esitliklerini sagliyorsa f fonksiyonuna bir halka homomorfizmast denir.



Eger f halka homomorfizmasi orten donilisim ise halka epimorfizmasi, 1—1
doniistim ise halka monomorfizmast ve 1 — 1, 6rten doniisim ise halka izomorfizmasi
olarak adlandirilir.

Ozel olarak, f: R — R bir halka izomorfizmasi ise halka otomorfizmast adin1 alir.

Tammm 2.11. (R, +,") ve (S,*,°) iki halka olmak iizere bir f: R — S fonksiyonu her
X,y € R igin

fx+y)=fx)*f()
ve
fG-y) = fy)°fx)
ifadelerini saghyorsa f fonksiyonuna bir anti-halka homomorfizmast denir.

Tammm 2.12. R bir halka olmak tizere x,y € R i¢in [x,y] = xy -yx ifadesine

komiitatér carpim denir ve asagidaki 6zellikleri saglar:

L oyl = —lyxl =y, —x] = [-y,x],

. [xy,z] = x[y, z] + [x,z]y,

iii.  [x,yz] = ylx,z] + [x, ¥z,

iv. [x[y.z]] + [y [z x]] + [z [x,¥]] = 0 (Jacobi ozdesligi).

Tanim 2.13. R bir halka ve A, R halkasinin bos kiimeden farkl bir altkiimesi olsun.
Cr(A) ={a €R |xa = ax,Vx € A}
={a€R|[x,a]l =0,Vx €A}

kiimesine A kiimesinin R halkasindaki merkezlestiricisi denir.

Ozel olarak, Cg(R) kiimesine R halkasinin merkezi denir ve Z(R) ile gosterilir.

Tammm 2.14. R bir halka, a, f: R - R iki donlisim olmak iizere x,y € R igin
[%,¥]ep = xa(y) — B(y)x ifadesine (a, B)- komiitatér denir.

a, B: R = R iki homomorfizma olmak iizere («, 8)-komiitator asagidaki ozellikleri
saglar:

L [, = 22, + [ B@y = xlya(@)] + [x.2], .
i, [xyzl,, = Bl + [y, (),

iii. [[x, y]“ﬁ'z]aﬁ = [[x, Z]“ﬁ'y]a[g + [x, [y, Z]]a,ﬁ (Genellestirilmis Jacobi 6zdesligi).

Uyan 2.15. Gésterim 2.14 de, a ve [ doniisiimleri yerine 1: R - R doniisiimii
alinirsa
[%,¥]1,1 = xy —yx = [x,¥]

oldugu gortiliir.



Tamim 2.16. R bir halka ve @, 8: R — R iki doniistim olmak tizere
Cop={cE€ER|ca(x) =p(x)c, VxE€ER}
={c€R|[c,xlpp =0, VxeR}
seklinde tanimlanan kiimeye R halkasinin (a, )-merkezi denir.
Uyan 2.17. Tamum 2.16 da a ve [ doniisiimleri yerine 1: R = R birim doniisiim
alinirsa
Ciir={cE€ER|cx=xc, VxE€R}
={c€R|[c,x] =0, Vx€R}
=Z(R)
oldugu goriiliir.
Uyan 2.18. Bir halkanin merkezi kendisinin althalkasidir.
Uyan 2.19. R bir halka, A ve B altgruplari olsun. a € A ve b € B olmak iizere ab
elemanlar tarafindan iiretilen altgrup AB dir.
Tamm 2.20. R bir halka ve I, R halkasinin bos kiimeden farkli bir toplamsal alt
grubu olmak tizere

IR={Z Ti-ai| aiEI,TiER}Cl

sonlu

oluyorsa I kiimesine R halkasinin bir sag ideali,

Rlz{z ri-a;| aq; €L,y ER}c I

sonlu

oluyorsa I kiimesine R halkasinin bir sol ideali denir. I kiimesi R halkasinin hem sol hem

de sag ideali oluyorsa I kiimesine R halkasinin bir ideali denir.

a b

Ornek 2.21. (Shuliang H., 2012, Ornek 2.1) R ={ .

] la,beZ} halkasi

0 a
0 0

Tamim 2.22. R bir halka ve A ve B, R halkasinin idealleri olsun. n bir pozitif tam

verilsin. Bu durumda I = { ] ER|a€Z } kiimesi R halkasinin bir idealidir.

sayisi olmak iizere

ABz{Z a;b; | a; € A, b; € B}

sonlu
ve
n _
A" ={ Z i, ai, - a;;| a;; € A}
sonlu
dir.



Tamm 2.23. R bir halka ve P # R olan bir ideali olsun. A ve B, R halkasmin

herhangi iki ideali olmak tizere
"AB € P oldugunda A € P veya B < P"
oluyorsa P idealine R halkasinin bir asal ideali denir.

Tamim 2.24. (0) ideali asal ideal olan halkaya asal halka denir.

Ornek 2.25. (Z, +,”) tamsayilar halkas1 bir asal halkadir.

Onerme 2.26. (Mccoy N. H., 1964, Teorem 4.3) Bir R halkasinin asal olmas1 igin
gerek ve yeter kosul a, b € R i¢in aRb = (0) oldugunda a = 0 veya b = 0 olmasidr.

Tamm 2.27. R bir halka ve I bir ideali olsun. Eger I"™ = (0) olacak bigimde bir n
pozitif tamsayisi varsa I idealine nilpotent ideal denir.

Tamim 2.28. Sifirdan farkli nilpotent ideali olmayan halkaya yariasal halka denir.

Onerme 2.29. (Mccoy N. H., 1964, Teorem 4.12) Bir R halkasmin yariasal halka
olmasi igin gerek ve yeter kosul a € R olmak tiizere aRa = (0) oldugunda a =0
olmasidir.

Uyan1 2.30. Her asal halka bir yariasal halkadir. Ancak tersi her zaman dogru
olmayabilir.

Ornek 2.31. (Bresar M., 2014, Ornek 2.32) a,b € Rolmak iizere [a, b] kapali
araligindaki siirekli fonksiyonlarin halkasi1 (C[a, b], +,-) bir yariasal halkadir ancak bir asal
halka degildir.

Tamm 2.32. R bir halka olmak iizere her a € R i¢in na = 0 olacak bi¢imde bir n
pozitif tamsayisi varsa bu pozitif tamsayilarin en kiigiigiine halkanin karakteristigi denir ve
charR = n ile gosterilir.

Tamim 2.33. R bir halka, n pozitif bir tamsay1 ve a € R olmak iizere na = 0 iken
a = 0 oluyorsa R halkasina n-torsion free halka denir.

Uyan 2.34. R bir 2-torsion free halka ise R halkasinin karakteristigi ikiden farklidir.
Ancak tersi her zaman dogru olmayabilir.

Ispat. R bir 2-torsion free halka olsun. Kabul edelim ki charR = 2 olsun. Bu
durumda her x € R i¢in 2x = 0 dir. R bir 2-torsion free halka oldugundan her x € R i¢in
x = 0 olur. Buise R = (0) demektir. Yani charR # 2 dir.

Tersine Z, = {0, 1, 2, 3} kiimesi bilinen toplama ve ¢arpma islerine gére bir halkadur.
Her x € Z, icin 4x = 0 oldugundan char Z, = 4 dir. Béylelikle char Z, # 2 olur. Ote
yandan 22 = 0 iken 2 # 0 oldugundan Z,, 2-torsion free degildir. Yani char Z, # 2 iken

Z,, 2-torsion free degildir.



Uyan 2.35. R bir asal halka olmak tlizere R halkasinin karakteristigi ikiden farkli ise
R halkas1 2-torsion free bir halkadir.
Ispat. R karakteristigi ikiden farkl1 olan bir asal halka olsun. Kabul edelim ki x € R
i¢in 2x = 0 olsun. Bu durumda her a, b € R igin
2(xab) =0=>xab +xab=0=>xa(b+b) =0=xa(2b) =0
olur. Bu ise her b € R i¢in xR(2b) = (0) demektir. R halkasinin asal olmas1 kullanilarak
x =0 veya her b € R i¢in 2b = 0 elde edilir. Bu durumda halkanin karakteristigi ikiden
farkli oldugu i¢in x = 0 olur. Boylece R bir 2-torsion free halkadir.
Sonug 2.36. R bir asal halka olmak tlizere charR # 2 olmasi ile 2-torsion free olmasi
ayni anlama gelir.
Tamm 2.37. R bir halka, d: R = R bir doniisiim olmak tizere her x,y € R igin
dix+y)=d(x)+dy) (toplamsal doniisiim)
ve
d(xy) = d(x)y + xd(y)

ise d dontisiimiine R iizerinde bir tiirev denir.
Ornek 2.38. (Shuliang H., 2010, Grnek 2.3) R bir halka ve 5 = {[2 g] |a,b € R}
olsun. S kiimesi matrisler halkasi tizerinde bilinen islemler ile bir halkadir. Bu durumda
) a b\ _[0 aj. . . .
d:S—-3S, d ([ 0 0 ) =lo O] ile taniml1 fonksiyon S kiimesi lizerinde bir tiirevdir.

Ozellik 2.39. a € R olmak iizere I, : R — R, her x € R igin I,(x) = [a, x] olacak
bigimde tanimlanan doniisiim her x,y € R i¢in
I(x+y)=lax+y]=[ax]+[ay] =1,()+ L)
ve
Io(xy) = [a,xy] = [a,x]y + x[a,y] = [,(x)y + xI,(¥)
oldugundan I, bir tlirevdir.
Tanmim 2.40. R bir halka ve a € R olmak tizere her x € R i¢in I,(x) = [a, x] olacak
bicimde tanimlanan doniisiime a ile belirlenen i¢ tiirev denir.
Ozellik 2.41. R bir halka ve d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi olsun. Bu
durumda d(Z(R)) < Z(R) dir.
Ispat. Her x € R, a € Z(R) icin d([x,a]) = 0 dir. Bu ifade diizenlendiginde ise
0 =d([x,a]) = [d(x),a] + [x,d(a)] bulunur. Elde edilen son esitlikte a € Z(R) olmasi
kullanildiginda her a € Z(R) i¢in [R,d(a)] = (0) elde edilir. Bu ise her a € Z(R) igin
d(a) € Z(R) demektir.



Tammm 2.42. R bir halka, @, f: R = R iki doniisim ve d:R — R bir toplamsal

doniistim olmak tizere her x,y € R igin
d(xy) = d(x)a(y) + B(x)d(y)
oluyorsa d dontisiimiine bir (a, B)-tiirev denir.

Uyar 2.43. Her tiirev (1,1)-tirevdir. Ancak her (a, B)-tiirev bir tiirev olmayabilir.

Ornek 2.44. (Chang J. C., 1997, Ornek 2) R, 2 x 2 lik matrisler halkas1 olmak iizere
a= [(1) 8] ve b = 2 é] olsun. d:R — R, d(x) = [a,x]b Ve B:R = R, B(x) = b~ xb
olacak bi¢imde tanimlansin. Bu durumda d bir (1, 8)-tlirevdir fakat bir tiirev degildir.

Not 2.45. R bir halka, @, B: R — R iki halka homomorfizmasi ve a € R olmak tizere
dg:R > R, her x € Rigin dg(x) = [a,x]qp oOlacak bi¢imde tanimlanan doniisiim her
X,y € R i¢in

do(x+9) = [4,% + Vg = [0,3]ap + [0 Vg = da() + do()
ve
da0y) = [a,5¥]ap = [0, %] apa() + B@[aY]ap = du(@a®) + B()de ()
oldugundan d, bir (a, B)-tlirevdir.

Tamim 2.46. R bir halka, @, f: R —» R iki halka homomorfizmas: ve a € R iken
dq:R — R, her x € Rigin d,(x) = [a, x]qp olacak bigimde tanimlanan doniisiime a ile
belirlenen (a, B)-i¢ tiirev denir.

Ozellik 2.47. R bir halka, @, B: R — R iki halka homomorfizmas1 ve d:R — R bir
(a, B)-tiirev olmak tizere her x,y € R i¢in d([x, y]) = [d(x),y]ap — [d(¥), x]4p dir.

ispat. Her x,y € R icin

d([x,y]) = d(xy — yx) = d(xy) — d(yx)

= d(®)a(y) + f)d) — (d)ax) + B()d(x))
=d(@)ay) + B(x)d(y) —d(y)alx) — f(y)d(x)
= (d@a@y) - By)d®)) - (d)alx) — Bx)d())
= [d(x),¥lep — [d¥), x]ap

saglanir.

Tammm 2.48. R bir halka ve f:R — R bir toplamsal doniisiim olmak tizere her
X,y € R igin

fxy) = f()y + xd(y)
olacak bicimde bir d:R — R tiirevi var ise f donlisiimiine d tiirevi ile belirlenen bir

genellestirilmis tiirev denir.



Tammm 2.49. R bir halka ve a,b € R olmak {iizere f,, : R > R, her x € R igin
fap (x) = ax + xb olacak bicimde tanimlanan f; , doniisiimiine a ve b ile belirlenen bir
genellestirilmis i¢ tiirev denir.

Gosterim 2.50. (f, d) ikilisi d tiirevi ile belirlenen f genellestirilmis tiirevini ifade
eder.

Uyar 2.51. Her tiirev kendisi ile belirlenen bir genellestirilmis tiirevdir. Ancak tersi
her zaman dogru olmayabilir.

Ornek 2.52. (Khan M. R. ve Hasnain M. M., 2013, Ornek 5) Z tamsayilar halkasi

a O

olmak tizere R = { b c] |a,b,c€ Z} kiimesi matrisler halkas1 iizerinde bilinen islemler

ile bir halkadr. f, d:R - R, f ([} (C’]) - [af’rb 8] ve ([ S]) - 2 g] olarak

tanimlansin. Bu durumda f doniisiimii d tiirevi ile belirlenen bir genellestirilmis tlirevdir
ancak bir tlirev degildir.
Tamim 2.53. (L, +) bir degismeli grup olmak iizere

[,]:LXL->L
(a,b) - [a, b]
olacak bi¢cimde tanimlanan doniisiim her a, b, ¢ € L i¢in

i. [a,al=0
ii. [a,b+c]=][ab]+][ac]ve
[a+b,c] =[a,c]+[b,c]
iii. [x, [y, Z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 (Jacobi ozdesligi)
kosullar1 saglaniyorsa L degismeli grubuna tizerinde tanimlanan [, ] islemi ile birlikte bir
Lie halka denir.
(L,+,[,] ikilisi ile L kiimesinin {izerinde tanimlanan “+"” ve “[,]” islemleri ile
birlikte bir Lie halka oldugu gosterilecektir.
Islemin 6nemli olmadig1 durumlarda (L, +,[,]) yerine L gdsterimi kullanilacaktir.
Uyant 2.54. R bir halka olmak tizere her r,s € R igin [r,s] = rs — sr olacak
bi¢cimde tanimlanan islem ile bir Lie halkadir.
(L(R),+,[,]) gosterimi ile (R, +,) halkasi iizerindeki Lie yapisi ifade edilir.
Islemin &nemli olmadigi durumlarda (L(R),+,[,]) yerine L(R) gdsterimi
kullanilacaktir.
Tanmm 2.55. (K,x,(,)) ve (L,+,[]) iki Lie halka olmak iizere bir f:K — L

fonksiyonu her x,y € R igin
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fxxy) = f(X)+f()
ve
e, y) =[f (0, f(¥)]
esitliklerini sagliyorsa f fonksiyonuna bir Lie homomorfizmast denir.
Eger f Lie homomorfizmasi 6rten doniisiim ise Lie epimorfizmast, 1 — 1 doniistim
ise Lie monomorfizma ve 1 — 1, 6rten doniisiim ise Lie izomorfizmast olarak adlandirilir.
Uyar 2.56. R bir halka, A ve B altgruplar1 olsun. Buna gére a € Ave b € B olmak
tizere [a, b] elemanlar: tarafindan iretilen altgrup [4, B] dir.
Tamm 2.57. R bir halka ve U, R halkasinin bos kiimeden farkli bir toplamsal
altgrubu olmak tizere

[U,R] ={2 [ui,ri]lui € U,Ti ER}C U

sonlu

oluyorsa U kiimesine R halkasinin bir Lie ideali denir.
Uyan 2.58. Her ideal bir Lie idealdir. Ancak her Lie ideal bir ideal olmayabilir.
Ornek 2.59. (Ali A. ve Kumar D., 2007, Remark 2.1) Z tamsayilar halkas1 olmak

lzere R = {[g IZ] |a,b,c € Z} halkas1 verilsin. U = {[9(; 3;] ER|x,yEZ } kiimesi R

halkasinin bir Lie idealidir ancak bir ideali degildir.

Tammm 2.60. L bir Lie halka ve P bir Lie ideali olsun. Ave B, L Lie halkasinin
sifirdan farkli Lie idealleri olmak {izere

"[A,B] € Piken A < P veyaB < P"

oluyorsa P idealine L Lie halkasinin bir asal Lie ideali denir.

Tanmm 2.61. L bir Lie halka ve P bir Lie ideali olsun. 4, L Lie halkasinin sifirdan
farkli bir Lie ideal olmak tizere

"[A,A] € P iken A € P"

oluyorsa P idealine L Lie halkasinin bir yariasal Lie ideali denir.

Tamm 2.62. L bir Lie halka ve A ve B Lie idealleri olsun.

"[A,B] = (0) iken A = (0) veya B = (0)”

oluyorsa L Lie halkasina bir asal Lie halkas: denir.

Tamim 2.63. L bir Lie halka ve A bir Lie ideali olsun. Eger

"[4,A] = (0) iken A = (0)"

oluyorsa L Lie halkasina bir yariasal Lie halkast denir.

Uyar1 2.64. R bir halka, A ve B altgruplari ve @, : R = R iki doniisiim olsun. a € A

ve b € B olmak iizere [a, b], ; elemanlar tarafindan iiretilen altgrup [4, B], g dir.
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Tanim 2.65. R bir halka, a, 8: R — R iki doniisiim ve U, R halkasinin bos kiimeden
farkli bir toplamsal altgrubu olmak iizere

[URlap = { ) [ty il us € Uty € R} C U

sonlu

ise U kiimesine R halkasmnin bir (&, B)-sag-Lie ideali,

[R,Ulap = { Z [ri wilaplui €U, 1 €R}CU

sonlu

ise U kiimesine R halkasinin bir (e, 8)-sol-Lie ideali denir.

U, R halkasinin hem (a, 8)-sol-Lie ideali hem de (a, 8)-sag-Lie ideali oluyorsa U
kiimesine R halkasinin bir (a, 8)-Lie ideali denir.

Uyan 2.66. Her Lie ideal bir (1,1)-Lie idealdir. Ancak her (a, #)-Lie ideal bir Lie

ideal olmayabilir.

Ornek 2.67. (Aydin N. ve Kandamar H., 1994) R = {[’5 %’] |,y €Z} halkas

verilsin. a, B:R - R, a ([J(; %)]D = [J(; 8] ve 3 ([J(; %)1 ) — [8 %)/] seklinde tanimlansin.

U= {[’é g] € R| x € Z } kiimesi R halkasmn bir (a, )-Lie idealidir ancak bir Lie ideali

degildir.
Tamm 2.68. R bir halka ve o:R — R bir anti-halka homomorfizma olsun. Her
X € R i¢in a(a(x)) = x ise o doniisiimiine R halkasi tizerinde bir involiisyon denir.
Tamm 2.69. Uzerinde involiisyon tanimli olan halkaya inveliisyonlu halka denir.
Gosterim 2.70. R bir halka ve ¢ halka {izerinde bir involiisyon olsun. o-halka
gosterimi ile R halkasinin iizerinde tanimli ¢ involiisyonu ile birlikte bir involiisyonlu
halka oldugu ifade edilmektedir.
Ornek 2.71. (Khan M. R. ve Hasnain M. M., 2013, Ornek 1) Z tamsayilar halkasi

a b

olmak iizere R = {[ 0 ¢

] la,b,c € Z} kiimesi matrisler halkasi1 lizerinde tanimli bilinen

toplama ve carpma islemlerine gore bir halkadir. 6:R — R, 0 ([g IZD = [(C) _ab] olarak
tanimlanan ¢ doniisiimii bir involiisyondur. Béylece R bir o-halkadir.
Tamm 2.72. R bir halka ve 6: R = R bir involiisyon olsun.
S={x€R|olx) =x}
kiimesi R halkasinin simetrik elemanlarinin,
K={x€R|o(lx)=—x}

kiimesi R halkasinin anti-simetrik elemanlarinin kiimesidir.
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Ss(R) ={x € R|o(x) = £x}
kiimesi R halkasinin simetrik ve anti-simetrik elemanlarinin kiimesi olarak adlandirilir.
Tamm 2.73. R bir halka, g, R halkasi iizerinde bir involiisyon olsun. x,y € R igin
xRy = xRa(y) = (0) veya xRy = g(x)Ry = (0) oldugunda x = 0 veya y = 0 oluyorsa
R halkasina o-asal halka denir.
Uyan 2.74. Her asal halka bir involiisyonlu asal halkadir. Ancak tersi her zaman
dogru olmayabilir.
Ornek 2.75. (Oukhtite L., 2010) R bir asal halka ve R°, R halkasinin ters halkasi
(opposite ring) olsun. Bu durumda
0:RXR® > R XRY,
o(x,y) = (,x)
olacak bi¢imde tanimlanan déniisim R X R halkasi iizerinde bir involiisyondur. Ustelik
R X RO bir g-asal halkadir ancak bir asal halka degildir.
Ispat. (R, +,”) bir asal halka olsun.
ot RXR—>R
(a,b) >aecb=b-a
olarak tanimlansin. Bu islem ile (R, +,0) bir halkadir. Bu halkaya ters halka (opposite ring)
ad1 verilir ve RO ile gosterilir.
S = R X R° olmak iizere her (a, b), (c,d) € S icin
(a,b) ® (c,d) =(a+c,b+d)
(a,b)®(c,d) = (a-c,dob)
islemleri ile birlikte (S,D, ®) bir halkadir.
0:5—-S
(0, y) - (v, %)
seklinde tanimlanan doniisiim S halkasi iizerinde bir involiisyondur. O halde S halkasi
involiisyonlu bir halkadir. (a, b), (c,d) € S igin
(a,b)S(c,d) = (a,b)Sa((c,d)) = ((0,0)) iken (a, b) = (0,0) veya (c,d) = (0,0)
oldugundan S bir o-asal halkadir. Ancak x # 0 iken (0,x)S(x,0) = ((0,0)) oldugundan S
bir asal halka degildir.
f:R->S
r—(r,0)
olarak tanimlanan doniisiimiin birebir halka homomorfizmasi oldugu agiktir. O halde

R = f(R) c S dir.
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Ayrica x,y € f(R) igin
xf(R)y = xf(R)a(y) = (0)
iken x = 0 veya y = 0 bulunur. Yani f(R) bir g-asal halkadir. O halde R asal halkasi
izomorfizma farki ile bir o-asal halkadir.
Tamim 2.76. R bir halka, o, R halkasi lizerinde bir involiisyon ve I, R halkasinin bir
ideali olmak tizere her x € I i¢in a(x) € I ise I idealine R halkasinin bir g-ideali denir.
Ornek 2.77. (Khan M. R. ve Hasnain M. M., 2013, Ornek 1) Z tamsayilar halkasi

olmak tizere R = {[g lc)] | a,b,c € Z} kiimesi matrisler halkasi {izerinde bilinen toplama

-

. . N . ) a b]\ _Jc
ve ¢arpma iglemlerine gore bir halkadir. Bu durumda o:R = R, ¢ ([ 0 ¢ ) = [0 a

olarak tanimlanan doniisiim bir involiisyondur. Bdylece I = { 8 g] |a € Z} kiimesi R

halkasinin bir o-idealidir.
Tamim 2.78. R bir halka, o halka tizerinde bir involiisyon ve U, R halkasinin bir Lie
ideali olmak tizere o(U) < U ise U Lie idealine R halkasimin bir a-Lie ideali denir.

Uyari 2.79. Her g-ideal bir o-Lie idealdir ancak tersi her zaman dogru olmayabilir.

Ornek 2.80. Z tamsayilar halkasi olmak {izere R = {[g IZ] | a,b,c € Z} halkas1

e _ a b)y_[c -b e
verilsin. Bu durumda o:R — R, 0([0 c]) = [0 a ] olarak tanimlanan doniisim bir

y

x] ER|x,y€EZ } kiimesi R halkasinin bir o-Lie idealidir ancak

involiisyondur. U = {[g

bir o-ideali degildir.
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BOLUM 3
INVOLUSYONLU HALKALAR UZERINE

3.1 involﬁsyonlu Halkalarin idealleri Uzerinde (a, pB)-Tiirevler

Posner (1957) yaptig1 calismada R karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka,
d,, d, halka tlizerinde tanimli iki tiirev olmak {izere iki tlirevin bileskesi yine bir tiirev ise
en az birinin sifir olmas1 gerektigini ispatlamistir. Kaya (1988) yaptig1 calismada R
karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, I halkanin sifirdan farkli bir ideali, o, T halka
tizerinde iki otomorfizm, d; halka tizerinde sifirdan farkli bir (o, T)-tiirev, d, sifirdan farkli
bir tlirev olmak iizere did,(I) € C;, ve d,(I) I ise halka degismelidir sonucuna
ulagmistir. Herstein (1979) yaptigi ¢alismada R Karakteristigi ikiden farkli olan bir asal
halka, d, R halkasinin sifirdan farkl bir tiirevi ve a € R olmak tizere [a, d(R)] = (0) iken
a € Z(R) oldugunu gostermistir. Aydin ve Kaya (1992) yaptiklar1 ¢alismada R
karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, I, R halkasinin sifirdan farkli bir sag ideali,
o, T halka ilizerinde iki otomorfizm, d, R halkasinin sifirdan farkli bir (o, 7)-tiirevi ve
a € R olmak tizere su sonuglara ulasmislardir: (i) d(I) € Z(R) ise R bir degismeli
halkadir. (ii) [d(R),als; € Cy iSe a € Z(R) dir.

Bu boliimde yukarida ele alinan problemler o-asal bir halkanin g-idealleri tizerinde
tirev ve (a, B)-tiirev kullanilarak genellestirilmistir.

Bu boliim boyunca o, R halkasi iizerinde bir involiisyon olmak iizere R bir o-asal
halka, Z(R) halkanin merkezi, I halkanin sifirdan farkli bir o-ideali ve a, f:R — R iki
otomorfizma olarak alinacaktir.

Lemma 3.1.1. (Oukhtite ve Salhi, 2007, Teorem 2.2) R bir o-asal halka ve a,b € R
olmak tizere alb = alo(b) = (0) isea = 0 veya b = 0 dur.

Lemma 3.1.2. (Oukhtite ve Salhi, 2006, Lemma 4) R karakteristigi ikiden farkli bir
o-asal halka ve d, R halkasimnin bir tiirevi iken do = +od olmak iizere d?(I) = (0) ise
d =0 dir.

Lemma 3.1.3 (Oukhtite ve Salhi, 2006, Lemma 6) R karakteristigi ikiden farkli bir
o-asal halka, I sifirdan farkl bir o-ideali ve d sifirdan farkli o ile degismeli olan bir tiirevi
olsun. Egera € I n S, (R) ve [d(I),a] € Z(R) ise a € Z(R) dir.

Lemma 3.1.4. a € R olmak lizere Ia = (0) (veya al = (0)) ise a = 0 dur.

Ispat. I, R halkasinin bir ideali oldugundan IRa c Ia = (0) olmasi kullanilarak
IRa = (0) elde edilir. I halkanin bir o-ideali oldugundan o(I)Ra = (0) da saglanir.
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Boylelikle
IRa = o(I)Ra = (0)
dir. R bir g-asal halka ve I halkanin sifirdan farkl bir o-ideali oldugundan a = 0 olur.
Kabul edelim ki al = (0) olsun. Bu durumda aRI c al = (0) oldugu goriiliir.
Boylece aRI = (0) olur. I bir g-asal halka oldugundan aRa(I) = (0) da saglanir. O halde
aRl = aRo(I) = (0)
dir. R halkasinin o-asalligi kullanilarak a = 0 oldugu bulunur.
Lemma 3.1.5. a,b € R olmak iizere
I. b,ab € Cypvea€ S;(R) (veyab € S;(R)) ise a € Z(R) veya b = 0 dur.
il. a,ab € CypVvea € S;(R) (veyab € S;(R)) ise a = 0veyab € Z(R) dir,

ispat. (i) ab € Ca,p oldugundan her € R i¢in [ab, 7],z = 0 dir. (a, B)-komiitator
ozellikleri kullanilarak diizenlendiginde her r € R igin

0 =[ab,r]lep = alb,rlqp + [a, B(r)]b
oldugu bulunur. b € C, g oldugundan her r € R i¢in [a, B(r)]b = 0 olur. Keyfi bir s € R
i¢in son esitlik sagdan a(s) ile ¢arpilir ve elde edilen ifade b € C, g olmasi kullanilarak
diizenlenirse her r, s € R igin [a, B(r)]B(s)b = 0 oldugu bulunur. Bu ise her r € R i¢in

[a, B(r)]B(R)b = (0)
olmas1 demektir. § orten bir doniistim oldugundan
[a, RIRb = (0)

dir.

a € S;(R) ise [a,R]Rb = o([a,R])Rb = (0) olur. R halkasinin o-asal olmasi
kullanilarak a € Z(R) veya b = 0 oldugu goriiliir.

b € S;(R) ise [a,R]IRb = [a,R]Ra(b) = (0) olur. R halkasinin oc-asal olmasi
kullanilarak a € Z(R) veya b = 0 oldugu bulunur.

(ii) ab € Cyp oldugundan her r € R igin [ab,7],p = 0 dir. Bu esitlik (a,f)-
komiitator ozellikleri kullanilarak diizenlendiginde her r € R igin

0 =[ab,rlgp = alb,a(M)] + [a,T]spb
oldugu goriiliir. a € C,p Olmasi kullamldiginda da her r € R i¢in a[b,a(r)] = 0 elde
edilir. Keyfi bir s € R igin son esitlik soldan $(s) ile ¢arpilir ve elde edilen ifade a € Cp g
olmasi kullanilarak diizenlenirse her r,s € R i¢in aa(s)[b, a(r)] = 0 olur. Yani herr € R
icin

aa(R)[b,a(r)] = (0)
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dir. a orten bir doniisiim oldugundan
aR[b,R] = (0)
olur. Elde edilen esitlikten sonras1 (i) sikkinin ispatina benzer olarak yapilir.
Lemma 3.1.6. h: R — R sifirdan farkli bir tiirev olsun. Bu durumda h(I) < Z(R) ise
R halkasi degismelidir.
Ispat. Her x,y € I, r € R icin [r, h(xy)] = 0 esitligi hipotez ve komiitatdr ¢arpim
Ozellikleri kullanilarak diizenlendiginde
0 = [r,h(xy)] = [r, h(x)y + xh(¥)] = [r, h(x)y] + [r, xh(¥)]
= h()[r,y] + [r,hR()]y + x[r, (V] + [, x]h(y) = h()[r,y] + [r, x]h(y)
bulunur. Buise her x,y € I, r € R i¢in
h()[r,y] + [r,x]h(y) =0
olmasi demektir. Son esitlikte r yerine x yazildiginda her x, y € I igin
h(x)[x,y] = 0
elde edilir. Elde edilen ifadede y yerine z € I olmak iizere zy yazilirsa
0 = h(x)[x, zy] = h(x)z[x,y] + h(x)[x, z]y = h(x)z[x, y]
oldugu bulunur. Bu ise her x,y € I i¢in

h()Ix,y] = (0) (3.1)

olmasi1 demektir. Kabul edelim ki x € I n S;(R) olsun. (3.1) ifadesinde y yerine a(y)
yazilir ve elde edilen esitlik x € S;(R) olmasi kullanilarak diizenlenirse her y € I igin
h(x)Io([x,y]) = (0) olur. Elde edilen bu ifade (3.1) esitligi ile birlikte diistiniiliirse
h()1[x,y] = h(x)Io([x,y]) = (0)
oldugu goriiliir. Lemma 3.1.1 uygulanarak
h(x) = 0veya [x,I] = (0)
sonucuna ulagilir. h(x) # 0 ise [x,I] = (0) dir. I, R halkasinin bir ideali oldugundan
[x,RI] c [x,I] = (0) dir. Bu ise [x,RI] = (0) olmasi demektir. Boylece [x, R]I = (0)
olur. Lemma 3.1.4 uygulanarak x € Z(R) oldugu bulunur. Boylece
h(x) =0veyax € Z(R), Vx€eINnS,(R)
oldugu gortiliir.
Keyfi bir y € I alalim. Bu durumda y — o(y) € I N S,;(R) oldugundan

h(y — a(y)) =0veyay—o(y) € Z(R), Vye€el (3.2)
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saglanir. A={y€l|h(y—c())=0} ve B={y€el|y—a(y) € Z(R)} kiimelerini
tanimlayalim. Agiktir ki A ve B kiimeleri I idealinin altgruplaridir. Ote yandan (3.2)
ifadesi sayesinde I = AU B olarak yazilir. Boylece Brauer’s Trick uygulanarak I = A
veya I = B oldugu goriiliir. Kabul edelim ki I = A olsun. Bu durumda her y € I igin

h(y) = h(o(y)) dir. (3.1) ifadesinde x yerine a(x), ¥ yerine a(y) yazilir ve elde edilen

ifade her x € I i¢in h(x) = h(a(x)) olmasi kullanilarak diizenlenirse

(0) = h(a())I[o(x), ()] = h(x)a([x, y])
elde edilir. O halde her x,y € I i¢in
h(x)1[x,y] = h(x)Io([x,y]) = (0)
dir. Lemma 3.1.1 uygulanarak her x € I igin h(x) = 0 veya [x,I] = (0) oldugu bulunur.
Yukarida gosterildigi gibi [x,I] = (0) olmasi durumunda x € Z(R) dir. Boylece I = A
iken her x € I i¢in
h(x) = 0veyax € Z(R)
olur. Simdi de I = B olsun. Bu durumda her y € I igin y — a(y) € Z(R) dir. Bu ise her
r€R, y€l igin [r,y] =[r,0(y)] olmasi demektir. (3.1) ifadesinde y yerine a(y)
yazilir ve elde edilen ifade her r € R, x €I i¢in [x,r] = [0(x),r] olmasi kullanilarak
diizenlenirse
(0) = h(x)[x,0(y)] = h(x)I[o(x),o(y)] = h(x)Io([x, y])
bulunur. O halde her x,y € I igin
h(x)I[x,y] = h(x)Io([x,y]) = (0)
dir. Lemma 3.1.1 uygulanarak her x € I igin
h(x) = 0veyax € Z(R)
oldugu bulunur. Boylece I = A daolsal = B de olsa ayni sonuca varilir.

Yani
h(x) =0veyax € Z(R), Vx€l (3.3)

dir. Simdide K ={x €I |h(x) =0} ve L ={y €1|x € Z(R)} kiimelerini tanimlayalim.
Aciktir ki K ve L kiimeleri I idealinin altgruplaridir ve (3.3) ifadesi sayesinde I = K U L
olarak yazilir. Brauer’s Trick uygulandiginda I = K veya I = L olur. I = K ise h(I) = (0)
dir. I, R halkasinin bir ideali oldugundan h(IR) c h(I) = (0) saglanir. Elde edilen son
ifade tiirev 6zellikleri ve h(I) = (0) olmasi kullanilarak diizenlendiginde her x € I, r € R

icin 0 = h(x)r + xh(r) = xh(r) oldugu bulunur. Yani
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Ih(R) = (0)
dir. Lemma 3.1.4 uygulandiginda h = 0 bulunur. Ancak h sifirdan farkli bir tiirev
oldugundan I = K olamaz. O halde I = L dir. Bu ise I ¢ Z(R) demektir. Bu durumda her
r,s €ER, x €1 i¢in [r,sx] = 0olur. Bu ifade I c Z(R) olmasi kullanilarak diizenlenirse
0 = [r,sx] = s[r,x] + [r,s]x = [r, s]x bulunur. Bu ise her r, s € R igin

[r,s]I = (0)
olmasi demektir. Lemma 3.1.4 uygulanarak her r,s € R igin [r,s] = 0 oldugu goriiliir. Bu
ise R halkas1 degismeli demektir.

Lemma 3.1.7. d: R — R bir (a, B)-tiirev ve a € R iken ad(I) = a(a)d(I) = (0) ve
B ile o degismeli (veya d(I)a = d(I)a(a) = (0) ve «a ile o degismeli) ise a = 0 veya
d = 0 dir.

Ispat. Her x € I, r € R i¢in ad(xr) = o(a)d(xr) = 0 dir. Bu ifade (a, B)-tiirev
ozellikleri ve hipotez uygulanarak diizenlenirse

0 =ad(xr) = ad(x)a(r) + ap(x)d(r) = af(x)d(r)
bulunur. Yani her r € R i¢in

ap(d(r) = (0)
dir. Benzer olarak

0 =o(a)d(xr) = o(a)d(x)a(r) + o(a)B(x)d(r) = a(a)B(x)d(r)
oldugundan her r € R i¢in

a(a)p(d(r) = (0)
olur. Boylece her r € R igin
ap(D)d(r) = a(a)BD)d(r) = (0)
dir. Ustelik S ile o degismeli oldugundan S(I), R halkasinin sifirdan farkli bir o-idealidir.
Boylece Lemma 3.1.1 uygulanarak a = 0 veya d = 0 oldugu goriiliir.

d(I)a = d(I)a(a) = (0) ve a ile o degismeli olsun. Bu durumda her x € I ver € R
icin d(rx)a=d(rx)o(a) =0dwr. Bu ifade (a,p)-tirev ozellikleri ve hipotez
uygulanarak diizenlenirse her x € I ve r € R igin

0=d@rx)a=d@r)a(x)a+ L(r)d(x)a=d(r)alx)a
ve

0=d(@rx)o(a) =d(r)a(x)a(a) + f(r)d(x)o(a) = d(r)a(x)a(a)
bulunur. Yani her r € R i¢in

d(r)a(la = d(r)a(l)o(a) = ((0)

olur. a ile o degismeli oldugundan a(I), R halkasmin sifirdan farkli bir o-idealidir.
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Boylece Lemma 3.1.1 uygulanarak
a=0veyad =0
oldugu goriiliir.

Lemma 3.1.8. d, R halkasinin bir (a, 8)-tiirevi olmak tizere d(I) = (0) ve a ile o
degismeli (veya f ile o degismeli) ise d = 0 dur.

Ispat. Kabul edelim ki « ile o degismeli olsun. (a, §)-tiirev 6zellikleri kullanilarak
herx €l ve r R i¢in 0 = d(rx) = d(r)a(x) + B(r)d(x) = d(r)a(x) bulunur. Bu ise
her r € R i¢in

d(r)a(l) = (0)
olmasi demektir. a ile o degismeli iken a(I), R halkasinin sifirdan farkli bir o-ideali
oldugundan Lemma 3.1.4 uygulanarak d = 0 oldugu goriiliir.

Kabul edelim ki g ile o degismeli olsun. (a, 8)-tiirev 6zellikleri kullanilarak her
x€l,r€Ricin 0 =d(xr) =dx)a(r) + B(x)d(r) = B(x)d(r) oldugu bulunur. Bu ise
her r € R i¢in

BDd(r) = (0)
olmasi demektir. S ile o degismeli iken B(I), R halkasinin sifirdan farkli bir o-idealidir. O
halde Lemma 3.1.4 uygulanarak d = 0 oldugu bulunur.

Teorem 3.1.9. R karakteristigi ikiden farkli olan bir g-asal halka, d, R halkasinin
sifirdan farkli bir (a,B)-tiirevi ve Bile o degismeli olmak {izere d(I) c Cypise R
degismelidir.

Ispat. I, R halkasmin bir ideali oldugundan, hipotezden, her x € I igin d(x?) € Cap
olur. Ote yandan d(x) € Cep oldugundan d(x)a(x) = p(x)d(x) dur. d(x?) € Cop
ifadesi (a, B)-tiirev ozellikleri ve d(x)a(x) = B(x)d(x) olmasi kullanilarak diizenlenirse

d(x?) = d(x)a(x) + B(x)d(x) = B(x)d(x) + B(x)d(x) = 2B (x)d(x) € Cap
oldugu bulunur. Halkanin karakteristigi ikiden farkli oldugundan her x € I icin
B(x)d(x) € Cqp dir. Bu durumda her r € R igin [S(x)d(x), 7],z = 0 olur. Elde edilen
esitlik d(x) € Cq g olmasi ve (a, f)-komiitator 6zellikleri kullamlarak diizenlendiginde

0= [B)d(x),7]ep = BO[d(X),T]ap + B([x,r])d(x) = B([x, rDd(x)
bulunur. Bu ise her x € I, r € R i¢in B([x,7])d(x) = 0 olmas1 demektir. Keyfi bir s € R
igin son ifade sagdan a(s) ile carpilir ve elde edilen ifade d(x) € C, 3 olmasi kullanilarak

diizenlenirse her x € I ve r, s € R igin

B([x,rDB(s)d(x) =0
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elde edilir. Yani her x € I ve r € R i¢in

B([x,rDBR)d(x) = (0)

dir. B bir 6rten doniisiim oldugundan
B([x,rDRd(x) = (0), Vx€l re€R (3.4)

olur.

Kabul edelim ki x € I n S;(R) olsun. (3.4) nolu esitlikte r yerine a(r) yazilir ve
elde edilen esitlik g ile o nin degismeli olmasi kullanilarak diizenlenirse her r € R igin
o(B([x,7]))Rd(x) = (0) bulunur. Elde edilen bu ifade (3.4) esitligi ile birlikte
diisiiniildigiinde

B([x,rDRd(x) = a(,B([x, r]))Rd(x) =(0), VreRr, xelInS,(R)
oldugu goriiliir. Halkanin o-asallig1 kullanilarak
x €Z(R) veyad(x) =0, Vx€eINnS,(R)
sonucuna varilir.

Keyfi bir y € I alalim. Bu durumda y — a(y) € I N S, (R) oldugundan

d(y - a(y)) =0veyay—a(y) € Z(R), Vyel (3.5)

saglanir. A={y €l|d(y—a(»))=0}veB={yel|y—oa(y) € Z(R)} olsun. A ve
B kiimelerinin I idealinin birer altgrubu oldugu ve I = AU B olarak yazildig1 agiktir.
Boylece Brauer’s Trick den I = A veya I = B dir. Ilk olarak I = A olsun. Bu durumda her
y € I igin d(y) = d(o(y)) dir. (3.4) nolu esitlikte x yerine a(x), r yerine o(r) yazilir ve
elde edilen ifade B ile 0 nin degismeli ve her x €I igin d(x) = d(o(x)) olmasi
kullanilarak diizenlenirse
(0) = B([o(x), a(M]RA(a(x)) = B(a([x,7]))Rd(x) = a(B([x,7]))Rd(x)
bulunur. Yani her x € I, r € R i¢in
o(B(1x, ¥D)RAK) = (0)
dir. Son ifade (3.4) ile beraber diisiiniildiigiinde
B(lx,TDRA(x) = o(B([x,7]))Rd(x) = (0)
olur. R halkasinin o-asallig1 kullanilarak her x € I i¢in B([x,7]) = 0 veya d(x) = 0 elde

edilir. B bir otomorfizma oldugundan her x € I ig¢in x € Z(R) veya d(x) = 0 olur. Yani
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I = A iken her x € [ i¢in

x €Z(R) veyad(x) =0
sonucuna ulasilir. Simdi de I = B olsun. Bu durumda her y € I i¢in y — a(y) € Z(R) dir.
Yani her r € R, y €1 igin [r,y] = [r,a(y)] saglanir. (3.4) nolu esitlikte r yerine o(r)
yazilip elde edilen ifade B ile ¢ nin degismeli olmasi ve [r,x] = [r,a(x)] esitligi
kullanilarak diizenlenirse

(0) = B([x,a(r)DRd(x) = B([o(x),a(r)DRd(x)
= B(o([x,]))Rd(x) = a(B([x,7]))Rd(x)
bulunur. Bu ise her r € R, x €1 igin a(ﬁ([x, r]))Rd(x) = (0) olmas1 demektir. Son
ifade (3.4) ifadesi ile beraber diistiniildiigiinde
B([x, rDRA(x) = o(B([x,r]))Rd(x) = (0)

olur. Halkanin o-asalligi kullanilarak her x € I i¢in B([x,7]) =0 veya d(x) = 0 elde
edilir. 8 bir otomorfizma oldugundan her x € I igin

x €Z(R)veyad(x) =0

dir. Boylece I = A daolsal = B de olsa ayn1 sonuca vartlir. Yani
d(x)=0veyax € Z(R), Vx€l (3.6)

dir. K={x€l|d(x)=0}ve L={y €l]|xe€Z(R)} kiimelerini tanimlayalim. Agiktir
ki K ve L kiimeleri I idealinin altgruplaridir ve (3.6) ifadesinden I = K U L dir. Brauer’s
Trick uygulanarak I = K veya I = L oldugu goriiliir. I = K ise d(I) = (0) olur. Ustelik
B ile o degismeli oldugundan Lemma 3.1.8 uygulanarak d = 0 bulunur. Ancak d sifirdan
farkli bir (a, B)-tiirev oldugundan I = L dir. Bu ise I ¢ Z(R) demektir. Lemma 3.1.6 nin
ispatinin son kisminda oldugu gibi R halkasinin degismeli oldugu bulunur.

Lemma 3.1.10. R karakteristigi ikiden farkli olan bir g-asal halka, g ile o degismeli,
d, R halkasinin bir (a,B)-tiirevi ve h, R halkasinin ho = +oh olan bir tiirevi olmak
tizere dh(I) = (0) ve h(I) c I'ised = 0 veya h = 0 dur.

Ispat. Keyfi x,y € I'igin dh(xy) = 0 dir. Bu esitlik tiirev ve (a, 8)-tiirev tamimlari

kullanilarak diizenlendiginde
0 = dh(xy) = d(h(xy)) = d(h(x)y + xh(y)) =d(h(x)y) + d(xh(y))
= (dr(0))a() + (h())d() + d(Da(h() + F()(dh())
= B(h(0))d») + d()a(h())
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bulunur. Yani her x,y € I igin

B(h(x))d®) + d(x)a(h(y)) =0
dir. h(I) c I oldugundan son ifadede x yerine h(x) yazilir ve elde edilen ifade hipotez

kullanilarak diizenlenirse
0 = B(R*(0))d(y) + (dh(x))a(h(y)) = B(h*(x))d(y)
bulunur. Bu ise her x,y € I igin
B(h*(x))d(y) =0
olmasi demektir. Son ifadede x yerine a(x) yazilip elde edilen ifade ho = +oh ve S ile @

nin degismeli olmasi kullanilarak diizenlenirse her x,y € I i¢in

o (B(h*))d() =0
oldugu goriiliir. Yani her x € [ i¢in
B(R2())d(D) = o (B(R2())) d (1) = (0)
dir. § ile o degismeli oldugundan Lemma 3.1.7 uygulanarak 5(h?(I)) = (0) veyad =0
oldugu bulunur. d # 0iken B(R*(I))=(0) dir. B 1—1 ve orten bir déniisiim
oldugundan h?(I) = (0) olur. Lemma 3.1.2 uygulanarak h = 0 oldugu bulunur. Béylece
d =0veya h = 0 dir.
Lemma 3.1.11. R karakteristigi ikiden farkli olan bir g-asal halka, g ile o degismeli,
d, R halkasinin sifirdan farkli bir (a,B)-tiirevi olmak tizere a €I NS,(R) ve
[d(1),alqp = (0) ise a € Z(R) dir.
Ispat. Keyfi x,y € I i¢in [d([x, y1),alqp = 0 dir. d bir (a, B)-tiirev oldugundan her
x,y €I igin d([x,y]) = [d(x),¥]ap — [Ad(¥), X]p saglamr. (a, f)-komiitator dzellikleri
uygulanarak
(4O, xegoal, , = (1[40, Vag — d(xyDia]
= [[d(x),y a[)’fa] —[d([x,yD, alap = [[d(x), ¥]ap.a] |
bulunur. Yani her x,y € I i¢in
[ xlap a], , = [[d), Yap ],
dir. Bu esitlige genellestirilmis Jacobi ozdesligi uygulanarak
[[dG). Ve ], ;= (1A, dlapy], , + [dG, [y.al]

elde edilir. Elde edilen esitlik [d(x),als g = 0 olmas: kullamlarak diizenlendiginde her

ap

x,y € I i¢in
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(140, el , = [ACO. [y, al],
bulunur. x yerine a yazilir ve elde edilen ifade hipotez kullanilarak diizenlenirse her y € I
icin

(@), Iy, al] ;=0

olur. fy):R = R, her r € R igin fy4)(r) = [d(a), 7]qp olacak bicimde tanimlanan d(a)
ile belirlenen bir (a, B)-i¢ tirev ve g,:R — R, her r € R igin g,(r) = [r,a] olacak

bi¢cimde tanimlanan a ile belirlenen bir i¢ tiirev olsun. [d(a), [y, a]]a 5= 0 esitligi fy(q) Ve

ga fonksiyonlari kullanilarak diizenlenirse (fz(q)gq)(I) = (0) olur. a € I N S,;(R) oldugu
icin g,0 = tog, ve g,(I) c I saglanir. Boylece Lemma 3.1.10 uygulanarak
d(a) € Cop veyaa € Z(R)
oldugu bulunur. Kabul edelim ki a ¢ Z(R) olsun. Bu durumda d(a) € Cq p dir. Her x € |
i¢in d([x, a]) = [d(x),alyp — [d(a), x]4 g Olmast kullanilarak
d([x,a]) = [d(x),alqp
elde edilir. [d(x),alsp = 0 oldugundan her x € I i¢in d([x,a]) = 0 sonucuna ulasilir.

Yani

d([l1,a]) = (0) (3.7)

olur. Ote yandan her x, y € I i¢in [d(xy),alqp = 0 ifadesi (@, B)-tiirev, (a, B)-komiitator
ozellikleri ve hipotez kullanilarak diizenlendiginde
0 = [d(xy),alqp = [dx)a(y) + F(x)d(y), alqp
= [d(®)a(y),alap + [B()d(y), alap
= [d(x),algpa(y) + d()a(ly,aD) + B([x,al)d(y) + B)[d(Y), alep
= d(®a(ly,aD) + B([x,a])d(y)

bulunur. Yani her x,y € I igin

d()a(ly,al) + B([x,aDd(y) =0

dir. Son esitlikte x yerine [x, a] yazilir ve elde edilen ifade (3.7) kullanilarak diizenlenirse

0 = d([x,aDa(ly,a]) + B([[x, al, a])d(») = B([[x, al, a])d ()

elde edilir. Bu ise

B([[x,al, a])d(l) = (0), vxel

olmas1 demektir. Son esitlikte x yerine a(x) yazilip elde edilen ifade a € S,(R) ve S ile @
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nin degismeli olmas1 kullanilarak diizenlenirse
o(B(llx,a],a] )dU) = (0), Vxel
bulunur. Son iki esitlik birlikte diistintildiiglinde
B([lx al. a])d() = o( B([[x, al,a] AU) = (0), Vx €l
olur. B, o ile degismeli bir otomorfizma oldugundan Lemma 3.1.7 uygulanarak her x € I
i¢in
B([[x,al,a]) =0veyad =0
elde edilir. d sifirdan farkli bir tiirev oldugundan her x € I i¢in B([[x, al, a]) = 0 bulunur.
B 1 — 1 bir doniisiim oldugundan her x € [ igin
[[x, al, a] =0
dir. Bu durumda g,2(I) = (0) dir. Béylece Lemma 3.1.10 uygulanarak a € Z(R) oldugu
bulunur. Oysa ki a € Z(R) idi. Celiskinin nedeni kabuldiir. O halde a € Z(R) dir.

Teorem 3.1.12. R karakteristigi ikiden farkli olan bir o-asal halka, a ve S, o ile
degismeli, d, R halkasimin sifirdan farkli bir (@, 8)-tiirevi olmak tizere a € I N S;(R) ve
[d(1),alqp © Cqpise a € Z(R) dir.

Ispat. Hipotezden [d(a?), algp € Cqp dir. Bu ifade (a,p)-tirev ve (a,p)-
komiitator 6zellikleri uygulanarak diizenlendiginde

[d(a®), alap = [d(@a(a) + f(@)a alqp

= [d(@)a(a),alqp + [B(a)d(a), alqp
= [d(a), alg pa(@)+ d(@)a([a,a]) + B(a)[d(a),alqp +
B(la,aDd(a) = [d(a), alq pa(a)+ f(a)[d(a), alap
bulunur. Boylece
[d(a), alqpa(a) + B(a)[d(a),alep € Cop
olur. Ote yandan [d(a), alqp € Cqp oldugundan [[d(a), a]a_ﬁ,a]aﬁ = 0 dir. Bu ise
[d(@), algpala) = B(a)d(a),alqp

olmasi demektir. Boylece

[d(a),alqpa(a) + B(a)[d(a),alap € Cap
ve
[d(a), algpa(a) = B(a)ld(a),alap
olmas1 birlikte kullanildiginda 28 (a)[d(a),alsp € Cop elde edilir. Halkanin

karakteristigi ikiden farkli oldugundan
B(a)ld(a),alap € Cop
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olur. aeInS,(R) ve Pile o degismeli oldugundan p(a) € S,(R) dir.
p(@)ld(a),alap € Cop, [d(a),alep € Cap Ve p(a) €Ss(R) olmasi beraber
diisiiniildiiginde Lemma 3.1.5 (i) uygulanarak

a € Z(R) veya [d(a),alqz = 0
oldugu bulunur.

Kabul edelim ki a & Z(R) olsun. Bu durumda [d(a),al,s = 0 dir. Ote yandan
hipotez kullanilirsa her x € I icin [d([a, x]), alqp € Cq4p Olur. Son ifade Ozellik 2.47 ve

(a, B)-komiitator 6zellikleri uygulanarak diizenlendiginde
[d([a,x]), alap = [[d(a),x]ap — [d(x), Al 0]
= [[d(a);x]a,ﬁl a]a,ﬁ - [[d(x)l a]a,ﬁ; a]a,ﬁ
bulunur. Boylece
[[d(a) X 6{ﬁ,a] [ d(x),a aﬁ,a] € Cpp, VXxEI
dir. [d(x), algp € Cqp oldugundan [[d(x), a] “'B'a]a,ﬁ = 0 olur. O halde
[[d(a),x]a,,;,a]aﬁ €Cqp, VxE€l

elde edilir. Son ifadede x yerine ax yazilip elde edilen ifade [d(a),a], s = 0 olmas: ve

(@, B)-komiitator 6zellikleri uygulanarak diizenlenirse
[[d(a),aX]a,p.a]a = [B(@)[d(a), x]ap + [d(a), a]a,ﬁa(x)ra] g
= [B(@[d(a),x aﬁ'a] +[[d(a), ala pa(x), a]

= [B(@)[d(a), x4, a]

= B(a)[[d(a), x aﬁ'a] + B([a, aD[d(a), x]ap

= p(@[ld(a),x] a,ﬁ,a]a,ﬁ
bulunur. Yani

ﬁ(a)[[d(a),x]a,ﬁ,a]aﬁ € Cop, VXEI

dir. a€eInS;(R) ve Ppile o degismeli oldugundan B(a) € S;(R) dir.
,B(a)[[d(a),x]a'ﬁ,a]aﬁ € Cqp, [[d(a),x]a,ﬁ,a]a’ﬁ ECyp Ve P(a)€ Ss(R)olmas
beraber diigtiniildiigiinde Lemma 3.1.5 (i) uygulanarak a € Z(R) veya her x € I igin
[[d(a),x]a'ﬁ,a]a‘ﬁ =0 oldugu bulunur. Bu esitlik genellestirilmis Jacobi ozdesligi
uygulanarak diizenlendiginde

0= [[d(a),x]a’ﬁ,a] = [[d(a),a]a‘ﬁ,x]a [d(a) [x,a ] wp [d(a) X, a]]

a,B a,pB
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bulunur. [d(a), alg g = 0 olmasi kullanildiginda ise [d(a), [x, a]]a g = 0 oldugu goriiliir.

Boylece

[d(a), [x, a]]a‘ﬁ =0, Vxel
olur. fa):R = R, her r € R igin fy4)(r) = [d(a), 7]qp olacak bicimde tanimlanan d(a)
ile belirlenen bir (a, B)-i¢ tirev ve g,:R - R, her r € R igin g,(r) = [r,a] olacak

bi¢imde tanimlanan a ile belirlenen bir i¢ tiirev olsun. [d(a), [x, a]]a =0 esitligi

B
fa(a), 9a fonksiyonlar: kullanilarak diizenlendiginde (fd(a) ga)(l) = (0) oldugu goriiliir.

a €I nS;(R)oldugu igin g,0 = tog, ve g,(I) c I saglanir. Béylece Lemma 3.1.10

uygulanarak
d(a) € Cop (3.8)

oldugu bulunur. Her x €I igin [d(ax),alsp € Cyp oldugundan (a,B)-tirev, (a,f)-
komiitator zellikleri ve [d(a), alq,z = 0 olmasi kullamlarak
[d(ax), alqp = [d(@)a(x) + (a)d(x), alap
= [d(@)a(x),alqp + [B(@)d(x), alap
= [d(a), algpa(x) + d(a)a([x, a])
+B([a, aDd(x) + (a)[d(x), alap
= d(@)a([x,a]) + B(a)[d(x), alap

bulunur. Boylece her x € I i¢in
d@a([x,a]) + B(@[d(x), alep € Cop (3.9)

olur. Bu durumda [d(a)a([x,a]) + B(a)[d(x), a]mﬁ,a]a‘[g =0 dir. Bu ifade
[d(a),alap = O olmast ve (a, )-komiitator ozellikleri kullanilarak diizenlendiginde
0 = [d(@a([x,a]) + B(a)[d(x), a]a,ﬁ’a]a,ﬁ
= [d(@)a([x,al]),alqap + [ﬁ(a)[d(x),a]a,ﬁ.a]aﬁ
= [d(a), alaga([x, a]) + d(@)a([[x, al, a]) + B(a)[[d(x), alap, a]
+B([a, aD)[d(x), alap
= d(a)a([[x,al, a]) + B(@)[[d(x), alap, a]a‘ﬁ

ap
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oldugu bulunur. Yani
d(a)a([[x, a],a]) + ,B(a)[[d(x), a]“'ﬁ'a]a,g =0, Vxe€l

olur. [d(x),alqp € Cqp oldugundan [[d(x),a]a,ﬁ,a]a g = 0 dir. Yukanidaki esitlik

[[d (%), alap a]a = 0 olmasi kullanilarak diizenlendiginde

B
d(a)a([[x, a],a]) =0, Vxel
elde edilir. Bu durumda keyfi bir s € R igin d(a)a([[x, a], a]) = 0 esitligi soldan B(s) ile
carpilir ve elde edilen esitlik (3.8) ifadesi kullanilarak diizenlenirse her x € I, s € R
icin d(a)a(s)a([[x,al, a]) = 0 oldugu goriiliir. Bu ise
d(@a(R)a([[x,al,a]) = (0), Vxel
olmasi demektir. a bir 6rten doniisiim oldugundan
d(@)Ra([[x,al,a]) = (0), vxel
dir. Bu esitlikte x yerine o(x) yazilir ve elde edilen ifade « ile ¢ nin degismeli olmasi
kullanilarak diizenlenirse
d(a)Ro(a([[x,a],a])) = (0), Vx€l
bulunur. Yani
d(a)Ra([[x, a],a]) =d(a)Ro(a([[x,a],a])) =(0), Vxel
olur. Boylece R halkasinin g-asalligindan
d(a) = 0 veya a([[x, a],a]) =0, Vx€el

dir. Eger d(a) #0 ise a([[x, al, a]) =0 dir. @ bir 1—1 doniisiim oldugundan
[[x, a],a] =0 olur. Bu ise g,2(I) = (0) olmas:i demektir. a € I N S;(R) oldugu igin
ga0 = g, ve g,(I) c I saglanir. Boylece Lemma 3.1.10 uygulanarak a € Z(R) oldugu
bulunur. a € Z(R) kabulii altinda devam edildiginden ¢eliski elde edilir. O halde

d(a) =0
dir. (3.9) ifadesi d(a) = 0 olmasi kullanilarak diizenlenirse

B@[d(x),alqp € Cop, VX EI
oldugu goriilir. a €I NS;(R)ve B ile o degismeli oldugundan B(a) € S;(R) dir.
B@[d(x),alap € Cop, [d(x),alep € Cup Ve P(a) €Sy;(R) olmast beraber
diistintildiigiinde Lemma 3.1.5 (i) uygulanarak
[d(D),alqp = (0)

elde edilir. Lemma 3.1.11 uygulandiginda a € Z(R) oldugu bulunur. Oysa ki a € Z(R) idi.
Celiskinin nedeni kabuldiir. O halde a € Z(R) dir.
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Teorem 3.1.13. R Xkarakteristigi ikiden farkli olan bir o-asal halka, Bile o
degismeli, d, R halkasmnin bir (a, 8)-tiirevi ve h, R halkasinin ¢ ile degismeli olan bir
tiirevi olmak iizere dh(I) © Cy g ve h(I) < I ise R halkas1 degismelidir.

Ispat. Keyfi x,y € Iigin dh([x,y]) € C,p dir. Bu ifade tirev ve (a,pB)-tiirev
ozellikleri, Ozellik 2.47 ve hipotez kullanilarak diizenlendiginde

dh([x,y]) = d([h(x),y] + [x, h(y)])

= d([h(x),y]) + d([x, h(»)])
= [dh(x),¥]ap — [d), h(X)]ep
+d (), h(W)]ap — [dh(y), x]ap
= [d(x), h(D)]ep = [d¥), h(X)]ap
bulunur. Bu ise
[dG), ] — (A, (e € Copr W,y €
olmast demektir. h(I) c I oldugundan son ifadede y yerine h(y) yazilir ve elde edilen
ifade hipotez yardimiyla diizenlenirse
[d(D,R*P)]ap € Cap, VY EI
bulunur.
Ote yandan h(I) c I1ve hile o degismeli oldugundan h2(I) c I nS,(R) dir.
Boylece Teorem 3.1.12 uygulanarak h?(I) c Z(R) oldugu goriiliir. Bu durumda
h2([x,y]) € Z(R), Vx,y€l
olur. Bu ifade tiirev 6zellikleri, komiitatér ¢arpim o6zellikleri ve h?(I) € Z(R) olmasi
kullanilarak diizenlenirse

B2([x, y1) = h(R([x, YD) = h([G), ¥ + [, h()]D)

= h([h(x), ] + h([x, ()]

= [h?(x), y] + [R(x), RO + [RCO), R + [x, R (V)]

= 2[h(x), h(y)]
bulunur. Yani her x,y € I i¢in

2[h(x),h(y)] € Z(R)
dir. Halkanin karakteristigi ikiden farkli oldugu icin
[h(x),h(y)] € Z(R), Vx,y€EI

olur. h(I) c I ve h ile o degismeli oldugundan h(I) c I NnS;(R) dir. Lemma 3.1.3
uygulanarak h(I) < Z(R) bulunur. Lemma 3.1.6 uygulanarak R halkasinin degismeli

oldugu goriiliir.
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3.2. Involiisyonlu Halkalarin Genellestirilmis Lie Idealleri Uzerine

R Kkarakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve U ¢ Z(R)olan R halkasinin
stfirdan farkli bir Lie ideali olmak iizere Bergen ve ark. (1981) yaptiklar1 ¢alismada su
sonuglara ulasmustir: (i) [M, R] c U ancak [M,R] ¢ Z(R) olan R halkasinin sifirdan farkli
bir M ideali vardir, (ii) a,b € R olmak tizere aUb = (0) ise a = 0 veya b = 0 dir. Aydin
ve Kandamar (1994) yaptiklari galismada yukaridaki sonuglart U ¢ Z(R) ve U & Cg g Olan
R halkasinin sifirdan farkli bir (@, )-Lie ideali igin genellestirmislerdir. Oukhtite ve Salhi
(2008) yaptiklar1 ¢calismada Bergen ve ark. (1981) tarafindan yukarida ispatlanan sonuglari
o-asal bir halkanin Z(R) tarafindan kapsanmayan sifirdan farkli bir o-Lie ideali tizerinde
su sekilde genellestirmislerdir: (i) [M,R] c U ancak [M,R] ¢ Z(R) olan R halkasinin
sifirdan farkli bir M o-ideali vardir, (ii) a,b € R olmak lizere aUb = o(a)Ub = (0) ise
a=0veyab = 0dr.

Bu bolimde 6nce o-(a, B)-Lie ideal tanimlanmis sonrasinda Aydin ve Kandamar
(1994) tarafindan yukarida ele alman problemler o-asal bir halkanin Z(R)ve C,p
tarafindan kapsanmayan sifirdan farkl bir o-(a, §)-Lie ideali i¢in genellestirilmistir.

Bu boliim boyunca R bir halka, o halka {izerinde bir involiisyon, Z(R) halkanin
merkezi, a, f:R — R iki otomorfizma olarak alinacaktir.

Tamm 3.2.1. R bir halka, o, R halkas1 {izerinde bir involiisyon ve a, f:R — R ikKi
dontistim olsun. U, R halkasmin bir (a, 8)-sag-Lie ideali ve her u € U igin a(u) € U ise
U kiimesine R halkasinin bir o-(e, B)-sag-Lie ideali, U, R halkasinin bir («, §)-sol-Lie
ideali ve her u € U i¢in g(u) € U ise U kiimesine R halkasinin bir o-(e, 8)-sol-Lie ideali
denir. U, R halkasinin hem o-(a, §)-sol-Lie ideali hem de o-(«, 8)-sag-Lie ideali oluyorsa
U kiimesine R halkasinin bir o-(a, 8)-Lie ideali denir.

Her o-Lie ideal bir o-(1,1)-Lie idealdir ancak tersi her zaman dogru olmayabilir.

Bunu asagidaki o6rnek iizerinde gorelim:

g IZ] | a,b,c € Z} kiimesi

matrisler halkasi {izerinde tanimli bilinen islemler ile bir halkadir. Bu halka iizerinde

Ornek 3.2.2. Z tamsayilar halkas1 olmak iizere R = {

tanimlanan ¢:R - R, a( 8 IZD = [8 _ab] dontigiim bir involiisyondur. Boylece R bir
invollisyonlu halkadir. @, f:R — R, a([g lc) ) = [g 8] ve ,3( g IZD = [8 2

taniml1 doniisiimler olmak tizere U = {[g 2] | a,b € Z} kimesi R halkasinin bir o-

(a, B)-Lie idealidir ancak bir o-Lie ideali degildir.
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Lemma 3.2.3. (Aydin, 1999, Lemma 5) R bir halka ve U, R halkasinin sifirdan farkli
bir (a, B)-sol Lie ideali olmak iizere T(U) = {c € R | [R, Clap © U} olarak tanimlansin.

Bu durumda asagidakiler saglanir:
i. T(U), R halkasinin bir althalkasidir.
ii. Eger U, R halkasimn (a, 8)-sag Lie ideali de oluyorsa [R, T (U)]qz < U ve

U c T(U) kosulunu saglayan halkanin en biiyiik Lie ideali T (U) dur.

Lemma 3.2.4. (Aydin ve Kandamar, 1994, Lemma 4) R bir halka ve U, R halkasinin

sifirdan  farkli  bir (a,B)-sol Lie ideali ise R[[T(U),a(T(U))]]CT(U) ve

[T, B(TW))]]|R < T(W) .
Lemma 3.2.5. U, R halkasinin sifirdan farkli bir o-(a, #)-sol Lie ideali, g ile o
degismeli (veya a ile o degismeli) olmak {izere U © C, 5 ise U c Z(R) dir.

Ispat. Ubir o-(a,pB)-sol Lie ideal oldugundan keyfi u €U ve r €R igin
[ra(u),uly s € U dir. Bu ifade (a, f)-komiitatdr 6zellikleri uygulanarak diizenlendiginde
[ra(u), g = [r,ulega) + ra(u,ul) = [r,ulpaw)
oldugu goriiliir. Béylece her u € U, r € R igin [r,u], ga(u) € U olur. O halde U < Cy

oldugundan her s € R igin [[r, u]a_ﬁa(u),s]a 5= 0 saglanir. Bu ifade (a, 8)-komiitator

ozellikleri uygulanarak diizenlendiginde
0= [[r, u]a_ﬁa(u),s]a,ﬁ = [[r, u]a,ﬁ,s]a’ﬁa(u) + [r,ulg pa(fu, s])
oldugu goriilir. Yani
[[r,u]a,ﬁ,s]aﬁa(u) + [r,ulgpa(fu,s]) =0
olur. [r,u], s € Uve U c Cyp olmasi kullanilarak
[r,ulgpa((u,s]) =0, VvVr,seRu€eU
oldugu bulunur. k € R olmak {izere r yerine B(r)k yazilir ve elde edilen ifade (a, 8)-

komiitator 6zellikleri uygulanarak diizenlenirse
0= [B(T')k ’ u]a,ﬁa([uﬁ S]) = ﬁ(?") [k ’ u]a,ﬁa([uﬂ S]) + /3([7”. u])ka([u, S])
= B([r,uDka([u,s])

elde edilir. Yani

B([r,uDRa([u,s]) = (0), Vr,seRu€eU (3.10)
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olur. Kabul edelim ki u € U n S,(R) olsun. (3.10) ifadesinde r yerine a(r) yazilir ve elde
edilen ifade B ile ¢ nin degismeli olmasi kullanilarak diizenlenirse

(0) = B([o(r), uDRa([u,s]) = B(a([r,uD))Ra([u,s]) = a(B([r,uD))Ra([u,s])
bulunur. Béylece her r, s € R i¢in

a(B([r,uD))Ra([u,s]) = (0)
dir. Son ifade (3.10) ile birlikte diistiniiliirse
B(r,uDRa([u,s]) = o(B([r,uD)Ra([u,s]) =(0), VrseR
olur. R halkasmin o-asalligt ve «, B donisiimlerinin birer otomorfizma olmasi
kullanildiginda her u € U N S;(R) i¢in u € Z(R) oldugu bulunur. Bu ise
UnS,(R) c Z(R)
olmas1 demektir.

Keyfi bir u € U alalim. Bu durumda u — a(u) € U N S;(R) dir. U N S,;(R) € Z(R)
olmasi kullanilarak her u € U igin u — a(u) € Z(R) oldugu goriliir. Bu ise her r € R igin
[r,u] = [r,o(u)] olmas1 demektir. (3.10) ifadesinde r yerine a(r) yazilip elde edilen
ifade her r € Rigin [r,u] =[r,o(u)] ve B ile ¢ nin degismeli olmasi kullanilarak
diizenlenirse

(0) = B([r,uDRa([u,s]) = B([o(r), uDRa([w,s]) = B([o(r), a(w)DRa([w, s])

= Bla([r,ul)Ra([u,s]) = o(B([r,u))Ra([u,s])
bulunur. Boylece
B([r,uDRa([u,s]) = a(B([r,uD)Ra([w,s]) =(0), Vr,s€R, uel
elde edilir. 8 ve a birer otomorfizma oldugundan R halkasinin g-asalligi kullanilarak her
u € Uiginu € Z(R) oldugu goriiliir. Bu ise U < Z(R) demektir.

Lemma 3.2.6. U, R halkasimn sifirdan farkli bir o-(a, §)-sol Lie ideali, g ile o
degismeli ve a € R olmak tizere Ua = (0) ise a = 0 veya U c Z(R) dir.

Ispat. U bir o-(a, §)-sol Lie ideal oldugundan her r € R, u € U igin [r, Ulgpa =0
dir. Bu esitlikte s € R olmak {izere 7 yerine rs yazilip elde edilen ifade [r,u],ga =0
olmasi ve (a, B)-komiitator dzellikleri uygulanarak diizenlenirse

0= [rs,ulgpa=r[s,ulgpa+[r,f(w)]sa = [r,f(u)]sa
bulunur. Bu ise

[r,B(w)]Ra=(0), VreR, uelU
olmasi demektir. Son esitlikte r yerine a(r), u yerine a(u) yazilir ve elde edilen ifade g

ile o nin degismeli olmasi kullanilarak diizenlenirse

(0) = [o(r), B(e))]Ra = [o(r), a(BwW))]Ra = a([r, B(w)])Ra
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bulunur. Yani
[r,B(w)]Ra = o([r,F(w)])Ra=(0), VreR, uelU
olur. Boylece halkanin g-asalligi kullanilarak a = 0 veya [R, 8 (U)] = (0) oldugu bulunur.
B bir otomorfizma oldugundan a # 0 iken U c Z(R) dir.
Lemma 3.2.7. U, R halkasmn sifirdan farkli bir o-(a, §)-sol Lie ideali, g ile o
degismeli ve a € S;(R) olmak tizere [U, a] = (0) ise [a(U), a] = (0) dur.
Ispat. Ubir o-(a,B)-sol Lie ideal oldugundan keyfi u€ U ve r € R igin
[ra(uw),ulyp = [r,ulgpa(u) € U dir. Bu durumda hipotez uygulanarak
[[r, Ul pa(u), a] =0
oldugu goriliir. Bu esitlik (a, 8)-komiitator Ozellikleri ve [[r, Ul p a] =0 olmasi
kullanilarak diizenlenirse
0 = [[r,ulaga(w), a] = [[rule g aa() + [, ule platw), al = [r, ulqplaw),al
bulunur. Bu ise
[r,ulgpla(u),a]l =0, VYu€eU reR
olmasi demektir. Yukaridaki esitlikte s € R olmak tizere r yerine B(s)r yazilir ve elde
edilen ifade (a, §)-komiitator 6zellikleri uygulanarak diizenlenirse
0 = [B()r, ulgpla),al = B(s)[r, ulagla(w), a] + B([s, uDrla(w), a]
= B([s,uDrla(w), a]

elde edilir. Yani
B([s,uDR[a(u),a] =(0), Vu€eU, s€R (3.11)

bulunur. Kabul edelim ki u € U n S;(R) olsun. (3.11) ifadesinde s yerine o(s) yazilir ve
elde edilen ifade S ile ¢ nin degismeli olmas1 kullanilarak diizenlenirse
(0) = B([a(s), uhR[a(w), a] = B(a([s,u))R[a(w),a] = a(B([s, uD))R[a(u),a]
olur. Yani
a(B([s,ul))Rla(u),a] = (0)
dir. Son esitlik (3.11) ifadesi ile birlikte diistiniiliirse
B(s,uDR[a(w),a] = a(B([s,u]))R[a(w),a] = (0), VueU, seR
olur. Halkanin g-asallig1 kullanildiginda her s € R i¢in B([s,u]) = 0 veya [a(u),a] =0
oldugu gortilir. B bir otomorfizma oldugundan u € Z(R) veya [a(u),a] = 0 dir. Bu ise

her iki durumda da [a(w), a] = 0 olmas1 demektir. Yani
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[a(u),a] =0, VueUnS;(R)
elde edilir. Keyfi bir u € U i¢in u — a(u) € U N S,;(R) dir. Boylece [a(u — a(u)),a] =0
olur. Yani her u € U i¢in [a(u),a] = [a(a(u)),a] dir. (3.11) ifadesinde s yerine a(s),
u yerine o(u) yazilir ve elde edilen ifade B ile ¢ nin degismeli olmasi kullanilarak
diizenlenirse

(0) = B([a(s), s(WDR[a(c (), a] = B(o([s,ul))Rla(w),a]

= o(B([s,uD)R[a(u),a]
bulunur. Yani

o(B([s,u]))R[a(u),al =(0), VueU, seR

dir. Son esitlik (3.11) ifadesi ile birlikte diistintildiigiinde

B([s,uDR[a(u),a] = a(B([s,uD)R[a(u),a] = (0), Vu€eU, s€R
olur. R halkasinin og-asallig1 kullanilarak her u € U igin

B([s,u]) = 0 veya [a(u),a] = 0
oldugu goriiliir. B bir otomorfizma oldugundan her u € U i¢in
u € Z(R) veya [a(u),a]l =0
olur. Boylece her iki durumda da her u € U i¢in [a(u), a] = 0 saglanir. Yani
[a(U),a] = (0)

dir.

Teorem 3.2.8. R karakteristigi ikiden farkli bir o-asal halka, U, R halkasinin sifirdan
farkl bir o-(a, B)-Lie ideali, g ile o degismeli olmak tizere a € S,;(R) ve [U,a] = (0) ise
a € Z(R) veya U c Z(R) dir.

Ispat. U bir o-(a, B)-Lie ideal oldugundan Lemma 3.2.3 uygulanarak

T(U) ={c€R|[R clyp c U}
kiimesinin R halkasmin bir Lie ideali ve U c T(U) oldugu bulunur. T(U) bir Lie ideal
oldugundan

[R,U] c [R, T(U)] cT(U)

saglanir. Son ifade ve T (U) kiimesinin tanimi1 beraber diistiniildiigiinde
[R,[R, U]]aﬁ C[RT(WN]gpcU
oldugu goriliir. Boylece hipotez uygulanarak [[R, [R, U]]a,ﬂ’ a] = (0) bulunur. Bu
durumda keyfi r,s € Rve u € U igin [[r, [s, u]]a‘ﬁ,a] =0 dir. Son esitlikte r yerine

ra yazilip elde edilen ifade komiitator carpim ozellikleri ve [[r, [s, u]]aﬁ, a] = 0 olmasi
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kullanilarak diizenlenirse
0= [[ra, [s,u]]a’ﬁ,a] = [[T, (s, u]]a‘ﬁa +rla, a([s, u])],a]
= [[r.Is,ull, o, a] + [rla, a(ls, ub). ]

= [r[s, ”]]a, [a,a] + [[r [s, u]]a’ﬁ,a] a

B
+r[[a,a([s, u])],a] + [r,a]la, a([s, u])]

= r[[a,a([s,uD)], ] + [r, alla, a([s,u])]

bulunur. Yani
r[[a,a([s, u])],a] + [r,a]la, a([s,u])] =0, Vr,seR, ueU
olur. Bu ifadede m € R olmak iizere r yerine rmyazilip elde edilen ifade komiitator
carpim Ozellikleri ve son elde edilen esitlik yardimiyla diizenlenirse
0 = rm[[a, a([s,uD)],a] + [rm, alla, a([s, u])]

=rm|[a, a([s,u])], a] + r[m, al[a, a([s,u])] + [r, alm[a, a([s, u])]

= r(m[[a, a([s,ul)], a] + [m, alla, a([s,ul)]) + [, alm[a, a([s, u])]

= [r,almla, a([s, u])]
bulunur. Bu ise

[r,a]R[a,a([s,u])] = (0), Vr,seR, uelU
olmasi demektir. r yerine a(r) yazilir ve elde edilen ifade a € S, (R) olmasi kullanilarak
diizenlenirse
o([r,aDR[a, a([s,u])] = (0), Vr,s€R, ueU

bulunur. Son iki esitlik beraber diistiniiliirse

[r,a]lR[a, a([s,u])] = a([r,a])R[a, a([s,u])] = (0), Vr,s€R, ueU
oldugu goriiliir. R halkasinin o-asal olmasi kullanilarak her s € R, u € U igin

a € Z(R) veya [a,a([s,u])] =0
elde edilir. Boylece her s € R, u € U igin [a, a([s,u])] = 0 olur. a bir homomorfizma
oldugundan her s € R, u € U igin
0 = @ a(ls,u)] = [a, [a(s), a(w)]]
olur. Yani her u € U igin
la, [a(R), a)]] = (0)

dir. a bir 6rten dontisiim oldugundan
[[R,a(u)],a] =(0),YueU

oldugu goriiliir. Son ifade Jacobi zdesligi uygulanarak diizenlendiginde her r € R igin
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0 =[[r,a@)], a] = [[r,al,a@)] + [r, [a(w), a]]

saglanir. Yani herr € R, u € U i¢in
[[r,al,a@)] + [r, [a(w),a]] = 0

dir. Ote yandan [U,a] = (0) oldugundan Lemma 3.2.7 uygulanarak [a(U),a] = (0)
oldugu bulunur. [[r,al,a@)] + [, [a(w),a]] = Oesitligi  [a(u),a] =0 olmasi
kullanilarak diizenlendiginde her r € R, u € U igin [[r, al, a(u)] = 0 elde edilir. Boylece
her u € U i¢in

[[R, al, a(w)] = (0)
dir. Her r € R igin I,(r) = [r, a] olarak tanimlanan doniisim a ile belirlenen bir ig tiirev
olmak iizere [[R, a], a(w)] = (0) esitligi yeniden diizenlendiginde her u € U igin

(e la) R) = (0)
oldugu goriilir. a € S;(R) iken I, = tol, oldugundan Lemma 3.1.10 uygulanarak

a€Z(R)veyaa(u) € Z(R), VueU
oldugu goriiliir. & bir otomorfizma oldugundan
a€Z(R)veyaU c Z(R)

sonucuna ulasilir.

Sonug¢ 3.2.9. R karakteristigi ikiden farkli bir o-asal halka, U, R halkasinin sifirdan
farkl1 bir o-(a, B)-Lie ideali ve B ile ¢ degismeli olmak tizere U < S;(R) ve [U,U] = (0)
ise U c Z(R) dir.

Teorem 3.2.10. R karakteristigi ikiden farkli bir o-asal halka, U, R halkasinin
sifirdan farkli bir o-(a, $)-Lie ideali, p ile o degismeli olmak iizere a € S,(R) ve
[U,alqp = (0) ise a € Z(R) veya U c Z(R) dir.

Ispat. Ubir o-(a,pB)-Lie ideal oldugundan her r€R, u€U igin

[[r, Ul pa(u), a]a,ﬁ = 0 olur. Elde edilen esitlik (a, B)-komiitator 6zellikleri kullanilarak
diizenlenirse
0= [[r, U]a,ﬁ,a]alﬁa(u) + [, ulg pa([u, al)
bulunur. [r,ul, g € U igin [[r, u]a,ﬁ,a]a,ﬁ = 0 oldugundan
[r,ulgpa((u,al) =0, VreR, ueU

elde edilir. s € R olmak tizere r yerine B(s)r yazilip elde edilen ifade («, )-komiitator

ozellikleri ve [r,u]q ga([u, a]) = 0 olmas: kullanilarak diizenlendiginde

0=[B)r,ulgpa(fu,al) = B()[r, ulapalfu, al) + B([s, uDra([u, a])

36



= B([s, uDra([u, al)

bulunur. Yani
B([s,uDRa([u, a]) = (0), VSER, ueU (3.12)

olur. Kabul edelim ki u € U N S;(R) olsun. (3.12) esitliginde s yerine o(s) yazilir ve
elde edilen ifadede £ ile ¢ nin degismeli olmas1 kullanilirsa

(0) = B([o(s), uDRa([u, al) = B(o([s,uD) )Ra([u, al) = a(B([s, ul))Ra([u,al)
bulunur. Yani

B(s,uDRa([u,a]) = a(,B([s, u]))Ra([u, al]) =(0),vseR,ue UnNS,(R)
elde edilir. R halkasinin c-asalligi ve «a, f doniisiimlerinin birer otomorfizma olmasi
kullanilarak her u € U N S;(R) i¢in u € Z(R) veya [u, a] = 0 oldugu goriiliir. Boylece

[u,a] =0, vu e UNS,(R)
olur.

Keyfi bir u € U alalim. Bu durumda u — o(u) € U N S;(R) dir. [u —o(u),a]l =0
olur. Yani [u, a] = [o(w), a] dir. (3.12) ifadesinde s yerine a(s), u yerine a(u) yazilir ve
elde edilen ifade S ile ¢ nin degismeli olmasi kullanilarak diizenlenirse

(0) = B([a(s), s DRa([o(w), a]) = B(a([s,ul))Ra([o(w),a])

= B(a(ls,ul))Ra([w,a]) = a(B([s,ul))Ra([w, a])
bulunur. Bu durumda
0(,8([5, u]))Ra([u, a]) = (0), VsER, uelU
olur. Son esitlik (3.12) ifadesi ile birlikte diistiniiliirse
B(s,uDRa([u,a]) = a(ﬁ([s, u]))Ra([u, al])=(0), VS€ER,ueU

oldugu goriiliir. Halkanin o-asalligi kullanilarak her s € R, u € U igin B([s,u]) = 0 veya
a([u, a]) = 0 elde edilir. @, B birer otomorfizma oldugundan her u € U igin

u € Z(R)veya[u,al =0
olur. Buise [U, a] = (0) olmasi demektir. Teorem 3.2.8 uygulanarak

a € Z(R)veyaU c Z(R)
oldugu bulunur.

Sonug¢ 3.2.11. R karakteristigi ikiden farkli bir o-asal halka, U, R halkasinin sifirdan
farkl1 bir o-(a, )-Lie ideali, § ile o degismeli olmak iizere U c S,(R) ve [U, U],z = (0)
ise U c Z(R) dir.
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Teorem 3.2.12. R Kkarakteristigi ikiden farkli bir o-asal halka, U, R halkasinin
sifirdan farkli bir o-(a,8)-Lie ideali, B ile o degismeli olmak iizere a € S,(R) ve
[U,alqp € Copise a € Z(R) veya U c Z(R) dir.

Ispat. Her r € R, u € U igin [[u, a]“'ﬂ’r]a/; = 0 olur. Bu esitlik genellestirilmis
Jacobi dzdesligi uygulanarak diizenlenirse her r € R, u € U igin

0=[[w a]a,ﬁ,r]a’ﬁ = [[w, r]a‘ﬁ,a]a‘ﬁ + [u, [a,r]]a’ﬁ
oldugu bulunur. [u,7],p € U oldugundan, hipotezden, [[u,r]a,ﬁ,a]a 5 € Cap dir. Cap

kiimesi toplama islemine kapali oldugundan

[u, [a,r]]a,ﬁ € Cyp, VreR, uelU

elde edilir. Bu durumda her s € Ricin |[w, [a,r]] 5| = 0 olur. Elde edilen esitlikte 7
y a‘B

yerine ra yazilip elde edilen ifade (a, 8)-komiitator ozellikleri ve [[u, [a, r]]aﬁ, s] =0
] a'ﬁ

olmas1 kullanilarak dizenlenirse

0= [[u, [a,ra]]a,ﬁ,s] = [[u,r[a, al + [a, r]a]a,ﬁ,s]a’ﬁ

ap

= [wlarlalegs], , =|BUarDuales + [wlar]], a@)s]

ap

= [ﬁ([a, rDlu, a]a,ﬁ,s]a’ﬁ + [[u, [a, r]]a,ﬁa(a),s]

ap

= :B([a! r])[[u, a]a,ﬁﬂs]a’ﬁ + ﬁ([[a' r],s])[u, a]a,ﬁ
+ [[u, [a, r]]a,ﬁ,s]a'ﬁ a(a) + [u, [a, r]]a,ﬁa([a, s])

bulunur. Yani herr,s € R, u € U igin

ﬁ([a! r])[[u, a]a,[)’fs]a‘ﬁ + ﬁ([[a' r],s])[u, a]a’,ﬁ
+ [[u, [a, r]]a’ﬁ,s]a‘ﬁ ala) + [u, [a, r]]a,ﬁa([a, s)=0

olur. Bu ifade [u,a]yp € CopVe [w [a, r]]a € Cqp olmast  kullanilarak yeniden

B

diizenlendiginde

ﬁ([[a,r],s])[u, algp + [u, [a,r]]a,ﬁa([a, s]) =0, Vr,s€R, uelU

oldugu goriliir. Son esitlikte s yerine a yazilir ve elde edilen ifade (a,)-komiitator

ozellikleri kullanilarak dizenlenirse

0= ,B([[a, r],a])[u, algp + [u, [a,r]]a’ﬁa([a, al) = B([[a, r],a])[u, alqp
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bulunur. Yani

,B([[a, r],a])[u, algp =0, Vre€R, uelU
olur. Yukaridaki esitlik s € R olmak tizere a(s) ile sagdan ¢arpilir ve elde edilen ifade
[u,alqp € Cqp olmast kullamilarak yeniden diizenlenirse her 7,s €R, u € U igin
,B([[a,r],a])ﬁ(s)[u, algp = 0 olur.

Yaniherr € R, u € U igin
B([la,r], a])B(R)[w, ale,p = (0)

bulunur. g 6rten bir doniisiim oldugundan

B([la.r],a])Rlw,algp = (0), VreR uel
elde edilir. Son esitlikte r yerine o(r) yazilip elde edilen ifade a € S,;(R) ve B ile ¢ nin

degismeli olmasi kullanilarak diizenlenirse
0) = B([la, 7], a])R[u, alo g = B([[a,o(")], a])R[w, alap
=0 (B([[a, r], a])) Rlu,algp

bulunur. Bu ise
ﬁ([ar]a])Ruaaﬁ—a(ﬁ([ar a])) [u,alyp = (0), VreER, uelU
olmas1 demektir. Boylelikle R halkasinin o-asalligi kullanilarak her r € R, u € U i¢in
,B([[a, r],a]) =0veya[u,algp =0
oldugu goriiliir. § bir otomorfizma oldugundan
[[a,R], a] = (0) veya [U,alss = (0)
elde edilir.
Kabul edelim ki [U,a],g # (0) olsun. Bu durumda [[a, R],a] = (0) dir. Her
r € R icin 1,(r) = [r,a] olarak tamimlanan a ile belirlenen bir i¢ tiirev olmak {lizere
1,>(R) = (0) olur. a € S,(R) iken I,0 = +0I, oldugundan Lemma 3.1.10 uygulanarak
a € Z(R) oldugu bulunur. Boylece
a € Z(R) veya [U,alqz = (0)
dir. [U,a]q s = (0) olmas1 durumunda Teorem 3.2.10 uygulanarak
a€Z(R)veyalU c Z(R)
oldugu bulunur.
Sonuc 3.2.13. R karakteristigi ikiden farkli bir o-asal halka, U sifirdan farkli bir o-
(a,B)-Lie ideali, g ile o degismeli olmak iizere U < S;(R)Vve [U,Ulgp € Cyp ise
U c Z(R) dir.

39



Teorem 3.2.14. R karakteristigi ikiden farkli bir g-asal halka, U sifirdan farkli bir o-
(a, B)-Lie ideali, B ile o degismeli olmak iizere U ¢ Z(R)ve U & Cypise [R,M],p5 c U
fakat [R, M], g & Cqp olan R halkasinin sifirdan farkli bir M o-ideali vardr.

Ispat. U, R halkasmin bir o-(a, §)-Lie ideali oldugundan Lemma 3.2.3 den T (V)

kiimesinin U < T(U) olan R halkasinin hem althalkas1 hem de Lie idealidir. Ote yandan

Lemma 3.2.4 den [[T(U), B(T(U))]] R c T(U) dur. Boylelikle

[0, W)IR < [[TW), BT W))]| R < T(W)
olur. Yani
[U,BW)]IR c T(U)
dir. T(U), R halkasmin Lie ideali oldugundan
[R, [U,B(VNIR] c [R,T(U)] € T(U)
saglanir. Bu durumda her r,s € R, u,v € U i¢in
[s, [w, BW)]r] = [w, BW)][s, 7] + [s, [u, BW)]]r € T(V)
olur. [U,B(U)]R < T(U) oldugundan [u, B(v)][s,r] € [U,B(U)IR < T(U) bulunur. T(U)
kiimesi toplama islemine kapali oldugundan [u,B(v)][s,r] + [s, [u,,b’(v)]]r eETU) ve
[u, B(V)][s,r] € T(U) olmasi birlikte diistiniildiigiinde
[S, [u,ﬁ(v)]]r eETWU), Vr,seR,uveU
oldugu bulunur. Bu ifade komiitator carpim 6zellikleri kullanilarak diizenlendiginde
[s, [w, B]|r = s[w, BW)]Ir — [w, BW)]sr
olur. Yani herr,s € R, u,v € U i¢in
s[u, BW)]r — [u, Bw)]sr € T(V)
elde edilir. [u,B(v)]sr € [U,BWU)]R c T(U) saglandigindan ve T(U), R halkasmin
toplamsal bir altgrubu oldugundan her s € R, u,v € U igin
s[u, B(W)]r € T(U)

olur. Bu ise

R[U,B(U)]R c T(U) (3.13)
olmas1 demektir.

M = R[U,B(U)]R olsun. Agiktir ki M, R halkasimnin bir idealidir. Kabul edelim ki

M = (0) olsun. Bu durumda R[U,B(U)]R = (0) dir. R halkas1 kendisinin bir o-ideali

oldugundan Lemma 3.1.4 art arda uygulanarak
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[U, B(D)] = (0)
oldugu bulunur. Ustelik [U, B(U) n S,(R)] c [U, B(U)] = (0) olur. Bu ise
[U, B(U) N Sz(R)] = (0)
demektir. B(U) N S;(R) € S,(R) ve U & Z(R) oldugu i¢in Teorem 3.2.8 uygulanarak
BU) N Ss(R) € Z(R)
oldugu bulunur. Keyfi bir u € U alalim. Bu durumda u — o(u) ve u + o(u) € U N S;(R)
dir. B ile o degismeli oldugundan S(u—o(u)), B(u+ o)) € S,(R) olur. Ustelik
,B(u — a(u)), ,B(u + a(u)) € B(U) dir. Yani
Bu—o@)), Blu+aw) e BU)NS,(R)
olur. B(U) n S;(R) c Z(R) olmasi kullanildiginda ise
,B(u — a(u)), ﬁ(u + a(u)) € Z(R)
oldugu goriiliir. Z(R), R halkasinin bir althalkasi oldugundan toplama islemine kapalidir.
Boylece
,B(u - a(u)) + ﬁ(u + a(u)) =2B(u) € Z(R)
olur. Bu durumda halkanin karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilarak her u € U
icin B(u) € Z(R) oldugu bulunur. Boylece B bir otomorfizma oldugundan her u € U igin
u € Z(R) olur. Bu ise U ¢ Z(R) olmast ile celisir. O halde M = (0) dir. Ustelik S ile o
degismeli oldugundan
o(M) = o(R[U,B(VIR) =R[U,B()IR =M
dir. Boylece M, R halkasinin sifirdan farkli bir o-ideali olur. (3.13) ifadesine geri
dontildiigiinde (0) # M = R[U,B(U)]R c T(U) oldugu goriilir. M c T(U) olmas1 ve
T(U) kiimesinin tanimi kullamlarak [R,M]yp € [R,T(U)]lgp € U oldugu bulunur.
Boylece (0) # M c T(U) olan R halkasmin sifirdan farkli bir o-idealidir ve
[R,M]qp c U
saglanir.

Kabul edelim ki [R,M], g © Cq4p olsun. I.(m) = [r,m], s olarak tammlanan r ile
belirlenen bir (a, £)-i¢ tiirev olmak iizere [R, M]y 3 < Cqp ifadesi yeniden diizenlenirse
I.(M) c C,p oldugu bulunur. Teorem 3.1.9 uygulandiginda celiski elde edilir. O halde
[R,M]gp & Cqp dur.

Teorem 3.2.15. R karakteristigi ikiden farkli bir o-asal halka, U sifirdan farkli bir o-
(a, B)-Lie ideali, g ile o degismeli ve a, b € R olmak iizere U & Z(R) ve U & Cg p iken
aUb = o(a)Ub = (0) isea = 0veya b = 0 dir.
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Ispat. U ¢ Z(R)ve U ¢ Ca,p Olan bir o-(a, B)-Lie ideal oldugundan Teorem 3.2.14
uygulanirsa [R,M], s < U fakat [R,M], 3 & C,p Olan R halkasmin sifirdan farkli bir M
o-ideali vardir. [R,M]ogcU ve aUb=o0o(a)Ub=(0) olmast kullanilarak
a[R,M]4 b c aUb = (0) ve 6(a)[R,M]zb € d(a)Ub = (0) oldugu goriilir. Yani

a[R, Mg zb = o(a)[R, Mg zb = (0) (3.14)

olur. Bu durumda keyfi bir meM ve u€U icin [oc(a)u,mlyp € [R,M],p c U
oldugundan alo(a)u,m]opb =0 bulunur. Bu esitlik (a, f)-komiitatér ozellikleri
kullanilarak diizenlendiginde
0 = alo(a)u,m],gb = ac(a)[u,mlyzb + alo(a), f(m)]ub
elde edilir. Yani her m € M, u € U i¢in ac(a)[u, m],zb + alo(a), (m)]ub = 0 olur.
[u,mlyp € [R,M],p € U oldugundan (3.14) ifadesi kullanilarak o(a)[u,m]y b =0
bulunur. ac(a)[u, m]g b + alo(a), F(m)]ub = 0 ifadesi o(a)[u,m]qzb =0 olmasi
kullanilarak diizenlendiginde al[o(a), S(m)]Jub = 0 olur. Bu esitlik komiitatér ¢arpim
ozellikleri uygulanarak diizenlendiginde
0 = alo(a),B(m)]ub = ac(a)B(m)ub — af(m)c(a)ub
oldugu goriliir. Elde edilen ifade, hipotezden, o(a)ub =0 olmasi kullanilarak
diizenlenirse
ac(a)B(M)ub = (0), VYu€eU
bulunur. Ustelik o (aa(a)) = o(a(a))o(a) = as(a) oldugundan
ac(a)B(M)ub = a(aa(a))ﬁ(M)ub =(0), VYueU
saglanir. M, R halkasinin sifirdan farkli bir o-ideali ve £ ile ¢ degismeli oldugundan
B(M), R halkasinin sifirdan farkli bir o-idealidir. Boylelikle Lemma 3.1.1 uygulanarak
ac(a) = 0 veya her u € U i¢in ub = 0 oldugu bulunur. Yani
ac(a) = 0veya Ub = (0)
dir. Ub = (0) olmasi durumunda Lemma 3.2.6 uygulanarak b = 0 oldugu bulunur.
Boylece
ac(a) =0veyab =0
elde edilir. Kabul edelim ki b # 0 olsun. Bu durumda ac(a) = 0 dir. Her n,m € M i¢in
[o(a)n,m]qp € [R,M],p Ve [R,M]yp < U oldugundan [o(a)n, m],p € U olur. Hipotez

uygulanarak al[o(a)n,m],zb = 0 oldugu goriiliir. Bu esitlik (a, £)-komiitator 6zellikleri
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kullanilarak diizenlendiginde

0 = al[ag(a)n, m]qzb = ac(a)na(m)b — af(m)o(a)nb
bulunur. Yani her n,m € M igin

ac(a)na(m)b — af(m)c(a)nb =0
dir. ac(a) =0 olmasi kullanilarak diizenlendiginde ise her n,m € M igin
af(m)a(a)nb = 0 oldugu goriiliir. Yani
aB(M)a(a)Mb = (0)
dir. B(M), R halkasinin bir o-ideali oldugundan
a(aB(M)a(a)) = a(a(a))a(B(M))o(a) = aB(M)a(a)
saglanir. Boylelikle
af(M)a(a)Mb = a(a,B(M)a(a))Mb = (0)

olur. M, R halkasinin bir o-ideali oldugundan Lemma 3.1.1 uygulanarak b # 0 iken

ap(M)a(a) = (0) (3.15)

elde edilir. Ote yandan her u € U, m € M igin [au, mlqp, [w,mlyp € [R,M]gp ve
[R,M]qz < U oldugundan [au,m],p, [w,m]qp € U dir. Bdylece her u € U, m € M igin
alau,m], gb = 0 olur. Bu esitlik (a, §)-komiitator 6zellikleri kullanilarak diizenlenirse

0 = alau,m], b = aalu,m]qzb + ala, B(m)]ub
bulunur. Yani heru € U, m € M igin

aalu,ml,gb + ala, f(m)]ub = 0
dir. [u,m],p € U oldugundan alu,m],gb = 0olur. aalu,m],zb + ala, F(m)Jub = 0
esitligi a[u, m], gb = 0 olmasi kullanilarak diizenlendiginde her u € U, m € M igin
ala, B(m)Jub =0

elde edilir. Bu ifade komiitator ¢arpim 6zellikleri uygulanarak diizenlenirse

0 = al[a, B(m)]ub = aaB(m)ub — af(m)aub
bulunur. Elde edilen esitlik aUb = (0) olmasi kullanilarak diizenlendiginde

a’f(M)ub = (0), Vue€eU

elde edilir.

Benzer olarak her u € U, m € Migin [o(a)u,mlyp, [u,ml,p € [R,M],p Ve
[R,M]gp € U oldugundan [o(a)u,m]qp, [u,mles € U olur. Her u € U, m € M igin

o(a)[o(a)u,m], b = 0 oldugu goriiliir. Bu esitlik (a, f)-komiitatér Ozellikleri
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kullanilarak diizenlendiginde
0 =og(a)[o(a)u,mlepb = g(a)a(a)[u,ml,pb + a(a)[a(a), B(m)]ub
oldugu bulunur. Yani heru € U, m € M igin
o(a)a(a)[u,mlypb + o(a)[a(a), B(m)]ub = 0
dir. Ote yandan [u,m],z € U oldugundan o(a)[u,mly,sb =0 olur. Bu durumda
o(a)a(a)[u,mlypb + o(a)[a(a), B(m)]ub = 0 esitligi diizenlendiginde
o(a)[o(a),B(m)]ub = 0, VueU, meM
elde edilir. Bu ifade komiitator ¢arpim 6zellikleri uygulanarak diizenlendiginde
0 =o(a)[a(a), B(m)ub = a(a)a(a)f(m)ub — o(a)f(m)o(a)ub
bulunur. Elde edilen esitlik o (a)Ub = (0) olmasi kullanilarak diizenlendiginde ise
o(a)?B(M)ub = (0), Vu€eU
bulunur. Boylece
a’p(M)ub = a(a?®)B(M)ub = (0), Yu€eu
olur. Ustelik M sifirdan farkli bir o-ideal ve file o degismeli oldugundan B(M),
R halkasmin sifirdan farkli bir o-idealidir. Boylece Lemma 3.1.1 uygulanarak a? = 0 veya
her u € U igin ub = 0 oldugu bulunur. Bu ise
a’ = 0veya Ub = (0)
olmasi demektir. Ub = (0) olmasi durumunda Lemma 3.2.6 uygulanarak b = 0 veya
U c Z(R) oldugu bulunur. b # 0 ve U ¢ Z(R) oldugundan Ub = (0) olamaz. O halde
a’=0
dir. Keyfi nmeM i¢in [an,m],z € [R,M],p Ve [R,M],z < U oldugundan
[an,m],p € U olur. Bu durumda alan,m], b = 0dir. Son esitlik (a, f)-komiitator
ozellikleri uygulanarak ve a? = 0 olmas1 kullanilarak diizenlenirse
0 = alan,m],zb = a’*na(m)b — af(m)anb = af(m)anb
bulunur. Boylece
af(M)aMb = (0)
elde edilir. Benzer olarak her n,m € M i¢in [o(a)n,m],p € [R,M],z © U oldugundan
[c(a)n,m],p € U dir. Béylece o(a)[an,m],gb = 0bulunur. Bu esitlik de (a,f)-
komiitator 6zellikleri uygulanarak ve a? = 0 olmasi kullamlarak diizenlenirse
o(a)p(M)a(a)Mb = (0)
elde edilir. B(M), R halkasinin bir o-ideali oldugundan

a(ap(M)a) = a(a)o(B(M))o(a) = o(@)f(M)a(a)
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saglanir. Yani o(af(M)a) = a(a)B(M)a(a) olur. Boylece a(a)B(M)a(a)Mb = (0)
ifadesi yeniden diizenlenirse
(0) = o(@)p(M)o(a)Mb = a(ap(M)a)Mb
oldugu goriilir. Bu ise
o(ap(M)a)Mb = (0)
olmas1 demektir. Boylelikle
af(M)aMb = o(af(M)a)Mb = (0)
olur. M, R halkasmin sifirdan farkli bir o-ideali oldugundan Lemma 3.1.1 uygulanarak
b+#0 iken af(M)a = (0) oldugu bulunur. Son esitlik (3.15) ifadesi ile beraber
diisiiniildigiinde
ap(M)a = af(M)a(a) = (0)
oldugu gortlir. (M), R halkasinin sifirdan farkli bir o-ideali oldugundan Lemma 3.1.1
uygulanarak a = 0 oldugu bulunur. Béylece b # 0 iken a = 0 dir.
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BOLUM 4
GENELLESTIRILMIiS TUREVLER UZERINE

4.1. i¢ Tiirev ile Belirlenen Genellestirilmis Tiirevlerin Bir Lie Halkasi

Bir R halkasi ilizerinde tanimli biitiin tiirevlerin kiimesi D(R) olmak lizere her
d,h € D(R) i¢in [d,h] = dh — hd olarak tanimlanan islem ile D(R) bir Lie halkadir.
Sabit bir a € R i¢in i;:R - R, i,(x) = [a, x] olacak sekilde tanimlanan a elemani ile
belirli biitiin i¢ tiirevlerin kiimesi /(R) olmak iizere her iy, i, € I(R) igin [ig, ip] = i[gp)
carpimi ile I(R) kiimesi de D (R) Lie halkasinin bir Lie althalkasidir.

R halkasi tizerindeki Lie yapist L(R) olmak tizere Jacobson (1937) yaptig1 ¢calismada
0:L(R) — I(R) iken her r € R i¢in 6(r) = i, olacak bigimde tanimlanan doniisiimiin bir
Lie epimorfizma ve ¢ekirdeginin halkanin merkezi Z(R) oldugunu gostermistir.
Ustelik Z(R), L(R) Lie halkasmnin bir Lie ideali oldugundan L(R)/Z(R) = I(R) oldugunu
ispatlamistir.

Ali ve Chaudhry (2011), Bresar (1991) tarafindan tanimlanan genellestirilmis tiirev
tanimin1 kullanarak R halkasi tizerinde tanimli biitiin genellestirilmis tiirevlerin kiimesini
Gder(R) ile gostermis ve her fi,f, € Gder(R) icin [f, fo] = fifa — fof: olarak
tanimlanan islem ile Gder(R) kiimesinin bir Lie halka oldugunu ispatlamistir. Benzer
olarak biitiin genellestirilmis i¢ tiirevlerin kiimesinin de Gder(R) Lie halkasinin bir Lie
althalkasi oldugunu gostermislerdir.

Bu bolimde Jacobson (1937), Ali ve Chaudhry (2011) tarafindan yapilan
calismalardan esinlenerek Gder(R) Lie halkasinin bir Lie althalkasi tizerinde bulunan bazi
sonuglar verilmistir.

Bu boliim boyunca R bir halka ve a, B:R — R halka homomorfizmalar1 olarak
aliacaktir.

Lemma 4.1.1. (Jacobson, 1937, Teorem 3) 6:L(R) —» I(R), r € R i¢in O(r) = i,
olacak bigcimde tanmimlanan doniisim bir Lie epimorfizmadir ve ¢ekirdegi Z(R) dir.
Boylece Z(R), L(R) Lie halkasmin bir Lie ideali oldugundan L(R) / Z(R) = I(R) dir.

Lemma 4.1.2. (Jordan ve Jordan, 1978, Lemma 4) R karakteristigi ikiden farkli olan
bir asal halka ise Z(R), L(R) Lie halkasinin bir asal Lie idealidir. Béylece I(R) bir asal
Lie halkasidir.
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Lemma 4.1.3. (Jordan ve Jordan, 1978, Lemma 6) R bir 2-torsion free yariasal halka
ise Z(R), L(R) Lie halkasmin bir yariasal Lie idealidir. Béylece I(R) bir yariasal Lie
halkasidir.

Lemma 4.1.4. a € R olmak iizere f,:R — R, x € R igin f,(x) = [x, a], g olarak
tanimlanan doniigtim i_, ) i¢ tiirevi ile belirli bir genellestirilmis tiirevdir.

Ispat. Keyfi x,y €R i¢in fy(x+y)=[x+yal,s ifadesi (a,B)-komiitatdr
ozellikleri uygulanarak diizenlenirse

fax +y) =[x +y,alap =[x, alep + [y, alap = fa(x) + fo(¥)
olur. Yani her x,y € R igin

fa(x +y) = fo(x) + fa(¥)
dir. Keyfi x,y €R i¢in f,(xy) =[xy, al,pifadesi (a,p)-komiitatér ozellikleri

uygulanarak diizenlenirse i_4):R 2 R, x €R i¢in i_yg(x) = [—a(a),x] olacak
bi¢imde taniml1 bir i¢ tiirev olmak tizere her x, y € R i¢in
fa(xy) = [xy,alap = [x, alapy + x[y, a(a)]

=[x, alqpy + x[—a(a),y]

= fa(0)y + xi_q@)(¥)
oldugu goriiliir. Bu ise her x,y € R igin

fa(xy) = fa(x)y + xi_q@y ()
olmas1 demektir. O halde f;, i_,(q) i¢ tiirevi ile belirli bir genellestirilmis tiirevdir.
Lemma 4.1.5. R halkasinda

Na,ﬁz{aERHr,a]a,ﬁ:O, VTER}

olarak tanimlanan kiime hem althalka hem de Lie idealdir.
Ustelik R bir yariasal halka ise
Nos = {a € R | a(a) = B(a) € Z(R)
dir.
Ispat. a,b € N, g alalim. Keyfi bir r € R i¢in [r,a — b],p Ve [r,abl,p ifadeleri
(a, B)-komiitatdr 6zellikleri ve a,b € N, g olmasi uygulanarak diizenlenirse
[r,a—Dblgp =I[ralgp —[r,blagg=0-0=0
ve
[r,ablag = [, lapa(d) + B@)r,blap =0~ 0 =0

oldugu goriiliir. Yani her r € R i¢in [r,a — blepz =0 ve [r,ab],p =0 olur. Bu ise

a—b, ab € N, g olmas1 demektir. Béylece N, g kiimesi R halkasimin bir althalkas: olur.
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Ustelik 7,s ER ve a € Ny p icin [r, [s, a]]a p ifadesi genellestirilmis Jacobi

ozdesligi ve a € N, g olmasi kullanilarak diizenlendiginde

[T', [S, a]]a = [[rﬁ S]a,ﬁ'a]a‘ﬁ - [[T, a]a'ﬁ's]a,ﬁ =0

B
bulunur. Bu durumda her r,s € R ve a € N,z i¢in [r,[s, a]]aﬁ =0 dir. Boylece her

SER, a € Nyp icin [s,a] € Ny g elde edilir. Bu ise N kiimesi R halkasmin bir Lie
ideali demektir.
Kabul edelim Ki R bir yariasal halka olsun. Her r,s € R, a € N, icin [rs,al,p = 0
oldugundan bu ifade (a, §)-komiitator 6zellikleri uygulanarak diizenlenirse
0=[rs,algp = [r,algps +7[s,ala)] =7[s,ala)]
bulunur. Yani her r,s € R ve a € N,z igin
rls,a(a)] =0
dir. Bu ise a € N, icin R[R,a(a)] = (0) olmasi demektir. Bu durumda R bir yariasal
halka oldugundan a(a) € Z(R) olur.
Ustelik a € Ny oldugundan her r € R igin [r,al,p = 0 saglamr. Bu ifade
a(a) € Z(R) olmasi kullanilarak diizenlendiginde
(a(@) ~ B@)R = (0)
oldugu goriiliir. R bir yariasal halka oldugundan a(a) = f(a) € Z(R) dir.
Not 4.1.6. Sabit bir a € R ve keyfi bir x € R igin
fa(x) = [x,alqp = xa(a) — B(a)x
= xa(a) + (—ﬁ(a))x
ifadesi saglanir. Bu ifade u = a(a) ve v = —f(a) olmak tizere diizenlenirse
fa(x) = xu+ vx
genellestirilmis i¢ tiirevi elde edilir. Bu sekilde tanimlanan genellestirilmis i¢ tiirevlerin
kiimesini f3 ile gosterecek olursak
fa={faR>R| foa(x) = [x,alap a € R}
olur. (a, B)-komiitator 6zellikleri kullanilarak her f, f;, € fr ve r € R igin
(fa = o) (1) = fa(r) = fy(r) = [r,algp — [, blap
=ra(a) — B(a)r — (ra(b) — (b)r)
=ra(a) — B(a)r —ra(b) + B(b)r
=ra(a) —ra(b) — (B(a)r — f(b)r) =ra(a—b) — B(a—b)r
=[r,a=blop = fa-b ()
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elde edilir. Yani her f,, f,, € fz i¢in

fa = 1o = fa-b (4.1)

olur. Genellestirilmis Jacobi 6zdesligi uygulanarak her f,, f, € fr Ve r € R igin
(o D) = uf — ol () = £u(fo() — fo(fa (™)
= fu([r, blap) — fo(lr, alap) = [[r, b]a,ﬁ:a]aﬁ — [[r, a]a,ﬁ:b]a’
=[r.[b.al], , = (fna) @

saglandig1 goriliir. Yani her f,, fi, € fz icin

B

[farfb] = f[b,a] (4.2)

dir. Boylece her f, fj, € fr igin
fa = fo = fa-b € fr Ve fa fol = fiva € fr
olur.
Lemma 4.1.7. fz ={fs:R > R| fu(x) = [x,alyp,a € R} kiimesi Gder(R) Lie
halkasinin bir Lie althalkasidir.
Ispat. (4.1) ve (4.2) ifadelerinden her f,,f, € fz icin f, — f, = fap € fr VE
[far fo ] = fib,a] € fr oldugu goriiliir. O halde f kiimesi Gder(R) Lie halkasmin bir Lie
althalkasidir.
Lemma 4.1.8. Sabit bir a € R i¢in asagidakiler saglanir:
i ffa=—fa
ii. u€Riginl,;:R - R, [,(x) =ux (x € R) olmak iizere
fa=l-a@ * ka-pr@
bi¢imindedir.
iii. u € Riginn,;: R - R, 1,(x) = xu (x € R) olmak iizere
fa =ip@ * T@-p)@
bi¢imindedir.
iv. Eger a(a) = B(a) € Z(R) ise f, = 0dir. Tersine, f, = 0 ve R bir yariasal
halka ise a(a) = B(a) € Z(R) dir.
V. A, R halkasimnin bir Lie ideali ise f, = {f, € fr | a € A} kiimesi f; Lie

halkasinin hem Lie althalkasi hem de Lie idealidir.
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ispat.
(i) Keyfi bir x € R igin
fra(®) = xa(=a) = f(~a)x = —xa(a) - (—(a))x
= —(xa(a) — B(@))x = —[x,alqp
= —(fa(®)) = (-f) )
saglandigindan f_, = —f, dir.
(ii) Keyfi bir x € R igin
fa(x) = xa(a) - B(@)x = xa(a) — f(a)x + a(a)x
= (xa(a) — a(a)x) + a(a)x — B(a)x
=[x, a(@)] + ((a@ = B)(@))x
oldugundan her x € R igin
fa@) = [x,a(@)] + ((@ = B)(a))x
dir. u € R igin [,;:R = R, l,(x) = ux (x € R) olacak bi¢iminde tanimli bir doniisim
olmak tizere f,(x) =[x, a(a)] + ((a — ﬁ)(a))x ifadesi yeniden diizenlenirse her x € R
i¢cin
fa(x¥) = [—a(a), x] + lig—pya)(®) = i_a@)(X) + La-p)@)(X)
= (i-a@ * la-pi@) )
saglandig goriiliir. Yani fo = i_g(q) + la-p)(a) dIT-
(iii) Keyfi bir x € R i¢in
fa(x) = xa(a) — f(@)x = xa(a) — B(a)x + xB(a)
= (xf(a) — B(a)x) + xa(a) — xB(a)
= [x, B(@)] + x((a = B)(@))
bulunur. Yani her x € R i¢in
fa@) =[x, B(@)] + x((a = B)(a))
dir. u €R i¢in 1r:R - R, 1,(x) = xu (x € R) olacak bi¢iminde tanimli bir doniigiim
olmak iizere f;(x) = [x,8(a)] + x((a — B)(a)) ifadesi yeniden diizenlenirse her x € R
i¢in
fo@) = [=B(@), 2] + T(ampy@ () = i) @) + Tampr (@)
= (i-p@ + T@-p@)®)
saglandig goriiliir. Yani f, = i_g(q) + T'(a—p)(a) dIT.
(iv) Kabul edelim ki a(a) = B(a) € Z(R) olsun. Bu durumda her x € R igin
fao(x) = xa(a) — fla)x = x(a(a) — ,B(a)) = 0 olur. Yani f; = 0 dur.
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Tersine, kabul edelim ki R bir yariasal halka ve f, = 0 olsun. Bu durumda her x € R
igin f,(x) = [x,alqz = 0 olur. Lemma 4.1.5 uygulanarak a € N, g oldugu bulunur. R bir
yariasal halka ve a € Ny 3 oldugundan tekrardan Lemma 4.1.5 uygulanarak

a(a) = B(a) € Z(R)
sonucuna ulasilir.

(v) Kabul edelim ki A, R halkasinm bir Lie ideali olsun. Bu durumda f, f;, € fa
alalim. f, kiimesinin taniminda a,b € A dir. Bu durumda a — b, [a,b] € A oldugundan
(4.1) ve (4.2) ifadeleri kullamlarak f, — f, = fa_p € fa Ve [fa, fo] = fip,a] € fa oldugu
goriiliir. Boylece f;, fr Lie halkasinin bir Lie althalkasidir.

Ustelik a € A ve r € R igin f, € f, Ve f. € fz alalm. A, R halkasmin bir Lie ideali
oldugundan [r,a] € A dir. Béylece [fy, fr] = fir.a) € fa oldugundan f;, fr Lie halkasinin
bir Lie idealidir.

Lemma 4.1.9. I(fg) = {fu € fa | iu(e) = 0} kilmesi f; Lie halkasiun hem Lie
althalkas1 hem de Lie idealidir. Ustelik

l(fr) = o € fr | faCxy) = fo(¥)y, Vx,y € R}
dir.

Ispat. f, f, € I(fz) alalm. I(fg) kiimesinin tanimmndan iyq) = 0 V€ iy = 0 dir,
Bu durumda ig(q—p) = ia(a) — la@p) = 0 — 0 = 0 olur. Bu ise

fa-b = fa — fo € I(fg)
demektir. Benzer olarak iy(q,p) = [ia(a) iapy] = [0,0] = 0 oldugundan
fiap) = [far fo] € U1(fr)
dir. Boylece I(fz), fr Lie halkasinin bir Lie althalkasidur.
fa € L(fg) Ve f, € fr alinirsa

lafar] = [ia(a)'ia(r)] = [0' ia(r)] =0
oldugundan fi,, € I(fz) bulunur. Bu ise her f, € I(fz), f; € fr i¢in [f;, fal € I(fR)
olmasi demektir. Boylece [(fz), fr Lie halkasinin bir Lie ideali olur.

fo doniisiimiiniin i_,,) i¢ tiirevi ile belirlenen bir genellestirilmis tiirev oldugu

kullanilirsa her x,y € R i¢in

fa09) = fa@)y + % (ima@ ) = fa@y + X(~la() 3 = fa()y
saglanir. Yani

l(fr) = {fa € fr | fa(xy) = fo(x)y, Vx,y €R}
dir.
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Lemma 4.1.1 asagidaki bicimde genellestirilmistir:

Teorem 4.1.10. g:L(R) » fzr ve her a€R igin g(a) = f_, olacak bigimde
tanimlanan doniisiim bir Lie epimorfizmadir ve gekirdegi N, g dir. Boylece N, g, L(R) Lie
halkasinin bir Lie ideali oldugundan L(R) / Ny g = f3 dir.

Ispat. (4.1) ve (4.2) ifadeleri kullanilarak her a, b € R igin

gla+b) = fap) = frasr(p) = fea + fop = g(a) + g(b)
ve

g(la, b)) = f—[a,b] = f[b,a] = [fo fol = [~fo —fo] = [f-a, f-b] = [g(a), g(b)]
oldugu goriiliir. Boylece g bir Lie homomorfizmadir. Agiktir ki her f,. € f5 igin

9=r)=fn=f
olacak bi¢imde en az bir —r € R var oldugundan g bir orten Lie homomorfizmadir.
Ustelik
kerg={a€R|g(a)=fo}={a€R|f =0}
={a €R|[x,a],p =0,Vx € R}
= Nyp
oldugundan I. Lie izomorfizma Teoremi uygulanarak L(R) / N, g = fg elde edilir.

Teorem 4.1.11. R bir yariasal halka ve «, R halkasi lizerinde tanimli bir
epimorfizma olsun. Bu durumda agagidakiler saglanir:

i.  h:fg > I(R), her f; € fr i¢in h(fy) = i_4(q) olacak bigimde tanimlanan
donistim bir Lie epimorfizmadir ve ¢ekirdegi L(fz) dir. Boylece I(fz), fr
Lie halkasinin bir Lie ideali oldugundan f / [(fzr) = I(R) dir.

ii. hg = 6a dir.

Ispat. (i) £, f, € fz alalim. Kabul edelim ki f, = £, olsun. Bu durumda her x € R
i¢in [x,a]qp = [x,b]qp Olur. Bu ise her x € R icin [x,a — b], s = 0 olmas1 demektir.
Lemma 4.1.5 uygulanarak a — b € N, 3 oldugu goriiliir. R bir yariasal halka oldugundan
Lemma 4.1.5 uygulanarak a(N, ) S Z(R) oldugu gbriiliir. O halde a(a — b) € Z(R) dir.
Boylece her r € R igin [r,a(a)] = [r,a(b)] olur. Yani i_,) = i_gp) dir. Bu durumda
h(f,) = h(fp) olur. Boylece h doniistimii iyi tanimhidir. Her f, f;, € fz igin

h(fa + fb) = h(fa+n) = i—a@+p) = i—a(@)-a®) = i-a(@) T i—ap) = h(fa) + h(fy)
ve

h(lfw fo]) = h(fiv.a1) = i—a(.a) = laar) = lic@ iaw)]

= [icet@y i-atn] = [h(F), h(f)]

52



saglandigindan h bir Lie homomorfizmadir. x € R olmak iizere bir i, € I(R) alalim.
a orten oldugundan x = a(y) olacak bigimde en az bir y € R vardir. Bu durumda
L = la@y) = l_(ca@) = I-(a(-y) = h(f—y)
olacak bigimde f_,, € fz var oldugundan h bir Lie epimorfizmadr. Ustelik
kerh = {fa € fr | h(fo) = 0}

= {fa € fr | it = 0}

= 1(fr)
oldugundan I. Lie izomorfizma Teoremi uygulanarak fz / I(fz) = I(R) elde edilir.

(ii) Lemma 4.1.1, Teorem 4.1.10 ve Teorem 4.1.11 (i) de tanimlanan fonksiyonlar
kullanilarak her r € R igin

(hg) () = h(g(") = h(f-r) = imater) = i_(catm) = ity = 0(a®) = @)
oldugu goriiliir. Boylece hg = fa dir.

Sonu¢ 4.1.12. R karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve @, R halkasi
tizerinde tanimli bir epimorfizma ise fr / l(fg) bir asal Lie halkasidir. Boylece [(fz), fxr
Lie halkasinin bir asal Lie idealidir.

Ispat. Lemma 4.1.2 den I(R) asal Lie halkasidir. Teorem 4.1.11 (i) ifadesinden
fr / U(fr) = I(R) bulunur. Bu iki ifade beraber diistiniiliirse fz / [(fg) asal Lie halkasi
olur. Boylece I(fg), fr Lie halkasimnin bir asal Lie idealidir.

Sonu¢ 4.1.13. R bir 2-torsion free yariasal halka ve a, R halkas1 iizerinde bir
epimorfizma ise fz / L(fg) bir yariasal Lie halkasidir. Boylece [(fz), fr Lie halkasimnin bir
yariasal Lie idealidir.

Ispat. Lemma 4.1.3 den I(R) bir yarasal Lie halkasidir. Teorem 4.1.11 (i)
uygulanarak  fr / l(fg) = I(R) bulunur. Bu iki ifade beraber disiiniilirse fz / L(fg)
yariasal Lie halkasi olur. Boylece [(fz), fr Lie halkasinin bir yariasal Lie idealidir.

Teorem 4.1.14. A ve B, R halkasinin Lie idealleri olsun. fz bir asal Lie halkasi ise
[f4, fg] = (0) olmasi durumunda f,; = (0) veya fz = (0) duir.

Ispat. f; asal bir Lie halkasi oldugundan Teorem 4.1.10 uygulanarak L(R) / N,z de
bir asal Lie halka olur. Boylece N, g, R halkasinin bir asal Lie idealidir. Kabul edelim ki
[f4, fg] = (0) olsun. Bu durumda (4.2) ifadesi uygulanarak her f, € f, ve f, € fp igin
0 = [fa, fo] = fip,a) 0ldugu goriiliir. Yani her a € A, b € B i¢in fp 41 = 0 dir. Bu ise her

r € R igin [r, [b, a]]” = 0 olmasi demektir. Lemma 4.1.5 uygulanarak her a € A, b € B

i¢in [b, a] € Ny g oldugu bulunur. Béylece
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[4,B] c Ny
elde edilir. Ny g, R halkasinin bir asal Lie ideali oldugundan A c N, g veya B C N,z elde
edilir. Lemma 4.1.5 uygulanarak [R,A], = (0) veya [R,B]qz = (0) oldugu bulunur.
Boylece f, = (0) veya fz = (0) olur.

Teorem 4.1.15. A, R halkasinin bir Lie ideali olsun. fz bir yariasal Lie halkasi ise
[fa, fa] = (0) olmas1 durumunda f; = (0) dir.

Ispat. f; yariasal bir Lie halkas1 oldugundan Teorem 4.1.10 uygulanirsa L(R) / Ng g
de bir yariasal Lie halka olur. Boylece Ny g, R halkasinin bir yariasal Lie idealidir. Kabul
edelim Ki [f3, f4a] = (0) olsun. Bu durumda (4.2) ifadesi uygulanarak her f,, f;, € f4 igin
0 = [fa, fo] = fip,aq) 0ldugu goriiliir. Yani her a,b € A igin f 5 = 0 dir. Buise her r € R

igin [r, [b,a]]mz 0 olmasi demektir. Lemma 4.1.5 uygulanarak her a,b € A icin

[b,a] € N, g oldugu bulunur. Béylece

[A,A] € Ngp
dir. Ngp, R halkasmin bir yariasal Lie ideali oldugundan A © N, olur. Lemma 4.1.5
uygulanarak [R, A]g z = (0) oldugu bulunur. Béylece f, = (0) dur.

4.2. Yariasal Halkalarda Genellestirilmis Tiirevlerin Bir Lie Halkasi

Jordan ve Jordan (1978) yaptiklari ¢aligmada R degismeli bir halka olmak iizere
6 €D(R) ve r€R iken R6 ={r§|r € R} kiimesinin D(R) Lie halkasinin bir Lie
althalkas1 oldugunu gostermislerdir. Ayn1 calismada cesitli kosullar altinda R§ Lie
halkasinin asal oldugu sonucuna varmislardir.

Ali ve Chaudhry (2011) yaptiklari caligmada R degismeli olmayan bir halka,
F € Gder(R) ve r € Z(R) iken Z(R)F ={rF|r € Z(R)} kiimesinin Gder(R) Lie
halkasinin bir Lie althalkasi oldugunu gostermisler ve bazi durumlarda Z(R)F Lie
halkasinin asal oldugu sonucuna ulagsmislardir.

Bu boliimde yukarida ifade edilen c¢alismalardan esinlenerek R halkasinin yariasal
olmasi durumunda f € Gder(R) iken

frNepg={fn:R>R|(f n)(T)=f(r)a(n),n € Ngp}

kiimesinin Gder(R) Lie halkasinin bir Lie althalkasi oldugu gosterilmis ve bazi kosullar
altinda f - Ng g Lie halkasinin asal oldugu sonucuna varilmstir.

Bu boliim boyunca a, f: R — R halka homomorfizmalar1 olarak alinacaktir.
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Lemma 4.2.1. R bir yanasal halka ve d, a ve S ile degismeli olan R halkasinin
sifirdan farkl bir tiirevi ise d(Ng p) © Ny p dir.

Ispat. R bir yariasal halka oldugundan Lemma 4.1.5 uygulanarak her n € Ng g igin
a(n) = B(n) € Z(R) bulunur. d iyi tammli oldugundan d(a(n)) = d(B(n)) € d(Z(R))
dir. Ozellik 2.41 uygulanarak d(a(n)) =d(B(n)) € Z(R) elde edilir. d, a ve Bile
degismeli bir tirev oldugundan a(d(n)) = ﬁ(d(n)) € Z(R) olur. Lemma 4.15
uygulanarak her n € N, g i¢in d(n) € Ny g oldugu bulunur.

Not 4.2.2. R bir yariasal halka, f bir d tiirevi ile belirli R halkasinin sifirdan farkli bir
genellestirilmis tiirevi ve n € Ny g olsun. f -n:R — R, herr € R i¢in

(f-n)() = f(ra)
olarak tanimlansin. Bu durumda her r, s € R i¢in
(f n)(r+5) = f(r+s)an) = (f(r) + f(s))an)

= fMa() + f(s)a(n)

= @+ ¢ -n)(s)
oldugu goriiliir. Yani her r, s € R i¢in

f - +s)= ¢ @)+ -n)is)

dir.

R bir yariasal halka oldugundan Lemma 4.1.5 uygulanarak a(n) € Z(R) oldugu
goriiliir. Ote yandan her tiirev kendisi ile belirlenen bir genellestirilmis tiirev oldugundan
her r € R i¢in

(d-n)(r) = d@)an)

saglanir. Boylece a(n) € Z(R) olmasi kullanilarak her r, s € R igin

(f ) (rs) = f(rs)a(n) = f(r)sa(n) + rd(s)a(n)

=f(Mam)s+rd(s)a(n) = (f -n)(r)s+r(d-n))
elde edilir. R bir yariasal halka iken d - n de bir tiirevdir. Boylece f - n, d - n tirevi ile
belirlenen bir genellestirilmis tiirev olur. Bu sekilde tanimlanan biitiin genellestirilmis
tiirevlerin kiimesi f - N, g ile gosterilecek olursa her f € Gder(R) icin
frNeg={fn:R=>R|(f - m)() =f()a®m),n€ Ngg}
oldugu goriiliir. Boylece
Gder(R) X Ny g — Gder(R)
(fim)— fn

olarak tanimlanan dis islem ile Gder(R) nin bir sag N, g-modiil oldugu kolayca goriiliir.
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Ustelik R bir yariasal halka ve d, a ve B ile degismeli olan R halkasinin sifirdan farkli bir

tiirevi iken her n,m € Ny g, 7 € R igin

A n f-mD@) =((f-n(F-m) = (f-m(F-m) ) @)
=f-n((f-m)@)— f-m((f )
= f-n(fMam) - f-m(f(a()
= f(fam))a®m) — f(fa®))a(m)
= (F(F@)alm) + f()d(a(m))) a(n)

~ (F(FE)am) + f()d(am))) a(m)
=f(f(r))a(m)a(n) + f(r)d(a(m) )a(n)
—ff())a(m)a(m) — f(r)d(a(n) )a(m)
= f(Md(a(m))a®m) - f(r)d(a(n))alm)
= £ (d(atm))an) - d(a(m))a(m))
= f(Ma(d(m)n —d(n)m)
= (f - (d(m)n — d(m)m))(r)
saglanir. Bu ise her n,m € Ng g igin
[f-n.f-m]=f-(dmn-dmnym)
demektir. Lemma 4.2.1 ve Lemma 4.1.5 art arda uygulanirsa d(n),d(m) € N, ve N,
kiimesinin R halkasinin bir althalkas1 oldugu goriiliir. O halde her n,m € N g icin
d(m)n —d(n)m € N,

olur. Yani
[f n,f-m]=f-(dmn—dmn)m) € f-Nyp (4.3)

elde edilir. Boylece f - N, g kiimesi Gder(R) Lie halkasinin bir Lie althalkas1 olur.
A, [ Ngp Lie halkasinm bir Lie ideali olsun.
u(A)z{aeNaJ[ﬂf-aEA}
kiimesi tanimlansin. Her a, b € u(A4), r € R i¢in
(f - (@a= b)) = f(Mala—b) = f(Nal(a) — f(r)a(b)
=@ - D@ =Fa—-f b))

oldugundan
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f-@a=b)=f-a—f-beEA
dir. Buise a — b € u(A) olmasi1 demektir. O halde u(A), R halkasinn bir altgrubudur.

Lemma 4.2.3. R bir asal halka ve f bir d tiirevi ile belirli R halkasinin sifirdan farkli
bir genellestirilmis tiirevi olmak iizere n € Ny g Ve f-n = 0 ise a(n) = 0 dur.

Ispat. Herr € R i¢in (f-n)(r) =0 oldugundan f-n fonksiyonunun tanimi
kullanilarak f(r)a(n) = 0 oldugu goriilir. R halkasi asal oldugundan Lemma 4.1.5 den
a(n) € Z(R) dir. Boylece keyfi bir s € R igin f(r)sa(n) = 0 bulunur. Bu ise

f()Ra(n) = (0)
olmasi demektir. Boylece R halkasinin asalligi kullanilarak a(n) = 0 elde edilir.

Lemma 4.2.4. A, f - Ngp Lie halkasinin sifirdan farkli bir Lie ideali olmak iizere
a(,u(A)), R halkasiin sifirdan farkli bir altgrubudur.

Ispat. 4, f- Ny g Lie halkasinin sifirdan farkl bir Lie ideali oldugundan

0 # f - n € Aolacak sekilde birn € N, 5
vardir. Bu durumda p(A4) kiimesinin tanimindan n € u(A) olur. Eger n =0 ise «a iyi
tanimli oldugundan a(n) = 0 dir. Bu durumda her r € R i¢in f(r)a(n) = 0 olur. Bu ifade
f - n fonksiyonunun tanimi kullanilarak diizenlenirse her r € R igin (f - n)(r) = 0 oldugu
goriiliir. Yani f-n = 0 dir. Buise 0 # f - n € A olmasi ile ¢elisir. O halde
0#neuld

olur. Kabul edelim ki 0 # n € u(4) i¢in a(n) = 0 olsun. Bu durumda her r € R i¢in
f(r)a(n) =0 olur. Yani f-n = 0 demektir. Bu ise 0 # f - n olmasi ile gelisir. O halde
0#neu(d)icin 0 # a(n) € a(,u(A)) olur. Boylece a(,u(A)) kiimesi sifirdan farklidir.
Ustelik a bir homomorfizma oldugundan a(,u(A)) kiimesi R halkasinin sifirdan farkli bir
altgrubudur.

Teorem 4.2.5. R bir 2-torsion free asal halka, f bir d tiirevi ile belirlenen R

halkasinin sifirdan farklt bir genellestirilmis tiirevi, d, a ve [ ile degismeli ve
d(a(Na'ﬁ)) # (0) olsun. Bu durumda f - N,p, Gder(R) Lie halkasinin bir asal Lie

althalkasidir.

Ispat. A ve B, f*Ngp Lie halkasmin sifirdan farkli Lie idealleri olmak {izere
[4,B] = (0) olsun. u(A)={a€Nyp|f-acA} ve u(B)={beN,pz|f-be€ B}
kiimeleri tanimlansin. A ve B, f-Ngp Lie halkasimin sifirdan farkli Lie idealleri

oldugundan Lemma 4.2.4 uygulanarak a(,u(A)) ve a(u(B)) kiimelerinin R halkasimin
sifirdan farkli altgruplar1 oldugu bulunur. Ustelik a € u(A) ve b € u(B) icin f -a € A ve

57



f-be€B olur. [A4,B]=(0) oldugundan [f-a,f-b] € [A B]=(0) dir. Bu ise her
a € u(A) ve b € u(B) i¢in
[f-a,f-b]=0
olmast demektir. (4.3) ifadesi kullanilirsa her a € u(A) ve b € u(B) igin
f-(@d®)a—-d(ab) =0
saglamir. Ustelik d(a),d(b) € N, ve N, kiimesinin R halkasinin bir althalkas
oldugundan her a € u(4) ve b € u(B) icin d(b)a —d(a)b € N,z olur. Lemma 4.2.3

uygulanarak
o(d(b)a—d(a)b) =0, Vae€u(A),be u(B) (4.4)

elde edilir. N, p, R halkasinm bir althalkasi oldugundan her m € Ny 5, ¥ € u(B) igin
my € Ngp dir. A, f-Ngp Lie halkasinin bir Lie ideali oldugundan her x € u(A4) icin
[f X, f " Nep ] c Aolur. Béylece her m € Ny, x € u(4), y € u(B) igin
[f-x,f-(my)] €A
dir. (4.3) esitligi kullanilarak
f-(d(my)x —d(x)my) € A
oldugu goriiliir. u(A) kiimesinin tanim uygulanirsa her m € Ny g, x € u(A), y € u(B)
i¢in
d(my)x —d(x)my € u(A)
bulunur. Elde edilen son ifade tiirev 6zellikleri kullanilarak diizenlendiginde
d(m)yx + md(y)x — d(x)my € u(4), Vm € Ny g, x € u(4), y € u(B)
elde edilir. (4.4) nolu esitlikte a yerine d(m)yx + md(y)x — d(x)y yazilirsa
a(d(b)(d(m)yx + md(y)x — d(x)my) — d(d(m)yx + md(y)x — d(x)my)b) = 0
bulunur. d ile a nin degismeli olmasi kullanilarak diizenlenirse
0= a(d(b))a(d(m)yx + md(y)x — d(x)my)
—a(d(d(m)yx —md(y)x + d(x)my))a(b)
= a(d(b))(a(d(m)yx + md(y)x — d(x)my))
—(d(a(d(m)yx) —md(y)x + d(x)my))a(b)
= a(d(b))(a(d(m)yx) + a(md(y)x — d(x)my))

— (d(a(dm)yx) — a(md(y)x - d(x)my))) a(b)

oldugu goriiliir. Yani her m € N, g, x € u(4), y,b € u(B) icin
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a(d®))(a(d(m)yx) + a(md(y)x — d(x)my))
- (d(a(d(m)yx) — a(md(y)x — d(x)my))) a(b) =0

olur. R bir asal halka oldugundan Lemma 4.1.5 den a(m) € Z(R) olur. Yukaridaki esitlik

a(m) € Z(R) olmasi kullanilarak yeniden diizenlenirse
0 = a(d(b))(a(d(m)yx) + a(md(y)x — d(x)my))
— (d(a(dm)yx) — a(md(y)x — d(x)my))) a(b)
= a(d(®))(a(d(m)yx) + s(m)a(d(y)x — d(x)y))
— (d(atdmmyx) - atma(d()x - d@)y))) ab)
bulunur. Yani herm € Ny g, x € u(A4), y,b € u(B) igin
a(d(b))(a(d(m)yx) + a(m)a(d(y)x — d(x)y))
— (d(a(dmyx) — atm)a(d(y)x - d(x)y))) alb) = 0
olur. Son esitlik (4.4) esitligi kullanilarak diizenlendiginde
a(d())(a(dm)yx)) - (d(a(dm)yx))) ab) =0
elde edilir. Buise m € Ny g, x € u(A), y,b € u(B) igin
a(d(b)d(m)yx — d(d(m)yx)b) = 0
olmas1 demektir. Son elde edilen ifade tiirev 6zellikleri kullanilarak diizenlendiginde
0 = a(d(b)d(m)yx — d(d(m)yx)b)

= a(d(b)d(m)yx — d*(m)yxb — d(m)d(yx)b)

= a(d(b)d(m)yx — d*(m)yxb — d(m)d(y)xb — d(m)yd(x)b)
bulunur. Yanim € Ny g, x € u(A), y,b € u(B) igin

a(d(b)d(m)yx — d?*(m)yxb — d(m)d(y)xb — d(m)yd(x)b) = 0
olur. Lemma 4.2.1 den d(N,.) © N, . ve Lemma 4.1.5 den a(y) € Z(R) dir. Son esitlik
d(N(,'T) C Ny, Ve 0(y) € Z(R) olmasi kullanilarak diizenlenirse her m € Ny g, x € u(4),
y,b € u(B) igin
a(d(m)y(d(b)x —d(x)b) — (dz(m)y + d(m)d(y))xb) =0

oldugu bulunur. (4.4) esitligi kullamlarak her m € Ny 3, x € u(4), y,b € u(B) igin

a ((d?(m)y + d(m)d(y))xb) = 0 (4.5)
elde edilir. Ny g, R halkasmin bir althalkas1 oldugundan m € N, g iken m? € Ny p dir.
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Boylece (4.5) esitliginde m yerine m? € N, 4 yazilirsa
a ((d*(m?)y + d(m?)d(y))xb) = 0
olur. Son ifade a(m) € Z(R) olmasi kullanilarak diizenlendiginde

0O=a ((dz(mz)y + d(mz)d(y))xb)

a ((d(d(m)m + md(m))y + (d(m)m + md(m))d(y)) xb)
—a (((dZ(m)m + d(m)d(m) + d(m)d(m) + md?(m))y

+ (d(m)m + md(m))d(y)) xb)

= a(2m(d?(m)y + d(m)d(y))xb + 2d(m)*yxb)
bulunur. Yani her m € N, g, x € u(A), y,b € u(B) igin
2a(m(d?(m)y + d(m)d(y))xb + d(m)?yxb) = 0
olur. R bir 2-torsion free halka oldugundan
a(m(d?*(m)y + d(m)d(y))xb + d(m)*yxb) = 0
bulunur. (4.5) esitligi kullanilarak her m € N, g, x € u(A), y,b € u(B) icin
a(d(m)?yxb) = 0
elde edilir. Bu ise
a(dm)?a(y)a(x)a(b) =0
olmasi demektir. Lemma 4.1.5 uygulandiginda her x € u(A4), y,b € u(B) igin
a(y),a(x),a(b) € Z(R) oldugu gériilir. a(d(m)?)a(y)a(x)a(b) =0 esitligi sagdan
keyfi bir s € R ile carpilir ve elde edilen ifade a(b) € Z(R) olmasi kullanilarak
diizenlenirse her s € R icin
a(dm)?)a(y)a(x)sa(b) =0
olur. Buise her m € N, g, x € u(4), y,b € u(B) icin
a(d(m)?)a(y)a(x)Ra(b) = (0)
demektir. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa her m € Ny 5, x € u(4), y,b € u(B) igin
a(dm)®a(y)a(x) = 0veyaa(h) =0
oldugu bulunur. Benzer sekilde devam edildiginde her m € Ny 5, x € u(A4), y,b € u(B)
i¢in
a(d(m)?) = 0 veya a(y) = 0 veya a(x) = 0 veya a(b) = 0

oldugu goriiliir. Bu ise her m € Ny g icin

a(d(m)?) = 0 veya a(u(B)) = (0) veya a(u(4)) = (0)
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olmasi demektir. a(,u(A)) ve a(u(B)) kiimeleri R halkasinin sifirdan farkli altgruplari
oldugundan her m € N, p igin
a(d(m)?) =0
elde edilir. Son esitlikte n € N, g olmak lizere m yerine m + n yazilir ve elde edilen ifade
a(d(m)?) = 0ved(N,,) € N, olmasi kullanilarak diizenlenirse
0 = a(d(m+n)?) = a(d(m +n)d(m +n))
= a((d(m) + d(m))(d(m) + d(m)))
a(d(m)d(m) + d(m)d(n) + d(n)d(m) + d(n)d(n))
a(d(m)? + d(m)d(n) + d(n)d(m) + d(n)?) = a(d(m)d(n) + d(n)d(m))
= a(Zd(m)d(n))
bulunur. Yani her m,n € N, s i¢in
2a(d(m)d(n)) =0
demektir. R bir 2-torsion free halka oldugundan her m,n € N g i¢in

a(d(m)d(n)) =0

olur. a(d(NM)) c Z(R) oldugundan a(d(m))a(d(n)) = 0 bulunur. Bu ifade sagdan

keyfi bir s € R ile carpilir ve elde edilen ifade o (d(NU,T)) c Z(R) olmas: kullanilarak

diizenlenirse her m,n € N, g Ve s € R igin a(d(m))sa(d(n)) = 0 olur. Bu ise
a(d(m))Ra(d(n)) = (0), vm,n € Ny g

olmasi demektir. R halkasimin asal olmas: kullanilarak her m € N, g igin a(d(m)) =0

oldugu bulunur. Boylece

a(d(Neg)) = (0)
elde edilir. Ancak d (a(sz)) # (0) kabul edilmisti. Celiskinin nedeni kabuldiir. O halde
[A,B] = (0) iken A = (0) veya B = (0) dir. Bdylece f - N, g, Gder(R) Lie halkasmin bir

asal Lie althalkasidir.
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BOLUM 5
SONUC VE ONERILER

Kaya (1988) yaptig1 calismada R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, I sifirdan
farkli bir ideali, o, T halka iizerinde iki otomorfizm, d, halka tizerinde sifirdan farkli bir
(o, 7)-tiirev, d, sifirdan farkli bir tiirev olmak iizere dd,(I) € C,, ve d,(I) c I ise R
halkas1 degismelidir sonucuna ulagmistir. Kaya (1988) tarafindan ele alinan bu problem «,
B halka iizerinde iki otomorfizm olmak iizere o-asal bir halkanin g-idealleri lizerinde su
sekilde genellestirilmistir: R karakteristigi ikiden farkli olan bir g-asal halka, g ile o
degismeli olan R halkasinin bir (a, §)-tiirevi ve h, R halkasinin o ile degismeli olan bir
tiirevi olmak iizere dh(I) < Cq 3 Ve h(I) c I ise R halkas degismelidir.

R karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, U ¢« Z(R)ve U & C,p olan R
halkasinin sifirdan farkli bir (@, 8)-Lie ideali olmak tizere Aydin ve Kandamar (1994)
yaptiklari ¢alismada su sonuglara ulasmistir: (i) [M,R] € U ancak [M,R] ¢ Z(R) olan R
halkasinin sifirdan farkli bir M ideali vardir, (ii) a,b € R olmak lizere aUb = (0) ise
a = 0veya b = 0 dir. Bu problemlerden esinlenerek ilk olarak o-(a, 8)-Lie ideal tanimi
verilmis sonrasinda Aydin ve Kandamar (1994) tarafindan yukarida ele alinan problemler
o-asal bir halkanin Z(R) ve C, s tarafindan kapsanmayan sifirdan farkli bir o-(a, f)-Lie
ideali iizerinde su sekilde genellestirilmistir: R karakteristigi ikiden farkli olan bir o-asal
halka, U, R halkasmin sifirdan farkli bir o-(a, §)-Lie ideali, g ile ¢ degismeli olsun.
a,b € R olmak iizere U ¢ Z(R)ve U & C, g iken aUb = o(a)Ub = (0) ise a = 0 veya
b = 0 dir.

R halkas1 lzerinde tanimli biitiin tiirevlerin kiimesi D(R) ve a € R olmak
tizere i, (x) = [a, x] olacak sekilde tanimlanan a eleman ile belirli biitiin i¢ tiirevlerin
kiimesi I(R) iken Jacobson (1937) yaptig1 ¢alismada 6: L(R) — I(R) iken her r € R igin
0(r) = i, olacak bi¢cimde tanimlanan doniigiimiin bir Lie epimorfizma oldugunu ve
cekirdeginin Z(R) oldugunu géstermistir. Ustelik Z(R), L(R) Lie halkasmin bir Lie ideali
oldugundan L(R)/Z(R) = I(R) oludugunu ifade etmistir. Jacobson (1937) tarafindan
yapilan bu ¢alismadan yola ¢ikarak su sonuglara ulagilmistir:

(i) g:L(R) — fg, her a € R i¢in g(a) = f_, olacak bigimde tanimlanan doniigiim
bir Lie epimorfizmadir ve cekirdegi N, g dir. Bdylece N, g, L(R) Lie halkasinin bir ideali
oldugundan L(R) / Ny g = fz dir.
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(i) R bir yariasal halka ve «, R halkasi iizerinde bir epimorfizma olsun. Bu
durumda agagidakiler saglanir:
o h:fg = I(R), her f; € fz igin h(f;) = i_g) olacak bigimde tanimlanan
dontisim  bir Lie epimorfizmasidir ve g¢ekirdegi [(fg) dir. Boylece
[(fr), frLie halkasmin bir ideali oldugundan f5 / [(fz) = I(R) dir.
e hg =0adrm.
Jordan ve Jordan (1978) yaptiklar1 ¢alismada R degismeli bir halka olmak {izere
6 €D(R) ve r€R iken RS ={rd|r € R} kiimesinin D(R) Lie halkasinin bir Lie
althalkas1 oldugunu gostermisglerdir. Cesitli kosullar altinda R§ Lie halkasinin asal oldugu
sonucuna varmiglardir. Ali ve Chaudhry (2011) yaptiklari ¢alismada R degismeli olmayan
bir halka iken F € Gder(R) ve r € Z(R) iken Z(R)F ={rF|r € Z(R)} kiimesinin
Gder(R) Lie halkasinin bir Lie althalkasi oldugu gostermis ve bazi durumlarda Z(R)F Lie
halkasinin asal oldugu sonucuna ulagmislardir. Bu calismada ise R halkasinin yariasal
olmasi durumunda f € Gder(R) igin
f Neg={fn:R>R|(f n)(T)=f(r)a(n),n € Ngp}
kiimesinin Gder(R) Lie halkasmin bir Lie althalkast oldugu gosterilmistir. Baz1 kosullar
altinda f - Ny g Lie halkasinin asal oldugu sonucuna varilmis ve su sekilde ifade edilmistir:

R bir 2-torsion free asal halka, f bir d tiirevi ile belirli R halkasinin sifirdan farkli bir
genellestirilmis tirevi, d, a ve B ile degismeli ve d (a(Na,B)) # (0) olsun. Bu durumda

f * Ng g, Gder(R) Lie halkasmin bir asal Lie althalkasidur.
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