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OZET

DERECELI DITOPOLOJIK DOKU UZAYLARI

Ramazan EKMEKCI
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali1 Doktora Tezi
Danigsman : Yrd. Dog. Dr. Hasan DALGIN
Ikinci Danisman : Prof. Dr. Riza ERTURK
23/12/2016, 87

Herhangi bir kiime veya aile lizerinde topolojik yapiy1 olusturabilmek i¢in komsuluk
ve siizge¢ kavramlarinin 6nemli bir rolii bulunmaktadir. L. M. Brown ve A. Sostak, bir
doku tzerinde dereceli ditopolojik uzay kavramini tanitip bu yapmin kategorik
anlamindaki baz1 6zelliklerini ¢alistilar. Bu dogrultuda, bu tez ¢alismasinda, doku uzaylari
tizerinde dereceli dikomsuluk sistemleri ile dereceli disiizge¢ kavramlar1 tanimlanip bu
kavramlarin dereceli ditopolojik uzaylarla olan iliskisi ve bunlarin bazi 06zellikleri
calisiimustir.

Tezin birinci boliimiinde tez konusuna giris yapildi. lkinci béliimde tezde
kullanilacak temel tanim ve kavramlar ve bazi teoremler verildi.

Tezin iiglincli boliimiinde dereceli ditopolojik doku uzaylari i¢in uygun taban ve
alttaban yapisi olusturuldu ve incelendi.

Tezin dérdiincii boliimii iki kisimdan olusmustur. Ik kisimda ditopolojik doku
uzaylarindaki komsuluk yapisi, dereceli ditopolojik doku uzaylarina genellestirilmis ve bu
yeni yap1 kategorik olarak incelenmistir. ikinci kisimda ise, tiimleyenli dokular iizerindeki
"kuazi-uyumluluk” kavrami yardimiyla tamimlanan dereceli g-dikomsuluk sistemi
calisgtlmistir. Ayrica bu iki tiir komsuluk yapisinin birbirlerine gore avantaj ve
dezavantajlar1 irdelenmistir.

Tezin besinci boliimiinde, ditopolojik doku uzaylar iizerindeki disiizge¢ yapisi
dereceli ditopolojik doku wuazylarina genellestirilmis; distlizgeglerin  ve dereceli
distizgeclerin ozellikleri karsilastirilmistir. Son olarak, altinci boliim sonu¢ ve Oneriler

bolimudir.
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ABSTRACT

GRADED DITOPOLOGICAL TEXTURE SPACES

Ramazan EKMEKCI
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Doctoral Dissertation in Mathematics
Advisor : Assist. Prof. Dr. Hasan DALGIN
Co-Advisor: Prof. Dr. Riza ERTURK
23/12/2016, 87

The concepts of neighborhood and filter have a crucial role to construct a topological
structure on any set or family of sets. L. M. Brown and A. Sostak have introduced the
concept of graded ditopological space on a texture and studied some properties of this
structure in categarical view. Consequently, in this thesis, the concepts of graded
dineighborhood systems and graded difilters on texture spaces is defined; some of the
properties of these concepts and also the relations between these concepts and graded
ditopological spaces are studied.

The first chapter of the thesis is the introduction. In the second chapter fundamental
definitions and notions and some essential theorems for the thesis are given.

In the third chapter of the thesis, the structures of base and subbase for the graded
ditopological texture spaces are presented and investigated.

The fourth chapter of the thesis is composed of two sections. In the first section the
neighborhood structure of ditopological texture spaces is generalized to the graded
ditopological texture spaces and this new structure is categorically investigated. In the
second section the graded g-dineighborhood system defined by means of the concept of
"quasi-coincident” on the complemented textures is studied. Moreover these two sorts of
neighborhood structures are compared with each other.

In the fifth chapter of the thesis, the structure of difilters in ditopological texture
spaces is generalized to the graded ditopological texture spaces and the properties of
difilters and graded difilters are compared. Finally the sixth chapter is the conclusion

chapter.
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Keywords: Texture, Graded Ditopology, Neighborhood, Graded Difilter, Fuzzy
Topology.
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BOLUM 1
GIRIS

Bu tez calismasinin amaci, dereceli ditopolojik doku uzaylar iizerinde komsuluk
sistemi yapisi ve slizge¢ yapist olusturmak ve bu yapilarin hem dereceli ditopolojilerle hem
de genellemesi olduklar1 yapilarla olan iligkisini incelemektir.

Fuzzy topolojik uzay kavrami, Chang (1968) tarafindan bir kiimenin biitiin fuzzy
altklimeleri ailesinin belirli kosullar1 saglayan bir altailesi olarak tanimlanmistir ki bu
yapida kiimeler fuzzy kiimelerdir ancak tanimlanan topolojide fuzzy kiimelerin agik veya
kapali olarak alinmasi klasik mantik cercevesindedir. Fuzzy mantia daha uygun bir
yaklasimla, Sostak (1985) ve Kubiak (1985) birbirinden bagimsiz olarak, bir fuzzy
altklimenin ag¢ik olup olmamasindan ziyade agiklik derecesinin s6z konusu oldugu fuzzy
topoloji kavramimi yeniden tanimlamislardir. Bundan yedi yil sonra bu yapi1 Ramadan
(1992) tarafindan "smooth topoloji" ve Chattopadhyay (1992) tarafindan "dereceli fuzzy
topoloji" adlariyla yeniden tanimlanmustir.

Demirci (1997) smooth topolojik uzaylar iizerinde iki cesit komsuluk kavrami
tanimlamis ve bu yapilar1 incelemistir.

Klasik topolojideki tanimlamalarda genellikle birincil olarak agik kiime kavrami
veya ikincil olarak kapali kiime kavramlar1 temel olarak alinir. Kapali kiimeler, acik
kiimelerin tiimleyeni olarak kolayca elde edilebildigi i¢in topolojik problemlerde énemli
bir role sahiptir. Benzer bir durum siray1 tersine c¢eviren "involiisyon" isleminin kiime
tiimleyeni rolii oynadig1 latisler iizerindeki topolojilerde de mevcuttur. Ancak bdyle bir
siray1 tersine ¢eviren invollisyonun miimkiin olmadig1 ya da alakasiz oldugu durumlar s6z
konusu olabilir. Bu tiir durumlarla bas edebilmek i¢in agik ve kapali kiimelerin birbirinden
bagimsiz oldugu bir topolojik yap1 diisimmek dogaldir. Iste bu yaklasim; ilk olarak Brown
(1993a,b) tarafindan fuzzy kiimelerin nokta-tabanli bir karsilig1 olarak sunulan ve daha
sonra Brown ve Diker (1998) ve Brown ve Ertiirk (2000a,b) tarafindan gelistirilen doku
tizerinde topolojik yapi tanimlama diislincesine temel olusturmustur. Bu topolojik yapi,
yukaridaki yazarlar tarafindan, doku uzaylan iizerinde ditopoloji adiyla tanimlandi ve
ditopolojik doku uzaylar1 teorisi bir ¢ok aragtirmaci tarafindan ¢alisildi.

S bos olmayan bir kiime olmak tiizere, S lizerindeki bir § dokusu P(S) kuvvet
kiimesinin belirli kosullar1 saglayan bir altailesidir. (S,S) ikilisine bir doku uzay1 veya

kisaca doku denir. Genelde dokular kiimesel tiimleyen islemi altinda kapali degildir.



Bir doku tizerindeki bir ditopoloji birbirinden bagimsiz agik ve kapali kiime aileleri
ile tanimlanir. (S, S) dokusu tizerindeki bir ditopoloji 7,k € § olmak tizere (7, k) ciftidir.
Burada t; @, S yi kapsayan sonlu inf ve keyfi sup altinda kapali bir ailedir ve elemanlari
acik kiimeler olarak adlandirilir. k ise @, S yi kapsayan sonlu sup ve keyfi inf altinda kapali
bir ailedir ve elemanlar1 kapali kiimeler olarak adlandirilir. Yani ditopoloji, agik ve kapali
kiimeleri arasinda baglanti bulunmayan bir topolojik yapidir. Bagka bir deyisle, bir
ditopoloji i¢in acik ve kapali kiime kavramlarinin her ikisi de birincildir.

Bir (X,P(X)) ayrk dokusu iizerindeki bir (z,x) ditopolojisi, (X,t,k¢) ikili
topolojik uzayia karsilik gelir. Ditopolojilerin ikili topolojik uzaylarla olan bu iliskisinin,
ditopolojik doku uzaylar1 teorisinin gelismesinde gii¢lii bir etkisi olmustur ancak
ditopolojinin ve ikili topolojinin farkli kavramlar olduklarina vurgu yapmak gerekir. Bir
ikili topoloji, (biitliin acik ve kapali kiimeleriyle birlikte) iki ayr1 topolojik yap1
barindirmasina karsin; bir ditopoloji tek bir topolojik yapidir. Ditopoloji yapisi, klasik
topolojiden, ikili topolojiden ve Chang anlaminda fuzzy topolojiden daha genel bir yapidir.

Ozgag ve ark. (2005) ditopolojik doku uzaylarinda disiizgegleri tamimlamis ve
regiiler distizgeclerin yakinsakliklarini arastirmiglardir.

Brown ve Sostak (2014) doku uzaylar iizerinde, ditopolojilerin bir genellemesi
olarak, a¢ikligin ve kapaliligin birbirinden bagimsiz iki derecelendirme fonksiyonu olarak
verildigi "dereceli ditopoloji" kavramini sunmuslardir ve bu yeni yapiy1 kategorik anlamda
arastirmislardir. Dereceli ditopoloji kavrami, ditopoloji ve Sostak anlamindaki fuzzy
topoloji kavramlarindan daha geneldir.

Tezin ikinci boliimiinde tezde kullanilacak temel tanim ve kavramlar ve bazi
teoremler verildi.

Tezin tigiincli boliimiinde, dereceli ditopolojik uzaylar ve ditopolojik uzaylar
arasindaki iliski kullanilarak dereceli ditopolojik doku uzaylar1 i¢in uygun taban ve
alttaban yapisi olusturulmus ve incelenmistir.

Tezin dordiincti boliimiiniin ilk kisminda ditopolojik doku uzaylarindaki komsuluk
yapisi, dereceli ditopolojik doku uzaylarina genellestirilmis ve bu yeni yap1 kategorik
olarak incelenmistir. ikinci kisimda ise, tiimleyenli dokular iizerinde "kuazi-uyumluluk"”
kavrami yardimiyla tanimlanan dereceli g-dikomsuluk sistemi ¢alisilmistir. Ayrica bu iki

tiir komsuluk yapisinin birbirlerine gére avantaj ve dezavantajlari irdelenmistir.



Tezin besinci boliimiinde, ditopolojik doku uzaylari lizerindeki disiizge¢ yapist
dereceli ditopolojik doku uzaylarmma genellestirilmis; distizgeglerin  ve dereceli
distizgeclerin Ozellikleri karsilastirilmistir. Son olarak, altinci boliim sonug ve Oneriler

bolimudir.



BOLUM 2
ONCEKIi CALISMALAR

2.1. Latis Teori

Latis Teori baglig altindaki bu kisim Yildiz (2005) tarafindan hazirlanan yiiksek
lisans tezinden alinmustir.

Tamm 2.1.1. Bir P kiimesi ilizerinde, asagidaki ii¢ kosulu saglayan bir < bagintisina
kismi siralama bagintist ve (P, <) ikilisine de kismi sirall kiime denir:

(i) Her x € P i¢in, x < x (yansima)
(ii) Her x,y € P igin, x < y ve y < x = x = Y (ters simetri)
(iii) Her x,y € Picin, x < yvey < z = x < z (gecislilik).

Bir (P, <) kismi sirali kiimesinde her x,y € P i¢in, x <y ya da y < x oluyorsa,
yani P nin herhangi iki eleman1 karsilastirilabilir ise < bagintisina tam siralama bagintist
ve (P, <) ikilisine de tam swrali kiimedir denir.

Ornek 2.1.2. (1) P, bir m tamsayisinin pozitif tam say1 bolenleri kiimesi ve a, b € P
icin"a < b & a,b yi boler" olsun. Bu durumda, (P, <) bir kismi sirali kiimedir.

(2) R gergel sayilar kiimesi, bilinen < bagintisi ile bir tam sirali kiimedir.

(3) Bir X kiimesinin tiim alt kiimeleri ailesi P (X) tizerinde; her A, B € P(X) i¢in,
"A < B & A S B" bi¢ciminde tanimlanan baginti bir kismi siralama bagintisidir.

4) (X,<) bir kismi swrahh kiime ve X® X iizerinde tamml gercel degerli
fonksiyonlarin kiimesi olsun. Her £, g € X® i¢in,

f<geVvVrxeX f(x) <gk)
ile tanimli < bagimtisi, X® kiimesi iizerinde bir kismi siralama bagintisidir.

Tamim 2.1.3. (P, <) kismi sirali bir kiime ve k,b € P olsun. Eger Vx € P, (b <
x = x = b) kosulu saglaniyorsa b ye biiyiikce eleman denir. Eger Vx € P, (x < k =
x = k) kosulu saglaniyorsa k ye kiiciikce eleman denir.

A, P nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. Her x € A i¢in a < x bigimindeki bir
a € P elemanina A nin bir alt sinir1, alt sinirlarinin en biiyligiine de A kiimesinin en biiyiik
alt simirt (infimumu) denir. Eger A nin en biiyiikk alt sinir1 varsa tektir ve infA ile
gosterilecektir. Benzer sekilde, x € A i¢in x < b bi¢gimindeki bir b € P elemania A nin
bir st siniri, st siirlariin en kii¢ligline de A kiimesinin en kiigiik tist sinirt (supremumau)
denir. Eger A nin en kiigiik {ist sinir1 varsa tektir ve sup 4 ile gosterilecektir.

P icindeki biitiin elemanlardan daha kiiciik veya esit bir a € P elemanina, P nin en



kiiciik elemani denir. P igindeki biitiin elemanlardan daha biiyiik veya esit bir b € P
elemanina, P nin en biiyiik elemant denir. Verilen bir kismi sirali kiimenin en biiyiik ya da
en kiiciik elemani olmayabilir. Ancak bu elemanlardan birisi varsa, séz konusu eleman
tektir.

Tamim 2.1.4. (L, <) bir kismi sirali kiime olsun. L nin iki elemanli her {x,y}
altkliimesinin en bliyiik alt sinir1 ve en kiigiik tist sinir1 varsa (L, <) kismi sirali kiimesine
bir latis denir. x,y € L i¢in, {x, y} kiimesinin en biiyiik alt sinir1 x A y, en kiigiik tist sinir1
x V y ile gosterilir.

Her x,y € L i¢in,

XSYySXANYy=xSXxVYy=Yy
Ozelliginden faydalanilarak, V ve A iglemlerinin her x,y, z € L i¢in, asagidaki dort 6zelligi
sagladig1 goriilebilir.

LhHxVx=xvexAx=x,

L2)xVy=yVxvexANy=YyAx,

L3)xv(yVvz)=(xVvy)VzvexA(yAz)=(xAy)Az,

L) (xvy)Ax=xve(xAy)Vx=x.

Diger taraftan, bir L kiimesi iizerinde (L1) - (L4) kosullarim1 saglayan V ve A
islemleri verilmis olsun. Bu durumda, " x <y & x Ay = x" kuraliyla tanimli < bagintisi,
L tizerinde her x,y € L i¢in sup{x,y} = x Vy ve inf{x, y} = x A y esitliklerini saglayan
bir kismi siralama bagintisidir.

Tamm 2.1.5. (L, <) bir kismi sirali kiime olsun. L nin bostan farkli her altkiimesinin
supremumu ve infimumu varsa (L, <) kismi sirali kiimesine tam latis denir. A € L igin
supA =V A veinfA = A A ile gosterilir.

Ornek 2.1.6. (1) (R, <), bir latistir ama tam latis degildir. Ciinkii R nin en biiyiik
eleman1 yoktur.

(2) I = [0, 1] bilinen siralamayla bir tam latistir.

3) X # 0 i¢in (P(X), S) bir tam latistir. P(X) de bir altailenin infimumu bu ailenin
arakesiti ve supremumu da bu ailenin birlesimidir.

Teorem 2.1.7. L € P(X), keyfi arakesit altinda kapali bir aile ve X € £ olsun. Bu
durumda (£, €) bir tam latistir.

Sonuc¢ 2.1.8. L € P(X), (£, ) bir tam latis ve A S L olsun. Bu durumda,

\/c/l=Ucﬁl<=>Uc/lEL

dir.



Tanim 2.1.9. Asagidaki kosullar1 saglayan bir (L, <) latisine dagilimli latis denir.

A (xvy)Az=(xAz)V(YA2)

(i) (xAyY)Vz=(xVzZ)A(yV2).

Tamm 2.1.10. (L, <) bir latis olsun. Her I indeks kiimesi, i € I ve J; indeks kiimesi

i¢in, j € J; ve a]l: € L olmak tizere

AVea=V Aeo

i€l jej; VEllierJ; L€l

oluyorsa (L, <) latisi tamamen dagilimlidir denir.

Teorem 2.1.11.

(1) X bos olmayan bir kiime olsun. Bu durumda (P(X),<S) tam latisi tamamen
dagilimlidir.

2)L =(0,1] ve L ={(0,7] | r € [0,1]} olsun. Bu durumda (£, ) bir tam, tamamen
dagilimli latistir.

B3)I1=1[01] ve J={[0,r]|r €1} U{[0,r)]|r €I} olsun. Bu durumda (J, <) bir
tam, tamamen dagilimli latistir.

Tamm 2.1.12. Bir tam, tamamen dagilimh L latisi, asagidaki 6zellikleri saglayan ve
involiit olarak isimlendirilen (siray1 tiimleme altinda tersine ¢eviren) ' : IL — L islemine
sahipse, (IL,") ikilisine fuzzy latis ya da Hutton cebiri denir.

(1) Her a € Ligin (a')' = a,

2)Hera,beLigina<be b <d'.

Tanim 2.1.13. L,, L, Hutton cebirleri ve f : L.; — L, bir fonksiyon olsun. Eger f
fonksiyonu, keyfi inf ve sup ile involiiti koruyan bire bir ve Orten ise f ye bir Hutton
cebiri izomorfizmasi denir.

Tamm 2.1.14. (L, <), en kiigiik eleman1 0 olan bir latis ve m € L olsun. Eger
m<aVbolanhera,b € L icin m < a veyam < b oluyorsa m ye V-indirgenemez denir.

Eger m, V-indirgenemez ve m # 0 ise m ye L nin bir molekiilii ad1 verilir.

(L,<) latisinin molekiillerinin kiimesi M ile gosterilsin. Her a € L i¢in a =
V{m € M | m < a} olur. Bu anlamda M kiimesi, L latisinin bir tabani olarak disiiniilebilir.
Tanim 2.1.15. (IL,") bir Hutton cebiri ve X bostan farkli bir kiime olsun. W = LX =
{f|f:X — 1L} bigiminde tanimhi kime, f<g & Vx€eX,f(x)<g(x) noktasal

siralamasi ve f'(x) = f(x) involiitii ile bir Hutton cebiridir. Bu Hutton cebirinin en kiigiik



elemani1 her x € X i¢in f(x) =0 olan f € L¥ ve en biiyilk elemam her x € X igin
g(x) =1 olan g € ¥ dir. Elde edilen bu (W,") = (ILX,”) Hutton cebiri, LL.-Hutton cebiri

olarak anilacaktir.

2.2. Fuzzy Topolojik Uzaylar

X bostan farkli bir kiime olmak tizere, bir u : X — [ = [0, 1] doniisiimiine bir fuzzy
(alt)kiime denir Zadeh (1965). Bu baglamda, klasik anlamdaki A € X altkiimesini
belirtmek ig¢in, karakteristik fonksiyon A = y, : X — {0,1} kullanilirken; x € X igin
u(x), x noktasinin u fuzzy kiimesindeki iiyelik derecesini temsil eder. u € I* fuzzy
kiimesinin tiimleyeni u¢ = 1 — u olarak tanimlanir. Ayrica her x € X, uy, u, € I¥ igin;
(1 A p2) () = g (%) A pa (%) ve (g V i2) (%) = 1 (%) V o (x) olup 1% bir fuzzy latistir.

X,Y kiimeler ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Bir u € I¥ fuzzy altkiimesinin f

altindaki resmi f(u) € IY

supfu(x) :x € fr* M}, Q) #0
00 ft»=¢

biciminde; bir v € IY fuzzy altkiimesinin f altindaki ters resmi f~'(v) € I* de

F1 () (x) = v(f (x)) bigiminde tanimlidir (Sostak, 1989).

o) =

Tamm 2.2.1. Asagidaki kosullar1 saglayan bir 7 € [Xailesine Chang anlaminda bir
fuzzy topoloji denir (Chang, 1968):

i)0erveler

(i) g, pp ETiSE U Al €T

(iii) / bir indeks kiimesi olmak tizere, i € J i¢in y; € t ise V; y; € t dir.

(X,1) ve (Y,6) fuzzy topolojik uzaylar, f : X — Y bir fonksiyon olsun. Eger her
u € &8 igin f~1(u) € T oluyorsa, f ye fuzzy siireklidir denir Chang, (1968). Burada verilen
fuzzy topoloji ve fuzzy siireklilik tanimlarindan, klasik anlamda bilinen her sabit
fonksiyonun siirekli olmasi 6zelligi saglanmamaktadir. Bu nedenle, fuzzy topoloji kavrami
Lowen (1976) tarafindan bu 06zelligin saglanacagi sekilde, asagidaki gibi yeniden
tanimlanmustir.

Tamm 2.2.2. Asagidaki kosullar1 saglayan bir T € [*ailesine Lowen anlaminda bir
fuzzy topoloji denir (Lowen, 1976):

(i) Va € [ sabitiigina € T

(i) py, pr ETISC U ANy ET

(iii) / bir indeks kiimesi olmak tizere, i € J i¢in y; € t ise V; y; € t dir.



Buraya kadar verilen fuzzy topoloji tanimlarinda, bir fuzzy altkiime ya agiktir ya da
degildir veya ya kapalidir ya da degildir. Bu nedenle Sostak (1985), fuzzy mantiga daha
uygun bir yaklasimla, fuzzy topoloji kavramini, bir fuzzy altkiimenin acgik olup
olmamasindan ziyade, bu kiimenin agiklik derecesini tanimlayacak sekilde, asagidaki gibi
yeniden tanimlamuistir.

Tamm 2.2.3. X bir kiime olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan bir 7: I¥ — [
fonksiyonuna X iizerinde bir fuzzy topoloji ve (X, t) ikilisine de fuzzy topolojik uzay denir
(Sostak, 1985):

FTH(0)=7(1) =1

FT2)puvel* =1(unv) >t(w) At(v)

(FT3) Vi € I € I = 1(Vier i) = Aier T(147)

T(u) reel sayisina u fuzzy kiimesinin agiklik derecesi denir.

*

% : I¥ — I, her u € I* igin, 7*(u) = 1(u°) biciminde tanimlansin. T*(u) sayisina

X—)I

u fuzzy kiimesinin kapalilik derecesi denir. Bu sekilde tanimlanan 7*: [
fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar:

FTH**(0)=7t"(1) =1

FT)* pvel* =t (uvv) >t (W AT (V)

(FT3)* Vi € I, p; € I = ° (Nier i) = Nier T° (1)

Bir fuzzy topolojik uzay, (FT1)*, (FT2)*, (FT3)* ozelliklerini saglayan bir t* :
1¥ — I déniisiimii yardimiyla da tamimlanabilir. T* doniisiimiine karsihik gelen fuzzy
topoloji 7, her p € I* igin, T(u) = 7*(u°) biciminde tanimlanir.

(X,1) ve (Y,6) fuzzy topolojik uzaylar, f : X — Y bir fonksiyon olsun. Eger her
pe*igint(f~1(W) = §(w) oluyorsa, f ye fuzzy siireklidir denir (Sostak, 1985).

Yukaridaki tanimda; 7: IX — I yerine 7: I*¥ — {0,1} olarak almirsa, Chang
anlaminda fuzzy topoloji ve 7 : {0,1}¥ — {0,1} olarak almirsa klasik anlamda topoloji
elde edilir.

Tamm 2.2.4. X bir kiime olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan bir 7: I¥ — [
fonksiyonuna X {izerinde bir smooth topoloji ve (X, t) ikilisine de smooth topolojik uzay
denir (Ramadan, 1992):

(STH t(0) =7t(1) =1

ST p,velX =t(unv)=1t(w) At(v)

(STI) Vi €1, p; € I*¥ = t(User i) = Nier T(y).

Sostak (1985) ve Ramadan (1992) tarafindan birbirinden bagimsiz olarak yapilan bu



tanimlar ayn1 yapiy1 olusturmaktadir. Bu nedenle, biitiinliigii saglamak i¢in, tez boyunca
smooth topoloji kavrami yerine Sostak (1985) tarafindan tamimlanan fuzzy topoloji
kavrami kullanilacaktir.

Not 2.2.5. (X,1) bir fuzzy topolojik uzay ve a € I olmak iizere 7, = {u €I*:
7(u) = a} olsun. Bu durumda, her a € I i¢in 7, Chang anlaminda fuzzy topolojidir ve
7o = I dir (Sostak, 1989).

Tamm 2.2.6. X bostan farkl1 bir kiime ve p € I* olsun. Bir x € X i¢in p(x) > 0 ve
y # x olan her y € X igin p(y) =0 ise p ye X kiimesinin bir fuzzy noktas: denir ve
p(x) = A olmak iizere, x; ile gosterilir. u € I* fuzzy kiimesi igin; u(x) = 1 ise x; € u
yazilir, u(x) + A > 1ise x, ¢ ile kuazi-uyumludur denir ve bu durum x; q u ile gosterilir
ve u(x) + A < 1ise xy, u ile kuazi-uyumlu degildir denir ve bu durum x; g p ile gosterilir
(Sostak, 1989).

K : IX — I bir doniisim ve a € [0,1) olmak iizere K% = {u € I*: K(u) > a}
bi¢iminde gosterilsin.

Tamim 2.2.7. p, bostan farkli bir X kiimesinin bir fuzzy noktas1 ve (X, ) bir fuzzy
topolojik uzay olsun. Ny, @, : I* — I doniisiimler olmak iizere, eger her a € [0,1) igin;

(@) Ny ={pel*|3ver®:pevCyu} oluyorsa N, ye p nin fuzzy komsuluk
sistemi ve p € I* olmak iizere, N,(u) reel sayisina da p fuzzy altkimesinin p fuzzy
noktasinin komsulugu olma derecesi denir.

b) Qf ={uel*|Iver®:pqv, v S u} oluyorsa Q, ye p nin fuzzy g-komsuluk
sistemi ve p € I* olmak iizere, Qp(u) reel sayisma da p fuzzy altkiimesinin p fuzzy
noktasinin g-komsulugu olma derecesi denir (Demirci, 1997).

Onerme 2.2.8. (X,7) bir fuzzy topolojik uzay, p € I* bir fuzzy nokta ve N, Q, :
1¥ — [ déniisiimler olsun. Bu durumda;

(i) N,,, p nin fuzzy komsuluk sistemidir ancak ve ancak her u € I icin

Ny () = {sg’p{r(v) tvelX,pevcyu}, ppeeﬂu
esitligi saglanir.

(ii) @, p nin fuzzy g-komsuluk sistemidir ancak ve ancak her u € I X icin

_ sup{t(v) : veIX, pqv, v<u}, pqu

esitligi saglanir (Demirci, 1997).
Onerme 2.2.9. (X,7) bir fuzzy topolojik uzay ve p € I¥ bir fuzzy nokta olsun.



Ny, : 1 X — I, p nin fuzzy komsuluk sistemi ise her y, uy, 1, € I* icin asagidaki dzellikler
saglanir (Demirci, 1997):

OND)N,(w) >0=p€Ep

(N2) sup{N, (1) : p € I*} =1

(N3) Np (1 A p12) = Ny (1) A Npp (u2)

N py < pp = Np(pg) < Np(uz)

(NS) N, (1) < SUp{N,(¥) A (eer Ne(@)) v € I,v € ).

Onerme 2.2.10. (X,7) bir fuzzy topolojik uzay ve p € I* bir fuzzy nokta olsun.
Qp:1 X — I, p nin fuzzy gq-komsuluk sistemi ise her u,pq,u, € IX icin asagidaki
ozellikler saglanir (Demirci, 1997):

QD QW) >0=pqu

(Q2) sup{Qp(w) : € I*} =1

(Q3) Qp(uy A 1z) = Qp(ug) A Qp(z)

Q) 11 < gz = Qp(a) < Qp(uz)

(Q5) @, (1) < sup{Qp (V) A (Aeqy Qe (W) : v € IX,v S u}.

Onerme 2.2.11. X bostan farkli bir kiime ve Qp: I¥ — I déniisiimii (Q1) - (Q5)

ozellikleri saglasm. Bu durumda, her u € I* igin

/\ Qe(ﬂ) ) u * OX
T(1) = 9 equ

1, u =0y
bi¢iminde tanimlanan 7 : [¥ — | déniisiimii, X {izerinde bir fuzzy topolojidir. Ayrica, Qp>
p nin (7 fuzzy topolojisine gore) fuzzy q-komsuluk sistemidir (Demirci, 1997).
Yukaridaki 6nermede verilen, fuzzy q-komsuluk sistemi ve fuzzy topoloji arasindaki
iligkinin benzer sekilde fuzzy komsuluk sistemleri ve fuzzy topoloji arasinda da olmasi

beklenebilir. Ancak s6z konusu makale boyle bir iliskiye yer vermemistir.

2.3. Ditopolojik Doku Uzaylari

Doku Uzaylar

Tanim 2.3.1. S bostan farkli bir kiime olsun. Asagidaki kosullart saglayan § € P(S)
ailesine S nin bir dokulanmas: ve (S, §) ikilisine bir doku uzayidwr ya da kisaca bir dokudur
denir (Brown ve Ertiirk, 2000a).

(1) (5,S), @ ve S yi igeren bir tam ve tamamen dagilimli latis ve S deki sup ve inf

islemleri, (P(S), ©) latisindeki kesisim ve birlesim islemleriyle su sekilde iliskilidir.
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Her I indeks kiimesi i¢in
/\Ai=ﬂAi, A, €ES,i€l
iel i€l

ve her sonlu indeks kiimesi I i¢gin
\/Ai=UAl-, A, ESi€el
i€l i€l

(2) S, S nin noktalarini ayirir. Yani her s4,s, €S, s; # 5, icin 51 € 4,5, € A veya
s, € A,s1 € A olacak sekilde A € § vardir.

Genelde bir doku uzayi, klasik anlamdaki kiime tiimleyeni islemi altinda kapali
degildir. Ornegin, S = {a, b}, S = {Q), {a},{a, b}} olmak flizere; §, S lizerinde bir dokudur
ve {a} € § olmasina karsin X\{a} = {b} € S dir. Bu nedenle kiime tiimleyeninin bir
genellestirmesi asagidaki bigimde tanimlanmistir (Brown ve Ertiirk, 2000a).

Tamim 2.3.2. Eger 0 : § = S fonksiyonu

(1) Her A € S icin 62(4) = A,

(2)HerA,BeSicginAS B = od(B) S d(4)
kosullarin1 gergekliyorsa g ya S lizerinde bir tiimleyen islemi ve (S, S, o) ya da tiimleyenli
doku uzayr denir. Tiimleyen isleminin bire-bir ve 6rten oldugu agiktir (Brown ve Ertiirk,
2000a).

Tamm 2.3.3. (S,S) bir doku uzay1 ve her s € S i¢in P, = N{A € S | s € A} olsun.
P; kiimesine nokta kiime (point set) veya kisaca p-kiime denir.

Acikea, P, S nin s yi iceren en kii¢iik elemanidir.

P:S - S§; s P, donlisimi, S yi § i¢ine resmeden bir gommedir. § dokusunun
tizerindeki latis yapisi, “s < t & P, € P, & s € P;” bigiminde tanimli < bagintisi ile S
tizerinde bir kismi siralama bagintis1 indirger.

Ayrica, P;, § nin bir molekiiliidiir ve her A € S i¢in

a=\/r=|]~

SEA SEA
olur (Brown ve Ertiirk, 2000a).

Tanim 2.3.4. Eger (8, ) nin biitiin molekiilleri {P; | s € S} ailesine aitse (S,S) ye
basit doku denir (Brown ve Ertiirk, 2000a).

Tanim 2.3.5. (S,8) bir doku uzay1 ve her s € S igin Q; = V{P; | s € P;} olsun. Qg
kiimesine g-kiime denir. p-kiimeler ile g-kiimeler arasinda bir dualite vardir (Y1ldiz, 2005).

(13

S dokusunun iizerindeki latis yapisi, “s <t & Qs € Q¢ bigiminde tanimh <
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bagintis1 ile S {izerinde bir kismi siralama bagintis1 indirger. Bu bagintiya kosiralama
bagintisi denir (Yildiz, 2005).

o, § lizerinde bir tiimleyen islemi olmak flizere; eger § lizerinde; o(P,) = Qg, ve
0(Q,) = P, olacak sekilde bir s » s’ (s’ yerine o(s) kullanilacaktir) doniisiimii varsa o ya
cakili denir ve bu durumda (S,S,0) ya da tiimleyenli ¢akili doku uzay: denir (Ozgag ve
Brown, 2011).

Tanim 2.3.6. Bir A € S kiimesi i¢in,

core(A) = ﬂ{U{AiHEI}HAi liencs,A =\/{Ai lien)

kiimesine A nin ¢ekirdegi denir ve kisaca A? ile gosterilir (Yildiz, 2005).

Tamm 2.3.7. (S,S) bir doku uzay1 olsun. Eger her s € S i¢in P, € Q, oluyorsa §
dokusuna sade doku denir (Y1ildiz, 2005).

Bir tiimleyenli sade doku uzayimnin tiimleyeni ¢akilidir (Tiryaki ve Brown, 2011).

Teorem 2.3.8. Bir (S, §) dokusu i¢in asagidakiler denktir (Yildiz, 2005):

D (S,S) sadedir.

Q) HerAcSSicinUA =V A drr.

(3) S birlesim islemi altinda kapalidir.

Ornek 2.3.9. (1) (X, P(X)) bir doku uzayidir. Her x € X icin, P, = {x}, Q, = X\{x}
dir. P(X) in tim molekiilleri P, bi¢ciminde oldugundan bu doku basittir. X tizerindeki
siralama ve kosiralama asikar siralamadir. Her x € X i¢in, P, € Q, oldugundan bu doku
sadedir. Ayrica, 1y : Y € X — X\Y fonksiyonu (X,P(X)) iizerinde bir timleyendir.
(X, P(X), my) dokusu tiimleyenli ayrik doku olarak adlandirilir.

2) L=(01] ve L={(0,r]|r €[0,1]} olmak iizere (L,L) bir doku uzayidur.

Burada
01] = \/ (0,1 _ %] + U (0,1 _ %] — (0,1)

nenN nenN

oldugundan bu dokuda sup ile birlesim her zaman esit degildir. r € L i¢in, P. = Q, =
(0,r] dir. Bu dokunun biitin molekiilleri B. bigiminde oldugundan bu doku basittir. L
tizerindeki indirgenmis siralama, L iizerindeki bilinen siralamayla aynidir. Ayrica P, = Q,
oldugundan L iizerinde £ dokusunun indirgedigi siralama ve kosiralama aynidir, yani doku
ko-ayriktir. Ancak, B- € Q, olmadigindan bu doku sade degildir. Son olarak A((O, r]) =
(0,1 —r] fonksiyonu (L, L) dokusu iizerinde dogal bir timleyendir. Yani, (L, £, 1) bir
tiimleyenli, basit, ko-ayrik dokudur.
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B3)1=[01] ve J={[0,7]|r€[0,1]} U{{[0,r)]|r €[0,1]} ise (I,J) bir doku
uzayidir. Bu doku uzayinda sup ile birlesim c¢akisirlar, bu nedenle bu doku sadedir. Ayrica,
r € I igin B. = [0,7], r € I\{0} i¢in Q, = [0,7) ve Qy = @ dir. Her r € I\{0} igin Q, de
molekiildiir ve Q, € {B- | r € I} oldugundan bu doku basit degildir. Ayrica J dokusunun
indirgedigi siralama ile kosiralama aynidir. Son olarak, r € I igin, A([0,7]) = [0,1 — 1) ve
A([0,7)) = [0,1 — r] bigiminde bir tiimleyen tanimlanabilir. (I, J, 1) bir tiimleyenli, sade,
ko-ayrik dokudur.

@ M=[01],M={01]| re[01]} u{®d} ve o: M —M;o(0,r]) =
[0,1 —r] olmak tlizere (M,M,o) bir timleyenli doku uzayidir. Bu doku uzayinda
supremum ve birlesim islemlerinin c¢akisik olmadigi, yani bu dokunun sade olmadigi
(2)’deki gibi gosterilebilir. Her r € M igin B. = [0,r], r € M\{0} i¢in Q, = [0,r] ve
Qo = @ dir. Agik¢a, B. € Q,, olmadigindan sade degildir. Ayrica (M, M, g) basit ve ko-
ayrik bir dokudur.

(B) R={(—o,r)|r€R} U{(—oo,7]|r € R}U{®, R} olmak iizere (R,R) bir
doku uzayidir. Her r € R i¢in B. = (—oo,7] ve Q, = (—oo,r) dir. Her r € R i¢in Q, de bir
molekiildir ve Q, & {B-| r € R} oldugundan bu doku basit degildir. Ayrica bu doku
uzayinda supremum ve birlesim ¢akisiktir. Sonu¢ olarak (R,R) bir sade, ko-ayrik
dokudur.

©6) S ={0,{a, b}, {b},{b,c},S}, S={a, b,c} lizerinde bir basit dokudur. P, =
{a,b}, P, = {b},P. = {b, c} dir. § nin indirgedigi kismi siralama b < a, b < ¢ seklindedir.
Qs =1b,c},Qp =0,Q0, ={a,b} dir. (5,5) nin flizerinde bir tiimleyen tanimlamak
miimkiin degildir (Yildiz, 2005).

Teorem 2.3.10. (S,S) bir doku uzayi olsun. Asagidakiler gegerlidir (Brown ve ark.,
2004a):

() Hers€S,A€Sicin,s¢A=>AcQ, = s ¢ AP.

Q)Her A€ Sicin, A’ ={s€S|A & Q).

(3)Heri € I, A; € S igin, (Ve A4)? = U;er A,

(4) Her A € S icin A4, A yi igeren S nin en kiigiik elemanidir.

(S)HerA,BeSicinn,AZB = A Z Q, ve P; € B olacak sekilde bir s € S vardir.

(6) Her A € S igin, A = N{Qs | B, & A}

(7)Her A € S igin, A = V{P, | A € Q,}

Sonug 2.3.11. (S,S) bir doku uzay1 olsun. Asagidakiler gegerlidir (Brown ve ark.,
2004a):
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(D)HerA€Sicin,Aes 4P =4

2)Hers € Sicin,s € S? < Q, = S.

(3)Her A € Sigin, A» = {s € S’ | A £ Q,}.

(4 HerA,BESicin,ACB & "Vs, AZQ, = B Z Q.".

Teorem 2.3.12. L bir Hutton cebiri ve L nin molekiillerinin kiimesi L olsun. Her
a€l igin pla)={meL:m<a}, L={pla): a€el} ve A(go(a)) = ¢(a’)
bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda (L, £, A) bir tiimleyenli basit dokudur ve ¢ : L. — L,
tiimleyeni koruyan bir latis izomorfizmasidir.

Tersine, her tiimleyenli basit doku uzay1 bu yolla uygun bir Hutton cebirinden elde
edilebilir (Brown ve Ertiirk, 2000a).

Tamim 2.3.13. Eger (L,L,A), L igin yukaridaki sekilde tanimlanmigsa (L, L)
((L,£,2)) ye L nin (tiimleyenli) Hutton dokusu denir (Brown ve Ertiirk, 2000a).

Ornek 2.3.14. I = [0, 1] kiimesi iizerindeki dogal siralama ve r € I iginr =1 —r
dogal involiitii ile bir Hutton cebiridir. T nin 0 dan farkli her elemani molekiildiir. (L =
(0,r], L={(0,r]: r €l}) dokusu, I Hutton cebirine karsi gelen Hutton dokusudur
(Brown ve Ertiirk, 2000a).

Teorem 2.3.12.'den, biitiin Hutton dokularinin basit oldugu goriiliir. Ancak basit
olmayan bir doku, bir Hutton cebirine karsilik gelmez (Ornek 2.3.9. (3) ). Dolayisiyla doku
uzaylar1, Hutton cebirlerinden daha genel yapilardir (Yildiz, 2005).

Carpim Dokular:

Klasik anlamda X X Y kartezyen ¢arpimi, X den Y ye olan bagintilar ve fonksiyonlar
icin temel teskil eder. Bu nedenle benzer bir kavramin doku uzaylar i¢in de tanimlanmasi
gerekmektedir. Kartezyen c¢arpimin tanimindan yola ¢ikarak (S;,8;) ve (5,,8,)
dokularinin ¢arpimi olarak (S; X S,,8; X §,) diistiniildiigiinde bu tanimin yetersiz olacagi
aciktir. Clinkli §; ve S, nin bilinen anlamda kartezyen ¢arpimi S; X S, tizerinde bir doku
olmayabilir. Bu nedenle daha dogal bir yol izlenerek §; X 8, nin biitiin elemanlarini i¢eren
S1 X S, iizerindeki en kiigiik dokuya ¢arpim dokusu denilmistir. Bu diislinceden yola
cikilarak keyfi sayida doku uzaymin ¢carpiminin tanimi asagidaki sekilde verilmektedir. Bu
konuda daha genis bilgi i¢cin Brown (1993b) incelenebilir (Yildiz, 2005).

I bir indeks kiimesi, (S;, S;);e; doku uzaylari ve S = [[;¢;S;, S; lerin bilinen ¢arpim

kiimesi olsun. Her k € I ve A € Sy, icin

14



Y—{A' i =kise
LTS, i # kise

olmak lzere
B =] %
i€l

verilsin.

gz{UE(k’Lk) |Kg1,Lk E.S'k}

keK

olarak tanimlansin ve € kiimesinin keyfi kesigimlerinden olusan kiime, § ile gosterilsin.
Teorem 2.1.7. geregi (S, ) bir tam latistir ve her K indeks kiimesi, A, € S, a € K i¢in
Naek Aq = Ngex Aq dir. Ayrica,

V=i | Jacceesy=[ 1| Jaccree

a€K a€K a€K

oldugu goriilebilir (Yildiz, 2005).

Tamim 2.3.15. Yukaridaki bigimde olusturulan (S,S) ye (S;, S;);e; doku uzaylarinin
carpim dokusudur denir ve § =@ ;¢; 8;ile gosterilir (Brown ve Ertiirk, 2000a).

Teorem 2.3.12.'de Hutton cebirleri, basit Hutton dokulariyla temsil edilmisti. Simdi
[L-Hutton cebiri goz 6niine alinsin.

L bir Hutton cebiri ve X bostan farkli bir kiime olsun. Tanim 2.1.15.'de belirtildigi
gibi W = IL* bir Hutton cebiridir. Teorem 2.3.12. geregi, W Hutton cebirine karsilik gelen
(W, W, w) Hutton dokusu vardir.

x € X, m € L olmak iizere, W nin fuzzy noktalari, yani

m, Z=x
xm(z)z{o ZFX

fonksiyonlari, W nin molekiilleridir. Dolayisiyla W = {x,, | x € X, m € L} olur. x,,
fonksiyonun (x,m) cifti ile temsil edilmesiyle W = LX denilebilir. Boylece ¢@(f) =
{(x,m) e W |x,, <f} olmak iizere W ={p(f)|f EW} ve w(<p(f)) =p(f) =
{(x,m) | m < f(x)'} bir tiimleyendir. Yani (W, W, w) bir tiimleyenli basit doku uzay
olur (Yildiz, 2005).

Tanmim 2.3.16. Yukarida tanimlanan (W, W) doku uzayina X iizerindeki L-Hutton
doku uzay1 ve (W, W,w) doku uzaymna X iizerindeki tiimleyenli LL-Hutton doku uzayi
denir.

Ayrica, L-Hutton cebirine karsi gelen Hutton dokusu, carpim dokusuyla da
karakterize edilebilir (Brown ve Ertiirk, 2000a).
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Onerme 2.3.17. X iizerindeki (W, W) L-Hutton dokusu, (X,P(X)) dokusu ile L ye
karst gelen (L,L) Hutton dokusunun carpimina esittir. Ayrica (W, W) flizerindeki w
timleyeni, (X ,P(X )) dokusundaki my tiimleyeni ile (L,£) tizerindeki A tiimleyeninin
carpimina esittir (Brown ve Ertiirk, 2000a).

Teorem 2.3.18. X iizerindeki tiimleyenli L-Hutton dokusu, (X, P(X), my) timleyenli
dokusu ile L ye karsilik gelen (L, £, A1) tiimleyenli Hutton dokusunun ¢arpimina esittir
(Brown ve Ertiirk, 2000a).

Ornek 2.3.19. Bir X kiimesi iizerinde Chang anlaminda fuzzy kiimeler f : X — [ =
[0,1] bicimindeki fonksiyonlardir. Ornek 2.3.14.'de belirtildigi iizere 1 ya karsilik gelen
Hutton dokusu, (L = (0,1], £ = {(0,1] | r € }) dokusudur. Béylece W = X x (0,1] ve W
nin elemanlar1 Y € X ve 0 <r <1 olmak tizere (Y X (0,1]) U (X x (0,7]) bi¢imindeki
kiimelerin kesisimi olur. Ayrica w((Y x (0,1 u (X x (0, r])) =X\Y)xO01-r], W
carpim dokusunun tiimleyeni olur. Bu tiimleyenli ¢carpim dokusu, X {izerindeki I-Hutton

cebirine karst gelen dokudur (Brown ve Ertiirk, 2000a).

Dibagintilar:

Doku uzaylarinda nokta kavrami olmadigi icin noktayr noktayla eslestiren klasik
anlamdaki baginti ve fonksiyon tanimlari, doku uzaylart icin uygun degildir. Ancak,
bagint1 ve fonksiyonlarin bazi 6zelliklerinin nokta kiime kavramina genellestirilmesiyle bu
tanimlarin doku uzaylar i¢in uygun karsiliklari elde edilmistir. Klasik anlamda fonksiyon,
bagintinin bir 6zel halidir ve doku uzaylarinda da difonksiyon, dibagintinin 6zel bir hali
olarak tanimlanmustir.

Gosterim 2.3.20. (S, S) ve (Z,2Z) doku uzaylari olma iizere; (S,8) dokusunun p- ve
g- kiimeleri her zaman i¢in s € S olmak tizereP, ve Q; ile, (Z, Z) dokusununkiler ise z € Z
olmak tizere P, ve Q, ile gosterilecektir. Ayrica, (s,z) € S X Z olmak tizere P(S) @ Z
arpim dokusunun p- ve g- kiimeleri i¢in P, ve Q) ve benzer sekilde P(2) @ S
dokusununkiler i¢in ise P, ) ve Q(Z,S) sembolleri kullanilacaktir.

Tamim 2.3.21. (S, S) ve (Z, Z) doku uzaylari olsun.

(1) Asagidaki kosullar1 saglayan r € P(S) ® Z ye, (S,8) den (Z,Z) ye bir
bagintidir denir:

RD) 7 £ Q.00 Py £ Qs =1 £ Qs1,)

R2) 7 & Qis.) = P & Qs ver & Qs Olacak sekilde bir s” € S vardr.

Ozel olarak, (Z,2Z) = (S, S) ise bu durumda r ye (S, S) iizerinde bir bagintidir denir.
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(2) Asagidaki kosullar1 saglayan R € P(S)® Z vye, (5,8) den (Z,Z) ye bir
kobagintidwr denir:

(CR1) P(s) £ R, P £ Qs = P(siz) £ R

(CR2) P(5,) £ R = P, & Qs ve P(5, ;) & R olacak sekilde bir s” € S vardur.

Ozel olarak, (Z,2) = (S,S) ise bu durumda R ye (S,S) iizerinde bir kobagintidir
denir.

(3) r ve R, (S,8) doku uzayindan (Z, Z) doku uzayina tanimli bagint1 ve kobaginti
olsun. Bu durumda (r, R) ¢iftine (S,8) doku uzayindan (Z,Z) doku uzayina tanimli bir

_ (r.R) . .
dibagintidir denir ve (r,R) : (5,8) — (Z,2) veya (§,S) =5 (Z,Z) ile gosterilir. Eger

ozel olarak (Z,Z) = (S,S) ise bu durumda (r, R) ye (S, §) tizerinde bir dibagintidir denir.
Ayrica dibagintilar ailesi lizerinde, (ry,R;) ve (ry, R,) dibagmtilar1 i¢in "(ry,Ry) C
(ry,Ry)) © 1, S r,ve Ry, € R," biciminde tanimli, bir = kismi siralama bagintisi
bulunmaktadir (Brown ve ark., 2004a).

Tanimda oldugu gibi genelde bagimntilar kiiciik harflerle, kobagimntilar ise biiylik
harflerle gosterilecektir.

Yardimci Teorem 2.3.22. ¢ € P(S) @ Z olsun. Bu durumda

1) ﬂ{é(z,s) | & Q(S,Z)} kiimesi (Z, Z) den (S, S) ye bir kobagintidir.

() V{Ps) | Pispy € @} kiimesi (Z,Z) den (S,S) ye bir bagitidir (Brown ve ark.,
2004a).

Tamim 2.3.23. (S, S) ve (Z, Z) doku uzaylari olsun.

M r:(S,8) — (Z,2) bir bagint1 ise

re = ﬂ{@(z,s) |7 & Qs
kobagintisina r nin fersi denir.

)R :(S5,8) — (Z,Z) bir kobagnt1 ise

R™ = \/{13(2,5) | Pisy € R
bagintisina R nin tersi denir.
3) (r,R) : (§5,8) — (Z, Z) bir dibagint1 ise (r,R)” = (R, r°) bigiminde taniml
(r, R)“ dibagntisina (7, R) nin tersi denir (Brown ve ark., 2004a).
Onerme 2.3.24. (r,R): (S5,8) — (Z,Z) bir dibagint1 olsun. Bu durumda
asagidakiler saglanir (Brown ve ark., 2004a):
(1) Her s€ S ve her z€ Z igin 1 & Q(sz) © Pps) €77 ve Py E RO R &
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Q(zs) olur.

2) (r°)" =rve(R7) =R dir.

(3) (d,D): (S5,8) — (Z,2) bir dibaginti olsun. r € d & d " Sr“ve . RS D &
D € R olur.

Ornek 2.3.25. (1) (S,P(S)), (Z,?(Z)) ayrik dokular ve ¢ : S — Z bir noktasal
bagint1 olsun. Bu durumda ¢, (S,?(S)) den (Z,P(Z )) ye hem bir bagint1 hem de bir
kobagintidir.

(2) (5,8) bir doku uzay1 olmak iizere is = V{P(sq) | s € S} ve Is = N{Qss) | s €
SP} tanimlamalar1 yapilsin. is € Qs < Ps € Q, ve P,y & Is & P, & Qg oldugundan
is nin bir bagnt1, I nin de bir kobagint1 oldugu goriilebilir. Ustelik is” = Ig ve Is” = ig
dir.

3) (X ,P(X )) ayrik doku uazyi i¢in iy = {(s,s) | s € X}, yani bilinen birim baginti
ve Iy ise onun tiimleyeni {(s,z) | s # z} dir. Fakat Ornek 2.3.9. (2)'de verilen (L, L)
dokusu icin i, ={(s,2) |s,z€[0,1], z<s} ve I, ={(s,2)|s,z€[0,1], z<s} dir.
Boylece (L, £) dokusu i¢in I; € i; olur (Brown ve ark., 2004a).

Tamm 2.3.26. (S,S) bir doku uzayi olmak iizere is = V{P(ss) | s € S} bagntisina
(S,8) tzerindeki birim baginti, Ig = ﬂ{é(s,s) |s €SP } kobagintisina (S,S) tlizerindeki
birim kobaginti ve (ig, Is) dibagmtisina (S,8) lizerindeki birim dibaginti adi verilir
(Brown ve ark., 2004a).

Tamm 2.3.27. (r,R) : (S,8) — (Z, Z) bir dibagint1 olsun.

(1) A € S olmak lizere

ra=(e.1vs reduy=aca}ez

kiimesine r nin A-kesiti denir.

(2) A € S olmak lizere
R~A = \/{PZ |Vs, Py ER=P CA}€Z

kiimesine R nin A-kesiti denir.

(3) B S Z olsun. r~ kobagmtisinin B-kesiti (r“)”B € § ye, r bagntisinin B-
onkesiti denir ve B ile gosterilir. Benzer olarak R bagintisinin B-kesiti (R")”B € §
ye, R kobagintisinin B-0nkesiti denir ve R B ile gosterilir (Brown ve ark., 2004a).

Kesitler, bagint1 ve kobagintilar1 karakterize eder. Yani;
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Yardimcr Teorem 2.3.28. (r,R;), (1, Ry) ¢ (S5,8) — (Z,2) dibagmtilar olsun.

Her A € S i¢in,
n=ronrn A=nr"Ave
R, =R, &R A=R,"A

dir (Brown ve ark., 2004a).

Yardimci Teorem 2.3.29. (r,R) : (S,8) — (Z,2) bir dibagnt1 olsun. Bir B € Z
i¢in,

W) 7rB=V{P |Vz, & Qu, = P, < B}

) RB=0N{Qs|Vz Pi,yLR=BCQ,}

)@ 7 & Qs S TR L,

(b) P(sz) € R & P, € R7Qs

gecerlidir (Brown ve ark., 2004a).

Teorem 2.3.30. (r,R),(r,Ry), (1, Ry) : (S,8) — (Z,2) dibagintilar olsun. Bu
durumda;

(1) A, A, €S, A, € A,, B,B,EZ, BCB,, 1,1, ve Ry CR, ise r;°A, C
v, Ay, Ry”A; € Ry” Ay, 175°B, S 1,°B,, R,"B; € R, B, dir,

2)r~@ = @ dir. Ayricaher A € Sigin A S r“(r"A) veher B € Z i¢cinr~(r“B) <
B dir,

(3) R7S =Z dir. Ayrica her A€ S igin RT(R"A) € A ve her BE€ Z igin B &
R”(R“B) olur,

@) (i,I), (S,8) tizerinde birim dibaginti ve A € § ise, i"A =I1"A = A ve boylece
i“A=1"A=Adir,

®)j€eJ,AjeSicinrT Vg Aj = Ve, 77 Ajve R7 Njey A = Njegy R7A; dir,

6) j€J], Bi€ Z i¢in r" Nje; Bj = Njeyr“B; ve R™ Ve B = Vje; R7B; ve dir
(Brown ve ark., 2004a).

Tanim 2.3.31. (p,P): (5,8) = (Z,Z) ve (q,Q): (Z,Z2) — (U, U) dibagmtilari
verilsin.

(1) p ile q bagintilarinin bileskesi

qeop = \/{P(S,u) | 3z € Z, |% Z Q(s,z)r q s Q(Z,u)}

bi¢iminde tanimlidur.

(2) P ile Q kobagintilarinin bileskesi

QoP = ﬂ{@(m 132 €7, Py &P, Qo € Q)
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biciminde tanimlhidir.

3) (p, P) ve (g, Q) dibagintilarinin bileskesi

(,.Q) e (p,P) =(qep,Q°P)

biciminde tanimlidir (Brown ve ark., 2004a).

Onerme 2.3.32. Yukaridaki tamimda verilen qop, (S,8) den (U, U) ya bir
bagintidir ve Q o P, (S,S) den (U, U) ya bir kobagntidir (Brown ve ark., 2004a).

Onerme 2.3.33.

1) (r,R) : (§5,8) — (Z,Z) bir dibagmt, (is, Is), (S,S) tizerinde ve (iz, 1), (Z,2Z)
tizerinde birim dibagintilar olsun. Bu durumda;

(T,R) ° (iSl IS) = (T,R) ve (iZ'IZ) ° (T, R) = (T,R)

olur.
2) (p,P): (58 —(Z,2) ve (q,Q): (Z,Z2) — (U, U) dibagmtilar olsun. Bu
durumda;
[(q,Q) e (p,P)]” = (0, P)" 2 (q, Q)
olur.
3) (p,P): (5,85 — (Z,2) ve (q,Q): (Z,2) — (U,U) dibagmtilar olsun. Bu
durumda;

(@HerA€eSicin(qep)”A=q (p"A) ve (QoP)"A=Q~(P”A) dir.

(b)Her B € Uigin (qop) B =p (g B) ve (Q o P)"B = P (Q“B) dir.

(4) Bileske islemi, birlesme Ozelligine sahiptir. Yani (p,P): (S,8) — (Z,2),
(,Q): (Z,Z2) — (U, U) ve (r,R) : (U, U) — (V,V) dibagmtilar olsun. Bu durumda;

[(r,R) e (q, Q)] °(p,P) = (r,R) 2 [(q,Q) ° (p, P)]

dir.

S) (pu P, (02,P;): (5,8) —(Z,2) ve (q1,01), (42,Q2): (£,2) — (U, W)
dibagintilar, (py,P;) E (p,, P,) ve (q1,Q1) E (g2,Q,) olsun. Bu durumda (gqq,Q;) ©
(p1, P1) E (g3, Q) © (p,, P,) olur (Brown ve ark., 2004a).

Difonksiyonlar:
Noktasal fonksiyonlar, noktasal bagintilarin 6zel bir halidir. Daha a¢ik bir ifadeyle;
1) her x € X i¢in (x,y) € f olacak bi¢gimde bir y € Y vardir, 2) her x € X i¢in (x,y,) € f
ve (x,v,) € f = y; = y, kosullarin1 saglayan bir f € X X Y bagintisina X den Y ye bir
noktasal fonksiyondur denir. Bu kavram, nokta-kiime kavramina genellestirilerek

difonksiyon tanimi olusturulmustur.

20



Tanmmm 2.3.34. (f,F): (5,8) — (Z,Z) bir dibagint1 olsun. Asagidaki kosullari
saglayan (f, F) dibagintisina difonksiyon denir:

(DF1) s,s" € S i¢in P, € Q,, ise, f & Q(S'Z) ve 13(5,,2) & F olacak sekilde bir z € Z
vardir.

(DF2) z,z' € Z ve s € S igin f & Qs Ve P(szy & F ise, P, & Q, dir (Brown ve
ark., 2004a).

Tamm 2.3.35. (f,F) : (S,8) — (Z,2) bir difonksiyon, A € § ve B € Z olsun. Bu
durumda;

(1) f bagmtisinin A-kesitine, A nin (f, F) difonksiyonu altindaki géoriintiistidiir denir
ve f A ile gosterilir,

(2) F kobagmtisinin A-Kkesitine, A nin (f, F) difonksiyonu altindaki kogériintiisiidiir
denir ve F™ A ile gosterilir,

(3) f bagintismin B-onkesitine, B nin (f,F) difonksiyonu altindaki zers
gortintiisiidiir denir ve f B ile gosterilir,

(4) F kobagintismin B-Onkesitine, B nin (f,F) difonksiyonu altindaki ters
kogoriintiistidiir denir ve F< B ile gosterilir (Brown ve ark., 2004a).

Ornek 2.3.36. (1) (S,P(S)), (Z,2(2)) doku uzaylari ve @, : S — Z noktasal
bagintilar olsun. Ornek 2.3.25.'den (¢,) : (S,?(S)) — (Z,?(Z)) nin bir dibaginti
oldugu bilinmektedir. Bu durumda, (¢,¥) : (S,P(S)) — (Z,P(2)) bir difonksiyondur
ancak ve ancak ¢ :S — Z bir noktasal fonksiyon ve ¢ = ¢’ dir. Burada, ' kiimesel
tiimleyen iglemini gostermektedir.

(2) Bir (S,8) dokusu iizerindeki (ig,Ig) birim dibagintisi, (S,8) ftzerinde bir
difonksiyondur (Brown ve ark., 2004a).

Teorem 2337. (f,F): (5,8)—(Z,2) ve (g9,6): (Z,2)— (U,U)
difonksiyonlar olsun. Bu durumda (g,G) o (f,F) bileskesi, (S,8) den (U,U) ya bir
difonksiyondur.

Dokular ve aralarindaki difonksiyonlar bir kategori olusturur. Nesneleri dokular ve
morfizmleri difonksiyonlar olan bu kategori dfTex ile gosterilecektir (Brown ve ark.,
2004a).

Teorem 2.3.38. (f,F): (5,8) — (Z,Z) dibagintis1 igin asagidakiler denktir
(Brown ve ark., 2004a):

(1) (f, F) bir difonksiyondur.

(2) Asagidaki icermeler gecgerlidir.
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(a)HerA€eSicin f"(FTA)SACF (f"A) dirve
(b)Her B € Zigin f7(F™B) € B € F~(f“B) dur.
(3)Her B € Zi¢in fB = FB dir.

Ditopolojik Doku Uzaylar:

Topoloji, ikili topoloji ve fuzzy topolojilerin bir genellemesi olarak ortaya konulacak
olan ditopoloji kavrami, doku uzaylar iizerinde tanimlanacaktir. Bu kisimda ditopoloji
tanimi ve bazi o6rnekler verilecektir.

Ditopolojiler, birbirinden bagimsiz agik ve kapali kiime aileleri ile tanimlanir

Tamim 2.3.39. (S, ) bir doku uzay1 olsun.

(1) Asagidaki kosullar1 saglayan bir 7 € § ailesine (S, S) lizerinde bir topoloji ve T
nun elemanlarina topolojinin agik kiimeleridir denir:

(T S,Per

(T2) G, G, ET=G NG, ET

(MT3)i€el,G;et= Vi G;

(2) Asagidaki kosullar1 saglayan bir k € § ailesine (S, §) lizerinde bir ko-topoloji ve
k nin elemanlarina kotopolojinin kapali kiimeleridir denir:

(CTD) S, 0 ek

(CT2)K;,K, EtT=K, UK, Ek

(CT3)ie,K; et = Nig K;

(3) 7, (S, 8) tizerinde bir topoloji, ve k, (S, S) tizerinde bir kotopoloji ise bu durumda
(1, k) ikilisine (S,8) lzerinde bir ditopoloji ve (S,S,7,k) ya da bir ditopolojik doku
uzayidwr denir.

Genelde acik kiimeler ile kapal1 kiimeler arasinda bir iligki olmak zorunda degildir.
Bununla beraber o, (S,S) iizerinde bir tiimleyen ve (7, k) ditopolojisi k = (1) kosulunu
saglhiyorsa, (7,k) ya (S,§,0) lizerinde tiimleyensel ditopoloji ve (S,S,0,T,k) ya da bir
tiimleyensel ditopolojik doku uzayidir denir (Brown ve ark., 2004b).

Ornek 2.3.40. (1) (X,P(X),my) ayrik dokusu iizerinde bir (7,k) tiimleyensel
ditopolojisi ele alalim. Bu durumda 7, X tizerinde bilinen anlamda topoloji ve k = m(7) =
{FSX|n(F)=X\F €t} ise t topolojisinin bilinen anlamda kapali kiimelerinden
olusur. Sonu¢ olarak (X,P(X),my) ayrik dokusu flizerinde bir (7,k) tiimleyensel
ditopolojisi, kesinlikle bir noktasal topolojiye karsi gelir. Ayrica, (X,7) bir noktasal
topolojik uzay ise k = {K € X | tx(K) = X\K € t} olmak lizere (X,P(X),my,, k) bir
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tiimleyensel ditopolojik doku uzayidir.

(2) Simdi (X, P(X),my) ayrik dokusu iizerinde tiimleyensel olmak zorunda olmayan
bir (7,k) ditopolojisi alalim. Bu ditopoloji, X {izerinde bir ikili topoloji olarak
diistiniilebilir. Gergekten topolojilerden biri T ve diger topoloji de v =my(k) =
{H € X | ny(H) = X\H € k}olarak alinirsa (t,v), X tzerinde bir ikili topoloji olur.
Tersine, X tizerinde bir (z,v) ikili topolojisi i¢in Kk = my(v) olarak aliirsa (7, k),
(X, P(X),my) ayrik dokusu iizerinde tiimleyensel olmak zorunda olmayan bir ditopoloji
olur. Sonug olarak, (X, P(X),my) ayrik dokusu tizerindeki ditopolojiler, X tizerindeki ikili
topolojilere bire-bir karsilik gelir.

3) (L, £, 1), (L,") Hutton cebirine karsilik gelen tiimleyenli basit doku ve T, (IL,)
tizerinde bir fuzzy topoloji olsun. T nin elemanlarina, fuzzy topolojinin acik fuzzy
kiimeleri ve T = {a’ | a € T} nin elemanlarma ise fuzzy topolojinin kapali fuzzy kiimeleri
denir. Simdi v = @(T),k = @(T") olarak tanimlayalim. Bu durumda (t,x), (L,£,1)
lizerinde tiimleyensel bir ditopolojidir. Tersine, (L, £, 1) lizerinde tanimli her tiimleyensel
ditopolojiden bu yolla (L,") iizerinde bir fuzzy topoloji elde etmek miimkiindiir. Sonug
olarak basit tiimleyenli dokularin {izerinde, tiimleyensel ditopolojiler ile fuzzy topolojiler
bire-bir karsilik gelir.

(4) Ornek 2.3.9. (3) deki (I, J, 1) dokusunu ele alalm. 7 = {[0,7) | r € [0,1]} U {I}
ve k ={[0,7]|r €[0,1]} U {@} biciminde tamimlarsak, (t,x), (I,J,1) iizerinde bir
ditopoloji olur. Bu ditopoloji bir fuzzy topolojiye karsilik gelmez. Ciinkii (I, J, A) basit
degildir (Brown ve ark., 2004b).

Tammm 2.3.41. (1,k), (S5,8) iizerinde bir ditopoloji ve A €S olsun. [4] =
N{K € k| A € K} kiimesine A nin kapanisi ve |A[= V{G € 7| G S A} kiimesine ise A nin
icidir denir (Brown ve ark., 2004b).

Tamim 2.3.42. (1, k), (S, §) tizerinde bir ditopoloji, 8,8 S 7 ve B*,6* S k olsun.

(1) Eger 7 nun her eleman1 £ daki kiimelerin keyfi supremumu olarak yazilabiliyorsa
B vya (t,k) nin bir tabamidir denir. Benzer bigimde eger k nin her eleman1 B* daki
kiimelerin keyfi arakesiti olarak yazilabiliyorsa 8* a (, k) nin bir kotabanidir denir.

(2) Eger 6 nin elemanlarmin sonlu arakesitlerinden olusan aile, (z, k) ditopolojisinin
bir tabani ise & ya (t,k) ditopolojisinin bir alttabani ve benzer bi¢imde eger §* nin
elemanlariin sonlu supremumlarindan olusan aile (t, k) ditopolojisinin bir kotabani ise §*

a (1, k) ditopolojisinin bir koalttabanidir denir (Brown ve ark., 2004b).
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Tamm 2.3.43. (7, k), (S, §) tizerinde bir ditopoloji olsun.
(1)s € S i¢in P, € G € N & Q, olacak sekilde bir G € T varsa N € S kiimesine s

nin bir komsulugudur denir.

2)seSigcin P, £ M € K € @, olacak sekilde bir K € k varsa M € S kiimesine s

nin bir kokomsulugudur denir.

Bir noktanin kokomsulugu, her s € S i¢in tanimlansa da sadece S? nin noktalarmmn

kokomsuluklarini g6z 6niine almak yeterli olabilir. Bir s noktasinin komsuluklarmin ailesi

n(s) ile ve kokomsuluklarinin ailesi u(s) ile gosterilecektir (Brown ve ark., 2006).

Teorem 2.3.44. (7, k), (S,S) lizerinde bir ditopoloji olsun.
(1) Her s € S? icin s nin komsuluklar1 ailesi n(s) # @ dir ve n(s) asagidaki

ozellikleri saglar.

dir.

@ N en(s) =N & Q

(i) N en(s), NS N = N' € n(s)

(i) Ny, N; € n(s), Ny N N &£ Qs = Ny NN, € 1(s)

iv)(@ Nen(s) =3IN*€S,L,SN SN : "N ¢€Q, = VteS?, N en(t)
(b)NESveN & Q, icin, , €S N* S N ve "Vs' € S?, N* & Q,, = N* € n(s")"
olacak sekilde bir N* € § varsa N € n(s) dir.

Ayrica, G € T dur ancak ve ancak G & Q, olacak sekildeki her s € S? icin G € n(s)

(2) Her s € S i¢in s nin kokomsuluklar ailesi u(s) # @ dir ve u(s) asagidaki

ozellikleri saglar.

dir.

)Meu(s) >P <&M

()M e u(s), M2M = M' € u(s)

(iii) M, M, € u(s) = M; U M, € u(s)

ivi@QMEeu(s) =>IM €S, McC M " CQs :"P,EM = VteS, M* € u(t)"
b)MeSveP, £Mi¢inn MS M*SQ,ve"Vs'€S, P, £ M= M* € u(s")"
olacak sekilde bir M* € § varsa M € u(s) dir.

Ayrica, K € k dur ancak ve ancak P, € K olacak sekildeki her s € S i¢in K € u(s)

Tersine, her s € S igin (1)'deki kosullar1 saglayan S nin bostan farkli bir n(s) alt

ailesi ve her s € S i¢in (2)'deki kosullari saglayan § nin bostan farkli bir u(s) alt ailesi var

olsun. Bu durumda, her s € S? icin 7(s) komsuluklar ailesi ve her s € S icin u(s)

kokomsuluklar ailesi olacak sekilde (S, S) tizerinde bir (7, k) ditopolojisi vardir (Brown ve
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ark., 20006).

Tamm 2.3.45. (S;,S;,7;,K;)i=1, ditopolojik doku uzaylart ve (f,F) : (51,81) —
(S,,8,) bir difonksiyon olsun. Bu durumda;

(1) Her G € 1, igin F<G € 14 oluyorsa (f, F) difonksiyonuna stireklidir denir.

(2) Her K € k, i¢in f“K € K, oluyorsa (f, F) difonksiyonuna kostireklidir denir.

(3) Hem siirekli hem de kostirekli olan bir (f, F) difonksiyonuna ikili stireklidir denir
(Brown ve ark., 2004b).

Ornek 2.3.46. (1) (S,S, 7, k) bir ditopolojik uzay ve (is, Is), (S,S) iizerinde birim
difonksiyon olsun. Bu durumda, her G Etve K Ekicin "G =G €Ttveis" K=K €k
oldugundan (ig, I5) bir ikili siirekli difonksiyondur.

(2) (X;,7;)i=1, klasik topolojiler, (Xl-,fP(Xl-),T[Xi,Ti,Ki) 5 bu klasik topolojilere

i=1,
karsilik gelen tiimleyenli ditopolojik doku uzaylari ve (@,3): (X3, P(Xy)) —
(X5, P(X5)) bir difonksiyon olsun. Ornek 2.3.36.'da belirtildigi gibi ¢ : X; — X, bir
noktasal fonksiyon ve 1 = ¢’ dir. Bu durumda; (¢,) bir ikili stirekli difonksiyondur
ancak ve ancak ¢ bir siirekli noktasal fonksiyondur (Yildiz, 2005).

Tanmim 2.3.47. (S;,S;, T, K;) =1 2 ditopolojik uzaylar ve (f,F) : (S1,81) — (52,52)
bir difonksiyon olsun.

(1) Eger her G € 7, i¢in f G € T, (F”G € 1,) oluyorsa (f, F) difonksiyonuna a¢tk
(koagik) difonksiyondur denir.

(2) Eger her K € k; i¢in f”K € k, (F”K € k;) oluyorsa (f,F) difonksiyonuna
kapali (kokapalr) difonksiyondur denir.

(S,8) tzerindeki (ig,Is) birim difonksiyonu agik, koagik, kapali ve kokapalidir
(Yildiz, 2005).

Teorem 2.3.48. (S;,S;, Ty, K;) =1 2,3 ditopolojik doku uzaylari ve (f,F) : (S1,81) —
(5,,8,),(g,G) : (S,,8,) — (83,85) difonksiyonlar olsun.

(1) Eger hem (f,F) hem de (g,G) swasiyla siirekli (kosiirekli, ikili siirekli)
difonksiyonlar ise, (g,G) e (f,F) de sirasiyla siirekli (kostirekli, ikili siirekli)
difonksiyondur.

(2) Eger hem (f,F) hem de (g,G) sirasiyla agik (koagik, kapali, kokapali)
difonksiyonlar ise, (g,G)eo (f,F) de sirasiyla acik (koagik, kapali, kokapali)
difonksiyondur (Y1ildiz, 2005).

Teorem 2.3.49. Ditopolojik doku uzaylar1 ve aralarindaki ikili siirekli difonksiyonlar
bir kategori olusturur. Bu kategori df Ditop ile gosterilecektir (Brown ve ark., 2004b).
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Teorem 2.3.50. (S;,S;,7;K;)i=1, ditopolojik uzaylar ve (f,F): (51,81) —
(S,,8,) bir difonksiyon olsun. Eger 8,, (72, k,) nin bir alt tabani ve 85, (75, k,) nin bir
koalttabani ise bu durumda;

(1) (f, F) stireklidir & Her G € §, i¢in F~G = (f~G) € 1, dir.

(2) (f, F) kosiireklidir & Her K € 6, i¢in fK = (FTK) € K, dir (Yildiz, 2005).

Teorem 2.3.51. (S;,S;,7;,K;)i=1, ditopolojik uzaylar ve (f,F): (51,8;) —
(S,,8,) bir difonksiyon olsun. Eger f,, (73, k) nin bir taban1 ve S5, (73, k) nin bir
kotabani ise bu durumda;

(1) (f, F) stireklidir & Her G € B, i¢in f G € 1, dir.

(2) (f, F) kostireklidir & Her K € S5 ig¢in FTK € k4 dir (Yildiz, 2005).

Regiiler Disiizgeclerin Yakinsakhg:

Tamm 2.3.52. (7, k), (S, §) tizerinde bir ditopoloji olsun.

(1) Bir D € § X § kiimesine (S, §) tizerinde bir di-aile denir.

(2) Bir D di-ailesi i¢in, (4;,B;) €D, i =1,2,..,n = Nt; 4; £ U}, B; oluyorsa D
di-ailesi sonlu diglanma ézelligine (sdo'ye) sahiptir denir (Ozgag ve ark., 2005).

Tanim 2.3.53. (S, S) bir doku olsun.

(1) Asagidaki 6zellikleri saglayan bostan farkli bir F € § ailesine bir S-siizge¢ veya
(S, §) tizerinde bir siizgeg¢ denir:

F1)o ¢F,

(F2)AeF,AcAeS=AE€EF

(F3)A,,A, EF=> A, NA,EF

(2) Asagidaki ozellikleri saglayan bostan farkli bir G € § ailesine bir S-kosiizgeg
veya (S, 8) lizerinde bir kostizge¢ denir:

(CF1)S ¢aG,

(CF2)BEG,B2B'eS§=B'€G

(CF3)B,,B, €G=B,UB, €G

(3) F bir §-siizgeg¢ ve G bir S-kosiizges ise F X G ye bir S-distizge¢ veya (S,S)
lizerinde bir disiizge¢ denir (Oz¢ag ve ark., 2005).

Yardimcr Teorem 2.3.54. (S,8) tlizerinde bir F X G dislizgeci i¢in asagidakiler
denktir (Oz¢ag ve ark., 2005):

MHFNG=0

(2) F X G sdd'ye sahiptir.
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B)AEF,BEGC=ALB

Tanmim 2.3.55. Yardimc1 Teorem 2.3.54.'deki denk kosullardan birini saglayan (S, S)
lizerindeki bir disiizgece regiiler denir (Ozg¢ag ve ark., 2005).

Yardimcr Teorem 2.3.56. (S,S) ilizerindeki F; X G;, F, X G, disiizgegleri i¢in
asagidakiler denktir (Ozcag ve ark., 2005):

(1) F, X G, € F, X G,

() F, S F,veG, S G,

(3) (A,B) € F, X G, verildiginde A’ € A ve B € B’ olacak sekilde (A’,B") € F, X
G, vardir.

Acgikca, F; X Gy © F, X G, ve F, X G, regiiler ise, F; X G, de regilerdir. Ancak bu
ifadenin tersi, asagidaki drnekte goriilecegi gibi genel olarak dogru degildir.

Ornek 2.3.57. (1) X = {a, b, c} olmak iizere (X ,P(X )) dokusu goz oniine alinsin.

Fy = {{a,b}, X}, G, = {0, {c}}
ve
F, = {{a},{a, b}, {a,c}, X}, G, = {0,{a}, {c}, {a,c}}
biciminde tanimlanirsa F; X G, bir regiiler disiizgecg, F; X G; € F, X G, dir ancak F, X G,
regiiler olmayan bir disiizgectir (Oz¢ag ve ark., 2005).

Q) (1, %), (S,8) iizerinde bir ditopoloji olsun. Bir s € S? noktasinin kokomsuluklari
u(s) bir S-kosiizgectir ama komsuluklar1 n(s) genel olarak S-siizge¢ olmak zorunda
degildir. Ancak (S,S) dokusu sade ise, her s € S? = S i¢in 1n(s) x u(s) bir regiiler S-
disiizgectir (Ozcag ve ark., 2005).

(3) Bir s € S? noktasinin a¢ik komsuluklari,

n'(s)={A€S|3GLE€T,G,LQ5,1<k<n:G;N..NG, S A}
§-siizgecini iiretir. Benzer sekilde, s € S noktasinin kapali kokomsuluklari,

ws)={Aes|3F,ex,PLLF,1<k<n:ACSF, U..UE}
S-kostizgecini tretir. Agik¢a, u*(s) ={B€ S |IK € k,P, £ K : B € K} dir ve n*(s) X
u*(s) regiilerdir (Ozgag ve ark., 2005).

(S,8, 1, k) bir ditopolojik doku uzay1 ve F X G, (S,S) lizerinde bir disiizgeg¢ olsun.
Klasik topolojide siizgeclerin yakisakligina uygun olarak, F X G nin s € S? noktasmna
yakinsamasi 1(s) X u(s) € F X G kosuluyla tanimlanabilirdi. Ancak bu tanim fazla zayif
olacagindan, asagidaki tanim yapilmistir.

Tanmm 2.3.58. (S,S,7,k) bir ditopolojik doku uzayi, F bir S-siizge¢ ve G bir S-

koslizgeg olsun.
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M) n*(s) S Fise; F, s € S? ye yakinsar denir ve F — s yazilir.

) u*(s) € G ise; G, s € S ye yakinsar denir ve G — s yazilir.

B)s,s"€S, P, £Q, igin F — s ve G — s’ ise, F X G ye diyakinsaknr denir. Bu
durumda s ye F X G nin limiti ve s’ ye F X G nin kolimiti denir (Ozgag ve ark., 2005).

Yardimci Teorem 2.3.59. (S, S, 1, k) bir ditopolojik doku uzayi, F bir §-siizgeg ve
G bir S-kosiizge¢ olsun. Asagidakiler saglanir (Ozgag ve ark., 2005).

()F—>so"HeET,HEL Q, = HEF"

QG6G—oso"KeExP,EK=KEeG"

Onerme 2.3.60. (S,S) bir sade doku olmak iizere; F X G, bir (S, S, 7, k) ditopolojik
doku uzay: iizerinde bir disiizge¢ olsun. Bu durumda asagidakiler denktir (Ozcag ve ark.,
2005):

(1) F X G diyakinsaktir.

(2)Birs € Si¢in n(s) X u(s) € F X G dir.

Ornek 2.3.61. Ornek 2.3.9. (2)'deki (L, £) dokusu iizerinde ayrik ditopoloji (7, k)
(t,k = L) ele alinsm. Bu durunda, 0 <r <1 i¢in n*(r) =n(r) ={(0,r'] | r <7r'} ve
wr)=ulr)={00,r']|r' <r} dir. F=n*(r) ve G = u*(r) alimrsa n*(r) X u*(r) €
F X Golur. Ayrica, F > s n*'(s)cn'(r)eor<sve(G —os o u ) cuylr)e
s" < r oldugundan s" < s bulunur ki bu P, € Q, olmasini gerektirir. Dolayisiyla F X G
diyakinsak olamaz (Ozgag ve ark., 2005).

Yardimci Teorem 2.3.62. F X G, bir (S, S, 1, k) ditopolojik doku uzay1 iizerinde bir
regiiler disiizgeg olsun. Asagidakiler saglanir (Ozgag ve ark., 2005):

() F — sise,"B € G =]B[ < Q,".

(2)G — sise,"A € F = P, C [A]".

Tamim 2.3.63. (S,S,1,k) bir ditopolojik doku uzayi, F X G (S,S) flizerinde bir
distizgeg ve s, s’ € S olsun.

(1) Bir s € S noktasina, eger her A € F igin P, € [A] oluyorsa F nin degme noktasi
denir.

(2) Bir s € S noktasina, eger her B € G i¢in |B[ € Q, oluyorsa G nin degme noktasi
denir.

(3) Eger s,s' € S, P, £ Q,, i¢in, s noktasi F nin ve s’ noktas1i G nin bir degme
noktasi ise (s,s’) nokta ¢iftine F X G nin bir didegme noktasidir denir (Ozgag ve ark.,
2005).

Sonug¢ 2.3.64. Bir ditopolojik doku uzay1 (S, S, 7, k) lizerinde, diyakinsak her regiiler
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disiizgecin bir didegme noktas1 vardir (Ozgag ve ark., 2005).

Siradaki 6rnekte goriilecegi gibi, bu sonucun tersi genel olarak dogru degildir, yani
bir regiiler dislizgecin bir didegme noktasi varsa bu disiizge¢ diyakinsak olmak zorunda
degildir.

Ornek 2.3.65. Omek 2.3.9. (2)'deki (L,£) dokusu, iizerinde ayrik ve koayrik
ditopoloji =k =L 1ile gbéz Oniine almsin. 0<7r,<r, <1 secilirse ve F =
{(0,r]| n<r<1},G={(0,r]] 0 <r <ry}tammlanirsa F X G bir regiiler disiizgegtir.
Simdi F — s, G — s’ ve P;, € Qg yani s < s’ oldugu varsayilsin. Buradan, s < a <s’
secilsin ve A = (0, a] olsun. Bu durumda,

AL Q,Aet=A€en(s)SF,P,CAAcexk=A€cu (s caG
olur ve buradan A € FN G # @ elde edilir ki bu F X G nin regiiler olmasi ile ¢elisir.
Dolayisiyla F X G diyakinsak degildir. Diger taraftan, (0,7] € F = B € (0,7] olup 1, F
nin bir degme noktasidir. Benzer bicimde 1, da G nin bir degme noktasidir. Boylece,
B. % Q,, oldugundan F X G nin bir didegme noktas1 vardir (Ozgag ve ark., 2005).

Tanmim 2.3.66. F, (S,S) lizerinde bir siizge¢ ve G, (S,S) lizerinde bir kosiizgeg
olsun.

(1) Eger, her A;,A, € S i¢in "A; UA, EF = A, € F veya A, € F" oluyorsa F ye
asaldir denir.

(2) Eger, her B;,B, € S i¢cin "B; N B, € G = B; € G veya B, € G" oluyorsa G ye
asaldir denir (Ozgag ve ark., 2005).

Onerme 2.3.67. Bir (S5,8) dokusu iizerindeki bir F x G regiiler disiizgeci icin
asagidakiler denktir (Ozgag ve ark., 2005):

(1) F X G , bir maksimal regiiler dislizgegtir

(2)FUuG =S dir.

(3) F bir asal S-siizgeg ve G = S\ F dir.

(4) G bir asal S-koslizgeg ve F = S\ dir.

Sonu¢ 2.3.68. (S,S) tizerindeki maksimal regiiler disiizgegler kiimesi, (S,S)
tizerindeki asal stizgegler kiimesi ve (S,S) lizerindeki asal kosiizgegler kiimesi arasinda
bire bir bir esleme vardir (Ozcag ve ark., 2005).

Onerme 2.3.69. F X G , (S,S) iizerinde regiiler disiizge¢ olsun. Bu durumda,
FXG S FMxGM olacak sekilde (S,S) iizerinde bir FM x GM maksimal regiiler
disiizgec vardir (Ozcag ve ark., 2005).

Onerme 2.3.70. F X G, (S, S, 1, x) iizerinde bir maksimal regiiler disiizgec olsun. Bu
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durumda, F X G nin diyakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart didegme noktasinin
olmasidir (Ozgag ve ark., 2005).

Onerme 2.3.71. Bir ditopolojik doku uzay1 (S,S,7,k) icin asagidakiler birbirine
denktir (Ozgag ve ark., 2005):

(a) (S, S, 1, k) tizerinde her regiiler distizgecin bir didegme noktasi vardir.

(b) (S, S, 1, k) lizerinde her maksimal regiiler disiizge¢ diyakinsaktir.

2.4. Dereceli Ditopolojik Doku Uzaylar

Bu kisimda, Brown ve Sostak (2014) tarafindan literatiire kazandirilan ve tezde
gelistirilecek olan dereceli ditopolojik doku uzaylar teorisinin temel yapist verilecektir.
Dereceli ditopolojik doku uzaylari, bir anlamda ditopolojik doku uzaylarinin
fuzzylestirilmesidir ve hem ditopolojik doku uzaylarindan hem de Sostak anlaminda fuzzy
topolojik uzaylardan daha genel bir yapidir.

Tanmim 2.4.1. (S, ) ve (V, V) birer doku uzay1 olsun.

(1) Asagidaki kosullar1 saglayan 7: § — V doniisiimiine (S, S) tlizerinde bir (V,V)-
dereceli topoloji denir.

GTHTS) =T@) =V

(GT2)T(A)NT(A) €ST(A;NA,) VA ,A, ES

(GT3) Nje; T(4)) ST (VjesAj) VA €S,j€E]

(2) Asagidaki kosullar1 saglayan K: § — V doniisiimiine (S, §) tizerinde bir (V,V)-
dereceli kotopoloji denir.

(GCTHXK(S) =K@) =V

(GCT2) K(A) NK(A,) S K(ALUA,) VA, A, ES

(GCT3) Nje; K(4) S K(NjejA;) VA €S, €]

B)T:8§ >V, (S,8) lizerinde bir (V,V)-dereceli topoloji ve K:§ — V, (§,S)
tizerinde bir (V,V)-dereceli kotopoloji ise (T,XK) ikilisine, (S,8) tizerinde bir (V,V)-
dereceli ditopolojidir denir. Bu durumda, (S,S8,7,%,V,V) sirali altilisina dereceli
ditopolojik doku uzay1 denir (Brown ve Sostak, 2014).

Onerme 2.4.2. (S,S,0) bir timleyenli doku ve (T,%), (S,S) iizerinde bir (V,V)-
dereceli ditopoloji ise (K o a,T o) da (S,S) tizerinde bir (V,V)-dereceli ditopolojidir
(Brown ve Sostak, 2014).

Kamt: X oc6: § — V nin (S,8) iizerinde bir (V,V)- dereceli topoloji oldugunu

gorelim:
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(1) (K 006)(S) =K(c(S)) =K(@) =V ve (X °0)(®) =K(c(0)) =K(S)=V
(2) A, A; €S = (K 26)(A1) N (K 0 0)(A;) = K(c(A1)) N K (c(4y))
€ K(c(41) Uo(4,)) = K(c(A; N 4z)) = (K 0 6) (A1 N Ay)

(3)j €J,4; €S = Njg; (I 2 0)(4)) = Nje; K (0(4))) € 5 (N o(4)))

=X (G(VJEJAJ)) = (X 0o0) ((VjE]Aj))

Benzer sekilde T oo : § — V nin de (S, §) lizerinde bir (V,V)- dereceli kotopoloji
oldugu gosterilebilir.

Tammm 24.3. (7,%X), (S5,8,0) izerinde bir (V,V)-dereceli ditopoloji olsun.
T, K)=(Hoo0,Toa) ise (T,X) ya (S,8,0) tlizerinde bir tiimleyensel (V,V)-dereceli
ditopolojidir denir (Brown ve Sostak, 2014).

Tamm 2.4.4. (Si, Sk, Tie» K, Vie, Vi), k = 1,2 dereceli ditopolojik doku uzaylar1 ve
(f,F): (51,81) — (52,8,), (hH): [V, V) — (V5,V,) difonksiyonlar olsunlar.
((f, F), (h, B)) ikilisi igin:

(1) Her A € S, igin, H™T,(A) € 7;(F~A) ise (f, F) difonksiyonuna, (h, H) ye gore
stireklidir denir.

(2) Her A € S, i¢in, h“K,(A) € K, (f~A) ise (f, F) difonksiyonuna, (h, H) ye gore
kostireklidir denir.

(3) (f,F) difonksiyonu (h, H) ye gore hem siirekli hem de kosiirekli ise (f,F)
difonksiyonuna, (h, H) ye gore ikili siireklidir denir (Brown ve Sostak, 2014).

Ornek 2.4.5. (5,S,7,%,V,V) bir dereceli ditopolojik doku uzay1 olsun. Birim
difonksiyonlar (i, Is) : (S5,8) — (5,8) ve (iy,Iy): (V,V) — (V,V) gbz Oniine
alimdiginda, her A€ S icin, I,"T(A) =T(A) =T(Us"A) ve iy " K(A) =K(A) =
K (is< A) oldugundan (is, Is), (iy, Iy) ye gore ikili siireklidir (Brown ve Sostak, 2014).

[T, %)
(§,8) > (V,V)
(is, Is) l l(iv- Iy)
(S,9) > (V,V)
(T,5)

Onerme 2.4.6. Dereceli ditopolojik doku uzaylarinda bileske islemi altinda
difonksiyonlarm goreli ikili siireklilikleri korunur (Brown ve Sostak, 2014).

Kamt: (Sy, Sk, T, Ki, Vi, Vi), k = 1,2,3 dereceli ditopolojik doku uzaylari ve
(f,F): (51,81) — (52,8,), (hH): (V;,V) — (V,,V,) ye gore ikili strekli, (g,G) :
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(5,,8,) — (83,83), (k,K) : (V,,V,) — (V3,V3) ye gore ikili siirekli difonksiyonlar ise;

| A.2) N
Spd)—> VW)

(f,F) l l(h,H)
(72, %)

(§2,8) > (V,, V)

(g9,6) l l(k: K)
(73, %K3)

(S3,83)—— > (V3,V3)

her A € 85 igin, K“T3(A) € T,(G~A) olur ve G™A € S, oldugundan

(K o H)“T3(4) = H*(K“T3(4)) € H(T(6°A) € K (F(GA)) = (G ° F)A)
elde edilir. Boylece, (gof,GoF), (koh,KoH) ye gore siireklidir. Benzer sekilde
(gof,GoF) nin (koh,KoH) ye gore kosiirekli oldugu goriilebilir ve bdylece ikili
stirekli oldugu bulunur.

Sonug¢ 2.4.7. Dereceli ditopolojik doku uzaylar1 ve bu uzaylar arasindaki goreli ikili
stirekli difonksiyon c¢iftleri bir kategori olusturur. Bu kategori dfGDitop ile gosterilir
(Brown ve Sostak, 2014).

Ornek 2.4.8. (S, S, 1, k) bir ditopolojik doku uzay1 ve (V,V) = (1,P(1)) olsun. Bu
durumda, t9,k9: § — P(1),

{1}, A€t
0, A¢t’

{1}, A€k

Tg(A):{ 0, A¢x

Ko(4) =

bi¢iminde tamimlanirsa (S,S,79,k9,V,V) bir dereceli ditopolojik doku uzayr olur.
(19,Kk9) ye (S, §) lizerindeki (7, k) ditopolojisine karsilik gelen (V,V)-dereceli ditopoloji
denir.

(f,F): (5,81, 71, k1) — (5,,85,T5,k;)  difonksiyonu ikili siirekli ise (f,F) :
(51,51,119, K9, 1,P(1)) — (52,52,129, Ky9, 1,P(1)), (i,I) ye gore ikili siireklidir.
(1,P(1)) doku uzay: iizerindeki tek difonksiyonun birim difonksiyon (i,I) oldugu géz
Oniine alinirsa, B: dfDitop — dfGDitop

%((f; F) : (81,81, 71, K1) — (82,82, 72, Kz))
= (((f' F),( I)) : (51; 1,119, k19,1, P(l)) - (52; $2, 129, K29, 1, P(l)))

biciminde tanimli funktor bir gdmmedir. Ayrica dfDitop, dfGDitop kategorisinin bir dolu
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alt kategorisidir (Brown ve Sostak, 2014).

(5,8,T,%,V,V) bir dereceli ditopolojik doku uzay1 olsun. Her v € V i¢in,

Tv={Ae€eS|P,cT(A)}, K"={A€eS|B, cK(A)}

aileleri tanimlansin.

Onerme 2.4.9. (S,5,7,%,V,V) bir dereceli ditopolojik doku uzayr olsun.
Asagidakiler saglanir (Brown ve Sostak, 2014):

(1) Her v € V igin (T'%,K?), (S, S) lizerinde bir ditopolojidir.

@) Herv €€ VignT? = N{TY | B, € @y} ve K¥ = N{K” | P, € Q,}

(3) Her A € S icin

Ty =\t 1aery =)o 14¢T™)

HORAVIAVE S S B (AVER S

@) o, (S,8) lzerinde bir tiimleyen ise her v € V igin (T o 0)” = a(TV) ve (K o
0)Y = d(K?) olur. Ozel olarak; (T,%), (S,S) iizerinde bir tiimleyensel (V,V)-dereceli
ditopolojidir ancak ve ancak {(TV,K"V)},ev , (S,8) lizerinde timleyensel ditopolojilerin
bir ailesidir.

Kamt: (1) v €V olsun. P, SV =7(S)=7T(@) oldugundan S, € TV dir.
A, Ay €TV ise B, €T (A)NT(A) €ET(A;NAy) olup Ay NA, ETV dir. j €],A; €
TV ise P, © ﬂje]T(Aj) c T(VjEJAj) olup V je; Aj € TV dir. Yani TV, (§,8) dokusu
lizerinde bir topolojidir. Benzer sekilde KV nin (S,8) iizerinde bir kotopoloji oldugu
gosterilebilir.

(4) Her A€S igin A€ (Teo)’ © P, cT(c(4) ©c(A)ET’ & A€ c(T?)
oldugundan (7 ¢ 0)” = o(T'"?) dir. Benzer sekilde (K oo0)” = o(K"V) oldugu goriiliir.
(T, %) timleyensel ise TV = (K 0 0)” = 6(K") ve KV = (T o 6)" = 6(T?) oldugundan
(TV,X") de tiimleyenseldir. Diger taraftan, her v € V i¢in (T, K?) tiimleyensel olsun.
T # X oo oldugunu kabul edelim. Bu durumda T (4) # K (o(A)) olacak sekilde bir
A € § vardir. T(A) € K(o(A)) ise T(A) € Q, ve P, & K (o(A)) olacak sekilde bir v € V
vardir. T(A) € Q, oldugundan B, € T(A) ve boylece A € TV olur. Hipotezden o(A) €
K" olur ki, bu P, £ K (G(A)) olmasi ile ¢elisir. Benzer sekilde K (G(A)) Z T (A) kabulii
ile de celiskiye ulasilir.

Tanmm 2.4.10. (S,8), (V,V) doku uzaylart ve her v €V i¢in (7,,%,), (S,8)

tizerinde bir ditopoloji olsun. Her v € V i¢in
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T, = 0Ty | P, & Qu}ve K, = N{Hyr | P, & Q)
oluyorsa {(7;,, K,,) }yey ailesine V-uyumludur denir.
Son onermeden, bir (5,8, T, K, V,V) dereceli ditopolojik doku uzayindan elde edilen
ditopolojiler ailesi {(7%, XV)} ey V-uyumludur (Brown ve Sostak, 2014).
Onteorem 2.4.11. (S,S), (V,V) dokular icin, (S,S) iizerinde ditopolojiler ailesi
{(7,, K,) }pey V-uyumlu olsun. Her A € S igin,

\rraeny= e 14aen), \[tr1aex)=(|e14ex)
olur (Brown ve Sostak, 2014).

Teorem 2.4.12. (S,8), (V,V) dokulart igin, (S,8) flizerinde ditopolojiler ailesi
{(7;,, K,,) }pey V-uyumlu olsun. Her A € S i¢in,

T =\/t1aen =)@ 14e7)

x=\/r14ex)= (e 14e5)

ile tanimlanan T, X : § — V fonksiyonlari, (S,§) tlizerinde bir (V,V)-dereceli ditopoloji
(T,%) olusturur. Ayrica, her v € V igin (7%, X") = (7,,%,) dir (Brown ve Sostak,
2014).

Ornek 2.4.13. (1) (S,S,1,x) bir ditopolojik doku uzay1 ve (V,V) bir doku olsun.
Her v € V igin (T, X,,) = (7, k) bigiminde olusturulan {(7;, X,,)},ep ailesi V-uyumludur.
Dolayisiyla {(7,,, K,)},ev, her v €V igin (T¥,K?) = (7,,K,,) olacak sekilde, (S,S)
tizerinde bir (V,V)-dereceli ditopoloji (77, K) tanimlanir. Son teoremden,

V, AET
T(A)z{(z), Aér

V, A€Ek
%(A)z{(a, A&k

elde edilir. Ozel olarak; V nin tek elemanli, yani (V,V) = (1,P(1)) olmasi durumunda,
(7°,%°) = (7,k) olacak bigimde bir (1,P(1))- dereceli ditopoloji (T,%K) elde edilir.
Dolayisiyla (S,8) tizerindeki ditopolojiler ve (S,S) tizerindeki (1,P(1))- dereceli
ditopolojiler arasinda birebir bir egleme vardir.

2 (V,v) = (V, P(V)) ayrik doku uzayi olmak tizere her v € V igin (7, %,,), (S, S)
tizerinde herhangi bir ditopoloji olsun. (V,V) ayrik oldugundan B, € Q, & v =7’
saglanir ve boylece {(7,, K,)}yep ailesi V- uyumludur. Bu aileye karsilik gelen (V,V)-
dereceli ditopoloji (T, %),

TA)={l|AeT} K@) ={|AeX}
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bi¢imindedir ve her v € V i¢in (7Y, K?) = (T, K,,) saglanir (Brown ve Sostak, 2014).

Onerme 2.4.14. k=1,2 icin; (T, Ki), (Si,Si) iizerinde (Vj,V,)-dereceli
ditopolojiler ve (f,F) : (51,81) — (53, 8,), (h,H) : (V},V;) — (V,,V,) difonksiyonlar
olsun. Bu durumda asagidakiler denktir (Brown ve Sostak, 2014):

(1) (f,F), (h,H) ye gore ikili siireklidir.

(2) P,, € HP,, kosulunu saglayan her v; € V;,v, € V, i¢in (f, F), (73", ;") —
(7,72, %,"?) ikili siireklidir.

(3) HTP,, & Q,, kosulunu saglayan her vy € Vy,v, € V; i¢in (f,F), (731, ;") —
(7,72, K,"2) ikili siireklidir.
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BOLUM 3
DERECELI DITOPOLOJILERDE TABAN VE ALTTABAN

Bir topolojik yapida, ¢ogu kez topolojinin tiim agik kiimeleri yerine bu topolojiyi
belirleyen bazi acik kiimeleri géz Oniline almak yeterlidir. Bu durum, topoloji
calismalarinda ¢ok kullanighh olan taban ve alttaban kavramlarinin ortaya g¢ikmasini
saglamistir. Dolayisiyla dereceli ditopolojik uzaylarda da taban ve alttaban kavramlarinin
olusturulmasi bu teorinin gelismesi agisindan faydali olacaktir.

Bu béliimde, dereceli ditopolojilerde taban ve alttaban yapilar1 olusturulacak ve bu
yapilarin bazi 6zellikleri incelenecektir.

Tamm 3.1. (73, K,) ve (75,%,) bir (§,8) dokusu iizerinde iki (V,V)-dereceli
ditopoloji olsun. Eger her A € § i¢in 71 (A) € T, (A) ve K;(A) S K, (A) ise bu durumda
(7, %) (V,V)- dereceli ditopolojisi (75, K,) (V,V)- dereceli ditopolojisinden daha
kabadir ve (T, K,) (V,V)- dereceli ditopolojisi (77, %) (V,V)- dereceli ditopolojisinden
daha incedir denir.

Tammm 3.2. (S5,8) dokusu iizerinde (7,%) bir (V,V)-dereceli ditopoloji,
B,B*, 8,6 € S olsun. Eger her v € V igin

AETYA+ 0= a{BJ-}jE} C(BNTY); A= \/Bj
jej
kosulu saglaniyorsa B ‘ye (', %K) (V,V)-dereceli ditopolojisi i¢in bir tabandwr denir. Eger

her v € V igin

AeX”A#0=3{B}_ <c(BNK); A= ﬂBj*
jeJ
kosulu saglanmiyorsa B* ‘a (T,X) (V,V)-dereceli ditopolojisi i¢in bir kotabandwr denir.
Eger her v € V i¢in
v J vy . — j
AeTV, A+ 0= 3G }J,E]’iap”sonlu c@nT?); A= \/ﬂ(;l.
Jj€EJ iEIj
kosulu saglaniyorsa § ‘ya (7',K) (V,V)-dereceli ditopolojisi i¢in bir alttabandwr denir.
Eger her v € V i¢in
v *] * v . — *]
AeX¥, A+ 9= 3{GC i}jej’iamsonlu C@*NKY); A= ﬂ\/(; ;
JjEJ iEI]'

kosulu saglaniyorsa § ‘ya (T, K) (V,V)-dereceli ditopolojisi i¢in bir koalttabandiwr denir.
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Yani, sirasiyla B € § (B, 6,6" € §) ailesi (T, K) (V,V)- dereceli ditopolojisi i¢in
bir tabandir (kotabandir, alttabandir, koalttabandir) ancak ve ancak her v € V i¢in B N
TS (BPNKY,6NTY,5*NKY € §) ailesi (T7,K?) ditopolojisi i¢in bir tabandir
(kotabandir, alttabandir, koalttabandir).

Tamm 3.3. k = 1, 2 i¢in; (T}, Ky), (Sk, Sx) tzerinde (Vy, V,)-dereceli ditopolojiler,
(f,F): (5,81) — (5,,8,) ve (h,H) : (V,V,) — (V,,V,) difonksiyonlar olsun. Eger

VA € 8, igin h”T1(4) € T,(F~A) (R~TL(A) € TH(FA))
kosulu saglamyorsa (f, F), (h, H) ‘ye gore agiktir (koa¢iktir) denir, eger
VA € 8, igin "3, (4) € K, (f~A) (R K1 (A) € K, (F~A))
kosulu saglamiyorsa (f, F), (h, H) ‘ye gore kapalidir (kokapalidir) denir.

Difonksiyonlarin stirekliligi, kosiirekliligi, (ko-)acikligi, (ko-)kapaliligi, klasik
yapiya paralel olarak asagidaki onermedeki gibi (ko-)taban ve (ko-)alttaban kavramlar
kullanilarak da karakterize edilebilir.

Sonug¢ 3.4. k = 1,2 i¢in; (T, Ky), (Sk, Sk) uzerinde (Vy, V) )-dereceli ditopolojiler,
(f,F):(5,81) = (52,8,) ve (hH):WV,V,) — (V,,V,) difonksiyonlar olsun.
B (B*,6,0%) €8, ailesi (75,K,) (V,,V,)- dereceli ditopolojik uzayi igin sirasiyla bir
taban (kotaban, alttaban, koalttaban) olsun. Bu durumda,

(1) (f,F), (h,H) ‘ye gore siireklidir & VB € Bi¢in H"T7,(B) € ;(f “B)

& VG eSigin HT,(G) € I(fB)

2) (f,F), (h,H) ‘ye gore kosiireklidir & VB* € B* i¢in H“K,(B*) S
K, (F B*) < VG* € §*icin H-K,(G*) S K, (F-G*)

Kamt: (1) B,§ € S, oldugundan gereklilikler agiktir.

Her G €6 igin HT,(G) S T,(FTG) ve de; v; €V; ve v, €V,, B, SH"B,,
kosulunu saglayan herhangi iki nokta olsun. Eger (f,F): (8,8, 7K ) —
(S2, 82, 7,72, %,?) difonksiyonunun siirekli oldugu gosterilirse Onerme 2.4.14.'den (f, F)

nin (h,H) ‘ye gore siirekli oldugu ¢ikar. A € 7,2 olsun. H{Gij }

JEJi€ljljsonlu -
(5 N Tzvz) ;. A=Vjg ﬂielj Gij. Buradan, (GT2), (GT3), Teorem 2.3.30. (6) ve Teorem

2.3.38. (3) goz Online alindiginda,
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Jj€EJ iEIj

JjEJ iEIj Jj€EJ iEIj
=n | /[ Vel |=n|\/[Vr=ef |2 () |5Coe)
Jj€EJ iEIj Jj€EJ iEIj Jj€EJ iEIj
- ﬂ ﬂ H"Ty(G]) 2 H"P, 2 P,

J€J i€l;
olurki,bu FTA € Tlvl demektir.

Simdi, her B € B i¢in H"T,(B) € 7;(F"B) ve de; v, €V, ve v, €V,, B, S HP,,
kosulunu saglayan herhangi iki nokta olsun. Eger (f,F): (8,8, 7K ) —
(S5, 85, 7,72, %,?) difonksiyonunun siirekli oldugu gdsterilirse Onerme 2.4.14.'den (f, F)
nin (h,H) ‘ye gore siirekli oldugu ¢ikar. A € 7,2 olsun. O zaman, EI{B]-}],E] c
(BNn7,?); A=VjB; olur. Buradan, (GT3) ve Teorem 2.3.30. (6) gbz Oniine

alindiginda,

nEm =5 (\/5 | |=5\/F®) |25 () 2 |ine)

jeJ JjeJ IS jej
2 HP, 2P,
olur ki, bu F©A € 7;"* demektir.

(2) B, 8" € S, oldugundan gereklilikler agiktir.

Her G* € 6" i¢in H"K,(G™) € K (FTG™) ve de; vy €V, ve v, €V,, B, SHB,,
kosulunu saglayan herhangi iki nokta olsun. Eger (f,F): (8,8, 7K ) —
(SZ,SZ,TZVZ,?C; 2) difonksiyonunun kosiirekli oldugu gosterilirse Onerme 2.4.14.'den
(f,F) nin (h,H) ‘ye gore kosiirekli oldugu c¢ikar. A € ?sz 2 olsun. Bu durumda,
H{G*{}jej,ielj,lj sonty S (5* nN¥,?); A= Njes Vl-ele*{ olur. Buradan, (GCT2),

(GCT3), Teorem 2.3.30. (6) ve Teorem 2.3.38. (3) gz Oniine alindiginda,
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aE- =1 [\\/el]]=%lr (16!

JjEJ iEIj j€J iEIj
(Vo)) = (U
JjEJ iEI]' jEJ iEIj
= %, ﬂUF“G*{ =) ﬂﬂ?(l(F“G*{) =) ﬂﬂH“JCZ(G*{)
Jj€EJ iEI]' Jj€EJ iEI]' Jj€J iEIj

2 HP, 2P,
olur ki, bu FA € X;* demektir.

Simdi, her B* € B” icin H"X,(B*) € K1 (F"B*) ve v, €V;, v, €V,, P, SHP,,
kosulunu saglayan herhangi iki nokta olsun. Eger (f,F): (8,8, K ) —
(SZ,SZ,TZVZ,?C; 2) difonksiyonunun kosiirekli oldugu gosterilirse Onerme 2.4.14.'den
(f,F) nin (h,H) ‘ye gore kosiirekli oldugu ¢ikar. A € %,? olsun. O zaman EI{B;}J,EJ c
(B* NK,?); A= Njey B; elde edilir. Buradan, (GCT2), (GCT3), Teorem 2.3.30. (6) ve

Teorem 2.3.38. (3) gdz Oniine alindiginda,

e =sal ([ s ) )=l (o ) =l [ )

jej jeJ jeJ

= %, ﬂ F(B) |2 ﬂ?Q (F=(8)) 2 ﬂHkgcz(Bj*) 2 HP,

jeJ jej jeJ
2 b,
olurki,bu FTA € 7(‘1'} ! demektir.

Onerme 3.5. k=1,2 i¢in; (T, Ky), (Si,Si) iizerinde (Vj,V,)-dereceli
ditopolojiler, (f,F) : (S1,81) — (S2,82) ve (h,H) : (V,V;) — (V,,V,) difonksiyonlar
olsun. (f,F), (h,H) ‘ye gore aciktir (kapalidir) ancak ve ancak P,, € h”P, kosulunu
saglayan her v; € V;,v, €V, i¢in (f,F) : (51,51,7"11’1,7(‘1”1) — (SZ,SZ,TZVZ,?CZUZ aciktir
(kapalidir).

Kamt: (f,F) difonksiyonu (h,H) ‘ye gore acik ve vy € V;,v, €V,, P,, € h”B,
kosulunu saglayan noktalar olsun. A € 7;"* ise T,(f~A) 2 h~T;(A) 2 h™PB, 2 PB,, olup

f~A € T, olur. Yani, (f, F) : (51,51,7"1'}1,7(1171) — (SZ,SZ,TZ”Z,JCZVZ aciktir.
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P,, € h” P, kosulunu saglayan her v; € Vy,v, € V; igin (f,F) : (51,81,7"1'}1,7(11’1
— (83,85, 7,2, %,?%) agik olsun, fakat (f, F) difonksiyonu (h, H) ‘ye gore agik olmasin.
Bu durumda h”7;(A) € 7,(f ~A) olacak sekilde bir A € §; vardir. Buradan, h”7;(A) &
Qy, ve P,, € T,(fA) olacak sekilde bir v, € V, vardir. 73 (4) € V; oldugundan, Teorem

2.3.30. (5) goz Oniine alinirsa,

h_)g-i(A):h_) \/ P, |= \/ h”P, '¢—QU2
UETl(A) UETl(A)

olur, bdylece h”P, & Q,,olacak bi¢imde bir v; € J;(A) vardir. Buradan P,, € h™”P, ve
v; € 71(A) oldugundan P, S TJ;(4) ve A€ 7"+ dir. Ancak P,, € 7;(f”A) oldugundan
fPA €T, olur ki bu durum (f,F) : (S, 81,77, KH) — (S5, 82,7572, %,%) nin acik
olmastyla gelisir. Boylece, varsayimin aksine (f, F) difonksiyonu (h, H) ‘ye gore agiktir.

Simdi, (f, F) difonksiyonu (h, H) ‘ye gore kapali ve v; € V;,v, €V, B,, € h”P,,
kosulunu saglayan noktalar olsun. 4 € X, ise ,(f~A) 2 A~ K, (4) 2 h”P, 2 B, olup
f"AE€ JCZUZ olur. Yani, (f,F) : (51,51,7"1'71,%1171) — (SZ,SZ,TZUZ,JC;Z) kapalidir.

P,, € h” P, kosulunu saglayan her v; € Vy, v, € V; icin (f, F) : (51,81,7"1"1,7(‘1”1
— (83,85, 7,2,%,?) kapali olsun, fakat (f,F) difonksiyonu (h,H) ‘ye gore kapal
olmasin. Bu durumda h~¥;(A) € K,(f~A) olacak sekilde bir A € §; vardir. Buradan,
h~%,(A) € Q,, ve B,, € K,(f~A) olacak sekilde bir v, € V, vardir. K;(A4) €V,

oldugundan, Teorem 2.3.30. (5) goz Oniine alinirsa,

h=%,(A) = h° \/ B, |= \/ hP, | ¢ Q,,
UE?Cl(A) UE?Cl(A)

olur, boylece h” P, & Q,,olacak bi¢imde bir v; € K;(A4) vardir. Buradan P,, € h”P, ve
A€ X/ dir. Ancak P,, € K,(f~A) oldugundan f~A ¢ K,? olur ki bu durum (f,F) :
(51,51,7"1171,3(1” 1) — (52,52,17"2”2,7(; 2) nin kapali olmasiyla celisir. Boylece, varsayimin
aksine (f, F) difonksiyonu (h, H) ‘ye gore kapaldir.

Onerme 3.6. k=1,2 icin; (7, Ky), (S, Sy) iizerinde (Vj,V,)-dereceli
ditopolojiler, (f,F) : (51,81) — (S2,82) ve (h,H) : (V,V;) — (V,,V,) difonksiyonlar
olsun. (f,F), (h,H) ‘ye gore koaciktir (kokapalidir) ancak ve ancak B,, € h”P,
kosulunu saglayan her v EV, v, €V, icin

(f, F) : (Sy, 80, T4, 3Y) — (82, 82,752, %, ?) koagiktir (kokapalidir).
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Kamt: Onerme 3.5.'in kanitina benzer sekilde yapalabilir.

Sonug 3.7. k = 1,2 i¢in; (T, Ky), (Sk, Sk) tzerinde (Vy, V) )-dereceli ditopolojiler,
(f,F):(5,81) — (5,,8,) ve (hH):WV,V,) — (V,,V,) difonksiyonlar olsun.
B (B*) € 8, ailesi, (77,%;) (V1,V;)-dereceli ditopolojik uzay: igin sirasiyla bir taban
(kotaban) olsun. Bu durumda,

1) (f,F), (h,H) ‘ye gore agiktir & VB € Bicin h”T;(B) € T,(f”B)

2) (f,F), (h,H) ‘ye gore kokapalidir & VB* € B* i¢in h”K;(B*) € K,(F”B”*)

Kamt: (1) B € §;oldugundan gereklilik aciktir.

Diger taraftan, her B € B i¢in h~7;(B) € 7,(f”B) olsun. Onerme 3.5. geregi;
(f, F) nin (h, H) ‘ye gore acik oldugunu géstermek i¢in, B,, € h”P, kosulunu saglayan
her vy €Vy,v, €V, dgin (f,F): (Sy, 8, T4 KY) — (52,85, 7,%,%,?) nin  agik
oldugunu gostermek yeterlidir. O halde, v, € V,v, € V; B,, € h” P, kosulunu saglayan

noktalar ve A € Tlvl olsun. B taban oldugundan, H{Bf}je] S@BnT"M); A=VgybB;

dir. Buradan, Teorem 2.3.30. (5) ve (GT3) goz 6niine alinirsa,

AGHOEL AV VI I EEARVIR A EY A EAGEARY A TaeAe)

JeJ jeJ JjeJ IS
2P, 2P,
bulunur. Béylece, (f,F) : (S, 81,77, Y) — (S5, 85, T, 2, K, %) agiktr.

(2) B* € S,o0ldugundan gereklilik agiktir.

Diger taraftan, her B* € B* i¢in h”X;(B*) € K, (F~B*) olsun. Onerme 3.6. geregi;
(f,F) nin (h,H) ‘ye gore kokapal oldugunu gostermek icin, B,, € h”P,  kosulunu
saglayan her vy € Vi, v, €V, icin (f,F) : (5,81, %, K(*) — (S3, 82, 7,72, K,?) nin
kokapali oldugunu gostermek yeterlidir. O halde, v, € V;,v, € V5; P,, € h” B, kosulunu

saglayan noktalar ve A € X' olsun. B* kotaban oldugundan, H{Bf*}je] cC(B'n

K1) ; A= jey B dir. Buradan, Teorem 2.3.30. (5) ve (GCT3) goz 6niine alinirsa,

%@Mﬁﬂgr*ﬂﬁ =KzﬂFﬂ‘qW&@WﬂqWWM@j

Jjej Jjej Jjej Jjej
2 h”P, 2P,
bulunur. Boylece, (f, F) : (51,51,7"1'}1,7(1171) — (SZ,SZ,TZUZ,JCZVZ) kokapalidir.
Ornek 3.8. (S;, S;, T, K;) =1 » ditopolojik uzaylar ve (f,F) : (S1,8;) — (S,,S,) bir
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difonksiyon olsun. Bu durumda, i = 1,2 igin; (Sl-,é‘l-,rig,rcig, 1,P(1)), (S;, 8, T, ki) ye
karsilik gelen dereceli ditopolojik doku uzayr olmak iizere, sirasiyla, (f,F), (tq,k1) —
(15, Kk,) acik (koagik, kapali, kokapali) ise (i,I) ye gore (t19,k,9) — (1,9,k,9) agiktir
(koagiktir, kapalidir, kokapalidir).
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BOLUM 4
DERECELI DITOPOLOJILERDE KOMSULUK SISTEMLERI

Komsuluk sistemi, topolojideki temel kavramlardan biridir. Yerel 6zelliklerin yani
sira, stireklilik ve agiklik gibi bir¢ok kavram komsuluk sistemi yardimiyla karakterize
edilip arastirilabilir. Bu nedenle, Brown ve Sostak (2014) tarafindan sunulan dereceli
ditopolojik doku uzaylarinda da, yerel ozelliklerin ve yerel kavramlarin caligilabilmesi
icin, komsuluk sistemlerinin arastirilmasi, bu teorinin gelistirilmesi agisindan 6nemli ve
gereklidir.

Demirci (1997), fuzzy mantia uygun bir yontemle, smooth topolojik uzaylar
tizerinde iki ¢esit komsuluk sistemi tanimlamistir. Dereceli ditopolojik doku uzaylari
teorisi, ditopolojik yapinin bir anlamda fuzzylestirilmesine dayanmaktadir. Bu bdliimde,
Demirci (1997)'nin komsuluk sistemini tanimlarken kullandigi yontem kullanilarak,
dereceli ditopolojik doku uzaylar iizerinde iki ¢esit komsuluk sistemi olusturulacak ve bu
yeni yapilarin diger yapilarla iliskisi incelenecektir.

(5,8) ve (V,V) dokular, K : § — V bir doniisiim olmak tizere, her v € V i¢in YK

sembolii ile

{AES|K(A) & Qu} (4.1)

ailesini kastedecegiz.

4.1. Dereceli Dikomsuluk Sistemleri

Tamim 4.1.1. (S5,8) dokusu iizerinde (T,K) bir (V,V)-dereceli ditopoloji, N :
Sb— V8, M: S — V9 doniisiimler, her s € S? icin N(s) = N;: S >V vehers €S
icin M(s) = M, : § — V fonksiyonlar olsun. Eger her v € V? icin,

"N, ={A€S|3BeS: T(B)L Q,ve,CBCS AL Q,} (4.2)
oluyorsa, N, fonksiyonuna s noktasinin dereceli komsuluk sistemi; her v € V? igin,

"My, ={A€S|IBES: K(B) £ Q,veP, £ AS B C Q,} (4.3)

oluyorsa, M fonksiyonuna s noktasinin dereceli kokomsuluk sistemi denir. Eger her
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s €SP (s €5) igin Ny (M), s noktasinin dereceli (ko-) komsuluk sistemi ise, sirasiyla
N (M) dontisimine (S,S,7T,%K,V,V) dereceli ditopolojik doku uzayinin dereceli (ko-)
komsuluk sistemi denir. Eger N, (S,8,7,%,V,V) dereceli ditopolojik doku uzaymin bir
dereceli komsuluk sistemi ve M de bu uzayin bir dereceli kokomsuluk sistemi ise (N, M)
ikilisine (S,8,7,%,V,V) dereceli ditopolojik doku uzaymnin dereceli dikomsuluk
sistemidir denir.

Onerme 4.1.2. Yukaridaki gosterimlere bagl kalarak; (N, M), bir (S,8,T,K,V,V)
dereceli ditopolojik doku uzay1 i¢in bir dereceli dikomsuluk sistemidir ancak ve ancak her

s €SP, A€ Sicgin

_(sup{T(B) | ESBSAZQs BES}, AZ Qs
No(a) = | 5 heo (4.4)
vehers € 5,4 € § igin
_(sup{K(B)| K€ ASB<SQ;, BES}, LLA
Ms(4) = | ., (4.5)

esitlikleri saglanir.
Kanit:
(=): s€S?, A€ S ve Ny s’nin dereceli komsuluk sistemi olsun. A € Q; ya da A &
Qdir.
1. durum: A € Q; ise (4.2)’den Vv € V? i¢in A & YN, ve (4.1)’den Vv € V? icin Ny(A) €

Q,, olur. Ny(A) # @ oldugu kabul edilirse (NS (A))b # @ ve buradan t € (NS(A))b olacak

bigimde bir t € V? vardir. Boylece t € (NS(A))b oldugundan N¢(A4) € Q, celiskisi elde
edilir. Dolayisiyla Ng(A4) = @ dir.

2. durum: A Z Qs olsun ve Ng(A) € sup{T(B)| LESB<SAZQ, BES} oldugu
varsayilsin. Bu durumda, Ng(A) € Q, ve P, Esup{T(B)| bLESB<SAZQ, BES}
olacak sekilde bir v € V vardir. Hatta Q,, # V oldugundan v € V? dir ve (4.1)’den A € "N,
olur. Buradan, (4.2)’den 7(B) € Q,ve P, € B € A € Q olacak sekilde bir B € § vardir,
boylece sup{T'(B) | LS BC<CAZLQ, BeES}ZLQ, olur ki bu, B, £ sup{T(B) | B, S
BC AZQ,, B€S} olmasi ile gelisirr O halde varsayim yanlis, yani Ng(A) S
sup{T(B) | b€ B<S A<Z Q, B €S} olur.
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Simdi de sup{T(B)| bLEB<SAZQ, B€ES}Z N;(A) oldugu varsayilsin. Bu
durumda, sup{T7(B) | LS B<SAZ Q;,, BES}ZQ, ve P, £ Ny(A) olacak sekilde bir
v € V vardir. Hatta Q,, # V oldugundan v € V? ve Ny(A) € Q,, dir ve (4.1)’den A & "N,
olur. sup{T(B)| bLEBCSAZLQ;, BES}ZLQ, oldugundan P, S BCSAZ Q, ve
T(B) € Q, olacak sekilde bir B € § vardir, bu ise (4.2) nedeniyle A € YN olmasi ile
celisir. Dolayisiyla sup{T(B) | b, €SB S A% Q,, B € §} S Ny(A) ve boylece N;(A) =
sup{7(B) | S B S A% Q,, B € S} elde edilir.

S€ES,A€S ve My s’nin dereceli kokomsuluk sistemi olsun. , € Ayada P, £ A
dir.

1*. durum: P, € A ise (4.3)den Vv € VP igcin A & "M, ve (4.1)’den Vv € VP i¢in
Mg(A) € Q, olur. M;(A) #+ @ oldugu kabul edilirse (MS(A))b # @ ve buradan t €

(M (A))b olacak bigimde bir t € V? vardir. Béylece t € (M (A))b oldugundan M (A) &
Q; celiskisi elde edilir. Dolayisiyla M (A) = @ dir.

2%, durum: P, £ A olsun ve M;(A) € sup{KX(B)| b £ A<S B < Q,, B€ S} oldugu
varsayilsin. Bu durumda, Mg(A) € Q, ve P, £ sup{K(B)| L £ AS B < Q,, B €S}
olacak sekilde bir v € V vardir. Hatta Q,, # V oldugundan v € V? ve (4.1)’den A € "M,
olur. Buradan, (4.3)’den P, € A € B € Q, ve KX (B) € Q,, olacak sekilde bir B € § vardir.
Boylece sup{K(B) | b £ A< B<Qs, BES}Z Q, olurkibu, P, £ sup{X(B)| P, &
ACS BCcQ, BeS} olmasi ile ¢elisirr O halde varsayim yanlis, yani M (A) S
sup{KX(B) | P, £ AS B € Q, B € §} olur.

Simdi de sup{K(B)| b, £ AS B < Qs, B€ S} Z M,(A) oldugu varsayilsin. Bu
durumda, sup{X(B) | b £ A< B < Q,;, BES}Z Q, ve B, £ M,(A) olacak sekilde bir
v € V vardir. Hatta Q,, # V oldugundan v € V? dir. P, € M,(A) oldugundan M,(A4) € Q,
ve (4.1)den A ¢VMy; olur. Ayrica sup{K(B)| b, £ASB<S(Q, BES}ZLQ,
oldugundan P, € A € B < Qg ve KX (B) € Q,, olacak sekilde bir B € § vardir. Bu ise (4.3)
nedeniyle A € "M, olmasi ile celisir. Dolayisiyla sup{X(B)| b, £ ASB < (Q,, B €
S} € M, (A) ve boylece Mg(A) = sup{K(B) | B, £ A S B € Q,, B € §} elde edilir.
(&): Hers € SP, A € S igin (4.4) esitligi saglansin. Bu durumda, her s € S?, v € V? i¢in
"JBES: T(B)L Q,veP,CBCAE Q, & Ny(A) =sup{T(B) | bLESBCAE
Q,BES}£Q, = A€N"
olacagindan (4.2) esitligi saglanir ve boylece N dereceli komsuluk sistemidir.

Simdi, her s € S, A € S i¢in (4.5) esitligi saglansin. Bu durumda, her s € S,v € V?
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icin

"Ms(A) € Q, & M;(A) =sup{X(B) | bLLASBCQ,,BES}L£Q, <= 3IBES:
PZLACBCQ;veX(B) ZQ,"

olacagindan (4.3) esitligi saglanir ve boylece M dereceli kokomsuluk sistemidir.

Teorem 4.1.3. (7,X) bir (S5,8) dokusu iizerinde bir (V,V)-dereceli ditopoloji
olsun. (N, M), (S,8,T,%,V,V) dereceli ditopolojik doku uzayinin bir dereceli dikomsuluk
sistemi ise, her 4, A1, A, € § i¢in asagidaki 6zellikler saglanir:

(1) Her s € S? icin;

(ND Ns(A) # 0 = AL Qs

(N2) Ny(0) = @ ve Ny(S) = V

(N3) A, €A, = N.(A,) € N,(4,)

(N4) A; N A, £ Qs ise Ns(41) ANs(4z) S Ns(4; N Ay)

(N5) Ny(A) S sup{ Ayrepp N (B) : ,SB S AE QB €S}

(2) Her s € S i¢in;

M) M;(A) D =>P LA

(M2) My(S) = @ ve Ms(®) =V

M3)A, €A, = M,(A,) € M,(A,)

(M4) M,(A) AM(A,) © Mg(A, U Ay)

(M5) Ms(A) € sup{ Asres\py Ms'(B) : L, £ AS B S Qs,B € §}

Kamt: (1) N1) Ny(A) # 8 = sup{T(B) | LS BCSAZQ,}+ 0

= 3IBES: RLSBCAZLQ,veT(B)+ 0
= A Qs

(N2) s¢ @ oldugundan P, £ @ ve N,(@) =@ dir. Ayrica s € S? oldugundan
P, € S € Q; olur. Buradan,

Ns(S) =sup{T(B) | LS B <SS & Qs}27(S) =V, yani Ng(S) =V bulunur.

(N3) A;,A, €8, A; € A, olsun. A; € Q, ise N;(4;) = @ € N,(A,) olur. A; € Q,
ise, A, € Qs oldugundan, "B, €SB C A, £ Q, =P, S B <S A, € Q" olup N,;(4,) <
Ng(A,) dir.

(N4) A; N A, € Q olsun.

NuaN@y = \[ T \[ Tto= \/ @®n7©)

PsCBCA£Qs PsSCCA,Z0s PsCBCA£Qs
PsSCSA, 20
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c \/ T(BNC)C \/ T(D) = N,(A; N Ay)

PsCBCA,ZQs PsEDE(A1NAR)EQs
PsSCSA, 20

(N5) A € Q, ise, N,(A) = @ oldugundan ozellik saglanir. A € Q, olsun. Her B € §
icin, (4.4)’den “Vs' € B? i¢in T(B) € N, (B)” oldugundan N (A) = sup{T'(B) | P,
BCS AZQ;,B€ES}Csup{Agepp Ng(B) | P, S B S AZ Qy,B € S}olur.

2) M1) M;(A)+#@ olsun. sup{X(B)| b, £ A< B < Qs} #® olacagindan
P, £ AC B C Q; ve X(B) # 0 olacak sekilde bir B € § vardir. Buradan P; € A olur.

(M2) Her s € S igin P, € S oldugundan M,(S) = @; ayrica P, £ @ < Q, oldugundan
M,(®) =sup{K(B) | b, £ 0 S B S Q,} 2K(®) =V olup My(®) =V dir.

(M3) A;,A, €8, A; S A, olsun. P, € A, ise M,(A,) = @ € M;(A,) olur. P, £ A,
ise, P, £ A, olacagindan, "P, £ A, S BC<C Q;, = P, £ A, S B S Q," olup M (4,) =
sup{KX(B) | L, £ A, S B<Q,BES}Csup{K(B)| L, £ A, SB<Q,BeS}=
M, (A,) olur.

(M4)
MU= \[ x®r \[ x©= \/ @@ nx©)
P A;SBSQs PsZA,SCSQs PsZA,SBCSQq

PeZA,SCSQs
c \/ K(BUC)C \/ (D) = M,(4, U A,)
P.ZA;SBCSQs PsZ(A1UA,)SDEQs
PsZ£A,SCEQs

(M5) P, € A ise, M;(A) = @ oldugundan 6zellik saglanir. P, € A olsun. Her B € §
i¢in, (4.5)’den “Vs' € S\B i¢in K (B) € M,(B)” oldugundan M (A) = sup{K(B) | P, &
AS B S Q5B €SS sup{Ayes\pyMy(B) | k€ AS B S Qs B € S}olur.

Sonug¢ 4.1.4. (S,S8) ve (V,V) dokularindan en az biri sade ise Teorem 4.1.3.'deki
(N5) ve (M5) ifadeleri sirastyla Ng(A) = sup{Agregp Ngy(B) : LS BCS A% QB € S}
ve Mg(A) = sup{ Asres\py Ms'(B) : L€ AS B S Q,;,B €S} bigiminde
giiclendirilebilir.

Kamt: (V,V) bir sade doku olsun. Bir B € § i¢in Agegp Ny(B) € T(B) oldugu
varsayilirsa esitlik (4.4) kullanilarak Agrepb Vp,cccpeq, T(C) € T(B) olur. Buradan,
Asrepp Vi, ccepeq, T(C) € Q, ve P, € T(B) olacak bigimde bir v € VP vardir. (V, V)
sade oldugundan V de sup ve birlesim islemleri aynidir. Dolayisiyla,

Nsrepv Vi ccepeoy T(C) & Qu = By € Agrepy Ve ccepeq, T (C)

= Vs' €BY, B, c VPSIQCQBZQS/T(C) = Ups,gchng,T(C)
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=Vs' €B?, 3C, €S : P, SC, €SB ZQ, veP, cT(Cs)
ve buradan da P, S NgeppT(Cs) elde edili. B = Vgegp Py € Vgrepp Cy € B
oldugundan B = Vb C5, olup (GT3)'den,
T(B) =T (VgeppCs)) 2 Ngrepp T (Csy) 2 P, olur ki, bu P, € T(B) olmast ile gelisir. O
halde varsayim yanlistir, yani VB €S ig¢in Agepp Ng(B) € T(B) dir. Bdylece
sup{ Ag;cgpp Ng¢y(B) : LEBC AL Q;,,BES}Ssup{T(B): LSBCAZQ,BE
8§} =Ng(A)  bulunur.  Teorem  4.1.3.'deki (N5) goz  Oniine  alinirsa
Ns(A) = sup{Agregp Ny(B) : P, € B S A Z Q,, B € S} elde edilir.

Simdi, bir B € § igin Agres\p) Mg (B) € K(B) oldugu varsayilirsa esitlik (4.5)
kullanilarak Asres\B) Vry,epcccg, K (C) € K(B) olur. Buradan,
Ns'es\p) Vegzpeceo, K(C) £ Q, ve P, € K(B) olacak bicimde bir v € VP
vardir. (V, V) sade oldugundan V de sup ve birlesim islemleri aynidir. Dolayisiyla,

Asres\B) Vg, epccco, K (C) € @y = P, € Asres\B) Vr,,¢Bcccq,, K (C)

= Vs’ € (S\B), P, € Vp,epcccq,, K(C) = Up,epcccq,, K(C)

= Vs' € (§\B), 3C;, €S : P, £ B € C;, S Q, ve P, € K(Cs,)
ve buradan da B, € Nge\p) K (Cy,) elde edilir. B = Ngres\py@si 2 Nyre(s\p) Cs: 2 B
oldugundan B = Nyes\p)Csr  Olup (GCT3)'den, K (B) = K(Nsees\p) Csr) 2
Nsres\p) K (Cs) 2 B, olur ki, bu B, € K (B) olmast ile gelisir. O halde varsayim yanlistir,
yani VB € § i¢in Ages\p) My (B) € K(B) dir. Boylece sup{Ases\p)Ms(B) : Ps &
ACBcQ,BeS}csup{K(B): P, A< B < Q,B € 8§} = M;(A) bulunur. Teorem
4.1.3.'deki (MS5) g6z Oniine ahnirsa Mg(A) = sup{ Asres\p)Mg(B) : L EACSB <
Qs, B € S} elde edilir.

Simdi de (S,S) nin bir sade doku ve sup{Agcgp Ny(B): LS BCS AL Qs BE
S8} € Ns(A) oldugu varsayilsin. Bu durumda, sup{ Agrcgp Ng(B) : FEB S AL Qg B €
S} ¢ Q, ve P, € Ny(A) olacak bigimde bir v € V? vardir. sup{ Agregp Ng(B) : P, S B S
A <Z Qs B €S} € Q, oldugundan,

IBES: LSBCAZQ,ve"Vs €B’,Ns(B) ZQ,"
saglanir. (S,S) sade oldugundan, P, € Q, yani B & Q, veya s € B? olup N,(B) & Q,
bulunur ki, bu P, € N;(A) olmas:1 ile c¢elisir. Dolayisiyla varsayim yanlis, yani
sup{ Agscgpp Ngy(B) : LS BCS A% Q,,B €S} S Ng(A) dir. Teorem 4.1.3.'deki (N5) goz
ontine alinirsa SUp{ Ayrcgp Ng'(B) : P, S B S A & Q,, B € §} = N (A) elde edilir.

Yine (S,8) nin bir sade doku ve sup{Ases\pyMy(B): k€ ASBCS QB E
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8§} & My(A) oldugu varsayismn. Bu durumda, sup{Ase\s)My(B): R EACSBC
Q,B€ES} £Q, ve P,&M,(A) olacak bigimde bir v€EV? vardr.
sup{ Asres\py Ms'(B) : P € AS B € Q,,B € §} & Q, oldugundan,
ABES: L, L ACSBC Qsve"Vs € (S\B),Mys(B) £ Q,"
saglanir. (S,S) sade oldugundan, P; € Qg yani P; € B veya s € S\B olup M(B) € Q,
bulunur ki, bu P, € M (4) olmasi ile celisir. Dolayisiyla varsayim yanlig, yani
sup{ Asres\g) Ms(B) : P € AS B € Q,,B € §} € M;(A) dir. Teorem 4.1.3.'deki (M5)
g0z oniine almirsa sup{ Ayre(s\gy Ms'(B) : P, € A S B € Qs, B € §} = M(A) elde edilir.
Onerme 4.1.5. (S,S), (V,V) doku uzaylari, N: S? — VS, M:S — V?$ sirasiyla
Teorem 4.1.3.'deki 6zellikleri saglayan fonksiyonlar olsun. Ty, K, : § — V fonksiyonlari
her A € S igin
Tu) = (] Ny

seAb

K (@) = [ Ms)

SES\A
bi¢iminde tanimlanirsa; (T, ¥y, ), (S, ) tizerinde bir (V, V)-dereceli ditopolojidir. Ayrica,
(NN, M*%m) (S, S, Ty, K, V, V) icin bir dereceli dikomsuluk sistemi ise (N,M) C
(NN, M¥M) (yani her A€ S,s €SP i¢in N;(A) € N’V .(A) ve her AES,s €S icin
M,(A) € M*m _(A)) olur.
Kamt:
(GT1) Ty(B) = Nsep Ns(D) =V ve Ty(S) = Ngesp Ns(S) = Ngegp V =V
(GT2) A;,A, €S olsun. (A, NA4,)? =0 ise ty(4;NAy) =V olur ve (GT2)
saglanir. O halde (4; N A,)? # @ olsun. s € (A; N 4,)? ise A, N A, & Q, olup (N4)’den
Ny(A4;) ANs(4,) € Ny(4; N 4,) oldugundan ve A; NA, €A, = (4, N 4,)? € A,°,
A; N A, €A, = (4; N 4,)P € A,° oldugundan,
Rana)= [ Mnda)2 (] @) AN@4)

SE(A1NAL)D S€(A1NAZ)P
= ﬂ NS(Al) N ﬂ NS(AZ)
SE(A1NAR)P SE(A1NAL)P

= ﬂ Ng(Ay) N ﬂ Ng(Az) = Ty (A1) NTy(4,)

SEAlb SEAZb

olur.
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(GT3) J bos olmayan bir indeks kiimesi olmak tizere, her j € J igin A; € § olsun.
(Ve;4;)" =@ ise Ty(V jy4;) =V olur ve (GT3) saglanir. O halde (V ;¢;4;)" # 0
olsun. Teorem 2.3.10. (3)'ten (V jeJ A]-)b = U]-E]A]l-’ dir. Ayricaher j € [ i¢cin A; €V j¢; 4;
oldugundan (N3)’ den, her j € J i¢in NS(A]-) C N; (V jeJ A]-) olur. Dolayisiyla,

(Vo= N w(Va)= N w(Va)=NNe(\Va

JjeJ SE(Vje]Aj)b JjeJ s€UjesAY J€J J€J sea? JEJ
2 (][] ) =[ J7(a)
JEJ sEA? J€J

olur.

(GCT1) Ku(D) = Nses\p) Ms(@) = NsesV =V
Ku(S) = Nses\s) Ms(S) = Nseg Ms(S) =V

(GCT2) A, A, € S olsun. S\(4; UA,) = @ ise Ky (A; U A,) =V olur ve (GCT2)
saglanir. O halde S\(A; U A;) # @ olsun. s € S\(4; UA4,) ise (M4)’den M;(A;) A
M,(4,) € M,(A; U4,) oldugundan ve S\(4;UA,) CS\4;, S\(4;UA4,) CS\4,
oldugundan,

Kua vy =[] Mvar= [ (M) AMiA)
SES\(A]_UAz) SES\(Alqu)

- (] M@ || (] mw
SES\(Alqu) SES\(Alqu)

() Mo 0[] Ms(a2) = %40 03 (4)

SES\A]_ SES\AZ

u

olur.

(GCT3) J bos olmayan bir indeks kiimesi olmak tizere, her j € J i¢in A; € § olsun.
S\Nje; Aj = @ ise JCM(ﬂjE]Aj) =V olur ve (GCT3) saglanir. O halde S\ N;c; 4; # @
olsun. s € S\ Nje; A4; ise P € NjeyA;, ayrica her i €] i¢in N;e¢; Aj € A; oldugundan

(M3)’ den, her i € ] i¢in M(4;) S Ms(ﬂjej Aj) dir. Dolayisiyla,
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w(Na)= N =(Na)=N N (N4

jeJ SES\ Njey Aj JEJ i€] SES\A; j€J
=ﬂ ﬂ M ﬂA,- 2 ﬂ ﬂ M (A) =ﬂ7€M(Aj)
i€] \SES\4; j€J i€] \SES\4; j€J

olur.

Simdi, (N8, M¥m), (S, S, Ty, K, V, V) icin bir dereceli dikomsuluk sistemi, 4 € S
olsun. s € S? icin; A € Q, ise Ng(A) = N’V _(A) = @ ve A & Q, ise (N5) den N (A) S
sup{ Agscgpp Ng¢y(B) : LS BC AL Q;,,BeES}=sup{Iy(B): LEBCSAZQsBE
8§} = NV (A) elde edilir. s € S igin; P, € A ise M (A) = M*M (A) =@ ve P, & A ise
(MS) den M, (A) € sup{ Asres\pyMs(B) : L€ ACS B S Qq,B €S} =sup{Ky(B):
P, £ AC B C QB €S} = M*M_(A) elde edilir.

Sonug 4.1.6. (N, M) bir (S,8,T,X,V,V) dereceli ditopolojik doku uzay1 i¢in bir
dereceli dikomsuluk sistemi ise (T, K) = (Ty, Ky,) dir.

Kamt: (N, M) bir (S,8,T,%,V,V) dereceli ditopolojik doku uzayi i¢in bir dereceli
dikomsuluk sistemi ve A € § olsun.

Ty (A) € T(A) oldugu kabul edilsin. Bu durumda, Ty (4) € Q, ve P, € T (A) olacak
sekilde bir v € V vardur.

() € 0y = (| Ne(4) £ @, = Vs € 4 isin N,(4) £ @,

seab
= Vs € AP icin sup{T(B) | LS BCAZQ,} £0Q,
= Vs€ Al icinaB,€S; P, S B, S AZ Q,veT(By) & Q,
= Vs €AY icinIB, € S; LS B, CAZ Q;ve T(Bs) 2 P,

a=\/rc\/nea = a=\/5

seAb seAb seAb

Boylece,

saglanir ve (GT3) kullanilarak T(A) = T(Vseab Bs) 2 Ngeap T (Bs) 2 P, ¢eliskisi elde
edilir. O halde Ty (4) € T(A) dir. Ayrica, her s € AP igin P, € A € A & Q. oldugundan
T(A) Ssup{T(B)| P, SB S A% Q,}=Ng(A) dir. Buradan, Ty(A) = Nyeqp Ns(A) 2
T (A) bulunur. Dolayisiyla Ty = T elde edilir.

Ky (A) € K(A) oldugu kabul edilsin. Bu durumda, ¥ (A) € Q, ve P, € K (A)
olacak sekilde bir v € V vardir.
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Ky (A) & Q, = ﬂ M,(A) & Q, = Vs € S\A icin M,(4) & O,

SES\A

= Vs € S\A igin sup{K(B) | L L AS B < Q,} £ Q,
= Vs €S\AicindB; €S; P £ A S B; € Qs ve K (Bs) € Q,
= Vs€eS\AicindB, €S ; P, £ A< B; € Q; ve X(Bg) 2 B,

A=ﬂQS= ﬂ Qs 2 ﬂ B,2A = A= ﬂ B,

PsZA SES\A SES\A ses\A
saglanir ve (GCT3) kullanilarak K (A) = X (ﬂ ses\a BS) 2 Nges\a K (Bs) 2 P, celiskisi
elde edilir. O halde X, (4A) € K(A) dir. Ayrica, her s € S\A i¢in P, A< A € Q,
oldugundan K (A) € sup{K(B)| P, € A S B € Qs} = Mg(A) dir. Buradan, ¥, (4) =
Nses\a Ms(A) 2 K (A) bulunur. Dolayisiyla 5 = K ve boylece (T, K) = (Ty, Kn)
elde edilir.

Sonug 4.1.7. (S5,8) ve (V,V) dokularindan en az biri sade ise (S,S,Ty, Ky, V, V)
dereceli ditopolojik doku wuzayr igin (N,M) = (N, M*m) dir. Yani (N,M),
(8,8, Ty, K, V, V) icin dereceli dikomsuluk sistemidir.

Boylece,

Kanit: Sonug 4.1.4.'den goriiliir.

Onerme 4.1.8. (S,S,0) bir timleyenli ¢akili doku uzay1r ve (7,%), (S,S,0)
tizerinde bir (V,V)- dereceli ditopoloji olsun. (N,M), (S,8,T,%,V,V) dereceli
ditopolojik doku uzayinin bir dereceli dikomsuluk sistemi ise, her A € S igin

N;(A) = My(5(0(4)), sesP
M;(A) = Ny5)(a(4)), s€S
bigiminde tanimlanan N*: S? — VS, M*: S — V9 fonksiyonlari, (S,S,X 00,7 o a,V,V)
dereceli ditopolojik doku uzayi i¢in bir (N*, M*) dereceli dikomsuluk sistemi olusturur.
Ayrica, (T, X) timleyensel ise (N, M) = (N*, M*) olur.
Kamt: s € S?, v € VP, A € S olsun. Tanim 4.1.1.'den ve esitlik (4.1)'den;
AEVN; & Ni(A) £ Qy © My (0(A) £ Qy = a(A) € "My
< 3IBES: Py £0(A) € B E Qus), K(B) € Q,
©3IBES: BbCo(B)SAZLQ,K(B)LQ,
& 3B'(=0(B))€S: RSB S AZQ,K(a(B)) ZQ,
olur. Boylece "Ny ={A€S|3IB€S: (Koo)(B) £ Q,veP, € B S AZ Q} bulunur,
yani N*, (5,8,K o 0,7 o 0,V, V) igin bir dereceli komsuluk sistemidir.
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Simdi, s € S, v € V2, A € § olsun. Tanim 4.1.1.'den ve esitlik (4.1)'den;
A€ VM; & M;(A) & Q, & No(s)(0(A) & @y = a(A) € "Ny(s)
< 3IBES: Py) EBEd(A) € Qus), T(B) € Qy
< 3IBeS: PLLACSo(B)<Q,T(B) ¢ Q,
© 3B'(=c(B)€ES: LELACSB cQ,T(a(B)) L Q,
olur. Boylece "M; ={A€S|3IBE€S: (To0)(B) L Q,ve P, £ A< B S Q,} bulunur,
yani M*, (S,8,K 00,7 oa,V,V) igin bir dereceli kokomsuluk sistemidir. Dolayisiyla,
(N*,M*) (§,8,K oa,T oa,V,V) i¢cin bir dereceli dikomsuluk sistemidir.

(T,3C) timleyensel, s € S, A€ S olsun. A € Q; ise N(A) = @ ve Py(s) S 0(4)
olup N;(A) = My(c(4)) =@ yani Ny =N; dir. AZ Qg ise Py & a(A) dir ve
Onerme 4.1.2.'den,

N (A) = Mo(s)(0(A)) = sup{K(B) | Py(s) £ 0(A) S B S Qu(s), B € S}
= sup{K(a(B")) | Pos) £ 6(A) € 6(B') S Qus), B' € S}
=sup{T(B)| LS B €A% Q,,B' €S8} = N,(A4)
elde edilir. Yani, N* = N dir.

(T,X) timleyensel, s €S, A€ S olsun. P, € A ise M;(A) =0 ve d(4) € Qus)
olup M;(A) = Ny)(0(A)) =0 yani Mg = M; dir. P, Z A ise d(A) € Qu(s) dir ve
Onerme 4.1.2.'den,

M;(A) = Ny(5(0(A)) = sup{T(B) | Py(s) B S 0(4) € Qu(s), B € S}
= sup{T(a(B’)) | Pyis) S 0(B") € 0(A) € Qu(s), B’ € S}
=sup{K(B)| P, £ A< B'c Q,,B' € §} = M,(A)
elde edilir. Yani, M* = M dir.

Ornek 4.1.9.

(1) (n,w), bir (S,8,1, k) ditopolojik doku uzay1 i¢in bir dikomsuluk sistemi olsun.
Bu durumda, her A € § igin,

(1 A € n(s)
Ns(4) = {(25, A& n(s)

Ve

(1 A € u(s)
Ms(4) = {(25, A& u(s)

bi¢giminde tammlanan N : S? — P(1)*, M: S — P(1)° fonksiyonlar, (S,S,T,k)
ditopolojik doku uzayina karsilik gelen (S, S, 19,K9, 1,?(1)) dereceli ditopolojik doku

uzay1 i¢in bir (N, M) dereceli dikomsuluk sistemi olustururlar.
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Diger taraftan, (N, M), bir (S, S, T, %, 1,17’(1)) dereceli ditopolojik doku uzay1 igin

bir dereceli dikomsuluk sistemi ise bu durumda,

n(s) ={AeS|Ns(A) =1} u(s) ={A eS| M;(4) =1}
bi¢iminde tanimli 7(s),s € S ve u(s),s €S aileleri, (S, S,T,K, 1,17’(1)) dereceli
ditopolojik doku uzayina karsilik gelen (S,S,7° K?) ditopolojik doku uzay: igin bir
dikomsuluk sistemidir.

2) (N,M), bir (S,8,T,%,V,V) dereceli ditopolojik doku uzay: icin bir dereceli
dikomsuluk sistemi ve her v € V i¢in (n¥,u"), (S,8,T%, K") icin dikomsuluk sistemi
olsun. Bu durumda,

s €SP, nf(s) ={A €S| PR, € Ny(A)}

seS, uy(s)={A€S|B, € M;,(A)}
bigiminde tanimlanirsa her v € V i¢in (n*, u*) S (ny, Upy) saglanir. Ayrica, (V,V) dokusu
sade ise her v € V igin (n¥, u¥) = (nK, upy) olur.

Dereceli Q-dikomsuluk sistemleri, tiimleyensel doku uzaylar1 iizerindeki dereceli
ditopolojilerin tam bir karakterizasyonunu vermektedir ancak bu yapi ditopolojik doku
uzaylarinda tanimlanan dikomsuluk sistemlerinin bir genellestirmesi degildir. Diger
taraftan, dereceli dikomsuluk sistemleri, ditopolojik doku uzaylarinda tanimlanan
dikomsuluk sistemlerinin bir genellestirmesidir ve sade doku uzaylar tizerindeki dereceli
ditopolojileri karakterize eder. Simdi, dereceli dikomsuluk sistemleri ve dereceli
ditopolojik doku uzaylar1 arasindaki iliski kategorik olarak incelenecektir. Kategori Teori
icin Adamek ve ark. (1990) temel alinmstir.

Tamm 4.1.10. (S,8) ve (V,V) birer doku olmak tizere, Teorem 4.1.3.'deki (N1) —
(N5) ve (M1) - (M5) obzelliklerini saglayan bir N : S? - VS, M : § — V° déniisiim
ciftine, (S,8) tlzerinde bir (V,V)-dereceli dikomsuluk fonksiyonu denir ve boylece de,
(5,8,N,M,V,V) ‘ye dereceli dikomsuluk doku uzayidir diyecegiz.

Tamm 4.1.11. (Sy, S, Ny, My, Vi, Vi), k = 1,2 dereceli dikomsuluk doku uzaylari,
(f,F): (5,81) — (5,,8,), (hH): (V;,V;) — (V,,V,) difonksiyonlar olsun. Eger her

A €S, igin
H- ( N NZS(A)) c (] mtn

se(F<A)b

oluyorsa (f, F) ye (h, H) ye gore yerel-siireklidir denir ve her A € S, igin
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h* ﬂ Mys(A) | < ﬂ My5(f4)

SES,\A SE(S1\fTA)

oluyorsa (f,F) ye (h,H) ye gore yerel-kosiireklidir denir. (f,F), (h,H) ye gore hem
yerel-siirekli hem de yerel-kosiirekli ise (f,F) ye (h,H) ye gore yerel-ikili siireklidir
denir.

Ornek 4.1.12. (S,S,N,M,V,V) bir dereceli dikomsuluk doku uzayi,
(i, Is), (iy, I) birim difonksiyonlar olmak iizere; her A € § igin, I/ (Nyeq0 Ng(4)) =
Nsear Ns(A) = Nse@g-ayp Ns(Is~A) ve iv(_(nse5\A Ms(A)) = Nses\a My (A) =
Nse(s\is—a) M, (ig™A) olur. Dolayisiyla (ig, Is), (iy, ) ye gore yerel-ikili siireklidir.

Onerme 4.1.13. Goreli yerel-ikili siireklilik difonksiyonlarin bileske islemi altinda
korunur.

Kamt: (S, Sy, Ny, My, Vi, Vy,), k =1,2,3 dereceli dikomsuluk doku uzaylari,
(f F): (81,81) — (52,8,), (WH): (V, V) — (V,V,), (g,G) : (S2,82) — (S3,83),
(k,K) : (V,,V,) — (V3,V;) difonksiyonlar olmak tizere; (f, F), (h, H) ye gore ve (g,G),
(k, K) ye gore yerel-ikili siirekli olsun. Her A € 85 igin,

(K o H)*(ﬂ Ngs(A)) = H- K*(ﬂ Nss(A)) e (] Mst6a)

seAb sEAD se(G-A)P
c (] Mm@ )= (] MGorra
SE(F(GCA))P SE((GoF)<A)b

Ve

Geomy=| [ M) | = k| (] M@ | e [ Maslga)

SES3\A SES3\A SE(S,\gA)

c (] mrw)= (] MdlGona
se(S1\f(g-4)) SE(S1\(gef)—4)

oldugundan, (g o f,G o F), (k o h,K o H) ye gore yerel-ikili stireklidir.

Boylece, dereceli dikomsuluk doku uzaylar1 ve aralarindaki goreli yerel-ikili siirekli
difonksiyon ciftleri bir kategori olusturur. Bu kategori dfGDinhd ile gosterilecektir.
Onerme 4.1.5.'den, her (S,S,N,M,V,V) € ObdfGDinhd icin bir dereceli ditopolojik
doku uzay1 (S, S, Ty, Ky, V,V) € ObdfGDitop vardir.

Sonu¢ 4.1.14. Yukarndaki gosterimlere bagh kalarak; eger (f,F), (h,H) ye gore
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((Nl,Ml) - (NZ,MZ)) yerel-ikili siirekli ise, (h, H) ye gore ((TNI,JCMl) - (TNZ,JCMZ))
ikili stireklidir. Dolayisiyla, & : dfGDinhd — dfGDitop,
& (((f; F), (h, H)) 2 (81,81, Ny, My, V3, Vi) — (82,82, Noy My, Vs, Vz))
= ((f' F), (h'H)) : (51'51rTN1'7CM1; V1;V1) - (52'52;TN2'7CM2; Vz'vz)
biciminde tanimlanan § funktoru sadik ve doludur.

Kamit: Onerme 4.1.5.'den §¥ iyi tanimlidir. Ayrica, § bileske islemini ve birim
difonksiyonu korudugundan bir funktordur ve tanimi1 geregi sadik ve doludur.

Onerme 4.1.2.den, her (S,S,7,%,V,V) € ObdfGDitop icin bir dereceli
dikomsuluk doku uzay1 (S,S, N7, M*,V,V) € 0bdfGDinhd vardir ve Sonug 4.1.6.'dan
(T, %) = (Tyyr, Kpyx) olur.

Sonug¢ 4.1.15. Yukaridaki gosterimlere bagh kalarak; eger (f,F), (h,H) ye gore
((73, %) — (T, K,)) ikili siirekli ise, (h, H) ye gore ((NTl,Mjcl) — (NTZ,MJCZ)) yerel-
ikili stireklidir. Dolayisiyla, ® : dfGDitop — dfGDinhd,

6 (((FF), (D) = (S1,80,70,560, Vi, V1) = (S5, 82,75, %2, Vo, V)
= ((f,F),(h,H)) : (S, 81, N2, M* 0, V,,V,) — (S,, 8,5, N2, M*2,V,,17,)
bi¢iminde tanimlanan ® funktoru dolu bir gommedir. Ayrica, § o ® = idg¢epitop dir-

Kamt: Onerme 4.1.2.'den, ® iyi tanimlidir. Ayrica, ® bileske islemini ve birim
difonksiyonu korudugundan bir funktordur. Onerme 4.1.2.'den (N71, M*1) = (N72, M*2)
ise (71,%;) = (75, %,) oldugundan ® nesneler lizerinde birebirdir ve boylece dolu bir

gommedir.
& 6) (((£,F), (B D)+ (1, 80,73, 56, Vi, Vi) = (82,85, T3, 55, Vo, Vi) )
=§ (), (D) = (S1,80, N, M¥5, V3, V1) — (5,80, N, M2, 1, 1))
= ((f,F),(h, H)) : (S, 81, Tym, Kpgrer, Vi, Vi) — (S2, 82, Ty, Kopysca, Vo, Vi)
= ((f’ F), (h, H)) 2 (81,81, T, K, VL, V1) — (82,82, T3, K5, Vo, V,)
oldugundan § o & = idg¢gpitop OlUT.
Problem 4.1.16. ¥ funktorunun nesneler iizerinde bire-bir olup olmadigi (yani

Onerme 4.1.5.'de (N,M) = (NN, M*M) olup olmadigi), ve bu nedenle, ®o & =

id gfepinha Olup olmadigi acik bir problemdir.
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4.2. Dereceli Q-Dikomsuluk Sistemleri

Bu altb6liim boyunca (S,8) dokusunun iizerinde bir ¢ tiimleyen islemi oldugu
varsayilacaktir. Ertlirk ve ark. (2009), § dokusu iizerinde "kuazi-uyumlu" olma bagintisini
tanimlamiglardir. Buna goére, A, B € S i¢in A € a(B) ise A ile B kuazi-uyumludur denir ve
bu durum AgB ile gosterilir; A € o(B) ise A ile B kuazi-uyumlu degildir denir ve bu
durum AgB ile gosterilir.

Tanmmm 4.2.1. (7,%) bir (S,8) dokusu iizerinde bir (V,V)-dereceli ditopoloji,
N,M : S — V3déniisiimler, her s € S igin N(s) = N;: S >V, M(s) = My: § >V

fonksiyonlar olsun. Eger her v € V? icin,
"N,={A€S|3IBeS: T(B) & Q,ve P,gB S A} (4.6)
oluyorsa, N, fonksiyonuna s noktasinin dereceli g-komsuluk sistemi; her v € V? icin,
"M,={A€S|3IBES: K(B) £ Q,veP, £ B, AS B} (4.7)

oluyorsa, M, fonksiyonuna s noktasinin dereceli q-kokomsuluk sistemi denir. Eger her
s € S igin Ny (M,), s noktasinin dereceli g-(ko-) komsuluk sistemi ise, sirastyla N (M)
dontistimine (S,S,T,%,V,V) dereceli ditopolojik doku uzaymim bir dereceli g-(ko-)
komsuluk sistemi denir. Eger N, (S,S,7,%,V,V) dereceli ditopolojik doku uzaymin bir
dereceli q-komsuluk sistemi ve M de bu uzayin bir dereceli gq-kokomsuluk sistemi ise,
(N,IVI) ikilisine (S,8,7,%,V,V) dereceli ditopolojik doku uzaymin bir dereceli g-
dikomsuluk sistemidir denir.

Onerme 4.2.2. Yukaridaki gosterimlere baglh kalarak; (]V M ), bir (S,8,T,%,V,V)
dereceli ditopolojik doku uzay1 i¢in bir dereceli q-dikomsuluk sistemidir ancak ve ancak

hers € S, A € § igin

sup{T'(B)| P.qB € A, B € §}, PiqA

Ns(4) = { 9, P.gA

(4.8)

Ve
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~ sup{X(B)|P, £ B, ACB, BES}, LA
MS(A)={ P s Q}) S (4.9)
) S —
saglanir.
Kanit:

(=):s €S,A €S ve N, s’nin dereceli q-komsuluk sistemi olsun. P,qA ya da P,gA dir.
l.durum: P,gA yani P, € 6(A) olsun. VB € Aicino(A) € o(B) oldugundan VB <
Aigin P, € o(B) yani P,gB dir. Dolayisiyla, (4.6)’den Vv € V? icin A & “N; ve (4.1)’den

_ _ _ b
vv € VP icin Ng(A) € Q, olur. Ny(A) # @ oldugu kabul edilirse (NS(A)) =0 ve

_ b _ b
buradan t € (NS(A)) olacak bicimde bir t € V? vardir. Boylece t € (NS(A))

oldugundan N;(A) & Q, celiskisi elde edilir. Dolayisiyla Ns(4) = @ dir.
2. durum: P,gA yani P, &€ o(A) olsun ve Ny(4) & sup{T(B)|P.qB < A, B € S} oldugu
varsayllsin. Bu durumda, N (4) € Q, ve P, € sup{T(B)|P,qB € A, B € S} olacak
sekilde bir v € V vardir. Hatta Q, # V oldugundan v € VPve (4.1)’den A € YN, olur.
Boylece, (4.6)’den T(B) € Q,, ve P,gqB S A olacak sckilde bir B € § vardir. O halde
sup{T(B)|P,qB € A, B € S} £ Q,, olur ki bu, B, € sup{T(B)| P,qB € A, B € §} olmasi
ile gelisir. Dolayistyla varsayim yanlis, yani Ng(4) € sup{T(B)| P,qB € A, B € S} olur.
Simdi de sup{T(B)|P,qB € A, B € S} & N,(4) oldugu varsayilsin. Bu durumda,
sup{T(B)|P,qB € A, B € S} £ Q, ve P, € N,(A) olacak sekilde bir v € V vardir. Hatta
Q, # V oldugundan v € V? dir. P, & N;(A) oldugundan N, (4) € Q, ve dolayisiyla
(4.1y’den A & "N, olur. Ayrica sup{7'(B)|P,qB € A, B € §} € Q, oldugundan 7(B) &
Q, ve P,qB S A olacak sekilde bir B € S vardir. Bu ise (4.6) nedeniyle A & YN, olmasi ile
gelisir. Dolayisiyla sup{T(B)|PsqB € A, B€ S} € N;(A) ve boylece N (A) =
sup{T(B)| P,qB < A, B € §} elde edilir.
SES, A€S ve M, s’nin bir dereceli q-kokomsuluk sistemi olsun. P, € A ya da
P, &€ Adir.
1*.durum: P, € A olsun. Bu durumda, (4.7)'den Vv € V? icin A & "M, ve boylece (4.1)

geregi Vv € VP icin My(A) € Q, olur. M(A) # @ oldugu kabul edilirse (MS(A))b + @ ve
buradan t € (IWS(A))b olacak bicimde bir t € VP vardir. Béylece t € (MS(A))b
oldugundan M(A4) & Q, celiskisi elde edilir. Dolayisiyla M (A) = @ dir.

2% durum: P, £ A olsun ve M (A) € sup{K(B)|P, ¢ B, AS B, B€S} oldugu
varsayilsin. Bu durumda, M (A) & Q, ve P, & sup{X(B)| P, £ B, A € B, B € S} olacak
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sekilde bir v € V vardir. Hatta Q,, # V oldugundan v € V? dir ve (4.1)’den A € YM; olur.
Boylece, (4.7)’den K (B) € Q, ve P, £ B, A € B olacak sekilde bir B € § vardir. O halde
sup{KX(B)|P, £ B, ASB, BES}Z Q, olur ki bu, P, £ sup{K(B)|P £ B, A S B,
B € S} olmast ile celisir. Dolayisiyla varsayim yanlis, yani M (A) € sup{K (B)|P; £ B,
A C B, B € S}olur.

Simdi de sup{K(B)|P; ¢ B, AS B, B€ S} ¢ M,(A) oldugu varsayilsin. Bu
durumda, sup{X(B)|P, £ B, ASB, BES}Z Q, ve P, £ M,(A) olacak sekilde bir
v € V vardir. Hatta Q,, # V oldugundan v € V? ve M,(4) < Q, dir, dolayisiyla (4.1)’den
A ¢ VM, olur. sup{X(B)|P,¢B, ASB, BES}ZQ, oldugundan K (B) € Q, ve
P, £ B, A € B olacak sekilde bir B € S vardir, buradan (4.7) nedeniyle A € VM olur ki
bu durum A ¢ VM, olmas: ile gelisir. Dolayisiyla sup{KX(B)|P, £ B, AS B, BES} S
M, (A) ve boylece M, (A) = sup{KX (B)| P, £ B, A € B, B € S} elde edilir.

(&):Hers € S, A € S igin (4.8) esitligi saglansin. Bu durumda, her s € S, v € V? igin
"A € "Ny, & Ny(A) = sup{T(B)|P.qB € A,B € S} £ Q,

< 3IBES: T(B) %L Q,ve ,gB c A"
olacagindan (4.6) esitligi saglanir ve boylece N dereceli q-komsuluk sistemidir.

Simdi, her s €S, A €S i¢in (4.9) esitligi saglansin. Bu durumda, her s € S,v €
VPicin
"A €M, & M,(A) £ Q, = sup{K(B)|P,¢B, ACB, BES} ¢ Q,< 3IBES:
P.£€B, ACBveX(B) £ Q,"
olacagindan (4.7) esitligi saglanir ve boylece M dereceli q-kokomsuluk sistemidir.

Teorem 4.2.3. (7', K) bir (S, ) dokusu iizerinde bir (V, V)-dereceli ditopoloji olsun.
(N,IVI), (5,8,T,%,V,V) dereceli ditopolojik doku uzaymin bir dereceli g-dikomsuluk
sistemi ise, her s € S, 4, A1, A, € S i¢in asagidaki o6zellikler saglanir:

(1) (N1) Ny(4) # ¢ = PqA

(N2) Ng(0) = @ ve Ny(S) =V

(N3) 4, € 4, = Ny(4,) € Ni(4y)

(N4) N5(A1) A Ns(A;) € Ny(4; N Ay)

(N5) N5(A) = sup{Ap,qs Ns,(B) : PiqB S A, B € S}

Q?) (M1) M(A) #0 =P ¢ A
(M2) My(S) = @ ve Mg(0) =V
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(M3) 4, € 4, = M (4;) € Ms(4,)
(M4) M (A;) A Mg(A,) € Mg(A; U Ap)
(M5) My(A) = sup{ Ap, ¢ My(B): P, £ B, ASB, BES}
Kamt: (1) (N1) Ny(A) # @ = sup{T(B)|P,qB S A, BES}+# 0
= 3IBES: PqgB<S AveT(B) # 0
= P, £ o(B), d(A) € a(B)
= P, ¢ 0(A) = P,qA
(N2) Her s € S igin P, € S = o(®) oldugundan P,g® ve (4.8)'den Ny(@) = @ dir.
Ayrica P, € @ = 0(S) oldugundan P;qS olur. Buradan,
N,(S) = sup{T(B)|P.,qB < S, BE€ S}2T(S) =V, yani N;(S) = V bulunur.
(N3) 4,4, €S, A; € A,olsun. P,gA, ise N;(4;) = @ S N,(A,) olur. P,q4; ise,
P, £ a(A;) olup "A; € A, = d(A,) € d(A;)" oldugu goz Oniine almarak P, € o(4,)
yani P,qA, bulunur. Bu durumda, P,gqB € A; = P,qB S A, oldugundan, N, (4,) =
sup{T(B)|P,qB € A;, B € §} S sup{T(B)| P,qB S A,, B € §} = N,(4,) olur.
(N4) P,gA; veya P,GA, ise ozellik saglanir. P,qA, ve P.gA,olsun. P,g(B N C) =
P,co(BNC)=0dB)Ud(C)="P, < o(B)veyaP, € a(C)" = "P,gB veya P,qC"
oldugundan "P,qB € A; ve P,qC € A, ise P,q(BNC) S (A; NnA,)" elde edilir. Bu

nedenle,
NS(Al) /\NS(AZ) = \/ T(B) A \/ T(C) = \/ (T(B) N T(C))
PsqBSAy PsqCCA, PsqBCA,
PsqCCA,
= \/ T(BNC) < \/ T(D) = Ny(A; N Ay)
PsqBSA, PsqDS(A1NA7)
PsqCCA,
olur.

(N5) (4.8) esitliginden, her B € S icin "P,,qB ise T(B) € N,,(B)" dir. Boylece,
Ns(4) = sup{T(B)| P,qB € A, B € §} S sup{Ap,qs Ns(B) : P,qB S A, B€ S} olur.
Simdi, sup{ Ap_,q5 N, (B): P.,gqB € A, B € §} & N,(A) oldugu varsayilsmn. Bu durumda,
sup{ Ap,,qz Ns(B) : P.qB S A, B € S} £ Q, ve P, £ Ny(4) olacak sekilde bir v € VP

vardir.
sup /\ Ny(B): PhqBS ABES £ Q,=3IBES: PqB S Ave"PyqB

PyqB

= Ns’(B) < Qv"
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Burada, P,qB oldugundan Ny (B) € Q, bulunur. B € A oldugundan (N3) ozelligi
kullanilarak N (4) & Q,, ve boylece P, € N, (A) geliskisi elde edilir.

(2) (M1) M,(A) # @ olsun. sup{X(B)|P, £ B, AS B, B € §} # ® olacagindan
P, € B, A S B ve K(B) # 0 olacak sekilde bir B € § vardir. Buradan P, € A olur.

(M2) Her s €S igin P, €S oldugundan M.(S) = @; ayrica P, & @ oldugundan
My(@) = sup{X(B)|P; £ B, ® S B} 2 X(®) =V olup M,(@) = V dir.

(M3) A;,A, €S, A; € A, olsun. P, € A, ise M,(4,) = ® € M,(A,) olup ozellik
saglanir.P, € A, ise, P, € Ajolacagindan, "P, £ B, A, € B = P, £ B, A; € B"olup
M,(A;,) = sup{K(B)|P, £ B, A, S B, Be S} Ssup{X(B)|P,£B, A, SB, B€
§Y = M,(A,) olur.

(M4) P, € A, veya P, € A, ise ozellik saglanir. P, € A, ve P, € A, olsun.P, & B ve
P, &€ Cise P, € (B U () oldugundan,

By = \[ xma \[ xo=\/ @®ixo)

Ps¢B,A1CB PsZC,ACC Ps¢B,A1CB
PsZC,A,SC
c \/ K(BUC)C \/ (D) = M,(A, U A,)
P;2B,A,CB Ps¥D,(A1UA,)SD
PoZC,A,SC

olur.

(M5) (4.9) esitliginden, her B € S igin "P,, € B ise K (B) € M,,(B)" dir. Boylece,
Ms(A) = sup{H(B)|P, £ B, AC B, B€ S} Ssup{Ap,¢pMy(B): P, £ B, ACB,
B €S} olur. Simdi, sup{Ap,ezMy(B): P& B, ASB, BeS}Z M;(4) oldugu
varsayllsm. Bu durumda, sup{Ap,¢5p My (B): P,¢£B, ACB, BES}ZQ, ve B, &
M, (A) olacak sekilde bir v € V? vardur.

sup{/\Msr(B): P,¢B, AcSB, BeS}¢Q,—3IBES: P LB,
Py EB

ACBve'"P, € B= My(B) £ Q,"
Burada, P, € B oldugundan M (B) € Q, bulunur. A € B oldugundan (M3) ozelligi
kullanilarak M (A) & Q, ve bdylece P, © M (A) geliskisi elde edilir.
Onerme 4.2.4. (S5,8),(V,V) doku uzaylari, N,M:S — VS Teorem 4.2.3.'deki
ozellikleri saglayan fonksiyonlar olsun. 75, k5 : S — V fonksiyonlari her A € § igin

Ty() = (] o)

PsqA
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K@) = ] Msa)
PsZA

bigiminde tanimlanirsa; (T, K 7),(S, S) tlizerinde bir (V,V)-dereceli ditopolojidir. Ayrica,
(IV M ), (S,8,75, K, V, V) igin bir dereceli g-dikomsuluk sistemidir.

Kamt:

(GT1) T5(9) = Npge Ns(@) = Nyep Ns(@) =V ve  T(S) = Npgs Ns(S) =
NsesV =V

(GT2) A;,A, €S olsun. A;NA, =0 ise a(A; NA,) =S olup P,q(A; N4,) &
s € @ elde edilir, boylece T5(A4; N A,) =V olur ve (GT2) saglanir. O halde 4, N A, # @
olsun. Boylece P,q(A; N A,) olacak bigimde bir s €S vardir. "P,g(4; NA,) =
P,qA; ve P,qA," oldugundan, (N4) 6zelligi kullamlarak,

wnay= (] Ranap=2 [ (Fw) AFuy)

P5q(A1NA7) P5q(A1NAz)
- (] ®w@|n{ [] @
Psq(A1NAz) Psq(A1NAz)
> (] Bt 0[] Felar) = T(dy) 07 (4a)
PsqAq PsqAq

elde edilir.

(GT3) ] bos olmayan bir indeks kiimesi olmak tizere, her j € J igin A; € § olsun.
Eger Vje;Aj =0 ise O'(VjE]Aj) =S olup Psq(VjE]Aj) < s € Q elde edilir, boylece
TN (V]-e] A]-) =V olur ve (GT3) saglanir. O halde V ¢; A; # @ olsun. Boylece Psq(vjej A]-)
olacak bigimde bir s € § vardir. Her j € ] i¢in A; € Vj¢; Aj oldugundan (N3)’ den, her
Jj €] i¢in IVS(A]-) c IVS(V]-E] A]-) olur. Dolayisiyla,

Ty \/A]-= ﬂ N; \/Ajz ﬂ N; \/A]-

Jj€J Psq(Vjes Aj) J€J PsZNjeja(4;) J€J
NN F(Va)20) 0 5w =)
JEJ PsqAj J€J JEJ PsqAj JeJ

olur.
(GCT1) Kj7(B) = Npgp Ms(@) = NsesV =V
Kia(S) = Npygs Ms(S) = Nsep Ms(S) =V
(GCT2) A;,A, €S olsun. A; UA, =S ise Ky(A; UAy) =V olur ve (GCT2)
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saglanir. O halde A; U A, # S olsun. (1\714) ozelligi kullanilarak,

Kaiva = [ Mvan=2 [ (M4 Af@4)
PsZ(A1UAR) PsZ(A1UAz)

- (] #@o|n{ [] W
PsZ(A1UA7) Ps%(A1VAR)

() ot 0[] Faar) = %a(an) 0% (4)

PsZAq PsZA;

I

olur.

(GCT3) ] bos olmayan bir indeks kiimesi olmak tizere, her j € ] i¢in A; € § olsun.
Nje;4; =S ise Kiz(Nje;4;) =V olur ve (GCT3) saglanir. O halde Nje; 4; # S olsun.
Her i € J i¢cin Nje; A; € A; oldugundan (1\713)’ den, her i € ] i¢in M (4;) € Ms(ﬂjejAj)
dir. Ayrica, P, € Nje; A < s €S\ Njg 4 = UjE](S\Aj) dir. Dolayisiyla,

K5 ﬂAj = ﬂ M, ﬂAi QﬂﬂMS ﬂAi

jej PsZNjejAj i€] J€J PsZA; i€]
>(\( () #a) ) =[)a4)
JEI \PsZA; jel

olur.

Simdi, (]V TN,IVIKM), (S,S8,T%, Ky, V,V) igin dereceli q-dikomsuluk sistemi, A € §
olsun. s €S igin; P,gA ise Ny(A) =N"",(A) =@ ve P.gA ise (NS)’den N,(A) =
sup{ Ap,,qz Ns/(B) : P.qB S A, B € S} =sup{T5(B): P,qB € A, B € §} = N~ (4)
elde edilir. s €S igin; P, € A ise My(A) = M*¥m,(A) =0 ve P, £ A ise (1\7[5)'d6n
M(A) = sup{Ap,eg My (B): s €B, ACB, BES}=sup{Kyu(B): L& B, AC
B, BES} = M*m (A) elde edilir. Yani,(lv, 1\7), (5,8, 7%, Ky, V,V) igin dereceli g-
dikomsuluk sistemidir.

Sonug¢ 4.2.5. Onerme 4.2.4./de o cakili ise, Ty, Kz : S — V fonksiyonlar: her
A € S icin

TIV(A) = ﬂ NO'(S)(A)

seAb

%M(A) = ﬂ Ma(s)(A)
s€a(A)b

bi¢iminde de karakterize edilebilir.
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Kanit: PgA e P ¢ 0(A) © A=0(0(A) £ 0(Py) = Qu(s) & a(s) € AP

oldugundan,
@ =[F@w= ] B@= [ Foeey@ =[] Now@
PsqA o(s)eab a(s)eab seab
olur. Benzer sekilde, P, £ A & 0(A) € Qus) © 0(s) € (O’(A))b oldugundan,
xa@=(m@w= (] #@w= ) Fowmw
PsZA G(S)E(J(A))b sEa(A)D
elde edilir.

Sonu¢ 4.2.6. (IV, M ), (5,8,T,%,V,V) dereceli ditopolojik doku uzaymnin bir
dereceli q-dikomsuluk sistemi ise, (', K) = (Tx, K ;) olur.

Kamit: Teorem 4.2.3. ve Onerme 4.2.4. gdz dniine alinarak goriiliir.

Onerme 4.2.7. (S, S, o) bir timleyensel doku uzay1 ve (7, %), (S, S, o) iizerinde bir
(V,V)- dereceli ditopoloji olsun. (IV M ), (5,8,T,%,V,V) dereceli ditopolojik doku
uzayinin bir dereceli g-dikomsuluk sistemi ise, her A € § i¢in

N: (A) = My(a(4)), M;(A) = Ny(a(4)), s€S
bigiminde tanimlanan N*M*:S — VS fonksiyonlar1, (S,8,K ca,T oa,V,V) dereceli
ditopolojik doku uzay1 i¢in bir (IV M *) dereceli g-dikomsuluk sistemi olusturur. Ayrica,
(T, ) timleyensel ise (IV, 1\71) = (IV*, 1\71*) olur.
Kamt: Her A € §,s € S igin;

N(a) = MS(J(A)) _ {sup{?C(B)I P, € B, o(A) € B, B €S}, P, € a(A)

2, P, c a(4)
_ {sup{ﬂc (B)IPE€B, o(B)SA, o(B)ES}), PqA
B ®, PgA
_ [sup{K(e(B))|P 2 0(B), BCA BES}, PqA
?, P.gA
_ {Sup{(% °0)(B)|kqB, B<A,  BE€S}, PgqA
B ®, PgA

Ve
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M:(4) = Ny(o(A)) = {SUP{T(B)l kqB < a(4), B€S},  PRqo(4)

@, P.go(A)
_ {sup{T(B)I P, £ o(B),B <€ a(4), B €S}, PLA
B @, PCcA
_ sup{T(a(B))| P, £ B,o(B) € a(4), o(B) € §}, PZLA
B ® PCA
_{sup{(Toa)(B)|Ps¢_B,A§B, BeS}, P gA
B @, PCcA

oldugundan, (N * M *) (5,8, 00,T o0,V,V) dereceli ditopolojik doku uzayi igin bir
dereceli g-dikomsuluk sistemidir. Ayrica, (T, %) tiimleyensel ise T =K oo ve KX =T o
o olacagindan (N , M ) = (]V M *) elde edilir.

Ornek 4.2.8. (X, 7) bir smooth topolojik uzay, x,, € I* bir fuzzy nokta ve Q, :
I*¥ - 1, x,,, nin smooth g-komsuluk sistemi, yani her u € I¥ i¢in

0. () = {Sup{f(n) t €N, xnqn,n S}, Xmqu
m 0, Xxpqu

olsun. Ornek 2.3.14. ve Tanim 2.3.16. hatirlanarak, I fuzzy latisine (L, £, 1) dokusunun ve
I¥ fuzzy latisine de (W, W, w) dokusunun karsilik geldigi goz oniine alinirsa;
W={x,|lxeEX mel}
1" > PW), o) ={(x,;m) € W | x,, < p}
W={pW |uerr}
w(pW) = o) ={(x;m)| m< pux)'}
olup
T(ew) = (0, 7(w)], K(pw) = T(w(w(u))), pelx
bi¢giminde tanmimlanan 7', : W — L fonksiyonlar1 (W, W, w) {izerinde bir tiimleyensel

(L, £)-dereceli ditopoloji olustururlar. Ayrica, her x,,, € I*, @(u) € W i¢in

. X
N, (o) = {SUP{T () : n e I¥,x0q0Mm), () S <p(u)(}0: i:gzgg

Wy, (1)) = Ny, ((@w)))
bigiminde tanimli NM: W > LW fonksiyonlari, (W, W, w, T, X, L, L) i¢in bir dereceli

g-dikomsuluk sistemi (]V M ) olustururlar.
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BOLUM 5
DERECELI DITOPOLOJILERDE YAKINSAMA

Topolojik uzaylarda, kapali kiime ve kompaktlik kavramlari, slizgegler ve
stizgeclerin  yakinsakliklar1 yardimiyla incelenebilir. Dolayisiyla silizgegler topoloji
icerisinde onemli bir yere sahiptir. Dereceli ditopolojik doku uzaylar: iizerinde uygun bir
stizge¢ yapisi olusturmanin, dereceli ditopolojik doku uzaylari teorisinin aragtirilmasina ve
gelismesine Onemli bir katki saglayacagi diisiincesiyle bu boliimdeki c¢aligsmalar
yapilmugtir.

Dereceli ditopolojik doku uzaylar;, Brown ve Sostak (2014) tarafindan, ditopolojik
doku uzaylarinin bir genellemesi olarak sunulmustur. Bu nedenle, dereceli ditopolojik
doku uzaylarinda olusturulacak siizge¢ yapisinin, ditopolojik doku uzaylarinda Ozgag ve
ark. (2005) tarafindan tanitilan dislizge¢ yapisinin bir genellemesi olmasi beklenir. Bu
boliimde, Ozcag ve ark. (2005) tarafindan tanitilan ve bazi &zellikleri 2.3. kesimde
"Regiiler Disiizgeclerin Yakinsaklig1" baghgi ile verilen dislizge¢ yapisi, dereceli
ditopolojik doku wuzaylar1 iizerine genellestirilecek ve "dereceli disiizge¢" olarak
adlandirilacak bu yeni yapimnin 6zellikleri ile ditopolojideki disiizge¢ yapisinin 6zellikleri
karsilastirilacaktir.

Tanim 5.1. (S,S) ve (V, V) birer doku olsun.

(1) Bostan farkli bir F : § — PV doniisiimiine, her 4;, 4, € S i¢in

(GF1) F(9) = ¢

(GF2)A; € A, = F(A,) € F(4,)

(GF3) F(A)) ANF(A,) €S F(A1 N Ay)
kosullar1 saglaniyorsa (S, §) tizerinde bir (V, V)-dereceli siizge¢ denir.

(2) Bostan farkli bir G : § — V doniisiimiine, her A4, 4, € S i¢in

(GCF G(S) =0

(GCF2) 4, € 4, = G(4,) € G(4y)

(GCF3) G(A1) A G(A,) € G(A; U Ay)
kosullar1 saglaniyorsa (S, §) tizerinde bir (V, V)-dereceli kosiizge¢ denir.

3) F, (§,8) tzerinde bir (V,V)-dereceli stizgeg ve G, (S,S) tizerinde bir (V,V)-
dereceli kostizgeg ise (F, G) ikilisine (S,S) tizerinde bir (V,V)-dereceli disiizgectir denir.
(5,8,T,%,V,V) bir dereceli ditopolojik doku uzay1 ve (F, G), (S,S) tizerinde bir (V,V)-
dereceli distizgeg ise kisaca (F,G), (S,8,T,K,V,V) iizerinde bir dereceli disiizgegtir
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denecektir.

Onerme 5.2. (S,S) iizerinde bir (V,V)-dereceli disiizge¢ (F,G) i¢in asagidakiler
denktir:

M FNnG =0 (Yani her A € S i¢in F(A) N G(A) = 0)

(2) Vn € Nigin NI, (F(A) NG(B)) # ® = Ny A; € UL, By, Ay B €S

BFANGB)#P=ALB

Kamt: (1) = (2): ne€N ve N (FA)NGB))#® olsun ve N, A4; S
UL, B; oldugu kabul edilsin. Bu durumda, (1)'den F(NL;4;)NG(N,4) =0

olacagindan,
0= T(QAi) nQ(lDAi) 2 ?(DlAl) ng(iUlBl) 2 Dlgr(,qi) n Qg(Bi)
= ﬂ(?(Ai) nG(BY)

i=1
elde edilir ki, bu durum N2, (F(4;) N G(B))) # @ olmast ile gelisir.

(2) = (3) : Agiktr.

B)=0): FnG=#0® oldugu kabul edilsin. Bu durumda, F(A) N G(A) # @
olacak bi¢cimde bir A € § vardir. Buradan, (3) kullanilarak A € A c¢eliskisi elde edilir.
Dolayisiyla F N G = @ dir.

Tamm 5.3. Onerme 5.2.'deki denk kosullardan birini saglayan bir (S,S) dokusu
tizerindeki bir (V, V)-dereceli distizgece regiilerdir denir.

Ornek 5.4. (1) F X G, bir (S,S) dokusu iizerinde bir (regiiler) disiizge¢ olsun. Bu
durumda, 1 = {0} ve P(1) = {@,1} olmak fiizere, F,G : S — P(1) doniisiimleri, her
A € S icin

1, AE€F
T(A)z{w, A¢F

1, AE€G
g(A)z{cz), AgG

bi¢iminde tamimlanirsa; (F, G), (S, S) lizerinde bir (regiiler) (V, V)-dereceli disiizgeg olur.
Diger taraftan, (F,G), (S,S) tizerinde bir (regiiler) (V,V)-dereceli disiizgeg ise, her
bir v € V igin,
FP={A€S|B, S F(A)}, G"V={AeS|P,cG(A)}
bigiminde tanimlanan aileler, (S, §) tizerinde bir F¥ X GV (regiiler) disiizgeci olur.

(2) Ditopolojideki dikomsuluk - disiizge¢ durumuna paralel olarak; (N, M), bir
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(5,8,T,%,V,V) dereceli ditopolojik doku uzay1 i¢in bir dereceli dikomsuluk sistemi ise,
her s € S i¢in, M (S,8) tizerinde bir (V,V)-dereceli kosiizge¢ olur ancak genel olarak,
s €SP icin (A;,A, €S icin, A, £Q, ve A, £ Q; olmasi A; NA, € Q; olmasmi
gerektirmeyeceginden) N (S,8) tlizerinde bir (V,V)-dereceli siizge¢ degildir. (S,S)
dokusunun sade olmasi durumunda, her s € S? = S icin N, (S,S) iizerinde bir (V,V)-
dereceli siizge¢ olur. Sonug olarak, (S,S) dokusu sade ise her s € S? = S igin (Ny, M),
(S, 8) tizerinde bir (V,V)-dereceli distizgegtir.

(3) (S,85,T,X,V,V) bir dereceli ditopolojik doku uzayr olsun. N*: S? — VS |
M* : § — VS doniisiimleri, her s € S icin N*(s) = N;: § — 7V ve her s €S icin
M*(s) = M;: § — V olmak lizere, A € § igin

Sup{nz:lT(Bk)I Bk g Qs; 1 < k < n, Bl nBZ n an QA}' A -¢— QS

N;(A)Z{ 9, A< Q,

ve her A € S i¢in

sup{Np—1 KBy) | LBy, 1<k<n, ASB;UB,U..UB,}, LA
0, EcA

HOES
bigiminde tanmimlanirsa, (N3, M), (S, ) tizerinde bir regiiler (V, V)-dereceli disiizgeg olur.

Onerme 5.5. Yukandaki gosterimlere bagli kalarak, (S,S) dokusu sade ise, her
s € Y = Sicin (Ng, M) = (N, M?) olur.

Kamt: Bir A € §,s € S i¢in; A € Q, ise N; (A) = N,(A4) = 0 esitligi saglandigindan
A & Q, alinsin.

N,(A) € N (A) oldugu kabul edilirse Ny(A) € Q,, ve B, € N (A) olacak sekilde bir
v € V vardir. Ny(A) € Q,, oldugundan, P, € B € A & Q, ve T (B) € Q, olacak sekilde bir
B € § vardr. (S,S) sade oldugundan B € Q dir. Boylece T (B) € N, (A) olup Ny (A) &
Q, ve P, € N;(A) bulunur ki, bu sonu¢ P, € NJ(A) olmasi ile ¢elisir. Dolayisiyla
N,(A) € N;(A) dir.

Simdi de N;(A) € Ny(A) oldugu kabul edilirse Ny (4) € Q,, ve B, € Ny(A) olacak
sekilde bir v € V vardir. NJ(A) € Q, oldugundan, 1 <k <n i¢in By € Q;, BN B, N
..N B, € A ve Nj=,T(By) € Q, olacak sekilde By, By, ..., B, € § vardir. Nj-, T(By) S
T(Nk=q1 Bx) oldugundan T (N}-,Byx) € Q, ve bdylece B, € T (N, Bx) olur. Ayrica,
1 <k <n i¢in B, € Q4 oldugundan ve (S,S) sade oldugundan P, < (B;NB,N..N
B,) € A & Q, dir. Boylece, P, € T(Nj=1 Br) S Ng(A) celiskisi elde edilir. Dolayisiyla
N:(A) € Ng(A) bulunur.

Bir A€S,s€S igin; P, €A ise M;(A) = My(A) =0 esitligi saglandigindan
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P, € A alinsin.

M (A) € M;(A) oldugu kabul edilirse M,(A) € Q,, ve P, € M;(A) olacak sekilde
bir v €V vardir. M;(A) € Q, oldugundan, P, £ AC B S Q, ve K (B) £ Q, olacak
sekilde bir B € § vardir. (S,S) sade oldugundan P, € B dir. Béylece K (B) S M; (A) olup
M;(A) € Q, bulunur ki, bu sonug¢ B, € M;(A) olmasi ile gelisir. Dolayisiyla M (A) <
M;(A) dir.

Simdi de M; (A) € Mg(A) oldugu kabul edilirse M; (A) € Q,, ve B, € Mg(A) olacak
sekilde bir v € V vardir. M;(A) € Q,, oldugundan, 1 <k <n i¢in P, £ By, AS B; U
B,U..UB, ve N{.,X(By) € Q, olacak sekilde Bj,B,,..,B, €S vardir. Ustelik,
Nir=1 K (By) € K (UT By) oldugu bilindiginden B, € K (U} By) olur. Ayrica, 1 <k <n
icin Py € By, ve (S,S) sade oldugundan P, £ A € (B; U B, U ...U B,) € Q dir. Boylece,
P, € K (U} By) € M,(A) geliskisi elde edilir. Dolayisiyla Mg (A) € Mg (A) bulunur.

Tanmm 5.6. F (G), bir dereceli ditopolojik doku uzayi (S,S,7T, %K, V,V) iizerinde bir
dereceli (ko-) siizge¢ olsun. Eger Ny € F (M; € G) ise, F, s noktasina yakinsar (G, s
noktasina yakinsar) denir ve bu durum F — s (G — s) bigiminde gosterilir.

Eger s5,s' €S, P, € Q, i¢in (ki bu durumda s € S? olur) F — s ve G — s ise,
(F, Q) dereceli distizgeci diyakinsaktir denir. Bu durumda, s (s") noktasina (F, G) dereceli
dislizgecinin bir /imiti (kolimiti) denir.

Onerme 5.7. (F,G), bir dereceli ditopolojik doku uzay1 (S,S,T,K,V,V) iizerinde
bir dereceli disiizgeg ise,

a. F —s ©"A¢ Q, = T(A) S F(A)"

b. G —>5s & "P, ¢ A= K(4A) € G(A)"
saglanir.

Kamt: a) (=): F — s ve A € Q, olsun. F — s oldugundan, Ny € F ve buradan
N (A) € F(A) olur. A € Q, oldugundan T (A) S NJ(A) ve boylece T(A) € F(A) elde
edilir.

(&=):"AZL Qs = T(A) € F(A)" ise N;(A) < F(A) olacagindan F — s olur.

b) (=): G — sve P; £ Aolsun. G — s oldugundan, M; € G ve buradan Mg (A4) S
G(A) olur. P; € A oldugundan K (A) € M (A) ve boylece K (A) € G(A) elde edilir.

(=)"B € A= K(A) S G(A)"ise M;(A) € G(A) olacagindan G — s olur.

Onerme 5.8. (S, S) bir sade doku olmak iizere; (F, G), bir dereceli ditopolojik doku
uzay1r (S,8,T,%,V,V) lizerinde bir dereceli disiizge¢ ise, asagidaki ifadeler birbirine
denktir:
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a. (F, §) diyakinsaktir.

b.3s€S : (N,M,) C (F,G) dir.

Kamt: (a = b): (F,§) diyakinsak ise (N5, M) < (F,G), P, € Q, olacak sekilde
s,s' € S vardir. (S,S) sade oldugundan, Onerme 5.5.'den (N, M) = (N, M) dir. Ayrica,
P, € Qs oldugundan, her A€S iginy "R LACSBCQ, =P, £ACBCQ," olup
M, © M, bulunur. Béylece, Ny = Ny © F ve Mg € Mg, = Mg < G olup (Ng, M) < (F,G)
bulunur.

(b = a): (S,S) sade oldugundan, P, € Q, ve Onerme 5.5.'den (Ns, M) = (NJ, M)
olup (¥, §) diyakinsak bulunur.

Tamim 5.9. (S,8,7,%,V,V) bir dereceli ditopolojik doku uzay, A€ S ve veEV
olsun. N{B €S |ACS B, P, € X(B)} € § kiimesine, A nin v-kapanigi denir ve [A]" ile
gosterilir. VB ES| BS A, B, € T(B)} €S kiimesine, A nin v-i¢i denir ve ]A[Y ile
gosterilir.

[A]” ve JA[Y kimelerinin, (S,S,T,K"?) ditopolojik doku uzayinda A kiimesinin
sirastyla kapanisi ve i¢i oldugu agiktir.

Onerme 5.10. (F, G), bir (S,S,T,%K,V,V) dereceli ditopolojik doku uzayi iizerinde
bir dereceli regiiler disiizgec ve s € S ise,

a. F — s = "Her A € Sigin,v € G(4A) =]A["<S Q,"

b. G — s = "Her A € Si¢in,v € F(A) = P, c [A]""
saglanir.

Kamt: a) F — s olsun ve bir A € S icin, |A['Z Q, olacak sekilde bir v € G(A) nin
var oldugu kabul edilsin. Bu durumda, B € A, P, € T(B) ve B € Q, olacak sekilde bir
B €S vardir. Onerme 5.7.den, F — s ve B € Q,; oldugundan T(B) € F(B) olur.
Buradan, P, S T(B) € F(B) € F(A) gerceginin yam swra P, € G(A) oldugundan
F(A) N G(A) # 0 olur ki, bu (F, G) nin regiiler olmasi ile geligir.

b) G — s olsun ve bir A € S i¢in, P; € [A]Y olacak sekilde bir v € F(A) nin var
oldugu kabul edilsin. Bu durumda, A € B, B, € K (B) ve P, € B olacak sekilde bir B € §
vardir. Onerme 5.7.'den, G — s ve P, € B oldugundan K (B) € G(B) olur. Buradan,
P, € K (B) € G(B) € G(A) gerceginin yani sira P, € F(A) oldugundan F(4A) N G(A) #
@ olur ki, bu (F, §) nin regiiler olmast ile ¢elisir.

Tamim 5.11. (F,G), bir dereceli ditopolojik doku uzay1 (S,S,T,%,V,V) lizerinde
bir dereceli regiiler disiizge¢ ve s € S olsun. Bu durumda;

(1) Eger "her A € § i¢in v € F(A) = P, € [A]Y" oluyorsa, s ye F nin bir degme
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noktasidir denir.

(2) Eger "her A € S i¢in v € G(A) =]A[YCS Q" oluyorsa, s ye G nin bir degme
noktasidir denir.

(3) Eger s,s' € S, P, £ Q,, i¢in, s noktast F nin ve s’ noktasi G nin bir degme
noktast ise (s, s") nokta giftine (F, G) nin bir didegme noktasidir denir.

Sonu¢ 5.12. Bir dereceli ditopolojik doku uzayr (S,S8,7T,K,V,V) {lizerinde,
diyakinsak her dereceli regiiler disiizgecin bir didegme noktasi1 vardir.

Kamt: (F,G), (S,8,7,%,V,V) lizerinde diyakinsak bir dereceli regiiler disiizgeg
olsun. F — s, G —s' ve P, & Q, olacak sekilde s,s" € S vardir. Onerme 5.10. goz
oOniine alindiginda s, G nin ve s’ de F nin degme noktasidir. Boylece, P, € Q, oldugundan
(s',s), (F,G) nin bir didegme noktasidir.

Tamm 5.13. F, (S, ) lizerinde bir (V,V)-dereceli siizgeg ve G, (S,S) lizerinde bir
(V,V)-dereceli koslizgeg olsun. Eger, her A;,4, € § i¢in F(4; UA,) € F(4A;) UF(4,)
oluyorsa F ye asaldwr denir. Eger, her A;,A, €S i¢in G(A; NA,) € G(A;) UG(A,)
oluyorsa G ye asaldwr denir.

Ornek 5.14. S=1{1,2},§ ={0,{1},{2},S}, V={a,b,c},V =P(V) olsun. Bu
durumda (S, §) ve (V, V) birer doku uzayidir. F,G : § — V doniistimleri,

F@ =0  F{1) ={a}, F{2D={b}, F©) ={ab}

G@ ={a,b}, G1Y={b}, GUA2D={a}, G =0
bigiminde tanimlanirsa (F,G), (S,S) tizerinde bir (V,V)-dereceli regiiler disiizgeg olur.
Ayrica F ve G asaldir.

Dereceli distizge¢ yapisi, dislizge¢ yapisindan daha genel bir yapidir. Dereceli
distizgeclerin, disiizgeclerin sagladigi 6zelliklere paralel 6zellikler saglamasi beklense de
durum her zaman bdyle degildir.

F % G, bir (§,8) dokusu lizerinde bir regiiler disiizgeg ise,

(1) F X G, bir maksimal regiiler disiizgectir

2QFUG=S

(3) F bir asal §-siizge¢ ve G = S\F dir.

(4) G bir asal S-koslizgeg ve F = S\G dir.
ifadeleri birbirine denktir ancak asagidaki onerme ve Ornekte belirtildigi lizere dereceli
regiiler disiizgecler i¢in (1) - (4) ifadelerinin genellestirilmis halleri daima birbirine denk

degildir.
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Ornek 5.15. S = {1,2},S = {0,{1},{2},S}, V. ={a,b,c}, V = {@,{b}, {c},{b,c},V}
olsun. Bu durumda (S, §) ve (V, V) birer sade doku uzayidir. F,G : § — V doniisiimleri,
F@ =0  F{1H={}, FH2P={c FO=V
g@=v, G{1h=»{c, g{zh={p}, G =0
bigiminde tanimlanirsa (F,§G), (S,S) tizerinde bir (V,V)-dereceli regiiler disiizgeg olur.

(F,Q) < (F',G") ve (F',G", (S,8) tizerinde bir (V,V)-dereceli regiiler distizgeg ise;

L F1H2F{1H ={} ve ¢g{1H=26{1}) ={c} dir. (F,G) regiler
oldugundan F'({1}) n G'({1}) = @ olmalidir. Bu ise ancak F'({1}) = {b} ve G'({1}) =
{c} olmasi ile miimkiindiir.

2. G{2h26({2h ={b} ve F{2hH=2F{2}) ={c} dir. (F,G) regiler
oldugundan F'({2}) N G'({2}) = @ olmalidir. Bu ise ancak F'({2}) = {c} ve G'({2}) =
{b} olmasi ile miimkiindiir.

Ayrica dereceli disiizge¢ tanimindan, F'(@) = @, G'(S) =@ ve F'(S) 2 F(S) =V,
G'(®) 2 G(@) =V oldugundan (F,G) = (F',G") elde edilir. Dolayisiyla, (F,G), (S,S)
tizerinde bir maksimal (V, V)-dereceli regiiler distizgegtir. Ancak,

Fvo1) = F{1Hug{1h) ={btufct ={bc}#V
oldugundan F vV G # V olur.
Onerme 5.16. (F, G), (S, S) iizerinde bir (V, V)-dereceli regiiler disiizgeg ise,

(1) (F,G), bir maksimal (V,V)-dereceli regiiler distizgegtir

Q)FVG =V (VAESicin (FVG)(A) = F(A) VGA) = F(A) UG =)

(3) F bir asal (V,V)-dereceli siizge¢c ve G = V\ F (VA € S i¢in G(A) = V\ F(4))
dir.

(4) G bir asal (V, V)-dereceli kosiizge¢c ve F = V\§ dir.
ifadeleri i¢in agsagidaki gecisler saglanir:

DHDe=Re@®e@, M»@

Kamt:

D <=@): (F,G) (V,V)-dereceli regiiler distizgeci i¢in, FV G =V olsun.
FNG=0ve FUG =V oldugundan G = V\ F ve F = V\G dir. (F',G’), (S,S) lizerinde
bir (V,V)-dereceli regiiler disiizge¢ ve (F,G) € (F',G') ise, F' N G' = @ oldugundan her
A € S i¢gin;

F(A) =V\G(4) 2 V\G'(4) 2 F'(4) 2 F(4)
G =V\F(A) 2N\F'(4) =26'(4) 26(4)
olup (F,G) = (F',G") bulunur. Dolayisiyla (F, G), bir maksimal regiiler disiizgectir.
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(2) & (3) : (F,Q) regiiler oldugundan F NG = @ dir. Bu nedenle FVG =V ise
G =V\F olur. F nin asal olmadigi varsayilsin. Bu durumda, F(A; U A,) € F(A,) U
F(A,) olacak bigimde A, A, € § vardir. Boylece,

G(AD) NG(A,) = V\F(4)) NV\F(4;) = V\ (F(41) U F(4y)) & V\F(4; U 4;)
=G(A; U A4y)
elde edilir ki bu, (GCF3) ile ¢elisir, dolayisiyla F asaldir.

Diger taraftan, G = V\ F ise F V G = V elde edilir.

(2) & (4) : (F,G) regiiler oldugundan F NG = @ dir. Bu nedenle F VG =V ise
F =V\G olur. G nin asal olmadig varsayilsin. Bu durumda, G(4; N A4,) € G(4;) U
G(A;) olacak bigimde A, A, € § vardir. Boylece,

F(A1) N F(A;) = V\G(A) NV\G(4) = V\ (G(41) UG(A2)) € V\G(4s N 4,)
= F(4A; N 4Az)
elde edilir ki bu, (GF3) ile ¢elisir, dolayisiyla G asaldir.

Diger taraftan, F = V\G ise F V G =V elde edilir.

(1) # (2) : Ornek 5.15.

(V, V) bir ayrik doku ise, A € V olmak tlizere her v €V igin B, A= P, NA =0
dir. Bu 6zellik, siradaki 6nermede belirtildigi gibi sadece ayrik dokularda gegerlidir.

Onerme 5.17. (V,V) bir doku uzay: olsun. (V,V) nin bir ayrik doku olmasi igin
gerek ve yeter sartherv € V,A€ Vicin P, € A = P, N A = @ olmasidir.

Kamt: Her veV, A€V igin B, £ A = P, N A = @ olsun ancak (V,V) nin ayrik
olmadigi varsayilsin. Bu durumda, B, # {v} olacak sekilde bir v € V vardir. Buradan da,
t # v, t € P, olacak sekilde bir t € V vardir. Yani {v,t} € P, dir. Fakat v € P; olamaz.
Aksi halde {v,t} € P; olur ki, bu {v,t} € P, oldugu da goz 6niine alindiginda, dokularda
farkli noktalarin ayrilabilirligi ile gelisir. Yani P, € P, dir. Buna ragmen, {v} € B, N P, #
@ olup bu durumda, A = P, alinirsa hipotez ile ¢elisilir. Dolayisiyla, her v € V, A € V i¢in
P, £ A= P,n A = Qise, (V,V) dokusu ayriktir.

Kanitin diger yonii agiktir.

Teorem 5.18. (F,G), (S,S) tizerinde bir (V,V)-dereceli regiiler distizgeg ve (V,V)
bir ayrik doku ise, Onerme 5.16.'daki (1) — (4) ifadeleri birbirine denktir.

Kamt: (1) = (2) oldugunun goriilmesi yeterlidir. (F,G), bir maksimal regiiler
(V,V)-dereceli disiizge¢ olsun. F UG #V oldugu varsayilsin. Bu durumda, F(A4,) U
G(Ay) #V olacak sekilde bir Ay € S vardir ve boylece B, € F(4,) U G(4,) olacak
sekilde bir v € V vardur.
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Iki durum s6z konusudur: VA,B € S, P, £ F(A)NG(B) ya da 3A,BES: P, C
F(A) N G(B).
1. Durum: VA,B € §, B, £ F(A) n G(B) olsun. Bu durumda, 6zel olarak A =S ve B = 0
alinirsa B, € F(S) N G(@) dir. Boylece, B, £ F(S) veya P, £ G(@) bi¢iminde iki durum
s06z konusudur:
1.1. Durum: P, € F(S) olsun. Bu durumda, (GF2)'den her A € § i¢in F(A) € F(S)
oldugundan, P, € F(A) dir.
F*:§ — V doniisiimii,

9, B=0
F*(B) = F(B), A, L B
P,UF(B), A, C B

bigiminde tanimlanirsa (F*,G), (S,S) tzerinde bir (V,V)-dereceli regiiler disiizgeg olur.
Gergekten:

(GF1) F*(@) = 0

(GF2) B;,B, € S ve By € B, olsun. B; = @ ise F*(B;) = @ € F*(B,) olur. By # @
ise B, # @ olup;

a) Ay S B, ise Ay € B, ve F*(B;) = B, UF(B,) € P, UF(B;) = F*(B;) olur.

b) Ay € B, ise F*(By) = F(B,) € F(B,) € F*(B,) olur.

(GF3) B;,B, €S olsun. By=0 veya B, =0 ise F*(BY)ANF*(By)=0¢C
F*(B, N By) olur. By, B, # @ ise;

a) Ay € By, B, ise, F*(B))ANF*(B,) =F(B)NF(B,) €SF(B;NB,y) =
F*(B, N By) olur.

b) Ay S By, B, ise, A4S B NB, olup F*(B) AF*(By) = (B, UF(By))N
(B, UF(B,)) =P, U (F(By) NF(By)) S P,UF(B, NB,) = F*(By N B,) bulunur.

¢) Genelligi bozmadan, Ay € B, ve Ay € B, olsun. Bu durumda, A, € B; N B, dir,
ayrica her A € § igin P, € F(A) oldugu ve V nin ayrik oldugu géz oniine alinirsa F(B;) N
P, = @ olup

F*(B) AF*(By) = F(By) N (P, UF(By)) = (F(B) NP U (F(By) NF(B,))
= F(B,) N F(B,) € F(B, N B,) = F*(B, N B,)

bulunur.

Dolayistyla F* bir (V,V)-dereceli stizgegtir. Ayrica, (F,G) nin regiiler oldugu goz
Oniine alindiginda, B € § olmak fizere;

Ay € Bise; G(B) € G(Ay), B, £ G(Ap) ve (V, V) ayrik oldugundan P, N G(B) = @ olup
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F(B)N G(B) = (B, UF(B))Nn GB) = (RN GB)) U (FB)N G(B)) =0
Ay € B ise;

F*B)n GB)=FB)N GB) =0
elde edilir.

Boylece, (F*,G) bir regiler (V,V)-dereceli disiizgegtir. Ancak, (F,G) ¢ (F*,G)
olmasi (en azindan F*(4,) = B, U F(4,) # F(A4,) dir) (F, G) nin maksimalligi ile gelisir.
O halde, (1) = (2) saglanur.

1.2. Durum: P, € G(®) olsun. Bu durumda, (GCF2)'den her A € § icin G(A) S G(D)
oldugundan, P, € G(A) dir.
G*": S — V doniislimii,

@, B=S
G*(B) = G(B), B £ A
P,UG(B), B < 4,

bigiminde tanimlanirsa (F,G"), (S,S) tzerinde bir (V,V)-dereceli regiiler disiizgeg olur.
Gergekten:

(GCF1) G*(S) =10

(GCF2) B;,B, €S ve B S B, olsun. B, =S5 ise G*(B;) =0 S G*(B;) olur.
B, # S ise By # S olup;

a)B, € Ayise B; € Ay ve G*(B,) = P, UG(B,) € P, UG(By) = G*(By) olur.

b) B, &£ Ay ise G*(B,) = G(B,) € G(B;) € G*(B,) olur.

(GCF3) B;,B, €S olsun. B; =S veya B, =S5 ise G'(By)ANG*(B,)=0C
G*(B; U By) olur. By, B, # S ise;

a) By,B; &£ Ay ise, G (B ANG"(By) =GB NG(B;) € G(BLUB,) =
G*(B1 U B,) olur.

b) B;,B, S A, ise, BiUB, S A, olup G*(By)AG (By)= (B UG(By))N
(B, UG(B,)) =B, u(G(By) NG(B,)) € B, UG(By UB,) =G*(B; UB,) bulunur.

¢) Genelligi bozmadan, B; € A, ve B, € A, olsun. Bu durumda, B, U B, € A, dir,
ayrica her A € § i¢in P, € G(A) oldugu ve V nin ayrik oldugu goz oniine alinirsa G(B;) N
P, = @ olup

G*(B)AG*(B;) = G(B) N (P, UG(By)) = (G(BY) NPR,) U (G(By) NG(B,))

=G(B1) NG(B) € G(B1VUB,) =G"(B1UB,)

bulunur.

Dolayistyla G* bir (V,V)-dereceli kosiizgectir. Ayrica, (F, G) nin regiiler oldugu goz
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Oniine alindiginda, B € § olmak flizere;

B € Ay ise; F(B) € F(Ay), B, € F(Ay) ve (V,V) ayrik oldugundan B, N F(B) = @ olup
FB)N G'(B) = FB)N (B, U GB) =(FBNR)U(FB)N GB) =9

B & A, ise;

FB)N G(B)=FB)n GB) =0
elde edilir.

Boylece, (F,G*) bir regiiler (V,V)-dereceli distizgectir. Ancak, (F,G) < (F,G*)

olmasi (en azindan G*(4,) = B, U G(4y) # G(Ap) dir) (F, §) nin maksimalligi ile gelisir.
O halde, (1) = (2) saglanur.
2. Durum: "3C,D € §: B, € F(C) N G(D)" olsun. Bu durumda Ay, =S veya A, =0
olamaz. Ciinkii A, = S olsaydi, C € A, oldugundan F(C) € F(4,) olup P, € F(C) <
F(Ap) bulunurdu ki bu B, £ F(4,) olmasiyla gelisir. Benzer sekilde Ay = @ olsaydi,
Ay € D oldugundan G(D) € G(4,) olup B, € G(D) < G(A,) bulunurdu ki bu P, &€
G(Ap) olmasiyla gelisir.

Her A,BES igin; "B, S F(A)NGB)=>A,NAZLB" veya "B, S F(A)N
G(B) = A & Ay U B" saglanir. Gergekten; aksine, "B, € F(A;) N G(B;) ve Ay NA; S
B," ve "B,<F(A,)NG(B,) veA, € AyUB," olacak sekilde A,,B;,A;,B, €S
kiimelerinin varliklar1 kabul edilirse, B, € F(4;) NF(A,) S F(A;nA,) ve B, <
G(B1) NG(B,) € G(B, UB,) olup F(4; N A;) N G(B, U By) # @ bulunur. (F,G) regiiler
oldugundan Onerme 5.2. (3)'ten A; N A, € B; U B, olur. Boylece, s & B; U B, olacak
sekilde bir s € Ay N A, vardir. s € A, ve s € B, ve A, € Ay U B, oldugundan s € 4,
bulunur. Buradan, s € 4y, s € A; ve Ay N A; € B; oldugundan s € B; bulunur ki bu,
S & B; U B, olmasi ile gelisir.

Dolayistyla, iki durum s6z konusudur:

2.1. Durum: Her A, B € § i¢in, "B, € F(A) N G(B) = A, N A € B" olsun.
F':§ — V donisimi,

®, B=9¢
F'(B)={P,UF(B), B+ 0ve"3JA€S: P,S F(A)ve AynAC B"
F(B), B+ @ve"P, S F(A) = A,NALB"

bigiminde tamimlanirsa (F’, G) bir regiiler (V, V)-dereceli disiizgeg olur. Gergekten:
(GF)F'(@) =0
(GF2) Bl’ Bz € S A\~ Bl c BZ Olsun. Bl = (Z) lse :F',(Bl) = Q) c :F',(Bz) OluI‘. Bl * (Z)

is€;
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a) JAe€S: P, F(A)veAyNACS B, olsun. Bu durumda AjNnA < B, €B,
olacagindan, F'(B;) = B, U F(B,) € P, U F(B,) = F'(B,) olur.

b) P, € F(A) = Ay N A € B; olsun. Bu durumda,

F'(By) = F(By) € F(B,) € F'(B,) olur.

(GF3) B;,B, €S olsun. B;=0 veya B,=0 ise F(B)AF(By)=0C
F'(B; N B,) olur. By, B, # @ ise;

a) "JA, €S: P, S F(A;)veAyNA; S B" ve "JA, €S : B, S F(A;) ve Ay N
A, € B," olsun. Bu durumda, A, N 4, € §, Ao N (4, N A;) € By N B, olup

F'(By) AF'(By) = (P, UF(B)) N (B, UF(B,)) =P, U(F(B) NF(By))
C B, UF(B;NB,) =F(B;NB,)
bulunur.

b) "B,ESF(A) > A, NAZLB," ve "B, F(A) = A;NA<LB," olsun. Bu
durumda,

F'(B) AF'(B,) = F(By) N F(B,) € F(B,NB,) S F(B,NB,)
bulunur.

¢) Genelligi bozmadan, "JA; €S: P, S F(A,)veAyNA, € B" ve "B, C
F(A) = Ay N A & B," olsun. Bu durumda, P, € F(B,) olsa A, N B, € B, ¢eliskisi elde
edileceginden P, & F(B,) dir. Buradan, (V,V) ayrik oldugundan P, N F(B,) = @ olur.
Ayrica, "P, € F(A) = Ay N A € B," oldugundan P, € F(A) = Ag N A £ B, N B, olup
F'(B, N By) = F(B; N B,) dir. Boylece;

F'(By) AF'(By) = (B, UF(By)) N F(B,) = (P, N F(By)) U (F(By) NF(B))
= F(B)) N F(B,) € F(B, N B,) = F'(B, N B,)
elde edilir.

Dolayisiyla F’ bir (V, V)-dereceli siizgegtir. Ayrica, B € S olmak lizere, B = @ ise,
F'(B)n G(B) = @ dir. B # @ ise;

a) "JAeES: P,cF(A)veAdyNACSB" ise, 2.1. Durum'daki "P, € F(4) N
G(B) = Ay N A € B" kabuliimiiz geregi P, € G(B) elde edilir. Buradan, (V,V) ayrik
oldugundan P, N G(B) = @ olur. Boylece, (F, G) regiiler oldugundan,

F'(B)NGB) = (R UFMB)NGB) = (R NGB)) U (FB)NGB)) =F(B)NG(B)
=0
elde edilir.

b) "B, € F(A) = Ay N A & B" ise, (F,G) regiiler oldugundan, F'(B) N G(B) =

F(B) N G(B) = @ elde edilir.
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Boylece, (F',G) bir regiiler (V,V)-dereceli disiizgectir. Ancak, P, € F(C) ve
Ay N C S Ay oldugundan, F'(A,) = B, U F(4,) ve P, € F(Ay) oldugundan F' # F dir.
(F,9) < (F',G) olmasi (F, G) nin maksimalligi ile ¢elisir. O halde, (1) = (2) saglanir.
2.2. Durum: Her A,B € S i¢in, "B, € F(A) N G(B) = A £ A, U B" olsun.
G :§ — V dontsimi,

@, A=S
G'(A) ={P,UG(A), A+Sve"dBES: P, S G(B)veAS A, UB"
G(A), A+ Sve"P,cG(B) = AL A, UB"

bigiminde tamimlanirsa (F, G") bir regiiler (V, V)-dereceli distizgeg olur. Gergekten:

(GCF1) G'(S) =0

(GCF2) A,A, €S ve A; S A, olsun. A, =S ise G'(A;) =0 < G'(A;) olur.
A, # S ise;

a) "JBES: B, < G(B)veA, € Ay UB" olsun. Bu durumda A; € A4, S A, UB
olacagindan, G'(4,) = P, UG(A,) € P, UG(4;) = G'(A,) olur.

b)"P, € G(B) = A, € Ay U B" olsun. Bu durumda,
G'(A2) = G(4z) € G(4;) < G'(4) olur.

(GCF3) A;,A, €8 olsun. A, =S veya A, =S ise GA)DNG(A,)=0C
G'(A; U Ay) olur. Ay, A, # S ise;

a) "JB €S: B, < G(B;)veA, S Ay UB;" ve "d3B, €S: P, S G(By) ve A, <
Ay UB," olsun. Bu durumda, B;UB, €S,P, S G(B;)NG(B;) € G(BLUB,) ve
A UA, € (AgUBy) U (AyUB,) = Ay U (B; UB,) olup

G'(A) AG'(A2) = (B, UG(AD) N (B, UG(4R)) = B, U (G(41) N G(4)))
CPUGA,UA) =G (AL UAy)

bulunur.

b) "B,€G(B)=A; £A,UB" ve "P,cG(B) = A, £ Ay UB" olsun. Bu
durumda,

G'(AD NG (A7) =G(A) NG(Az) € G(A; UA,) € G'(A UAy)
bulunur.

¢) Genelligi bozmadan, "3IB; €S§: P, G(B;)veA; SA,UB;" ve "B, C
G(B) = A, € Ay UB" olsun. Bu durumda, P, € G(4,) olsa A, € Ay U A, celiskisi elde
edileceginden P, € G(A,) dir. Buradan, (V,V) ayrik oldugundan P, N G(4,) = @ olur.
Ayrica, "B, € G(B) = A, € Ay U B" oldugundan B, € G(B) = A; U A, € Ay U B olup
G'(A; U A,) = G(A; U A,) dir. Boylece;

78



g’(A1) /\g’(Az) = (Pv U g(Al)) n g(Az) = (Pv n g(Az)) U (g(A1) N g(Az))
=G4 NG(A;) €G(AUAy) =G'(A1 UAy)
elde edilir.

Dolayisiyla G’ bir (V,V)-dereceli siizgectir. Ayrica, A € § olmak iizere, A = S ise,
F(A) N G (A) =@ dir. A # S ise;

a) "JBES: B,cG(B)veA<S AyUB" ise, 2.2. Durum'daki "P, S F(A)N
G(B) = A & Ay U B" kabuliimiiz geregi P, € F(A) elde edilir. Buradan, (V,V) ayrik
oldugundan F(A) N P, = @ olur. Boylece, (F, §) regiiler oldugundan,

F(A)NG'A) =F@An(PUGA) = (FANR)U(FA)NGA))=F(A)NGA)
=0
elde edilir.

b) "B, € G(B) => AL Ay UB" ise, (F,G) regiiler oldugundan, F(A) NG’ (4) =
F(A) N G(A) = 0 elde edilir.

Boylece, (F,G") bir regiler (V,V)-dereceli disiizgegtir. Ancak, P, € G(D) ve
Ay € Ag U D oldugundan, G'(A4y) = B, U G(4y) ve P, € G(Ap) oldugundan G’ # G dur.
(F,G) & (F,G") olmas1 (F,G) nin maksimalligi ile gelisir. O halde, (1) = (2) saglanr.
Boylece kanit tamamlanir.

Sonug 5.19. (¥, G), (S,S) tizerinde bir maksimal (V, V)-dereceli regiiler disiizgeg ve
(V, V) bir ayrik doku ise, F(S) = G(@) =V dir.

Kamt: Aksine, F(S) # V veya G(@) # V olsaydit F(S) U G(S) #V veya F(@) U
G(@) # V olurdu ki bu Teorem 5.18.'de (1) & (2) olmast ile gelisir.

Ozgag ve ark. (2005) tarafindan belirtildigi gibi; bir (S,S) doku uzay: iizerinde bir F
asal siizgeci i¢in G = S\F de bir asal kosiizge¢ olup (F X G), ayn1 doku iizerinde bir
maksimal regiiler disiizgectir. Ancak, dereceli yapida durum bdyle degildir. Ornek 5.14.'te,
F, (S,S) tizerinde bir asal (V,V)-dereceli siizgeg ve (V, V) ayrik olmasina karsin F(S) #
V' oldugundan V\ F bir (V,V)-dereceli kosiizge¢ olmayacagi gibi, Sonug 5.19. geregi
(S,8) tzerinde birinci bileseni F olan bir maksimal (V,V)-dereceli regiiler disiizgeg
yoktur.

Onerme 5.20. (F,G), (S,S) iizerinde regiiler (V,V)-dereceli disiizge¢ olsun. Bu
durumda, (F,G) € (FM,GM) olacak sekilde (S,S) iizerinde bir (FM,GM) maksimal
(V,V)-dereceli regiiler distizgeg¢ vardir.

Kamt: (T,-,g,-)},ej , her j €] i¢in (F,G) < (T,-,g j) kosulunu saglayan (yani her

j €] icin F € F; ve G € G; olan), regiiler (V,V)-dereceli disiizgeclerin bir zinciri olsun.
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F,G':8§ >V, F'=VjgF; ve G' =V Gj biciminde tammlanirsa (F',G"), (S,S)
tizerinde regiiler (V, V)-dereceli distizgeg olur. Gergekten;

(GF1) F'(@) = Vje; Fi(@) = @

(GF2) A;,A, €S ve A; € A, olsun. Buradan, her j €] icin F;(4;) € F;(43)
oldugundan, F'(4;) = Vj¢; Fj(A1) € Ve Fj(Az) = F'(A,) bulunur.

(GF3) Ay, A, €S olsun. Her i €] igin J;, = {{j €J|(F,G) < (Tj,gj)} ve

Ji, = {{] eJ|(F,G) 2 (T,-,g 1)} kiimeleri  olusturulursa, (?j,g j)je] bir  zincir

oldugundan J; U J;, =] olup

Fr) AP @) = \[Fan A \[ 70 = \/ | 7an 2\ [ 740

i€] jeJ €] jej
~ \/ \/ (?i(Aﬂ A T](Az))
ie] \ jeJ
=\ V #E@oar@n)v \/ (74 A7)
ie] \Jj€liy J€li,
<\/| V F@orr@a)v \/ Fan A7)
ie) \Jjely j€liy
c \/ \/ Fi(Ay N A7)V \/ Fi(A N4, | € \/ﬂ(A1 nA,)
ie] \Jj€liy J€Ji, ie]
=F'(4;1 N Az)

bulunur. Benzer sekilde,

(GCF1) G'(S) = Ve  G;(5) = @

(GCF2) A;,A; €S ve Ay € A, olsun. Buradan, her j €] icin G;(4;) € G;(4;)
oldugundan, G'(4;) = Ve; G (A2) € Vje; G (A1) = G'(A;) bulunur.

(GCF3) Ay,A, €S olsun. Her i €] igin J;, = {{j €J|(F,G) < (Tj,gj)} ve

Ji, = {{] €J|(F,G) 2 (T,-,g 1)} kiimeleri  olusturulursa, (?j,g j)je] bir  zincir

oldugundan J; U J;, =] olup
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GUDAGU) = \[ G \[ 6 =\/ (gl-(Al) A\ (A»)

i€] IS ie] jeJ
=\/ (\/ (6:(an) Agj(Az))>
ie] \JjeJ
= \/(\/ (Gia0 aG;a) v \/ (6:can) A@(A»))
€] \J€li, JE]i,
c \/(\/ (a0 gu) v \/ (Gitan Agi(@))
i€] \J€J, J€li,
c \/(\/ G4, v v \ /[ G4y UA2)> c\/ 6t uay)
€] \Jj€Jy J€Ji, iej
=G'(A1 UAy)

bulunur.
Simdi, A €S olsun. Her i €] i¢in J; = {{] eJ|(F,G) < (Tj,gj)} ve Ji, =
{{j €J|(F,G) 2 (iF'j,g ])} kiimeleri olusturulursa, (T]-,g]-)],e] bir zincir oldugundan

Ji, U Ji, =] olur. Ayrica, her i € J i¢in (T], g ]-) nin regliler oldugu goz oniine alinirsa,

Fwng@=\/r@wn\/gw=\/ (Ti(A) n \/g,-m)

i€ Jj€J i€J j€J
=\/ (\/ (F)n gj(A))>
i€] \JeJ
=\ V E@wagw)v\/ (7@ ngw)
i€] \Jj€ly J€Ji,
- \/ \/ (i) n G () v \/ (Fi() nG;()
i€] \Jely J€i,
c \/(\/ (F@ng@)v \/(Ti(A) n Qi(A))> =0
i€] \Jj€ly J€liz

bulunur. Dolayistyla (F',G"), (F,G) yi igeren (S,S) tzerindeki regiiler (V,V)-dereceli

distizgecler kiimesinde, (T], g j) zincirinin bir {ist smiridir. Zorn Lemma'dan, (F, G) yi

jej
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iceren (S,8) iizerindeki regiiler (V,V)-dereceli disiizgecler kiimesinin bir (FM,GM)
maksimal elemam vardir. Boylece (F,G) € (FM,GM) olup (FM,gM), (S,S) iizerindeki
regiiler (V,V)-dereceli disiizgegler kiimesinin bir maksimal elemanidir.

Onerme 5.21. (V,V) bir ayrik doku ve (F,G), (S,S,7,K,V,V) iizerinde bir
maksimal regiiler dereceli disiizgeg olsun. Bu durumda, (F, G) nin diyakinsak olmast igin
gerek ve yeter sart didegme noktasinin olmasidir.

Kamt: Sonug 5.12.'den (F, G), diyakinsak ise didegme noktas1 vardir. Diger taraftan,
(s,s"), (F,G) nin bir didegme noktasi olsun. Bu durumda, P, € Q, olup her A € § i¢gin
vEF(A) = P, S [A]" veher A € S icin v € G(A) =]A[YC Qq, dir.

A €S, A< Q, olsun. Bu durumda, Teorem 5.18.'den F(A4) U G(A) =V olup (F,G)
nin regiilerligi géz oniine alindiginda v € F(A) = v € G(A) =]A[YE Q,, olur. Buradan,
v & T (A) dir, ¢linkii aksi halde P, € T (A) olup A =]A[YC Q, ¢eliskisi elde edilirdi. Yani,
"v & F(A) = v & T(A)", bir baska ifadeyle T(4) € F(A) ve bdylece Onerme 5.7.'den
F — s’ bulunur.

Simdi, A € §, P, € A olsun. Bu durumda, Teorem 5.18.'den F(4) U G(A) =V olup
(F,G) nin regiilerligi goz oniine alindiginda v € G(A) = v € F(A) = P, < [A]" olur.
Buradan, v € K (A) dir, ¢linkii aksi halde P, € K (A) olup A = [A]Y 2 P; celiskisi elde
edilirdi. Yani, "v € G(A) = v € K (A)", bir bagka ifadeyle K (4) € G(A) ve boylece
Onerme 5.7.'den G — s bulunur.

Ayrica, P, € Q,, oldugundan, (F, G) diyakinsaktir.

Onerme 5.22. (S,S,7,%K,V,V) bir dereceli ditopolojik doku uzay1 olmak iizere;

(@) (S,8,T,%,V,V) lizerinde her regiiler dereceli disiizgecin bir didegme noktasi
vardir.

(b) (S,8,T,%,V, V) lizerinde her maksimal regiiler dereceli disiizge¢ diyakinsaktir.
ifadeleri i¢in, (b) = (a) ve (V, V) ayrik olmasi halinde (a) = (b) gerektirmeleri vardir.

Kamt: (a) = (b): (F,G), (5,8,T,K,V,V) lizerinde bir maksimal regiiler dereceli
disiizge¢ olsun. (a) kabulii geregi (F,G) nin bir didegme noktas1 vardir ve (V,V) ayrik
oldugundan, Onerme 5.21.'den (F, G) diyakinsaktir.

(b) = (a): (F,Q), (5,8,T,K,V,V) lizerinde bir regiiler dereceli disiizge¢ olsun.
Onerme 5.20.'den (F,G) € (FM,GM) olacak sekilde (S,S,T,%,V,V) iizerinde bir
(FM,GM) maksimal regiiler dereceli disiizge¢ vardir. (b) kabulii geregi FM — s, gM —
s’ ve P, € Q, olacak sekilde s,s’' €S vardir. A €S olsun. Bu durumda, G” — s’

oldugundan Onerme 5.10.'dan, v € F(4A) = v € FM(A) = P,, € [A]” olup s’ nin F nin
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bir degme noktasi oldugu bulunur. Benzer sekilde, FM — s oldugundan Onerme
5.10.'dan, v € G(A) = v € GM(A) =]A[’S Q,; olup s nin G nin bir degme noktasi
oldugu bulunur. Ayrica P,, € Qs oldugundan, (s’,s) ¢ifti (F,G) nin bir didegme

noktasidir.
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BOLUM 6
SONUC VE ONERILER

Matematiksel yapilarin arastirilmasinda yerel yapilarin 6nemli bir rolii vardir.
Ornegin, topolojik uzaylarda komsuluk sistemleri, acik kiimeleri (yani topolojiyi)
noktalarimin komsuluklar1 yardimiyla karakterize eder. Benzer sekilde, siizgecler de
topolojiyl ve kompaktlig1 belirlemede kullanilir. Dordiincti béliimde, dereceli ditopolojik
doku uzaylari i¢in yerel incelemeye imkan saglayan ve dereceli ditopolojik doku uzaylari
teorisine farkli bir bakis a¢ist sunan iki c¢esit komsuluk sistemi olusturulmus ve
incelenmistir. Besinci boliimde ise, dereceli ditopolojik doku uzaylarimi arastirmada
yardimci1 olan dereceli disiizgecler sunulmus ve yakinsakliklar1 incelenmistir. Dordiincii ve
besinci boliimdeki bulgular sirasiyla Ekmekei ve Ertiirk (2015), Ekmekgi ve Ertiirk (2016)
olarak yayimlanmistir.

Beklendigi gibi, dereceli dikomsuluk sistemleri dikomsuluk sistemlerinden daha
geneldir. Her (T, K) dereceli ditopolojisi igin bir (N, Mg) dereceli dikomsuluk sistemi
vardir ve bu dereceli dikomsuluk sistemi (7,%) dereceli ditopolojisini iiretir, yani
T,%) = (TNT,JCMK) dir. (N1) — (N5) ve (M1) — (M5) kosullarmn saglayan her (N, M)
dereceli dikomsuluk sistemi bir (T, %)) dereceli ditopolojisi iiretir. Uzerinde
tanimlandigi veya degerlerini aldigi dokunun sade olmasi durumunda, (N,M) =
(NN, M¥m) esitligi saglanir. Ancak sadelik kosulu olmadan bu esitligin dogru olup
olmadig1 acgik bir problemdir. Dordiincii boliimiin ilk kisminda dereceli dikomsuluk
sistemleri incelenmis ve yukarida s6z edilen acik problem kategorik olarak ortaya
konmustur. Ayrica dordiincii bolimiin ikinci kisminda, tiimleyenli dokular iizerinde
tanimli olan "kuazi uyumluluk" kavrami yardimiyla, "dereceli Q-dikomsuluk" adiyla
alternatif bir komsuluk yapisi1 sunulmustur. Dereceli dikomsuluk sistemlerinin aksine, bu
yapida (7,%K) = (TNT:KMK) ve (N, M) = (N8, M%) esitlikleri saglanir. Ama diger
taraftan, bu yapinin dereceli dikomsuluk sistemine gore iki handikap1 vardir: dereceli Q-
dikomsuluk sistemleri dikomsuluk sistemlerinin bir genellemesi degildir ve sadece
tiimleyenli dokularda tanimlidirlar.

Yine beklendigi gibi, dereceli disiizge¢ yapist dereceli dikomsuluk sistemleri tizerine
kurulmustur. Dereceli dikomsuluk sistemleri genel olarak dereceli disiizge¢ olmak zorunda
degildir, dolayisiyla Ozcag ve ark. (2005) tarafindan kullanilan metod kullanilarak dereceli

distizgeclerin yakinsakligi tanimlanmistir. Agikca, dereceli disilizgecler dislizgeclerden
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daha geneldir ve dogal olarak disiizgeglerin bazi1 6zelliklerinin dereceli duruma uyarlanan
hali dereceli disiizgegler i¢in gecerli degildir.

Dereceli  dikomsuluklar, dereceli dislizgeg¢ler ve dereceli disiizgeclerin
yakinsakliklar1 dereceli ditopolojik doku uzaylarini anlamada kullanish olacaktir. Tezde
gelistirilen bu kavramlarin, ditopolojik doku uzaylarinda diizglinlik ve kompaktlik gibi
yapilarin tanimlanmasina ve aragtirilmasina imkan saglayacagi ongoriilmektedir. Bu

Ongorii 1s181nda ¢aligmalar planlanmaktadir.
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