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OZET

IKiLi BAGINTILARIN TAM YARI-GRUPLARININ
IDEMPOTENT VE REGULER ELEMANLARI

Baris ALBAYRAK
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali1 Doktora Tezi
Danigman: Prof. Dr. Neset AYDIN
28/12/2015, 115

Bu tezde, bos olmayan bir X kiimesinin altkiimelerinden olusan ve elemanlari

Z,.c2,cZ2,cZ,cZ,cD,Z2,cZ,cZ.,cZ,cZ, <D
Z,.c2,cZ,cZ,cZ2,cD,Z2,cZ,cZ,cZ,cZ,cD
Z,cZscZ,c2,cZ,cD,Z,cZ,cZ.,cZ,cZ,<D
Z,cZ2,cZ2,cZ,cZ,cD,Z,cZ,cZ,cZ,cZ,cD

ZNZ, 2D, 2 \2, #D, L\, #D, L\, #+D,Z\2,#D, Z,\Z, #

kosullarini saglayan D = {D, 2,,2,,2,,2,,2,,2,,Z,, Za} birlesimlerin tam X - yarilatisine
izomorf olan tam X — yarilatislerin sinifinin yapisi ve D ile tanimlanan ikili bagmntilarin tam
yarigrubu By (D) nin idempotent ve regular elemanlarinin 6zellikleri aragtirilmistir.
Oncelikle D’ye tam izomorf olan tam X - yarilatislerin Y3(X,9) smifinin ve D’nin
altgruplarinin birer smifi olan ),,(X,8) ve Y.g(X,8) siniflarinin elemanlarinin 6zellikleri
incelenmistir. Daha sonra bunlardan yararlanilarak bu siniflarin elemanlariyla tanimlanan
ikili bagintilarin tam yarigruplarinin sag birim, idempotent ve regiiler elemanlarinin yapisi

incelenmis ve sayilarini hesaplayan bir formiil elde edilmistir.

Anahtar sézciikler: ikili baginti, Yarigrup, idempotent eleman, Regiiler eleman.
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ABSTRACT

IDEMPOTENT AND REGULAR ELEMENTS OF COMPLETE
SEMIGROUP OF BINARY RELATIONS

Baris ALBAYRAK
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Doctoral Dissertation in Mathematics
Advisor : Prof. Dr. Neset AYDIN
28/12/2015, 115

Let X be a nonempty set and D = {f),Zl,ZZ,Zs,Z4,Z5,ZG,Z7,ZB} be subsets family

of X which satisfies the following conditions,

Z,cZ2,cZ2,cZ,cZ2,cD,Z2,cZ,cZ.cZ,cZ, <D
Z,.c2,cZ,cZ,cZ2,cD,Z2,cZ,cZ,cZ,cZ,cD
Z,cZscZ,c2,cZ,cD,Z,cZ,cZ.,cZ,cZ, <D
Z,cZ2,cZ2,cZ,cZ,cD,Z,cZ,cZ,cZ,cZ,cD

Z\NZ,#D, L\ #D,Z\2,#D, Z\Z,#D, Z\Z, #D, Z,\Z; #

In this study, we describe class of which elements are isomorphic to X - semilattice
of unions D and we investigate properties of right unit, idempotent and regular elements
complete semigroup of binary relations By (D).

Firstly, we study Y.5(X, 9) class of which elements are isomorphic to X - semilattice
of unions D, ),(X,8) and Y5(X,8) classes of which elements are isomorphic to X -
subsemilattice of D. Then, by the help of this classes we obtain the properties of right unit,
idempotent and regular elements of By (D) and we calculate of right unit, idempotent and

regular elements numbers.

Keywords: Binary relation, Semigroup, ldempotent element, Regular element.
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BOLUM 1
GIRIS

Ikili bagmtilar ve yarigruplar, matematigin en temel calisma alanlarindandir. ikili
Bagmtilar Teorisi’nin detaylar1 1890’11 yillarda E. Schrdder tarafindan verilmistir. Ardindan
teoriyle ilgili temel tanimlar ve Ozellikler Whitehead ve Russell tarafindan yaymlanmis,
Riguet tarafindan gelistirilmistir. Bunlarin disinda pek ¢ok farkli arastirmaci ikili bagintilara
farkli acilardan yaklasarak teorinin gelismesine katkida bulunmustur. Bu arastirmacilardan
biri de ikili bagintilarin yarigruplari tizerine ¢alisan Diasamidze’dir. Diasamidze, ikili
bagmtilarin yarigruplarinin idempotent ve regiiler elemanlarinin 6zelliklerinin belirlenmesi
ve yarigrup icinde sayilarinin bulunmasiyla ilgili yontemler gelistirmistir.

Bu tezde, X bos olmayan bir kiime olmak tizere X in alt kiimelerinden olusan ve

elemanlar

Z,.c2,cZ,cZ,cZ,cD,Z,cZ,cZ.,cZ,cZ, <D
z.c2,cZ,cZ,cZ2,cD,Z2,cZ,cZ,cZ,cZ,cD
Z,cZscZ,c2,cZ,cD,Z,cZ,cZ,cZ,cZ, <D
zZ,.c2,cZ,cZ,cZ,cD,Z,cZ,cZ.cZ,cZ,cD

ZNZ, D, 2 \2, D, Z\Z, #D, L\, #D, I\, #D, Z\Z; D

kosullarin1 saglayan D = {D, 2,,2,,24,,2,,25,24,Z,, Zg} birlesimlerin tam X - yarilatisine

izomorf olan tam X — yarlatislerin smifinin yapist incelenecektir. Ayrica sag birim,
idempotent ve regiiler elemanlarinin sagladigi ozellikler arastirilacak ve sayilar

hesaplanacaktir.



BOLUM 2
ONCEKI CALISMALAR

2.1. Kiime, bagint1 ve yarigrup

Oncelikle yarigruplarla ve bagintilarla ilgili temel tanimlar1 verelim.

Tanim 2.1.1 P bos olmayan bir kiime olsun. P {izerinde tanimli bir " < " bagntisi
yansima, ters simetri ve gecisme Ozelliklerini sagliyorsa, " < " bagintisina kismi siralama
bagintisi denir. Bu durumda (P, <) kismi sirali kiime olarak adlandirilir.

Tamim 2.1.2 (P, <) kismi sirali bir kiime ve A € P olsun. Egerher y € Aiginx <y
oluyorsa x € P elemanina A kiimesinin alt sinir1 denir. Benzer olarak her y € Aigin y < x
oluyorsa x € P elemanina A kiimesinin tist sinir1 denir.

Tamm 2.1.3 (P, <) kismi siral1 bir kiime ve @ # Y € P olsun. Y kiimesinin bir a
elemani, her y € Y i¢in y < a ise y = a kosulunu sagliyorsa a elemanina Y kiimesinin en
kiigiik eleman1 veya minimal elemani denir.

Tamim 2.1.4 (P, <) kismi siral1 bir kiime olsun. Eger P den alinan her eleman ¢iftinin
en kiiciik list sinir1 varsa P ye {ist yarilatis, P nin bos olmayan her alt kiimesinin en kiiciik
ist sinir1 varsa P ye tam iist yarilatis denir.

[T
*

Tamm 2.1.5 X bos olmayan bir kiime ve A tizerinde tanimli bir ikili islem olsun.

[I3%2]

Eger her x,y,z € X igin (x *y) *xz = x * (y x z) oluyorsa X kiimesi “*” iglemiyle bir

yarigruptur denir ve (X,*) bigiminde gosterilir.

2.2. ikili Bagintilarin Tam Yarigrubu

Simdi tez konumuzu olusturan ikili bagintilarin yarigruplar1 hakkinda temel tanim ve
ozellikleri verelim.

Tamm 2.2.1 X bos olmayan bir kiime ve a, X kiimesi iizerinde bir ikili bagint1 olsun.

x,y € X i¢in (x,y) € a olmas1 xay ile gosterilsin. y € X, Y € X olmak {izere

ya = {x € X|yax},Ya = Uyey ya

bigiminde tanimlanir.

Tamm 2.2.2 X kiimesi iizerindeki biitlin ikili bagintilarin kiimesi By ile gosterilsin.
a,f € By i¢in § = «a o 8 bileske islemi, x, y € X olmak lizere

xazfy olacak sekilde z € X varsa xdy dir



biciminde tanimlanir. By kiimesi bileske islemine gore yarigruptur.
Tamm 2.2.3 X bos olmayan bir kiime olsun. X kiimesinin i € I olmak iizere X;
altkiimelerinden olusan sistem asagidaki {i¢ sart1 sagliyorsa X; sistemine X in bir parcalanisi

denir.

1) X, #0,Viel
2) i#jicinX;NX; =0
3) X= Uyer Xi

Tamm 2.2.4 @ # D, X in altkiimelerinin bir ailesi olsun. Eger D , elemanlarinin
birlesimine kapali ise yani @ # D' € D i¢gin UD' € D ise D ye birlesimlerin tam X -
yarilatisi denir. D nin biitiin elemanlarinin birlesimi D ile gosterilirse D € D , D nin en biiyiik
elemanidir.

D birlesimlerin tam X — yarilatisi, T S D,teD,p+D' SDvea€ By olmak iizere

1) V(D,a) ={Ya|Y € D}
2) D* =D\ {0}, X" =2"\{¢}
3) D, ={Z'€D'|TcZ}
4) Di={Z'"eD'|teZ'}
5) Dr={Z'€D'|Z' €T}
6) Y ={x € X|xa =T}

olarak tanimlanir.

Tanim 2.2.5 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Z c Y olmak lizere Y, Z € D i¢in
Z c T cYolacak bir T € D yoksa Y, Z yi orter denir.

Bu tanim kullanilarak birlesimlerin tam X — yarilatisi D diyagramlarla temsil edilebilir.
D nin her eleman1 noktalarla gosterilir. Z c Y ise Y daha yukaridadir ve Y, Z yi ortiiyorsa Y
ile Z ¢izgi ile birlestirilir.

Tanim 2.2.6 D birlesimlerin tam X — yarilatisi, « € By ve

VX", a), oe&D
Via] = V(X*, a), P EeVXa)
VX", a)U{0}, 0¢V(X"',a)ve® €D



olmak iizere @ € By elemant a@ = Ureyp[oj(YF X T) bigiminde gosterilebilir. Bu gosterime
@ nin quasinormal gosterimi denir. @ nin quasinormal gosteriminde T,T' € D igin Y7 N
Y = @ veX = Ureyjq Y saglanir.

Ornek 2.2.7 X = {1,2,3,4}, D = {9,{1},{2},{1,2}}, « = {(2,1), (3,1), (4,2)} olsun.
@ nin quasinormal gosterimini bulalm. V(X*, @) = {Ya|Y € 2X \ 0} = D dir. Simdi T €

D olmak tizere Yf kiimelerini olusturalim.

Yy = {x € X|xa = 0} = {1}
Y$) = {x € X|xa = {13} = {2,3}
Vg ={x € Xlxa = {2}} = {4
Yin={reXlxa={12}}=0

dir. Buradan V]a] = {@, {13}, {2}} elde edilir. O halde a@ nin quasinormal gosterimi @ =
(Y5 x 0) u (g x {1}) U (Y3, x {2}) bigimindedir.

Tamm 2.2.8 D birlesimlerin tam X — yarilatisi, T © D,o#DcD,@#D CD
olsun. Eger D’ kiimesinin her elemam1 D kiimesinin elemanlarmin birlesimi olarak
yazilabiliyorsa D, D' yi iiretir denir.

Tammm 2.2.9 D birlesimlerin tam X — yarlatisi, @ # D' <D, T €D’ olsun.
U(D'\Dz) = I(D',T) ile gosterilsin. Eger @ # T € D i¢in T\I(D',T) = @ ise T ye limit
eleman, T\Il(D',T) # @ ise T ye limit olmayan eleman denir. T = @ ise ne limit, ne de limit
olmayan elemandir.

Ornek 2.2.10 Z, # @ olmak iizere D = {Z4,Z3,Z2,Z1,5} birlesimlerin tam X —

yarilatisinin diyagrami asagidaki sekildeki gibi olsun.

Sekil 2.1. D = {Z4, Z3,25,24, 5} birlesimlerin tam X — yarilatisinin diyagrami

D' ={Z,,7Z5,7Z,,Z,} € D kiimesinin limit ve limit olmayan elemanlarini bulalim.

Oncelikle her bir T € D’ i¢in D7 kiimelerini olusturalim. Kiimenin tanimi kullanilarak

4



Dél = {Zl}! Déz = {ZZ}! Dé3 = {ZBIZI}’ Dé4 = {Z4_, ZB'ZZ'Z1}

olarak bulunur. Buradan

I(D',Z,) =U(D'\Dy,) = U{Z4,Z3,Z,} =D
I(D',Z,) = U(D'\Dy,) = U{Z4,Z3,Z1} = Z,
I(D',Z3) = U(D'\Dyz,) = U{Z,,Z,} = Z,
I(D',Z4) =U(D'\Dz,) =U@B =0

elde edilir. Boylece

Z\I(D',Z)=Z,\D=0
Zy\ (D', Zy) = Z, \Z1#0
Zz\IU(D",Z3) =Z3\Z, # @
Z,N\ID",Z)) =Z,\D+ D

oldugundan Z; limit eleman, Z,, Z5, Z, limit olmayan elemandir.

Tanmim 2.2.11 D birlesimlerin tam X — yarilatisi, @ # D' € D olsun. N(D,D") =
{ZeD|Z<Z',vZ' € D'} kiimesine D' nin D igindeki alt sinirlarinin kiimesi denir. Eger
N(D,D")+ @ ise UN(D,D')€ D ye, D' nin D igindeki en biiyik alt smir1 denir.
UN(D,D") = A(D,D") ile gosterilir.

Tanum 2.2.12 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Asagidaki iki kosul
saglaniyorsa D ye birlesimlerin tam X1 — yarilatisi denir.

1) Her t € D i¢in A(D,D,) € D dir.

2) Her® + Z € D igin Z = Uz A(D, D;) bigiminde yazilabilir.

Tamm 2.2.13 D; = {T1 , Ty, ,T]} ve @ #Y C X olacak bicimde X ve Y kiimeleri
verilsin. Enaz bir y € Y i¢in f(y) = T; olacak bigimdeki biitiin f: X — D; fonksiyonlarinin
sayisi s = jIX\YL (GIYT— ( — 1)IY1) formilii ile bulunur.

Tamim 2.2.14 X bos olmayan bir kiime, m,n € N olsun.

1) m elemanli biitiin birlesimlerin tam X — yarilatislerinin kiimesi Y.(X,m) ile

gosterilir.



2) m elemanl birlesimlerin tam X — yarilatislerinden, n. sirada olan D ye izomorf

olan tam X — yarilatislerinin kiimesi Y.,,(X, m) ile gosterilir.

Tanim 2.2.15 X bos olmayan bir kiime, D birlesimlerin tam X — yarilatisi ve f: X — D
bir doniisiim olsun. Bu sekildeki her f doniisiimii igin ay = Uyex({x} X f(x)) bigiminde
bir ikili baginti yazilabilir. Biitiin a; ikili bagintilarinin kiimesi By (D) ile gosterilsin. By (D),
By in altyarigrubudur ve bu yarigruba birlesimlerin tam X — yarilatisi D ile tanimlanan ikili
bagintilarin tam yarigrubu denir.

Ornek 2.2.16 X ={1,2,3}, D = {{1,2},{1,2,3}} olsun. D birlesimlerin tam X —
yarilatisidir. Oncelikle f:X — D déniisiimlerini bulalm. Bu sekilde olusturulabilecek

doniisiimler

1 2 3
{12} {12} {12}) fz_({l} {1,2) {123})

A=(q,

1,2} {123} 11,23) 7+ = (1,2 {123} {123}
A=(q, ) A=, )
<{123} {12} {132}> fﬁ‘({lés} (1,2} {123})
({123} {123} {132}) f8_<{1%3} {1%3} {123})

bi¢iminde 8 tanedir. O zaman

ap, = Urex(Ix3 x f(x)) = ({1} x{1,2) u ({2} x {1,2}) U ({3} x {1,2})
{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2), (3,1, (3,2)}

olur. Benzer olarak i = 2, ...,8 i¢in ay, ler olusturulur. Buradan By (D) = {“flrafzr . afs}

olarak elde edilir.

2.3. idempotent ve Regiiler Elemanlar

Tamim 2.3.1 € € Bx(D) olsun. Eger her a € By (D) i¢in a o ¢ = a oluyorsa ¢, Bx(D)
nin sag birim elemanidir denir.

Tanmim 2.3.2 a € Bx(D) olsun. Eger a o « = a oluyorsa a, Bx(D) nin idempotent
elemandir denir.

Tamim 2.3.3 § € Bx(D) olsun. Eger o § o f = [ olacak bi¢cimde bir § € By (D)

elemani varsa 8, By (D) nin regiiler elemandir denir.

6



Teorem 2.3.4 € € Bx(D) olsun. ¢ ikili bagintisinin Bx(D) nin sag birim elemani
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢ ikili bagintisinin By (D) nin idempotent eleman1 ve D =
V (D, €) olmasidir.

Teorem 2.3.5 «a ikili bagintis1 By (D) nin idempotent elemant olsun. O zaman V (D, a)
tam X[ — yarilatisidir.

Teorem 2.3.6 By (D) nin sag birim elemaninin var olmasi i¢in gerek ve yeter kosul D
nin tam X1 — yarilatis olmasidir.

Tanim 2.3.7 D' ve D" birlesimlerin tam X — yarilatisi, ¢: D' — D" bire-bir doniisiim
olsun. Eger her @ # D; € D’ i¢in (U D;) = Ugrep, ¢(T") kosulu saglaniyorsa ¢ ye tam
izomorfizma denir.

Tanmmm 2.3.8 a € Bx(D) ve ¢:Q — D' tam izomorfizma olsun. Eger asagidaki
kosullar saglaniyorsa ¢ ye tam a - izomorfizma denir.

1) Q=V(D,a)

2) 0 eV(D,a)icin (@) =@veherT e V(D,a) icin p(T)a =T

Teorem 2.3.9 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun ve @ € By(D) igin@ oo o =
a olacak bigimde bir 0 € Byx(D) var olsun. Eger D(a), V(D,a) \ @ yarilatisinin iirete¢
kiimesi olmak iizere a ikili bagmtisinin quasinormal gosterimi a = Urepq)(Y7 X T)
bi¢iminde ise V (D, @) birlesimlerin tam X — yarilatisi olur. Ustelik

a) HerT e V(D,a) igin p(T)a =T ve ¢(T) =To

b) Her T € D(a) i¢in @(T) € Urrep(ayy Yoo

¢) Her T € D(a)r limit olmayan eleman i¢in Y& N ¢(T) # @

d) Her T € D(a)r limit elemani i¢in B(T) = {Z € D(a)7| Y§# N T # @} olmak

tizereU B(T) = T saglanur.
kosullarini saglayacak bigimde ¢:V(D,a) » D' = {To|T € V(D, a)} tam izomorfizmasi
vardir. Diger taraftan @ € By (D), V(D, @) birlesimlerin tam X — yarilatisi ve D', D nin tam
X — yarilatisi olsun. Ayrica @:V(D,a) - D' tam izomorfizmasi (b), (c), (d) kosullarini
saglasin. O zaman a € By (D) regiiler eleman olur.

Teorem 2.3.10 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olmak iizere D nin XI —
altyarilatislerinin kiimesi );(D) ile gosterilsin. O zaman D’ € Y;(D) igin E)((r) (D", Bx(D")
nin sag birim elemanlarinin kiimesi ve I, Bx(D) nin idempotent elemanlarinin kiimesi

olmak iizere agagidakiler dogrudur.

1) Eger® € D ise ),»(D) = {D' € };(D) |@ € D'} olmak tizere



a) D' # D" olacak bigimde D', D" € ¥4(D) i¢in E’ (D) nEX (D) = ¢

b =] BP0
D'e¥ (D)

€) X sonlu bir kiime ise |Ip| = Zp'e2¢(0)|E>(<r)(D')|
2) Eger® ¢ D ise
a) D' # D" olacak bigimde D, D" € ¥(D) i¢in E’(D") n EL (D) = @

b) I, = U EX (D)
D'ex(D)

) X sonlu bir kiime ise |I| = ZD’EZ(D)|E)((r)(D,)|
Teorem 2.3.11 Bir @ € Bx(D) elemaninin regiiler eleman olmasi igin gerek ve yeter
kosul V(X*,a) € V(D, @) ve V(D, @) nin birlesimlerin tam X/ — yarilatisi olmasidir.
Not 2.3.12 D birlesimlerin tam X — yarilatisi, D', X — altyarilatisi ve Q, XI — altyarilatisi
olsun. Bir a € Bx(D) i¢in
1) a € Bx(D) regiiler eleman.
2) Q=V(D,a)
3) ¢:Q » D' tam a — izomorfizmasidir ve istteki teoremin (b), (c), (d) siklarimi
saglar.

kosullar1 saglansin. Bu sekildeki a elemanlarinin kiimesi R, (Q, D") ile gosterilir. Ayrica

®(Q,D") ={p:V(D,a) = Q » D'| ¢, a - izomorfizmasi, a € Bx(D)}
Q(Q) ={Q'| Q',XI - altyarilatis ve Q'den Q ya bir tam izomorfizma var}

olmak tizere
R(Q,D") = Ugea(op’)Ry(Q,D") Ve R(D") = Ugreqq) Rp(Q',D")

bi¢imindedir.

Not 2.3.13 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Eger @ € D ise boskiimeyi
bulunduran XTI - altyarilatislerinin, @ € D ise biitiin XI - altyarilatislerinin kiimesi Y%;(D)
ile gosterilsin. D', D"’ € ¥%,;(D) ve 9x; € Y.x;(D) X X%;(D) olsun. 9x; bagintisi

D'9x;D" & D' ve D" arasinda bir tam izomorfizma var.
bigiminde tanimlansin. Oy;, Xy;(D) tizerinde denklik bagintisidir ve kiimeyi denklik

siniflarina ayirir.



Y.%;(D) kiimesinin her bir denklik sinifindan bir temsilci segelim ve biitiin temsilcilerin

kiimesini ) x;(D) ile gésterelim. Bu durumda Q € Y x;(D) i¢in
Q% = {D' € Yx;(D) | Q ile D" arasinda bir tam izomorfizma var}

olur.

Bir D' € QUy; ile tanimlanan By (D') yarigrubunun sag birim elemanlarinin kiimesi

E)((r) (D") olmak iizere, By (Q ) yarigrubunun idempotent elemanlarinin kiimesi

* _ (€9) !
ro=J,_ . 5o

bigimindedir. Ayrica bir D' € QUyx; ile tamimlanan By(D') yarigrubunun regiiler
elemanlarinin kiimesi R(D') olmak tizere, Bx(Q ) yarigrubunun regiiler elemanlarinin

kiimesi
R*(Q) = Upregs,, RO

bigimindedir.
Lemma 2.3.14 E)((r) (Q), Bx(Q) nun sag birim elemanlarinin kiimesi olmak {izere

EY(Q) = Rig, (Q, Q) dur.
Lemma 2.3.15 D birlesimlerin tam X — yarilatisi, Q, tam XI — altyarilatisi ve D', tam

X — altyarilatisi olsun. O zaman ¢ # 1 olacak bi¢imdeki ¢, € ®(Q,D") igin
R,(Q, D) NRy(Q, D) =0
olur.

Lemma 2.3.16 X sonlu bir kiime, ¢ € ®(Q,D") ve Q nun otomorfizmalarinin sayisi

q olsun O zaman

IR(Q,D")| =q-|R,(Q,D"]

olur.



Lemma 2.3.17 X sonlu bir kiime, ¢ € ®(Q,D") ve |Q(Q)| = m, olsun. O zaman
IR(D")| = my - q - [Ry(Q, D]

olur.

Teorem 2.3.18 R, Bx(D ) nin regiiler elemanlarinin kiimesi olsun. Bu durumda
asagidakiler saglanir.

1) D' # D" olacak bi¢imde D', D" € Y.x;(D) i¢in R(D") n R(D'") = @ dir.

2) R =Upregymn ROD

3) X sonlu bir kiime ise |R| = Y prey . 0)|R(D")]

Teorem 2.3.19 a € Bx(D) regiiler eleman olsun. ¢ nin idempotent eleman olmasi
icin gerek ve yeter kosul her T € V(D,a) i¢in @(T) =Ta kosulunu saglayan ¢
doniigiimiiniin V (D, &) nin birim doniigiimii olmasidir.

Teorem 2.3.20 Q € Y)%,;(D) igin asagidakiler saglanir.

1) D' # D" olacak bigimde D', D"’ € QVIy; i¢cin I(D") N I(D'") = @ dir.

2) I'(Q) = UD’€Q19 Rig ,(D',D")

3) X sonlu bir kiime ise |I"(Q)| = Xpreqsy, [Ria,, (D', D")

Teorem 2.3.21 I, Bx(D ) nin idempotent elemanlarinin kiimesi olsun. Bu durumda
asagidakiler saglanir.

1) D' # D" olacak bicimde D', D" € Y %;(D) i¢in I(D') N I(D") = @ dir.

2) 1= UD'EZXI(D)I )

3) X sonlu bir kiime ise |I| = Yprexy,, oy 1" (D)

2.4. idempotent ve Regiiler Elemanlarin Ozellikleri

Bu boliimde ikili bagintilarin tam yarigruplarinin idempotent ve riigiiler elemanlarinin
saglamasi1 gereken oOzelliklerle ilgili teorem ve sonuglar verilmistir.

Tammm 2.4.1 D birlesimlerin tam X — yarlatisi ve C(D), D kiimesinin ayrik
altkiimelerinin bir ailesi olsun. Eger

1) NnD e C(D)

2) uc(D)=D

3) Her Z € D i¢in, Z = U C,(D) olacak bigimde C,(D) S C(D) vardir.

10



kosullar1 saglaniyorsa C (D) kiimesine D nin karakteristik ailesi denir.
Tanim 2.4.2 D birlesimlerin tam X — yarilatisi ve C (D) karakteristik ailesi olsun. Eger

her Z € D i¢in, D(Z) = D \ {Z' € D|Z' € Z} olmak iizere
Z=(ND)VUzepiyx(Z")

olacak bigimde bir y: D — C(D) donlisiimi varsa, D nin karakteristik dontigiimii vardir
denir.

Teorem 2.4.3 D birlesimlerin sonlu tam X — yarilatisi olsun. O zaman C(D)
karakteristik ailesi ve y: D — C(D) karakteristik doniisiimii vardir ve teklikle belirlidir.

Sonug¢ 2.4.4 D birlesimlerin sonlu tam X — yarilatisi olsun. O zaman C (D) karakteristik
ailesinin eleman sayis1 ve D nin eleman sayis1 esittir.

Not 2.4.5 " < " bagmtis1 ile kismi sirali bir D¢ tam istyarilatisini alahm. Dg, D €
X (X,m) yanlatisine izomorf olsun. Bire-bir ve drten bir y;: Dy — C(D¢) doniisiimii igin
ﬁg(Z) = D¢ \ {T € D¢|Z < T} olmak iizere, her Z € D¢ igin Z = )(g(b}) U Urep,2) xe(T)
seklinde birlesimler olusturulsun ve bu sekildeki biitiin birlesimlerin kiimesi D' ile

gosterilsin. D' tizerinde 9 ikili bagintisi
Z9x;Z' © Dg(Z) € De(Z")

bigiminde tanimlansin. Bu sekilde tanimlanan 9 ikili bagintis1 D' {izerinde kismi siralama
bagintisidir.

Lemma 2.4.6 9 ikili bagintis1 ile kismi sirali olan D’ ile Dg arasinda bir tam
izomorfizma vardir.

Tamm 2.4.7 D' ile D; arasinda bir tam izomorfizma var oldugundan her Z € D;
elemani, izomorfizma altindaki  goriintiillerinden  yararlanilarak  Z = x¢ (D}) U
Uren (@) X¢ (T) bigiminde yazilabilir. Bu esitliklere D¢ kiimesinin formal esitlikleri denir.

Tamm 2.4.8 Z' € D¢ \ {D¢} olsun. Eger Z' € Dg(Ty) Ve |De(Tp) \ De(Z)| =1
olacak bi¢imde T, € D; varsa y;(Z") € C(D¢) elemanina D; nin temel kaynak elemani

denir.
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Z' € D¢ olsun. Eger y¢(Z') = x¢(D¢) veya her Z € Dy ve Z' € Dg(Z) igin
|D\§(T0) \ D¢(Z N =2 ise xe(Z') € C(Dg) elemanina D; nin yardimei kaynak elemani
denir.

Sonug¢ 2.4.9 D; sonlu yarilatis olsun. Eger Z’ € Dy elamanini 6rten sadece bir eleman
varsa y;(Z") € C(D¢) eleman1 D¢ nin temel kaynak elemanidir.

Sonug¢ 2.4.10 D; sonlu yarilatis olsun. Eger Z" € D; elamanini 6rten elemanlarin sayisi
iki veya ikiden biiyiik ise y:(Z") € C(D;) elemani D nin yardimei kaynak elemanidir.

Not 2.4.11 D; yarilatisinin temel kaynak elemanlar1 boskiimeden farklidir. Ayrica
Xe (D)ecC (D¢) her zaman yardimci kaynak elemanidir.

Teorem 2.4.12 X sonlu bir kiime ve |X| =n olsun. D¢ € }.,(X,m) yarilatisinin

otomorfizmalarinin sayisi q ve temel kaynak elemanlarinin sayisi § olmak iizere

m

3 nl-35 (8 (2 e

p=6

olur.

Teorem 2.4.13 D birlesimlerin tam X — yarilatisiolsun. m > 1icin Ty c T; € T, C
-+ T,, olacak bi¢imdeki Q = {T,, Ty, Ty, ..., Trp} tam X — yarilatisini alalim. Q, XI —
yarilatistir.

Teorem 2.4.14 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olmak tizere m > 1icin Ty € T; C
T, c --- c Ty, olacak bigimdeki Q = {T,, Ty, Ty, ..., Trp} tam X — yarilatisini alahm. Bir a €
By (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi a = UZ ZY& X T) ve V(D,a) = Q olsun.
O zaman a € By (D) elemaninin regiiler eleman olmasi i¢in gerek ve yeter kosul D’ S D bir

altyarilatis olmak iizere,p = 0,1,....m —1veq = 1,2, ...,m igin
(T, SYFUYFU--UYE YEN(T,) =0

kosullarini saglayan bir ¢: Q — D' tam a — izomorfizmasinin var olmasidir.
Sonug¢ 2.4.15 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olmak tizere m > 1 i¢cin T, c T; C

T, c -+ ¢ Ty, olacak bigimdeki Q = {Ty, Ty, T, ..., Ty} tam X — yarilatisini alalim. Bir @ €

By (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi a = UZ Y X T) ve V(Q, a) = Q olsun.
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O zaman a € By (D) elemaninin sag birim eleman olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p =

0,1,...,m—1veq =12, .., migin
T, SYyUYU-—-UYSYINT, 0

kosullarinin saglanmasidir.

Teorem 2.4.16 X sonlu bir kiime, D birlesimlerin tam X — yarilatisi olmak lizere m >
1 i¢in Ty,cTycT,c--cT, olacak bicimdeki Q = {T,,T;,T,, ..., Ty} tam X —
yarilatisini alalm. Eger Q = {T,, Ty, Ty, ..., Tyn} ile D' = {T,, Ty, T, ..., T, } arasinda bir tam

a — izomorfizmasi varsa [Q(Q)| = m, olmak iizere

IR = my - 2T\l - 1) - (31T\Tal — 2IT\Tal)
((m + 1)|Tm\Tm—1| — m|Tm\Tm—1|) - mX\Tml

olur.
Sonug 2.4.17 X sonlu bir kiime, D birlesimlerin tam X — yarilatisi olmak {izere m > 1
icinTycT, cT, ccT, olacak bigcimdeki Q = {T,, Ty, T, ..., T} tam X — yarilatisini

alalim. O zaman

|E§r)(Q)| — (2|T1\T2| _ 1) . (3|T2\T1| _ 2|T2\T1|)

((m + 1)|Tm\Tm—1| — m|Tm\Tm—1|) . m|X\Tm|

olur.
Teorem 2.4.18 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {TO, Ty, .. T}, .., Tm} tam

X — yarilatisinin elemanlar, m = 3ve 0 < j <m — 3 i¢in

TocTicCTjcTjyg C€Tjy3C - C Ty,
TocTicCTjCTjy €Tjy3C - C Ty,

Tita \ Tio # 2, Tito \ Tip1 # 2, Ti41 U T = Tjys

kosullarini saglasin. O zaman Q, XI — yarilatistir.
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Teorem 2.4.19 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {To, Ty, ..., Tj, ..., Ty, } tam

X — yarilatisinin elemanlar;, m > 3ve 0 < j < m — 3 i¢in

TocTycCTjCTjyq €Tjy3 € C Ty,
TocTycCTj CTj4p €Tjy3 € C Ty,

Ti+1\Tj2 # D, T2 \ Tj41 # 0, Tj41 U Tj12 = Tjy3

kosullari1 saglasin. Bir a € Bx(D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi «a =
U?;O(Yi“ x T;) ve V(D,a) = Q olsun. O zaman a € Bx(D) elemaninin regiiler eleman

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul D' € D bir altyarilatis olmak tizere, p = 0,1, ...,m — 1 ve

q=12,..m (p#j+2,q+j+3)igin

@(Tj41) N @(Tjsz) SYFUYF U U ve, @(Tju2) SYSUYF U U Y uYs,
o(T,) SYFUYFU--UYE YENno(T,) 0

kosullarini saglayan bir ¢: Q — D' tam a — izomorfizmasinin var olmasidir.
Sonug¢ 2.4.20 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {TO, Ty, ..., Tj, .., Tm} tam

X — yarilatisinin elemanlar;, m = 3ve 0 < j <m — 3 i¢in

TocTyC - CTjCTjpg CTiyz C - C Ty,
ToCTy € CTjCTjyy CTiyz C - C Ty,

Tis1\Tj2 # D, T2 \ Tj41 # 0, Tj41 U Tj12 = Tjys

kosullarin1 saglasin. Bir «a € Bx(D) ikili bagmtisinin quasinormal gosterimi a =
UZO(YL-“ x T;) ve V(Q,a) = Q olsun. O zaman a € By (D) elemanimin sag birim eleman

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p =0,1,...m—1veq=12,... m, (p#j+2,q+#j+
3) i¢in

’1}'_'_1 N 7}‘+2 g Yoa V) Yla U--u Y’a

T CYF U U UY T UYE,

T, EYyUYfUu-—uYyYinT, 0@

kosullarinin saglanmasidir.
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Teorem 2.4.21 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {To, Ty, ..., Tj, ..., Ty, } tam

X — yarilatisinin elemanlar;, m > 3ve 0 < j < m — 3 i¢in

TocTycCTjCTjyq €Tjy3 € C Ty,
TocTycCTj CTj4p €Tjy3 € C Ty,

’1}4—1\7}4—2 :'tq)v’l}'-{-z\’]}'.{.l ¢®77}+1UTj+2 =Tjys3

kosullarmi saglasm. Eger Q = {Ty, Ty, Ty, ..., Ty} ile D' = {Ty, T;, Ty, ..., Ty} arasinda bir
tam a — izomorfizmasi varsa [Q(Q)| = m, olmak iizere

a) j=0ise

|R(D’)| = 2'my - (2|7_"1\Tz| — 1) . (2|7_"2\7_"1| _ 1) . (5|T4\Ts| — 4|T4\Ts|)
((m + 1)|Tm\Tm—1| — m|Tm\Tm—1|) . (m + 1)|X\Tm|

olur.

b) 1<j<m-—3ise

IR(D)| = 2-mg - (2T\E = 1) .. ((]- + DITi-1\Tj-2| _j|T,-_1\T,-_2|)
G+ DITj+10Tje2\T)l ((l + 2)ITj#a\Tja| — G+ 1)|Tj+1\Tj+2|)
: ((] + 2)|Ti2\Timal — (j 4 1)|Tj+2\7j+1|)
: ((i + 5)|Tsa\Tjusl — (j 4 4)|Tj+4\71‘+3|)
o (m 4 DNl —l T\ Toncal) (4 1) XV

olur.
Sonug¢ 2.4.22 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {TO, Ty, ..., Tj, .., Tm} tam

X — yarilatisinin elemanlari, m > 3ve 0 < j <m — 3 i¢in

TocTicCTjcTjyg C€Tjy3C - C Ty,
TocTicCTjCTjy €Tjy3C - C Ty,

Ti+1\ T2 # D, T2 \ Tj41 # 0, Tj41 U Tj12 = Tjy3

kosullarin1 saglasin. O zaman
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a) j=0ise

|E)((r)(Q)| = (2|T1\T2| — 1) . (2|T2\T1| — 1) . (5|T4\Ts| — 4|T4\T3|)
((m + 1)|Tm\Tm—1| — mle\Tm—1|) . (m + 1)|X\Tm|

olur.

b) 1<j<m-—3ise

|E)((r)(Q)| = (2m\el—1)... ((/ + DITj-1\Tj| _lej—l\Tj-z|)
-(j + 1)|Tj+1ﬂTj+z\Tj| . ((] + 2)|Tj+1\Tj+2| -G+ 1)|Tj+1\Tj+2|)
. ((] + 2)|Tj+z\Tj+1| -+ 1)|Tj+2\Tj+1|)
) ((]- + 5)|Tj+4\Tj+3| gt 4)|Tj+4\Tj+3|)
e ((m A+ D)\l — I T\Tmoal) - (i 1)\

olur.
Teorem 2.4.23 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {Ty, Ty, T3, T3, Ts, T, T }

tam X — yarilatisinin elemanlari

TecTy,cT;cTycTy, TecT,cT3cT, c Ty,
TecTscTzcT,cTy,TecT,cTz3 cT, CT,
T,UT; =Ty, TsUT, =T5, T1 \T, # @, T, \ T, # 0,
W \Ts #0, Ts\T, # 0

kosullarini saglasin. O zaman Q, XI — yarilatistir.
Teorem 2.4.24 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {Ty, Ty, Ty, T3, Ts, T, T }

tam X — yarilatisinin elemanlari

TecTycTs;cTicTy,,TecT,cT;cT, CT,,
TecTscTzcTy,cTy,TecT,cTz3 c T, CT,
T,UT, =Ty, TsUT, =T5, Ty \T, # 0, T, \ T, # 9,
Tu\Ts # 0, Ts \T, # 0
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kosullarimi1 saglasin. Bir a € Bx(D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi « =
Ui6=0(Yi“ x T;) ve V(D,a) = Q olsun. O zaman a € Bx(D) elemanimnin regiiler eleman

olmasi igin gerek ve yeter kosul D' € D bir altyarilatis olmak tizere

o(Te) S Yg', @(Ts) S Y VY, o(Ty) S Y5 VY,
(M) SYFUYZFUYFUYSUYSE o(T) CSYEUYSUYFUuYSuYS
YY'No(T) #0, Y5 neT) # 0, Y no(Ty) #0,Y N oTs) # 0

kosullarini saglayan bir ¢: Q = D' tam a — izomorfizmasinin var olmasidir.
Sonu¢ 2.4.25 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {Ty, Ty, T5, T3, T4, Ts, Tg }

tam X — yarilatisinin elemanlari

TecTycTz;cT,cTy, TecT,cT3cT, cTy,
TecTscTzcTicTy,TecT,cT; T, cT,y,
T,UT, =Ty, TsUT, =T5, Ty \T, # 0, T, \ T; # @,
Tu\Ts # 0, Ts \T, # 0

kosullarin1 saglasin. Bir « € Bx(D) ikili bagmtisinin quasinormal gosterimi a =
UZ.ZO(YL-“ x T;) ve V(Q,a) = Q olsun. O zaman a € By (D) elemaninin sag birim eleman

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Te CYE, Ts CYFUYE T, CYFUYS
T, CYFUYFUY UYSUYS T, cYFuUYFuYfuYysuYy?
YXNT, #0, Y NT, #0,Y NT, #0,Y¥NTs # 0

kosullarinin saglanmasidir.
Teorem 2.4.26 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {T, Ty, T2, T3, Ta, Ts, T }

tam X — yarilatisinin elemanlari

TecT,cT;cTycTy, TecT,cT; T, T,
TecTscTzcTicTy,TecT,cT; T, cT,y,
T,UT, =Ty, TsUT, =T5, Ty \T, # 0, T, \ T} # @,
Tu\Ts # 0, Ts\T, 0
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kosullarmi saglasm. Eger Q = {Ty, Ty, T, T3, T4, Ts, T} ile D' = {Ty, Ty, Ty, T5, Ty, Ts, Te }

arasinda bir tam a — izomorfizmasi varsa |Q(Q)| = m, olmak tizere

|R(D’)| = mgp - 4 - (2|7_"5\T4| — 1) . (2|T4\T5| — 1) . 4|7_"2”7_"1\T3|
. (5|T2\Tll — 4|TZ\T1|) . (5|7_"1\7_"2| — 4|7_"1\Tz|) . 7|X\To|

olur.
Sonug 2.4.27 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {Ty, Ty, T, T3, T4, Ts, T }

tam X — yarilatisinin elemanlari

TecTycT;cTycTy, TecT,cT3cT, cTy,
TecTscTzcTicTy,TecT,cT; T, CT,y,
T,UT, =Ty, TsUT, =T5, Ty \T, # 0, T, \ T; # @,
Tu\Ts # 0, Ts \T, # ®

kosullarin saglasin. O zaman

|E}<(r)(Q)| = 4-(2IT\Tl 1) - (21T — 1) - 4ITa0TT]
. (5|T2\T1| — 4_|T2\T1|) . (5|71\T2| — 4|T1\T2|) . 7I1X\Tol

olur.
Teorem 2.4.28 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {Ty, Ty, Ty, T3, T4, Ts, T }

tam X — yarilatisinin elemanlar1

TscT,cT;cTycTy, TscT,cT;cT, T,
TecT,cT;cTycTy, TecT,cT;cT, T,
T,UT, =Ty, TeUTs =Ty, Ty\ T, # 0, T, \ Ty # 0,
Ts\Teg =D, Te\Ts

kosullarini saglasin. O zaman Q, X/ — yarilatis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Tg N Ts = @
olmasidr.
Teorem 2.4.29 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {Ty, Ty, T2, T3, T4, T, T }

tam X — yarilatisinin elemanlari
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TscTy,cT;cTycTy, TscT,cT;cT, cTy,
TecTycT;cTycTy, TecT,cT3cT, cTy,
T,UT, =Ty, TeUTs =T,, Ty \T, # 0, T, \ Ty # @,
Ts\Te # 0, Te \Ts # @

kosullarimi1 saglasin. Bir a € Bx(D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi « =
Ui6=0(Yi“ x T;) ve V(D,a) = Q olsun. O zaman a € Bx(D) elemanimnin regiiler eleman

olmasi igin gerek ve yeter kosul D' € D bir altyarilatis olmak tizere

o(Te) S Yg', @(Ts) S YUY, o(T5) S Y5 UYS U YUYy,
o(T) CSYFUYZFUYFUYSUYSE o(T) CSYEUYSUYFUuYSuYS
YO no(T) #0, Y Ne(T,) #0,Y5 no(T3) # 0

kosullarini saglayan bir ¢: Q — D' tam a — izomorfizmasinin var olmasidir.
Sonug 2.4.30 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {T, Ty, T2, T3, T4, Ts, T }

tam X — yarilatisinin elemanlari

TscTy,cT;cTycTy, TscT,cT;cT, cT,
TecTy,cT;cTycTy, TecT,cT3cT, c Ty,
ToUuT, =Ty, TeUTs =Ty, T1\ T, # @, T, \ T, # 0,
Ts\Ts # 0, Ts \ Ts # O,

kosullarin1 saglasin. Bir « € Bx(D) ikili bagmtisinin quasinormal gosterimi a =
UZO(YL-“ x T;) ve V(Q,a) = Q olsun. O zaman a € By (D) elemaninin sag birim eleman

olmasi icin gerek ve yeter kosul

Te CYS Ts CYSUYS, T, CYFUYSFUYFUYY,
T, CYUYSUYSUYFUY T, Y uUYduYyfuysfuy®
YONT, #0,YSNT, #0,YNT; #0

kosullarinin saglanmasidir.
Teorem 2.4.31 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {T, Ty, T2, T3, Ta, Ts, T }

tam X — yarilatisinin elemanlari

19



TscTy,cT;cTycTy, TscT,cT;cT, cTy,
TecTycT;cTycTy, TecT,cT3cT, cTy,
T,UT, =Ty, TeUTs =T,, Ty \T, # 0, T, \ Ty # @,
Ts\Te # 0, Te \Ts # @

kosullarmi saglasmn. Eger Q = {Ty, Ty, T, T3, Ts, Ts, T} ile D' = {Ty, Ty, Ty, Ts, Ty, Ts, T }

arasinda bir tam a — izomorfizmasi varsa |Q(Q)| = m, olmak tlizere

|R(D’)| = mg - 4 - (4|7_"3\T4| — 3|Ts\7_"4|) . 4_|7_"2m_"1\7_"3|
. (5|T2\T1| — 4|T2\T1|) . (5|7_"1\7_"2| — 4|71\Tz|) . 7|X\To|

olur.
Sonu¢ 2.4.32 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {Ty, Ty, T5, T3, T4, Ts, Tg }

tam X — yarilatisinin elemanlari

TscT,cT;cTycTy,TscT,cT;cT, cTy,
TecT,cTzcTycTy, TecT,cT3cT, cTy,
T,UT, =Ty, TeUTs =Ty, Ty\ T, # 0, T, \ Ty # 0,
Ts\Te # @, Ts \Ts # @

kosullarin saglasin. O zaman

|E)<(r)(Q)| = (4IT\Tdl _ 3ITs\Tal) . 4IT20T\Ts|
. (5|T2\T1| — 4_|T2\T1|) . (5|T1\T2| _ 4_|T1\Tz|) . 7|X\To|

olur.

Teorem 2.4.33 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. m > 3 i¢in Ty, T, € {@}, T, U
T,=T;, T3 cT, C-- CT, olacak bigimdeki Q = {T}, T, Ts, ..., Tp,} tam X — yarilatisini
alalim. O zaman Q, XI — yarilatis olmasi igin gerek ve yeter kosul T; N T, = @ olmasidir.

Teorem 2.4.34 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. m > 3 i¢in Ty, T, & {@}, T, U
T,=T;,T;cT,c-cT,veT, NT, =@ olacak bigimdeki Q = {T;, T, Ts, ..., T} tam
X — yarilatisini alalim. Bir a € Byx(D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi a =

U:’;l(Yi"‘ x T;) ve V(D,a) = Q olsun. O zaman a € Byx(D) elemaninin regiiler eleman
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olmasi igin gerek ve yeter kosul D' € D bir altyarilatis olmak tizere, k = 4,5, ...,m — 1 ve

q=4,5,.., migin
@(T) S Y, @(T) S Y&, o(Tp) SYFUYF U UYE YEno(T,) # 0

kosullarini saglayan bir ¢: Q — D' tam a — izomorfizmasinin var olmasidir.

Sonug 2.4.35 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. m > 3 i¢in Ty, T, € {@}, T, U
T,=T;,T;cT,c--cT,veT, NT, =@ olacak bicimdeki Q = {T;,T,, T5, ..., T} tam
X — yarilatisini alalim. Bir a € Byx(D) ikili bagintisinin quasinormal gdsterimi a =

U?;l(Yi“ x T;) ve V(Q,a) = Q olsun. O zaman a € By (D) elemaninin sag birim eleman

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul k = 4,5,...,m—1veq =45, .., micin
eV T, eV T, SYFUYSU--UYYiINT, 0

kosullarinin saglanmasidir.

Teorem 2.4.36 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. m > 3 i¢in Ty, T, & {@}, T, U
T,=T;,T3cT,c- cT,veT; NT, =@ olacak bigimdeki Q = {T;, T, Ts, ..., T,,} tam
X — yarilatisini alalm. Eger Q = {T;, T, T3, ..., T} ile D' = {T}, T, T;, ..., T,,} arasinda bir

tam a — izomorfizmasi varsa |Q(Q)| = m, olmak tizere

|R(D')| = 2-my- (4|T4\T3| _ 3|T4\Tgl)

olur.
Sonug 2.4.37 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. m > 3 i¢in Ty, T, & {@}, T, U

T,=T3,T;cTy,c--cT,veT,NT, =@ olacak bi¢imdeki Q = {T;, T,, Ts, ..., T, } tam

X — yarilatisini alalim. O zaman

o= -5

(m|Tm\Tm—1| — (m — 1)|Tm\Tm—1|) . m|X\Tm|
olur.
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Teorem 2.4.38 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {Ty,T,, Ts, ..., T, } tam X

— yarilatisinin elemanlari, m = 6 i¢in

Ihcl3cTycTg¢c-cT, TycT;cTs cTgC - CTpy,
I,clzcTycTgc---cTy, T, cT;cTscTg C--CTy,
T,UT, =Ty, Ty, UTs =T, Ty \ T, # 0, T, \ T, # 0,
Ty\Ts # D, Ts\T, # @

kosullarini saglasin. O zaman Q, X/ — yarilatis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T; N T, = @
olmasidir.
Teorem 2.4.39 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {Ty, T, T3, ..., Ty} tam X

— yarilatisinin elemanlari, m > 6 i¢in

Ihcl3cTycTg¢c-cT, TycT;cTscTgC- - CTpy,
I,cTzcTy,cTgc--cTy, T, cTcTscTgC--CTpy,
ToUT, =Ty, Ty, UTs =T, Ty \ T, # 0, T, \ T, # 0,
TW\Ts #0, Ts\T, # 0

kosullarin1 saglasin. Bir « € Bx(D) ikili bagmtisinin quasinormal gosterimi a =
U’iil(Yi“ x T;) ve V(D,a) = Q olsun. O zaman a € Bx(D) elemanmin regiiler eleman

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p = 6,7,...,m —1ve g = 4,5,7, ..., m igin

o(T) €Y7, (M) €Y, o(T) S YUY UYS UYS,
p(Ts) SV Uy uYs uYy, (p(Tp) CY*UYS U UYL,
Yino(T,)#9

kosullarini saglayan bir ¢: Q — D' tam a — izomorfizmasinin var olmasidir.
Sonug¢ 2.4.40 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {Ty, T, T3, ..., T, } tam X —

yarilatisinin elemanlari, m > 6 i¢in

IhcT;cTycTgc-cTy, ThcT3cTs CcTg C - CTpy,
ILcTl;cTycTgc-CcTy, T,cT3cTs cTg € CTpy,

T2UT1=T0,T4UT5=T6,T1\T2¢¢,T2\T1¢¢,
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Ty\Ts # 0, Ts\T, @

kosullarim1 saglasin. Bir a € Bx(D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi « =
UZ 1(Yi“ X T;) ve V(Q,a) = Q ise a elemaninin sag birim eleman olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul p = 6,7,...,m —1ve q =4,5,7, ..., m i¢in agsagidakilerin saglanmasidir.

T,CY  T,C Vi T, CYFUYF UYEUYE,
Ts CY U uUYSuUYS, T, cY U u-—-uYd YoInT, #0

Teorem 2.4.41 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {T, Ty, Ts, ..., T, } tam X

— yarilatisinin elemanlari, m > 6 igin

TIhclycTycT¢c T, T,cT;cTs CTg C - CTy,
Ihcl;cTycTgc-cTy,, T,cTzcTscTgC - CTpy,
To,bUT, =Ty, Ty,UTs =Tg, Ty \ Ty, # 0, T, \ T1 # O,
Tu\Ts # 0, Ts \T, # 0

kosullarin1 saglasmn. Eger Q = {Ty, T, T3, ..., T} ile D' = {T},T,, T3, ..., Ty} arasinda bir

tam a — izomorfizmasi varsa |Q(Q)| = m, olmak lizere

|R(D')| = 4-my- 3ITunTs\Ts] . (4|T4\Ts| — 3|T4\T5|) . (4|T5\T4| — 3|Ts\7'4|)
. (7'77\T6| — 6|T7\Té|) (m|Tm\Tm—1| — (m — 1)|Tm\Tm—1|) . m|X\Tm|

olur.
Sonug 2.4.42 D birlesimlerin tam X — yarilatisi olsun. Q = {Ty, T, T5, ..., Ty} tam X —

yarilatisinin elemanlari, m > 6 i¢in

IhclhclyclTgc--CcTy, T1cT;CcTs CTg C - CTpy,
I,cTycTycTgc--CT,,, T,cT;CTs CTg C-- CTy,
T,bUT, =Ty, Ty, UTs =T, Ty \ Ty, # 0, T, \ T; # 0,
Ty\Ts #0, Ts\T, 0

kosullarini saglasin. O zaman
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|E)((T)(Q)| = 3ITNT\T3I . (4ITATs| _ 3ITaNTs1) . (4ITs\Tal _ 3IT\Tal

(7|T7\T6| — 6|T7\T6|) (mITm\Tm—ll —(m— 1)|Tm\Tm—1|) - m!X\Tml

olur.
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BOLUM 3
ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

3.1. X):3(X,9) simfi
X bos olmayan bir kime, D=1{D,Z,,Z,,Z,.Z,.Z5,Zs,Z,.Z5f, X in alt

kiimelerinden olusan ve elemanlar1 asagidaki kosullar1 saglayan bir iist yarilatis olsun.

Z,cZ.,cZ,cZ,cZ,cD,Z2,cZ,cZ.cZ,cZ, <D
Z,cZ2,cZ,cZ,cZ,cD,Z,cZscZ,cZ,cZ,cD
Z,.cZ,cZ2,cZ2,cZ2,cD,Z,cZ,cZ.cZ,cZ, <D
Z,c2,cZ,cZ,cZ,cD,Z2,cZ,cZ.cZ,cZ,cD
N2, 2D, L \2;#D,L\2,#D,Z\L,#+D, Z\L, #D, L \L;, #D

D kiimelerdeki birlesme islemine gore kapali oldugundan tam X -yarilatisdir ve en

biiyiik eleman1 D dir. D nin diyagrami Sekil 3.1°de verilmistir.

Sekil 3.1. D nin diyagrami

P,,P.,P,,P,,P,,P,P,,P,, P, kiimeleri D nin ikiser ikiser ayrik alt kiimeleri olmak

iizere D nin

C(D):{Po’P1’P2'P3’P4’P5’P6vp7lps}
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karakteristik kiimeler ailesini ve

6:D —C(D), 6(Z,) =P, (i=12....8),6(D) = P,

bi¢iminde tanimlanan karakteristik doniisiimiinii alalim. Teorem 2.4.3’den bu sekilde

tanimlit C(D) ve @ vardir ve teklikle belirlidir. Buradan Lemma 2.4.6’dan @ nin bir tam

izomorfizma oldugu kullanilirsa, D nin her bir Z elemani, D(Z)= D\{T eD|Zz gT}

olmak lizere

z=0(D)u Jom)=r,u [Jo)

TeD(2) TeD(2)
biciminde yazilabilir. Buradan

D(D)=D\{Z eD|Dcz{=D\{D|=12,.2,.2,.2,,2:. 25,2, 2,

D(Z,)=D\{ZeD|z,cZ}=D\|D,2,}=1{Z,.2,,2,,25.25.2,.Z
Z

D(Z,)=D\{ZeD|Z, cZ}=D\{D.Z,{=12,.2,.2,.2,,24.Z,.Z,

(

D\

D(Z,)=D\{ZeD|Z,cZ 21,2524} =124,25,26.2,.Z,

D\{D,Z,,2,.25,2,}={Z5.25.2,.Z,

D(Z,)=D\{Z eD|Z, cZ}=D\{D,2,,2,.2,,2,.Z5.Z¢ | = Z;,

ZB
D(Z,)=D\{ZeD|Z, cZ}=D\ Z

=1Z,

D\{D.Z,,2,.2,.2,,25. 25,25 | = 1Z,

J
J
J

D(Z,)=D\{ZeD|Z, cZ}
J
j
} 2,,2,,2,,2,,2:,2,,Z,
j=

> o)

{ D }

{ { J

{ D }
D(Z;)=D\{Z e D|Z, € 2}=D\|D,2,,2,.2,.Zs }= {21, 26, 2,25 }
{ D J

{ D J

{ D J

D(Z,)=D\{ZeD|Z,cZ

oldugu kullanilirsa D nin her bir elemani i¢in
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D=FRUPUP,UPR,UP,UPR, UP, UP, UR,
Z,=PbUP,UP,UP,UR, UP, UP, UP,
Z,=PbUP,UP,UP, UP,UP, UP, UP,

Z,=P,UP,UP,UP, UP, UR,

Z,=P,UP, UP, UP, UFR, (3.1)
Z,=P,UP,UP, UP, UP,

Z;=P,UP, UPR,

Z,=P,UPR,

Z, =P, UP,

esitlikleri yazilabilir. Burada Sonu¢ 2.4.9’dan P,,P,,P,,P;,P,,P; kiimeleri D nin temel
kaynak elemanlaridir ve her biri bos kiimeden farklidir. Sonug 2.4.10’dan P,, P; kiimeleri
yardimc1 kaynak elemanlaridir ve bos kiime olabilirler. Ayrica P, kiimesi de yardimci

kaynak elemani oldugundan bos kiime olabilir. Buradan UPo =D c X oldugu dikkate

i=0

alinirsa, bos kiimeden farkli 6 temel kaynak elemani var oldugundan |X| >6 dir.

Simdi X sonlu bir kiime oldugunda altkiimelerinden kag¢ tanesinin bu diyagrami

verdigini hesaplayalim. Bunun i¢in D’ye tam izomorf olan tam X - yarilatislerinin

kiimesini ZS(X ,9) ile gosterelim. |X| =n olsun. Oncelikle D *nin otomorfizmleri bulalim.

D nin otomorfizmleri

idD ==

-~

DZ,72,737,75Z:7,7¢ T__Ea%%a%%%%
DZ,2,7,2,2527,Zg) * \DZyZ1Z3Z,7Z5Z¢Z,Zg

 _ (D2.2:252,25752, 24 T__Ea%%a%%;%
2 \D2,2,2:7:7,7:7,75) > \DZyZ,737,7:7: 757
_ _ (D2.2:252,25757, 24 T__Ea%%a%%;%
* " \D2,2,2,252,2:7,Z5) 0 \DZ,2,7:2,2:2¢7Z57,
_ _ (D2.2:252,25752, 24 T__Ea%%a%%;%
® " \DZ2,2,7:7:7,7:757,) " \DZ,Z,Z32:74 7737

bigiminde olup q =8 tanedir. Ayrica temel kaynak elemanlarinin sayis1 6 =6, |D| =m=9

il
C:-( = J— dir. Buradan Teorem 2.4.12’den
kL(j—k)!
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m é

+1 +i+1, ~P=0 | ] . B o
5 ol 33, (55 (2 @ o)

p=6

oldugu kullanilarak gerekli hesaplamalar yapildiginda, Z , (X,9) kiimesinin eleman sayisi

1
|Z (X,9)| = 5(4" —6.5"+15.6" —20.7" +15.8" — 6.9™" + 10™)
3

olarak bulunur.
Simdi D’nin tam X - alt yarilatislerini bulalim. D ’nin X - alt yarilatislerinin

diyagramlari agagida verilmistir.

L

9 10 11 12 13 14 15

Fliiiiitall

17

Sekil 3.2. D ’nin X - alt yarilatislerinin diyagramlari

Lemma 3.1.1 Sekil 3.2°de diyagramlari verilen D nin X - alt yarilatislerinden, tam

X - alt yarilatis olanlar asagida verilenlerdir.

1) {D}, {213, {223, {Z33,{Z43, {Z5}, {Z6}, {Z7}, {Zs)

2){Z3,2,},{Z5, 253, {Z4, 213,24, Z23,{ 24, Z33,{Z5, 213, {Z5, 223, {25, Z3}, {Z6, 213,
{Ze6, 22326, 233,427, 2, },{27, 253, {Z7, Z53,{Z7, 24}, {27, Z5}, {Zg, 213, {Zs, Z2},
{Zs,Z3},{Zs, Z5},{Zg, Zs},{Z1,D},{Z,,D},{Z3,D},{Z,, D},{Zs,D},{Zs, D},
{Z,,D},{Z4,D},{Z6, 243, {Z7, Z6},{Z6, Z5}, {Z5, Z4}

3){Z4, 25,2, },{Z4, 23, 253, {Zs, Z3, 21}, {Z5, Z3, 25}, {Z6, Z3, 21}, {Z¢, Z3, Z>},
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(27,23, 233,427, 24, 2: 3,27, 24, 23}, {27, 24, 23}, {2, Z5, 21 },{Z, Z5, Z>},

{Zs, 75,25}, {Zg, 25,21}, {Zs, Zs, 25}, {Zg, 25, 23}, {Zg, Z, 21}, {Zg, Z, Z>},
{Z3,2,,D},{Z5,7,,D},{2,,7,,D},{24,Z,,D},{2,,Z5,D},{Zs, Z,, D},
{Z7,26,223,{Z7,26,2:3,{Z7,Z6, D}, {Z6, Z5, Z3},{Z6, Z5, 23}, {Z6, Z5, Z1},
{Zs,2,,D},{Z¢, Z,,D},{Z¢, 23, D},{Z;, 21, D},{Z;, Z,,D},{Z,, Z5, D},
{Zg,25,D},{Zg,75,D},{Zs,Z5,D},{Zg, Z6, D}, {Z3, Z6, Z5}, {Z5, Z, Z4},
{Z6,24,223,{Z ¢, Z4,213,{Z6, Z4,D},{Z5,Z,, D}, {Z;,Z4,D},{Z;,Z5, D},
{Zg,24,D}{Zg, 24,253, {Zg, 24, 23}, {Z5, 24, 21}, {27, Z6, 253, {Z7, Z6, Z4},
{Z6,Z4,233,{Zg, 26, Z3},{Z7,Zs, 23}, {Zg, Z1,D},{Zs, Z3, D}, {Zg, Z4, 21},
{Z,,23,2,3,{Z¢,Z5,D},{Z7, Zo, Z3}

B {Z7, 24,23, 2:3,{Z7, 24, Z3, 223, {Z7, Z5, 23, 21}, {2, Z5, Z3, 253}, {Z5, Zs, Z3, Z1},
{Zg,Z5,75,253,{Zg, Z6, Z3, 21}, {Z5, Z6, Z3, Z3},{Z4, Z3, Z1, D}, {Z4, Z3, Z,, D},
{Zs,25,2,,D},{Zs, Z3,Z5,D},{Z6, Z5,Z1, D}, {Z6, Z5, Z,, D}, {Z;, Z3, Z1, D},
{Z,,24,2,,D},{Z,,24,2,,D},{Zg, Z5,2,,D},{Z;,Z4, Z3,D},{Z;, Z5, Z,, D},
{Z,,Z5,23,D},{Zs, 25,21, D},{Zg, Z5,Z5,D},{Zs, Z5, Z,, D}, {Zs, Z5, Z5, D},
{Zs,Z6,22,D},{Z5, Z6,Z3, D}, {Z5, Z6, Zs5, Z3}, {Z5, Z6, Z5, 23}, {Zs, Z6, Z5, Z1},
{Zs,Z6,75,D},{Z5, Z6, 24, D}, {Z5, Z6, Z4, Z3}, {Z5, Z6, Z4, 23}, {Z5, Z6, Z4, Z1},
{Z4,24,73,D},{Z5,24,25,D},{Zg, 24,21, D}, {Zg, Z4, Z3, 25}, {Z5, Z4, Z3, 21},
{Z7,26,Z5,D},{Z7,Z6, Z5, 233,27, Z6, Z5, 223, {27, Z6, Z5, 21 },{Z7, Z6, Z4) Z3},
{Zs,Z6,2,,D},{Z;,Z5,Z5,D},{Z7, Z5, 21, D}, {Z7, Z6, Z4, 233, {Z7, Z6, Z4, 21},
{Z,,26,24,D},{Z;, 26,25, D},{Z7, 26,25, D},{Z7, 2, Z3, 22}, {Z7, Z6, Z3, Z1},
{Z;,26,2,,D},{Zs,Z5,Z5,D},{Zs, Z5, Z3, 25}, {Z, Z5, Z3, 21 },{Z6, Z5, Z3, D},
{Z6,25,2,,D},{Z6,Z4,25,D},{Z6, 24,235,253, {Z6, Z4, Z3, 21 },{Z6, Z4, Z,, D},
{Z6, 24,7, D}

5){Z;,24,23,21,D},{Z;,Z4, 23,75, D},{Z;,Z5, Z3,Z,,D},{Z;, Zs, Z5, Z,, D}
{Zs,Z5,25,21,D},{Zs,Z5, 23,25, D},{Zg, Z6, Z3,Z,,D },{Zs, Z6, Z3, Z,, D}
{Zs,Z6,75,23,D},{Zg,Z¢, Z5, 25, D}, {Zg, Z6, Z5, Z1, D}, {Zs, Z6, Z4, Z5, D}
{Z3,Z6,24,25,D},{Zg, 26, 24,21, D},{Zg, Z4, Z3,Z5,D},{Z5, Z4, Z5, Z, D}
{Z;,26,25,25,D},{Z,2Z¢,Z5,Z,,D},{Z7,Z6, Z5,Z,,D},{Z;, Z6, Z4, Z3, D}
{Z;,26,24,25,D},{Z7,Z¢,Z4,2,,D},{Z7,Z6,Z3,Z,,D},{Z;, Z6, Z3, Z, D}
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{Zg,Z6,Z5,23,713,{Zg, Zs, Zs, 23, 223}, {Z7, Zg, Z4, Z3, 213, {27, Zg, Z4, Z3, 23}
{Z,,26,25,25,7213,{Z, Z¢, Z5, 23, 253}, {Zg, Zo, Z4, Z3, 21}, {Zg, Zg, Z4, Z3, 23 }
{Z6,24,25,21,D},{Z6, 24,23, 75,D},{Z¢, Z5, 23,21, D },{Z, Z5, Z3, Z,, D}
6){Z7,Z6, 25, 23,22, D},{Z7,Z6, Z5, 25,21, D}, {Z7, Z6, Z4, Z3, Z5, D},
{Z,,26,24,25,21,D},{Zg, 26, Z5, 73,25, D},{Zs, Z6, Z5, Z3, Z1, D},
{Zg,Z6,24,25,21,D},{Zg, Z¢, 24, 73,75, D}

7){Z6,Zs, 24, Z3},{Z3,Z2,21,D},{Z5,Z3,2,,D},{Zs, Z5, 21, D },{Z4, Z,, Z,, D},
{Z7,75,24,253,{Zg, Z5, 24, 23}, {Z6, 25, 21, D},{Z;,Z,, Z1, D}

8){Z;, 25,724,235, 2:},{Z6, 25, 24,23, 21 },{Z7, 25, 24, Z3, 23}, {Zg, Z5, Z4, Z3, Z5)},
{Z4,25,24,23,D},{Z7,25,24,25,D},{Z¢, Z5, Z4, Z3, DY Z5, Z5, Z4, Z3, 25},
{Zg,Zs, 24,723, 7,}

9{Z;,Z5,24,23,21,D},{Z6, Z5, 24, 25,21, D},{Z7,Zs, Z4, Z5, Z,, D},
{Z3,Z5,24,23,21,D},{Z6,Z5, 24, 23,22, D},{Z5, Z5, Z4, Z3, Z5, D}
10){Z4,Z5,75,21,D},{Zs, Z3, 75,2, D },{Zg, Z3, 25, Z1, D },{Z5, Z6, Z5, Z1, D},
{Zs,25,2,,2,,D},{2,,Z5, 25,24, D},{Z7, 24, 25, Z1,D},{Z;, 23, Z,, Z,, D},
{Z6,23,25,21,D},{Z7, Z6, Z5, 24, 23}, {Z5, Z6, Z5, Z4, Z3},{Z7, Z6, Z2, Z1, D},
{Z6,24,24,21,D},{Z6,Z5, 25,21, D},{Zg, Z4, Z5, Z,, D}

11){Z;,Z4, 73,75, 72,,D},{Z7,Z5, Z3, Z5, Z1, D}, {Zg, Zs, Z3, Z5, Z4, D},
{Z4,Z6,23,25,21,D},{Z6,24,25,22,21,D},{Z6, 24, 25,25, Z1, D}
{Z;,26,25,24,21,D},{Zg, 26, Z4, 23,2, D },{Zg, Z6, Z5, Z5, Z1, D}
{Z;,26,25,25,21,D},{Zg, 24, 73,75, 2,,D},{Z7, Z6, 24, Z5, Z1, D}
12){Z;,Z¢,Z5,Z3,2Z5,21,D},{Zs, Z6, Zs5, Z3, 25, 21, D}, {Z7, Z6, 24, Z5, Z5, Z1, D},
{Z3,26,24,23,Z5,2,,D}

13){Z7,Z¢, 75,24, 23,213, {Z7, 26, Z5, Z4, Z3, %2}, {Zg, Z, Z5, Z4, Z3, D},

{Zs,Z6, 75,24, 23,2, },{Z3, Z6, Z5, Z4, 23, Z2},{Z7, Z6, Z5, Z4, Z3, D }
14){Z;,Z¢,Z5,Z4, 25,21, D},{Z7, 26, Z5, Z4, Z3, 23, D}, {Zs, Z6, Z5, Z4, Z3, Z1, D},
{Zs,Z6,25,24,73,7,,D}

15){Z;,Zs, 74,73, 22,71, D},{Z5, Z5, Z4, 23, Z3, Z1, D}, {Z, Z5, Z4, Z5, 25, Z1, D}
16) {Z,,Z¢, Z5, 24, Z3, 29, Z1, D}, {Zg, Z¢, Z5, Z4, Z3, Z, Z1, D}

17){Zs, Z4, Z3},{Zs, Z7,Z6},{Z4, Z1, D}
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18) {Zs, Z4, Z3, 21}, {Zs, Za, Z3, 223, {Zs, 24, Z3, D}, {Zg, Z7, Z6, Zs}, {Z3, Z7, Zs, Za},
{Zg,Z7,26,2:13,{Z8, 27,26, D}, {Zg, Z7, Z6, 23}, {Zg, Z7, Z6, Z>}

19){Zg, 27,26, Z5,23},{Zg, 27, 26, Z5, 22}, {28, Z7, 26, Z5, 21 },{Zg, Z7, 26, Z4, Z3},
{Zg,27, 26,24, 223,828, 27,26, 24,213, {23, Z7, 26, Z3, 22}, { 28, 27, Z6, Z3, 21 },
{Zg,27, 26,24, 223,828, 27,26, 24,21}, {23, Z7, Z6, 23, 22}, {28, 27, Z6, Z3, 21 },
{Zs,27,26,24,D},{Zg,27, 26,75, D},{Zg, 77, Z6, 21, D}, {Z5, Z4, Z5, Z, D},
{Zs,2,26,25,D},{Zg, 27,26, Z3,D},{Z5, Z4, Z3, Z,, D}

20){Zg,Z7,Z6,Z5, 23, 23}, {Zg, 27, 2, Z5, 23, Z1 },{Zg, Z7, Z6, Z4, Z3, 2>},
{Z3,27,26,24,23,2:},{Z5, 27,26, 25, 23, D}, {Zg, Z7, Z6, Z5, Z1, D},
{Z3,27,26,24,23,D},{Zg,Z7,Z6, 24,22, DX Zg, Z7, Z, Z4, Z1, D},
{Z4,27,26,23,2,,D},{Zs, 27,26, Z5,21,D},{Zg, 27, Z, Z5, Z,, D}

21){Zs, 2, 26,25, Z3, 22, D},{Zg, Z7, Z6, Z5, Z3, Z1, D},
{Z3,27,26,24,23,21,D},{Zg,Z7,Z6, 24,25, Z,, D}

22){Zg,Z7,Z6,72,721,D},{Z5, 24,25, 25,21, DY Z5, Z7, Z6, Z5, Z4, Z3}

23) {Zg, Z7, 26, Zs, Za, Z3, 21}, {Zg, Z7, Z6, Z5, Z4, Z3, 22}, { Zg, Z7, Z6, Z5, 24, Z3, D }
24){Zg, 27, 26,25, 24,23, 22,D},{Zg, 27,26, Z5, Z4, Z3, Z1, D}

25){Zg,Z7,Z6,Z5, 24,21, D},{Zg, 27,26, Z4, Z2, %1, D}, {Z5, Z7, Z6, Z3, Z5, Z1, D}
26) {Zg,Z7,Z6, Z5, 23, 29, 21, D}, {Zg, Z7, Z6, Z4, Z3, Z5, Z1, D}

27){Zs, 27,26, 25,24, 23,25, Z1, D}

Ispat: D’nin altkiimelerinden tam X - altyarilatis olanlar kiimelerdeki birlesim
islemine kapali olanlardir. 3 elemanli altkiimelerini ele alalim. |D| =9 oldugundan 3
elemanl altkiimelerinin sayis1 84 tanedir. Bu kiimelerden yukarida 3 ve 17 numarada verilen
66 tane altkiime, birlesim islemine kapali oldugundan tam X — altyarilatisdir. Ancak

{Zs,27,2,},{Z3, 23, 21}, {Zs, Z5, 243, {Z7, Z5, Z4},{Zs, Z7, D}, {Z3, Z7, Z4},

(25,24, D} {Zs, 24, 253 {Zs, 24, 22}, {Z6, Z5, 24}, {Zg, 23, 243,127, 25, 21},

{Zs, Z7,2,},{Z3, Z7, Z5},{Zg, Z7, 23}, {Z, Z3, Z1 },{Zs5, Z2, Z1 },{Z4, Z3, Z1}
kiimeleri birlesim islemine kapali olmadigindan tam X — altyarilatis degildir. Benzer olarak

diger altkiimelerin tam X — altyarilatis oldugu da gosterilebilir.
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Bx (D) nin sag birim elemanlari, idempotent ve regiiler elemanlar1 D nin tam XI —
yarilatis olmasi kullanilarak bulunacaktir. Bu yiizden 6ncelikle D nin hangi kosullar altinda
X1 — yarilatis oldugunu inceleyelim.

Lemma 3.1.2 D ={D,Zy,Z,, 73,24, 75, Z¢, Z7, Zg} tam X — yarilatisinin, tam XI —
yarilatis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Zg N Z; = @ olmasidir.

ispat: Oncelikle her t € D i¢in D, kiimesini belirleyelim. D = Py U P, UP, U P; U
P, U P U Py U P, U Pg bigiminde ayrik kiimelerin bilesiminden olustugu igin, her bir t € D
elemant bu kiimelerin sadece bir tanesinin elemanidir. Bdoylece (3.1) esitliginden

yararlanilarak

tePy,iseD, =D

t € P, ise D, ={Z,,D}

t € P, ise D, = {Z,,D}

t € Py ise D, = {Z,,7,,D}

t € P, ise D, ={Zs,Z3,Z,,Z,, D}

t € Py ise D, ={Z,,Z5,2,,Z1,D}

t € Py ise Dy = {Zs,Z4,Z3, 25,71, D}

t € P, ise D, = {Zg,Z6Z5, 24,23, 22,724, D}
t € Py ise D, = {Z;,26Z5,24,23,22,74, D}

olur. Bu esitliklerden yararlanilarak her bir D, kiimesinin N(D,D,) ile gosterilen alt

sinirlarinin kiimesi

t€eP, ise N(D,D;) =0

t €P, ise N(D,D,) =1{Zg,Z,Z¢,Z5, 24, 73,25}
t €P, ise N(D,Dy) ={Zg,Z7,Z¢,Z5,Z4,2,71}
t € Py ise N(D,Dy) ={Zg,Z7, 26,75, 24,25}

t €P, ise N(D,D,) ={Zg,Z;,Z¢,Z5}

t € Py ise N(D,Dy) = {Zg,Z7,Z¢, 74}

t € Py ise N(D,D;) = {Zg,Z,Z¢}

t e P, ise N(D,D;) ={Zg}

t e Pg ise N(D,D,) ={Z,}
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bi¢iminde elde edilir. O zaman her bir D; kiimesinin, A(D, D;) =U N(D, D;) bigimindeki en

biiyiik alt sinirlariin kiimesi

teP, issUN(D,D,) =0
tepP, iseUN(D,Dy) = Z,
tepP, iseUN(D,D;) =27;
t €P; iseUN(D,D;) = Z;
teP, iseUN(D,D;) =Zs (3.2)
teP; iseUN(D,D,) =2,
t Py iseUN(D,D;) =Zg
te P, iseUN(D,D;) =Zg
tePg iseUN(D,D;) =2,

olarak bulunur.

D, XI —yarilatis olsun. O zaman her t € D i¢in A(D,D,) € D kosulu saglanir. Ancak
esitlik (3.2) den t € Py olursa U N(D,D;) = @ & D oldugu goriilmektedir. O halde P, = @
dir. Buradan P, ve Pg ayrik kiimeler oldugundan esitlik (3.1) deki Z, = Pg U Py ve Zg =
P, U P, esitlikleri kullanilirsa Zg N Z, = P, N Pg = @ elde edilir.

Tersine Zg N Z, = @ olsun. O zaman P, = @ olur ve her t € D i¢in A(D,D,) € D

kosulu saglanir. Diger yandan esitlik (3.2) den

t€Z8:P7:Z8:A(D,Dt)
t€Z7:P8:Z7:A(D,Dt)

t€Z6:P8UP7 ﬁA(D,Dt)E{ZS,Z7}
= Zg = Zg U Z7 = Ugez, AD, D)

tEZS=P8UP7UP6UP4 :A(D,Dt)e{ZS,Z7,Z6,Zs}
ﬁZS == ZS UZ7 UZ6 UZ5 == UtEZSA(D'Dt)

tEZ4=P8UP7UP6UP5 :A(D,Dt)e{ZS,Z7,Z6,Z4}
= Z4_ == ZS UZ7 UZ6 UZ4_ == UtEZ4_A(D’Dt)

teZ;=PsUP, = AD,D,) €{Zs,Z,}
= Zg = ZS U Z4 = UtEZ3 A(D, Dt)

t € ZZ = P8 U--u P3 V) P1 = A(D,Dt) € {ZS,Z7,Z6,25,Z4,Z3,21}
= Z5 = ZS u---u Z3 V) Zl = UtEZZA(D'Dt)
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t € Zl = P8 U--u P3 UPZ = A(DlDt) € {ZSIZ7l261Z51Z4lZ3lZZ}
= Z5 = ZS U--u Z3 V) ZZ == Utezl A(D,Dt)

teD=P,uP, =AD,D,) €{Z, Z,}
=D =27,UZ; = U5 A(D, D)

elde edilir. Boylece Tanim 2.2.12°den D, XI — yarilatistir.

Simdi D tam X1 - yarilatisini

ThcTlzcTscTgcTgc Ty, T, cT3cTs cTg c Tg C Ty,
ThcTlycTscTgcT,cTy, T, cTcTscTg T, CT,,
TiclycTycTgcTgc Ty, T, cTzcTy,cTgcTg Ty,
IhcT;cTycTgcT,cTy,T,cTzcT,cTgcT, T,

TI\T, # @, T)\T; # @, Ty\Ts # @, Ts\T, # @, T,\Tg # 0, Tg\T; # O,
TUT, =T3,T,UTs =T, T,UTg =Ty

olmak tizere Q = {Ty, T,, T3, T4, Ts, Ts, T7, Tg, To} bigiminde gosterelim.

Oncelikle V(D,a) = Q kosulunu saglayan ve a = U?zl(Yi“ X T;) quasinormal
gosterime sahip olan bir & € By (Q) reguler elemaninin 6zelliklerini belirleyelim.

Lemma 3.1.3 Q nun G ={T,T,,T3,T,,Ts, T, T;, Tg} lireteg kiimesini alalm. O
zaman Ty, T,, Ty, Ts, T;, Tg elemanlart sirasiyla 6T1' ﬁTz, 6T4' 6T5' ﬁT7, GTg kiimelerinin limit
olmayan elemanlanidir ve T3,Tg  elemanlar1 sirasiyla ﬁT3, ﬁTG kiimelerinin limit
elemanlaridir.

Ispat: i = 1,2, ...,8 i¢in éTi kiimeleri

éTl = {Ty}

GTZ ={T,}

GT3 = {Ty, T5, T3}
GT4 ={T,T,, T, Ty}

={T1, T2, T3, Ts}

éTG ={Ty,T,, T3, T4, Ts, Te}
Gr, = {T1, T2, T3, T4, Ts, Te, T7}
Gr, = {T1, T2, T3, T4, Ts, Te, Tg)
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seklindedir. Buradan

T\(Gr, Ty) =T \U (Gr {T,}) =T\\@ =T, # 0
T\(Gr, Ty) = To\U (G, {T2}) =T,\@ =T, # @
Ts\l(Gr,, Ts) = Ts\U (Gr,, {T3}) = Ts\T3 = @
T\U(Gr,, Ty) = TV (Gr, {Ty}) = T\Tz = 0
Ts\l(Gr,, Ts) = Ts\U (Gr,, {Ts}) = Ts\Ts # @
Te\l(Gr,, To) = Te\U (G, {Ts}) = Te\Ts = @
TA\l(Gr,, T;) = T/\U (Gr,,{T;}) = T,\Ts # ®
Te\l(Gr,, Ts) = Ts\U (Gr,, {Tg}) = Tg\Ts # @

elde edilir. O halde Ty,T,, T, Ts,T;, Tg elemanlar1 sirasiyla éTl, GTz’ GT4, GTS, GT7, GTB
kiimelerinin limit olmayan elemanlaridir ve T3, T¢ elemanlari sirastyla GTS, GT6 kiimelerinin
limit elemanlaridir.

Teorem 3.1.4 a € Bx(Q) i¢in V(D, @) = Q kosulu saglansin ve @ nin quasinormal
gosterimi @ = U?zl(Yi“ x T;) olsun. Bu durumda a nin By (D) nin regiiler eleman1 olmast

icin gerek ve yeter kosul Q’dan D’nin bir D’ alt yarilatisine

@o(Ty) €Y,

o(T2) € Y5,

o(T) SYFUYSUYFUYS,

o(Ts) SYFUYE UYL UYE,

o(T) S uUYF Uy uY uYruYfuyy
P(Tg) S UYS UYS UYSUYSUYE UYy,
YPNno(T,) #0,Y¥Ne(Ts) #0

YN o(T;) #0,Ys no(Tg) @

kosullarini saglayan bir ¢ tam a —izomorfizmasimin var olmasidir.
Ispat: a € By(D) regiiler eleman olsun. Q tam XI — yarilatis ve V(D,a) = Q
oldugundan V (D, a) tam XI — yarilatistir. O zaman Teorem 2.3.9’dan Q’dan D’nin D’ alt

yarilatisine bir ¢ tam izomorfizma vardir. Ayrica yine ayni teoremden dolay1r her T €
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V(D,a) i¢in @(T)a =T saglandigindan ¢ tam a — izomorfizmasidir. Teorem 2.3.9 b)
sikk1 uygulanirsa

(T € YF°,

@o(T2) € Y5,

p(T;) S Y UYFUYS,

o(Ty) SYF VYUY uYy,

o(Ts) S Y UYFUYFUYS,

o(Te) SYFUYSUYSUYFUYSUYE,
o(T;) SYFUYFUYFUYFUYSUYFUYS,
o(Tg) SYFUYFUYSFUYSUYSUYSUYS

elde edilir. Bu denklemlerden ¢ (T;) € Y* ve ¢(T,) € Y5* kullanilarak

P(T3) €S p(T3)UYS = (T UT,) UYS @(T) U @(T,) U Yy

YPUYSuYy

n 1

elde edilebilir. O yiizden ¢(T3) € Y* U Y5¥ U Y5 kosulunu yazmaya gerek yoktur. Benzer
olarak ¢(T,) S YF U Y U Y UYZ ve o(Ts) € V¥ UYS U YS U Y kosullar kullanilarak
o(Te) SYFUYZFUYFUYFUYFUYE elde edilebilir. Bu kosulu yazmaya da gerek
yoktur. Ayrica Lemma 3.1.3’den Ty, T5, Ty, T, T, T-g elemanlarinin limit olmayan elemanlar

olduklar1 g6z oniine alinirsa Teorem 2.3.9 ¢) sikkindan

YENno(T)#0, YSne(T) #0, YN (M) #0,YEne(Ts) #0
YZno(T;) #0,Yg Nne(Ts) 0

olur. ¢(T;) € Yy oldugundan Y{* N @(T;) # @ ve ¢(T,) S Y5 oldugundan Y3* N @(T,) #
@ her zaman saglanacaktir. O yiizden bu kosullar1 yazmaya gerek yoktur. O halde verilen
kosullar1 saglayan bir ¢ tam a — izomorfizmasi vardir.

Tersine Q’dan D’nin D' alt yarilatisine verilen kosullari saglayan bir ¢ tam a —
izomorfizmasi var olsun. V (D, @) = Q oldugundan V (D, @) tam XI — yarilatistir. O zaman

Teorem 2.3.9 a) - ¢) siklar1 saglanir. Simdi Lemma 3.1.3’den T3 elemaninin GT3 kiimesinin
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limit elemani oldugunu kullanarak B(Ty) ={Z € GTs IY¥ N @(Ts) # @} kiimesini
olugturalim. Eger Y\* N ¢(T3) = @ ise

p(T3) =T V() S YUYy
olur. Boylece @(T;) € @(T3) € Yy elde edilir. Ancak bu sonug ¢@(T;) € Y olmasiyla
gelisir. O halde Y{* N @(T;) # @ oldugundan T; € B(T3) dir. Benzer olarak eger Y5* N
@(T3) = @ ise

p(T3) =p(T)VUe(T,) S YUYS

olur. Boylece ¢(T,) € ¢(T3;) € Y elde edilir. Ancak bu sonug @(T,) € Y5* olmasiyla
gelisir. O halde Y* N ¢ (T3) # @ oldugundan T, € B(T3) dir. Bulunan sonuglar kullanilarak
U B(T3) = T; U T, = T; yazilabilir.

Benzer olarak T, elemaninin CfT6 kiimesinin limit elemani oldugunu kullanarak
B(Tg) = {Z € éTé Y5 N o(T) + (D} kiimesi  olusturulursa U B(Tg) =T, UTs = Ty
yazilabilir.

O halde Teorem 2.3.9’dan a@ € By (D) regiiler elemandir.

Sonug¢ 3.1.5 a € Bx(Q) i¢in V(D,a) = Q kosulu saglansin ve a’nin quasinormal
gosterimi a = U?zl(Yl-“ x T;) olsun. Bu durumda a’nin By (D)’nin regiiler elemant olmasi

icin gerek ve yeter kosul

T, € Y&,

T, € Y¥,

T, S YPUYFUYSUYSE

Ts S Y UYFUYFUYS,

T, SYPUYFUYFUYSUYSUYSUuUYy,
Ts YUY UYFUYSUYFUYEUYY,
YANT, #0,Y¥NTs =0

YANT, #0,YSNTg =0

kosullarinin saglanmasidir.
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Ispat: « sag birim eleman1 olsun. O zaman « ayni zamanda regiiler ve idempotent
elemandir. Teorem 3.1.4°deki kosullar1 saglayan bir ¢ tam a — izomorfizmasi vardir.
Teorem 2.3.19°dan ¢’nin V(D, @) nin birim doniisiimii oldugu kullanilarak istenilen elde
edilir. Tersine verilen kosullar1 saglansin. O zaman V (D, @) ’nin birim doniisiimii olarak
alman ¢, Teorem 3.1.4’deki kosullar1 saglamis olur. Boylece a regiiler elemandir. Teorem
2.3.19’dan «a idempotent elemandir. Ayrica ¢ tam a — izomorfizmasi birim doniisiim
oldugundan her T € Q igin @(T)a =Ta =T olur. O halde V(Q,a) = Q dur. Teorem
2.3.4’den a, Bx(Q) nin sag birim elemanidir.

Simdi Q = {T;,T,,T5, Ty, Ts, Tg, T7, Tg, To} tam XI — yarilatisi igin Teorem 3.1.4’de
verilen kosullari saglayan a € By (D) reguler elemanlarinin sayisini hesaplayalim.

a € Bx(D), V(D,a) = Q kosulunu saglayan ve a = U‘j:l(Yi“ x T;) quasinormal
gosterime  sahip olan bir regiiler eleman olsun. O zaman Q’dan D' =
{o(T), (T,), ..., p(Ty)} kiimesine Teorem 3.1.4’lin kosullarini saglayan bir ¢ tam a -
izomorfizmasi vardir. Yani a € R, (Q,D") dir. i = 1,2,....9 i¢in @(T;) = T, ile gosterelim.

Bu durumda D' ={T,,T,,Ts T4 Ts, T, T;,Tg, To} kiimesinin diyagrami asagidaki

bi¢imdedir.
3
L4 %
L¢ o7

Ie of

Sekil 3.3. D' ={Ty,T,, T3, T4, Ts, Ty, T, Tg, To} kiimesinin diyagrami
Ustelik

T, Y,
T, cYy,
T, SYPUYFUYFUYE,
T CYPUYFUYFUYE,
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T,CYFUYFUYFUYFUYFUYZFUYE,

Ts CYPUYFUYFUYSUYFUYEUYY,

YANT, #0,YENTs #0,YNT, #0,Y¥NTg + 0

kosullar1 saglanir.

Ayrica esitlik (3.2)’deki formal esitliklerden yararlanarak

Py =T,,P,=T;,P3 =(Ts NTY) \T3,P, =Ts \ Ty, Ps =Ty \ Ts
Po=(TgNT;)\Te, P, =Tg\T;,Pg =T, \ Ty

yazilabilir. i = 1,2, ...,9 olmak tizere P; kiimeleri ayrik kiimelerdir ve U?= Pi=Ty dir.

Boylece
{Ty, T, (Ts N T\ T3, Ts \ Ty, Ty \Ts, (Tg NT;)\ T, Ts \ T7, T, \ Tg, X \ To}

kiimesi X’in bir parcalanigidir. Dolayisiyla bu kiimelerin tam a - izomorfizmasi altindaki

goriintlilerinden olusan
(T, T, Ts N T\ T3, Ts \To, Tu\ Ts, (Ts N T\ T, Te \ T5, T, \ T, X \ To}

kiimesi de X in bir pargalanisi olur.

Lemma 3.1.6 Her a € R,(Q,D") igin Ty, T, (Ts N TH\ T3, Ts \ Tu, Ty \ Ts, (Ts N
TH\Te, Tg\T;,T, \ Tg, X \ Ty kiimeleri iizerinde tanimli bir ayrik doniisiim sistemi
vardir. Ustelik farkl: ikili bagintilarm ayrik doniisiim sistemleri birbirinden farklidir.

Ispat: @ € R,(Q,D") olmak iizere her t € X i¢in f,(t) = ta bi¢giminde tanimlanan
fo: X = D doniisiimiinii alalm. f,, doniisiimii sirasiyla T;, T, (Ts N T,) \ T3, Ts \ Ty, Ty \
To, (Ta N T\ Te To \ T3, T3 \ T, X \ T kiimeleri iizerinde fig, foas fa fco foar foao frae

fsar foa, olarak kisitlansin. Simdi i = 1,2,...,9 i¢in Y* kiimelerinden yararlanarak bu
doniistimlerin 6zelliklerini belirleyelim.

t € T, olsun. O zaman t € Y% dir. Boylece ta = T; oldugu elde edilir. O halde her t €
T, igin fi,(t) = T, dir.

t € T, olsun. O zaman t € Y dir. Boylece ta = T, oldugu elde edilir. O halde her
t € T, icin fo,(t) = T, dir.
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t € (TsnT,) \Ts olsun. Buradan (TsNT,) €Y UYFUYF oldugu kullanilirsa
ta € {T,, T,, T5} elde edilir. O halde her t € (Ts N T,) \ T i¢in f3,(t) € {Ty, T,, T5} dir.

t € Ts \ T, olsun. Buradan (Ts \ T,) € Ts € Y* U Y U Y& U Y# oldugu kullanilirsa
ta € {T,,T,,T5,Ts} elde edilir. Boylece her t € Ts \ T, igin fy,(t) € {Ty,T,, T5, Ts} olur.
Ayrica Y& N Ts # @ oldugundan en az bir tane ts € Y& N T vardir. Buise tsa = Ts Ve t5 €
Ts demektir. Eger ts € T, S YA UYFUYF UYZ ise tsa € {T,, T, T3, T,} olur. Ancak bu
sonug tsa@ = Ts olmasiyla celisir. O halde en az bir t5 € Ts \ T, i¢in fy,(ts) = Ts dir.

t € T, \ Ts olsun. Buradan (T, \ Ts) € T, € Y* U Y§* U Y£ U Y oldugu kullanilirsa
ta € {T,,T,,T5,T,} elde edilir. Boylece her t € T, \ Ts i¢in fs,(t) € {T;,T,, T3, T,} olur.
Ayrica YZ¥ N T, # @ oldugundan en az bir tane t, € Y N T, vardir. Buise t,a = T, vet, €
T, demektir. Eger t, € Ts S YA UYS UYF UYE ise tya € {Ty,T,, T3, Ts} olur. Ancak bu
sonug t,a = T, olmastyla celisir. O halde en az bir t, € T, \ Ts icin f5,(t,) = T, dir.

te(TgnT,)\Teg olsun. Buradan (TgNT,) SYFUYFUYFUYFUYFUYE
oldugu kullanilirsa ta € {Ty, T,, T5, T4, Ts, Te } €lde edilir. O halde her t € (Tg N T,) \ T icin
fea(t) € {T1, T2, T3, T4, Ts, Te} dir.

t € Tg\ T, olsun. Buradan (Tg\T,) ST CYFUYSUYFUYFUYFUYEUYS
oldugu kullanilirsa ta € {T, T, T3, T4, Ts, Tg, T} elde edilir. Boylece her t € Tg \ T, igin
fra(t) € {Ty, Ty, T, Ty, Ts, Tg, Tg} olur. Ayrica Y& N Ty # @ oldugundan en az bir tane tg €
Y& N Tg vardir. Buise tga = Tg Ve tg € Tg demektir. Egertg €T, S Y UYFUYFUYA U
YA UYFUYS isetga € {Ty,T,, T3, Ty, Ts, T, T} olur. Ancak bu sonug tga = Tg olmasiyla
celisir. O halde en az bir tg € Ty \ T i¢in f5,(tg) = Tg dir.

t € T,\ Tg olsun. Buradan (T, \Tg) €T, CYFUYSUYFUYFUYFUYFUYH
oldugu kullanilirsa ta € {T;, T, Ts, T4, Ts, Tg, T} elde edilir. Boylece her t € T, \ Ty icin
foa(t) € {Ty, Ty, Ts, Ty, Ts, Tg, T, } olur. Ayrica Y¥* N T, # @ oldugundan en az bir tane t, €
Y¥ N T, vardir. Buise t;a = T, ve t, € T, demektir. Egert, € T S YA UYFUYFUYFU
YXUYEUYS iset,a € {Ty, Ty, Ts, Ty, Ts, Te, Tg} olur. Ancak bu sonug t;a@ = T, olmasiyla
celisir. O halde en az bir t, € T, \ Ty i¢in f3,(t;) = T, dir.

t € X\ Ty olsun. Buradan (X \ Ty) S X = U?=1 Y# oldugu kullanilirsa ta € Q elde
edilir. O halde her t € X \ Ty icin fo,(t) € Q dur.

Boylece a € Ry,(Q,D") i¢in (fia f2ar f3ar faa fsar foar f7ar faar foo) bigiminde bir

doniistimlerin sirali sistemi vardir.
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Diger taraftan, a # f olacak sekilde «,f € R,(Q,D") alalm. f, =

(fla'fZan3a'f4mfSaff6aﬁf7aff8aﬁf9a)’f/3 = (f1ﬁ:f2ﬁ,f3ﬁ'ﬁt/bfs;?:feﬁ»fmrfsﬁ'ffaﬁ)
olsun. Eger f, = fp ise her t € X igin f,(t) = fg(¢) dir. Buradan her t € X i¢in ta = tf
yazilir. Bu ise @ = f§ olmasi demektir. Ancak bu sonu¢ a # 8 olmasiyla celisir. O halde
farkli ikili bagintilarin sirali sistemleri farklidir.

Lemma 3.1.7 f: X — D dontisimii

fuiTy = {11} i) =Ty

fo:To > {T25 (1) =T,

f3: (775 n 774) \ 773 - {Tll TZ; T3}, f3(t) € {TllTZ' T3}

ﬁl: 775 \ 774 - {Tlf TZ: T3' T5}, f4-(t) € {Tlr TZ: T3' TS}

ve fy(ts) = Ts, 3ts € Ts \ Ty igin

fs:Ta\ Ts = {T1, Tp, T3, Ty}, fs(t) € {T1,T5, T3, Ty}

ve fs(ty) = T,, 3ty € T, \ Ts igin

f6: (778 n 777) \ ’176 - {Tll Tz, T3; T4-; TSI TG}I f6 (t) € {Tll TZI T3' T4-' T5, Té}
f7: ’178 \ ’177 - {Tll TZJ T3' T4, TS' T6l TB}I f7 (t) € {Tl' TZ' T3' T4-' TS! T6J TB}
ve f;(tg) = Tg, Aty € Ty \ T, igin

f8: 777 \ 778 - {Tlﬂ TZ' T3' T4-' TS' T6' T7}' f8 (t) € {Tli TZ' T3' T4-' TS' T6' T7}
ve fg(t;) = T,,3t; € T, \ Tg igin

fo:X\To = Q,fo(t) €Q

biciminde kisitlanisa sahip olsun. O zaman f = UxEX({x} X f(x)) € Bx(D) regiiler
elemandir ve ¢, tam f - izomorfizmasidir. Béylece f € R, (Q,D") dir.
Ispat: Oncelikle V(D, ) = Q oldugunu gorelim. V(D,B) = {YB|Y € D} kiimesi, f

doniisiimiiniin dzellikleri, T, = UxeT xf ve D' € D olmasi kullanilarak

T,€Q=>Tp=T,=>T,€V(D,P)

T,eEQ=>T,=T,=>T,€V(D,pB)

T, €Q>TaB=T,UT, =T =>T; € V(D,B)
T,LEQ>TB=T,UT,UT,UT, =T, > T, €V(D,B)
Tc€Q=>Tsf=T,UT,UT;UTs =Ts = Ts € V(D, )

Te €Q=>Tef = (TsUTYB = (TsPUTB) =TsUTy =T > Tg €V(D, )
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T7EQ3’177B=T1UT2UT3UT4UT5UT6UT7=T7$T7EV(D,[;)
TgeQ3’178B=T1UT2UT3UT4UT5UT6UT8=T8$TSEV(D,[;)
To€Q=>Tof =(TgUT))B=(TefUT,B) =Ty UT, =Ty =Ty €V(D,B)

elde edilir. Béylece Q < V(D, B) olur. Tersine Z € V(D, B) olsun. O zaman Z = Y olacak
bicimde Y € D vardir. Buradan Q nun birlesime kapali olmasi ve her y € Y i¢in f(y) € Q

oldugu kullanilirsa Z = Y[ = Uer yB = Uyeyf(y) € Q dur. Boylece V(D, ) < Q olur.

O halde V(D, 8) = Q dur.
Diger yandan @ € Q oldugundan g ikili bagmtisinin = U (YTB X T)

bigiminde quasinormal gosterimi vardir. f nin tanimindan her x € X i¢in f(x) = xf dir.

TeV(X*,B)

Buradan V(X*,B8) = V(D,B) = Q oldugu kolayca goriilebilir. Boylece f = U9 1(Yiﬁ X
i
T) bi¢cimindedir.
t € Ty ise t = f(t) = T; oldugundan t € Y elde edilir. O halde T; < ¥* dur.
t € T, ise tB = f(t) = T, oldugundan t € Y* elde edilir. O halde T, < Y? dur.
teﬁ=7T1U772U((fsnﬂ)\f3)Uﬂ\ﬂ ise tp = f(t) €{T1, T3, T3, Ty}
oldugundan t € YP u¥f uvf uY! eldeedilir. Ohalde T, c Y/ u v/ uvf uyf ar.
teTg =T, UL U(TsNTO\T)UTs\T, ise  tB=f(t) €{Ty, T, T5Ts}
oldugundan t € Y2 uYf uYf uYf eldeedilir. Ohalde Ts c Y uvf uyf uyf dar.
teT, =(T\T)U((TeNT)H\T)UTsUT, ise tB = f(t) €
{Ty, Ty, T3, Ty, Ts, Te, T} oldugundan t € Y uyf uyf uyf uvfuyf uy? eldeedilir.
Ohalde T, c P uyfuvfuyfuvfurfuy’f ar
teTg=Te\TH)U((TsnTH\T)UTUT, ise th=f(t)€
{Ty, Ty, T3, Ty, Ts, Ts, Tg} oldugundan t € Y uyf uyf uyf uvfuyf uy? eldeedilir.
Ohalde Ty c Y/ uyfuvf uyfuvfurfuyf ar
Ayrica en az bir ts € T, \ Ts icin f5(t,) = T, oldugundan Yf N T, # @ dir. Benzer
olarak f, f7, fg doniisiimlerinin 6zelliklerinden Y& NTs # @,V NT, #@ve Y& NTg # @

olur.

Boylece i=12,..9 icin ¢(T;)=T, bi¢ciminde tanimh ¢:Q - D' =

{T,,T,, T3, Ty, Ts, Tg, T, Tg, To} doniisiimii § igin Teorem 3.1.4’deki kosullar1 saglar. Ustelik
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her T € V(D,B) igin @(T)B = TB =T saglandigindan ¢, tam £ - izomorfizmasidir. O
halde 8 € R, (Q,D") dir.
Lemma 3.1.6. ve Lemma 3.1.7’den goriildiigii iizere R, (Q, D") ile ayrik doniisiimlerin

siral1 sistemlerinin kiimesi arasinda birebir esleme vardir.

Teorem 3.1.8 Q, XI —yarilatisii¢in D' = {Ty, T,, T3, T4, Ts, Ts, T7, Tg, To} ile Q arasinda

bir « — izomorfizmasi varsa ve Q(Q) = m, ise Bx(Q) nun regiiler elemanlarinin sayisi

IR(D")| = my - 8 - 3ITNTO\T5 . (4|T_5\ﬁ| — 3|T_5\T—4|) . (4|T—4\T_5| - 3|T_4\T—s|) :

61 TTNTSl . (7N — gIT\T 1Y . (7IT\Tol — 6ITATal . gIX\To|

olur.
Ispat: Lemma 3.1.6 ve Lemma 3.1.7 gostermektedir ki, @ € By(D) regiiler eleman,

V(D,a)=Q ve @:Q—>D'" bir tam a - izomorfizmasi olmak {izere,

(fiw o faa faar fsar foar f7ar foar foa) Dicimindeki farkli sirali sistemlerin sayisi ile

R,(Q,D") kiimesinin eleman sayis1 birbirine esittir. Tanim 2.2.23’den olusturulabilecek

flou fZa' f3ar ﬁla' f5a: f6a~ f7a: f8a~ f9a dénﬁsﬁmlerinin Say1s1 SlraSIYIa

1,1, 3I(T_sﬂT_4)\T_3|, (4|T_5\T_4| _ 3|T_s\ﬁ|), (4Iﬁ\T_5| _ 3|T_4\T_s|)'

6I(T_sﬂT_7)\T_e|, (7|T_8\T_7| _ 6|T_8\T_7|)’ (7|T_7\T_8| _ 6|T_7\T_8|)’ gIX\To|

olarak bulunur. Dolayistyla

IR, (Q,D")| = 3ITENTONT | (4IT\Tal _ 3IT\TATY . (4IT\T5| — 3ITa\TEl .

6ITNTNTG| . (71T\T7| _ gITa\T7 1) . (7ITA\Tel — 6IT\Tl) . gIX\Tl
olur. Ayrica Q nun otomorfizmleri

i = (T1T2T3T4T5T6T7T8T9) _ <T1T2T3T4T5T6T7T8T9)
Yo T\ T, ST, TS T T T Ty ) ™

T T T3TyTsTeT;TgTy

L= <T1T2T3T4T5T6T7T8T9) .= (T1T2T3T4T5T6T7T8T9>
2 Ty T, T3TsTyTe Ty TgTo) 3 T\ T3 Ty TsTeTgT Ty

. = (T1T2T3T4T5T6T7T8T9) = (T1T2T3T4T5T6T7T8T9>
4 T, Ty T3TsTyTe Ty TgTo) 3 T Ty T3TyTsTeTgT7 Ty
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. =(T1T2T3T4T5T6T7T8T9) . =(T1T2T3T4T5T6T7T8T9>
¢ T\ L TsTs Ty TeTsT;To)" 7 \T, Ty TsTsTyTeTT7 To

olup g = 8 tanedir. O halde Lemma 2.3.17 kullanilarak

IR(D")| = my - 8 - 3ITENTONT| . (4F\Tal _ 3T\Tal) . (4IT\TS| — 31T .
6| TTNTel . (71Nl — IT\T1Y . (7ITA\Tol — gIT\Tal) . gIX\To|

oldugu gortiliir.

Ornek 3.1.9 X =1{1,23456} ve D= {T1 ={1},T, ={2},T; = {1,2},T, =
{1,2,3}, Ts = {1,2,4}, T, = {1,2,3,4}, T, = {1,2,3,4,5}, Ts = {1,2,3,4,6},Tg =
{1,2,3,4,5,6}} olsun. D kiimelerdeki birlesme islemine kapali oldugundan tam X - yarilatistir.
Ayrica Lemma 3.1.2°deki kosullar1 saglar ve T; NT, =@ dir. Dolayisiyla tam XI —
yarilatistir. Q = D olarak alalim. O zaman Q(Q) = 1 ve Q nun otomorfizmlerinin sayisi g =

8 tiir. Buradan Teorem 3.1.8 kullanilirsa By (Q) nun regiiler elemanlarinin sayisi
IR(@|=1-8-3°- (41 —3Y)-(4' -=31)-6°- (71 -6 - (7' —6')-9° = 8

olarak bulunur.

Teorem 3.1.10 Q, XI — yarilatisi i¢in By (Q) nun sag birim elemanlarinin sayis1

|E)((r)(Q)| = 3I(TsNTu\T3] . (4|T5\T4| — 3|T5\T4|) . (4|T4\T5| — 3|T4\T5|) .

6|(TsnT7)\T6| . (7|T8\T7| _ 6|T8\T7|) . (7|T7\Ts| _ 6|T7\T8|) . 9|X\T9|

olur.
ispat: Lemma 2.3.14’den dolay1 E{”(Q) = Riay(Q, Q) dur. Teorem3.1.8°’de D' = Q

alinirsa

|EX ()] = |Riag (@ @] = R0, @) |

olur. Buradan Teorem 3.1.8 kullanilarak
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| E)((r)(Q)| = 3ITSOTONTS | (4ITs\Tal _ 3IT\Tl) L (4ITa\Ts| — 3ITa\Ts])

6|(T8nT7)\T6| . (7|T8\T7| _ 6|T8\T7|) . (7|T7\T8| _ 6|T7\T8|) . 9|X\T9|

sonucuna ulagsilir.

3.2. Y'g(X, 8) simifi

D nin

ThclzcTycTscTgcTg, T, cTzcTycTs cTg CTyg,
ThclzcT,cTscT,cTg T, cT3cT,cTscT, CTsg,
T\T # @, To\Th # @, Te\T7 # @, T;\Ts # O,

T1UT, =T3,T¢UT, =Ty

kosullarini saglayan Q = {Ty, T,, T3, Ty, Ts, Tg, T7, Tg} tam X - yarilatisini alalim. Q nun

diyagrami asagida verilmistir.

¥z

-hh‘i uH

-

Hh 5
Sekil 3.4. Q = {Ty, T, T3, T4, Ts, Ts, T7, Tg} tam X — yarilatisinin diyagrami

[k olarak XI — yarilatis olmast icin gereken kosullar1 belirleyelim.

Lemma 3.2.1 Q nun tam XI — yarilatis olmasi igin gerek ve yeter kosul T; N T, = @
olmasidir.
Ispat: Verilen kosullar1 saglayan Q = {Ty,T,,Ts, Ty, Ts, T, T5, Tg} tam X — yarilatisinin
diyagrami Sekil 3.4’deki gibidir. C(Q) = {Py, P,, P, P, P, Ps, P;, Pg} Q nun karakteristik
kiimeler ailesi ve 6:Q — C(Q),0(T;) =P, (i =1,2,...,8) Kkarakteristik doniisiimiinii
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alalm. O zaman Q =UQ =Ty Ve 9(@) = 0(Tg) = Py oldugu kullanilirsa her T; € Q

elemani T; = Pg U Ureg(r;) 0(T) bigiminde yazilabilir. Boylece

T8=P8UUT€Q(T8)9(T)=P8UP7UP6UP5UP4UP3UP2UP1

T7=P8UUT€Q(T7)9(T)=P8UP6UP5UP4UP3UP2UP1

T6=P8UUT€Q(T6)9(T)=P8UP7UP5UP4UP3UP2UP1

T5 = P8 U UTEQ(TS)H(T) = P8 UP4_ UP3 UPZ UP]_

T4_ = P8 V) UTEQ(T4) H(T) = P8 V) P3 V) PZ V) Pl (33)

T3 - P8 V) UTEQ(TS)B(T) - Pg V) PZ V) P1

T, = Pg U Ureger,) 0(T) =P U P,

Ty = Pg U Uregr)0(T) =P UPR,

esitlikleri elde edilir. Burada Py, P,, P3, P, P, P; temel kaynak elemanlar1 oldugundan bos

kiimeden farklidir. Ps, Pg yardimei1 kaynak elemanlaridir ve bos kiime olabilirler.

Simdi her t € Q i¢in Q, kiimesini belirleyelim. Q = Tg = P, UP, UP,UP; UP, U

P; U P, U P, bigiminde ayrik kiimelerin bilesiminden olustugu i¢in, her bir t € Q elemani bu

kiimelerin sadece bir tanesinin elemanidir. Boylece esitlik (3.3) den yararlanilarak

t € Py
tep,
t€P,
t €Ps
teP,
t € P,
teP,
teP,

ise Q@ = Q

ise Qp = {Tg, T¢}

ise Qp = {Tg, T7}

ise Q¢ = {Ts, T7, Te}

ise Q¢ = {Ts, T, Te, Ts}

ise Q¢ = {Ts,T7,Te, Ts, Tu}

ise Q¢ = {Ts, T, Ts, Ts, Ty, T3, T1}
ise Q¢ = {T5, T, T¢, Ts, Ty, T3, T2}

olur. Bu esitliklerden yararlanilarak her bir Q; kiimesinin N(Q, Q;) ile gosterilen alt

sinirlarinin kiimesi

t € Py
tep,

ise N(Q,Q,) =0
ise N(Q' Qt) = {T1, TZ' T3' T4' TS' T6}
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t € Pg ise N(Q,Qp) ={T1,T5,T5,Ty, Ts, T7}
t € Ps ise N(Q,Qy) ={T1,T5,T5,Ty, Ts}

t € Py ise N(Q,Qr) ={T1, T2, T3, T4, Ts}

t € Py ise N(Q,Q) = {T1, T, T3, Ty}

t € P, ise N(Q,Q) = {T4}

t € Py ise N(Q,Qp) ={T3}

bi¢giminde elde edilir. O zaman her bir Q; kiimesinin, A(Q, Q;) =U N(Q, Q;) seklinde

verilenen biiylik alt sinirlarinin kiimesi

t € Pg iseUN(Q,Q) =0
teP, iseUN(Q,Q) =Tg
te P, iseUN(Q,Q) =T,
t € P; iseUN(Q,Q;) =Ts
teP, iseUN(Q,Q;) =Ts (3.4)
teP; iseUN(Q,Qy) =T,
teP, iseUN(Q,Q) =T,
teP iseUN(Q,Qy) =T,

olarak bulunur.

Q, XI—yanlatis olsun. O zaman her t € Q i¢in A(Q,Q;) € Q kosulu saglanir. Ancak
esitlik (3.4) den t € Pg olursa U N(Q, Q;) = @ & Q oldugu goriilmektedir. O halde Pg = @
dir. Buradan P; ve P, ayrik kiimeler oldugundan esitlik (3.3)den T, = PgU P, ve T; = Pg U
P, esitlikleri kullanilirsa T; N T, = P; N P, = @ elde edilir.

Tersine T, N T, = @ olsun. O zaman Pg = @ olur ve her t € Q i¢in A(Q,Q,) € Q

kosulu saglanir. Ayrica (3.4) esitliginden

teT, =P, =T, =AQ,Q)
teT, =P =T, =AQ,Q)

t€T3:P2UP1 ﬁA(Q!Qt)E{TlﬁTZ}
= T3 =Ty UT, = Uer, AQ, Q)

tET4=P3UP2UP1 iA(Q,Qt) E{Tl,Tz,T4}
=Ty =Ty UT, UTy = Uer, AQ, Q)
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tET5:P4UP3UP2UP1 :>A(Q,Qt) E{Tl,Tz,T4,T5}
2> Ts =T UT, UT, UTs = Uer, AQ, Q)

t€ETe=P,UPsU---UP, =AQ,Q,) €({T,T5,Ty,Ts,Te}
= Te=T1UT, UT, UTs UTg = Uer, AQ, Q)

tET7:P6UUP1 :A(Qth) E{Tl,Tz,T4_,T5,T7}
=T, =TyUT,UT, UTs UT; = Uer, AQ, Q)

teTg=T,UTs = AQ,Q¢) €{T1, T, Ty, Ts,Ts, T}
= Tg =T; U Te = User, A(Q, Q)

elde edilir. Boylece Tanim 2.2.12°den Q, XI — yarilatistir.

Simdi V(D, a) = Q kosulunu saglayan ve a = U?z 1(Yi“ X T;) quasinormal gosterime
sahip olan bir & € Bx(Q) reguler elemaninin 6zelliklerini belirleyelim.

Lemma 3.2.2 Q nun G = {Ty,T,, T3, T4, Ts, Tg, T} lireteg kiimesini alalim. O zaman
T, T5, Ty, Ts, Tg, T, elemanlari sirasiyla 5T1, GTz' GT4' GTS, GTG, GT7 kiimelerinin limit olmayan
elemanlaridir ve T; elemani (fT3 kiimesinin limit elemanidir.

Ispat: i = 1,2,...,7 i¢in GTl. kiimeleri

éTl = {T1}

GTZ = {T,}

GT3 = {Ty, T5, T3}

én = {Tl' T, Ts, T4}

GT5 ={Ty, T2, T5, Ty, Ts}
={T, T3, T5, Ty, Ts, Te}
={T1, T2, T3, T4, Ts5, T7}

seklindedir. Buradan

T\U(Gr,, T1) = T\U (Gr, {T1}) =T,\@ =T, # @
T\(Gr, Ty) = To\U (G, {T2}) =T,\@ =T, # @
Ts\l(Gr,, T3) = T5\U (Gr,,{Ts}) = Ts\Ts = @
T\(Gr,, Ty) = T\U (Gr,, {Ty}) = T\Ts # 0
Ts\l(Gr,, Ts) = Ts\U (Gr,, {Ts}) = Ts\T, # 0
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Ts\l(GTG»Te) = Te\U (GTG'{T6}) =Te\Ts # @
T7\I(GT7:T7) =T;\U (GT7'{T7}) =T \Ts # @

elde edilir. O halde T;,T,, Ty, Ts,Ts, T; elemanlan swrasiyla G, Gr,, Gr,, G, Gr,, G,
kiimelerinin limit olmayan elemanlaridir ve T elemant GT3 kiimesinin limit elemanidir.

Teorem 3.2.3 a € Bx(Q) i¢in V(D, @) = Q kosulu saglansin ve @ nin quasinormal
gosterimi a = Uil(Yia x T;) olsun. Bu durumda a nin By (D) nin regiiler eleman1 olmast

icin gerek ve yeter kosul Q dan D nin bir D" alt yarilatisine

o(T,) € Y,

@(T,) € Yy,

o(T) S YFUYSUYFUYSE,

o(Ts) SYPUYSUYSUYFuYs,
o(Tg) SYFUYFUYSUYFUYSUYS,
o(T,) CYFUYSUYFUYFUYSUYE,
YENno(T,) #0,YS noTs) = ¢
YEN@(Te) # 0,7 no(T,) =0

kosullarini saglayan bir ¢ tam a — izomorfizmasinin var olmasidir.

Ispat: a € Bx(D) regiiler eleman olsun. Q tam XI — yarilatis ve V(D,a) = Q
oldugundan V (D, @) tam XI — yarilatistir. O zaman Teorem 2.3.9’dan Q dan D nin D’ alt
yarilatisine bir ¢ tam izomorfizma vardir. Ayrica yine ayni teoremden dolayr her T €
V(D,a) i¢in ¢(T)a =T saglandigindan ¢ tam a — izomorfizmasidir. Teorem 2.3.9 b)
sikk1 uygulanirsa

p(Ty) €Y7,

p(T,) € Y7,

o(T;) S YFUYFUYE,

o(T,) SYFUYSUYEUYE,

p(Ts) S U UYFUYFuYd,
o(Te) SYUYSUYFUYFUYEUYE,
e(T) SYFUYSUYSUYFUYSUYS
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elde edilir. Bu denklemlerden ¢ (T;) € Y* ve ¢(T,) € Y5* kullanilarak

o(T3) €S p(T3) VY = (T UT,) UYS p(T) U @(T,) U Yy

YPUYFuYy

n 1

oldugu elde edilebilir. O yiizden ¢(T3) S Y{* U Y5* U ¥5* kosulunu yazmaya gerek yoktur.
Ayrica Lemma 3.2.2°den Ty,T,, T4, Ts, Tg, T, elemanlarinin limit olmayan elemanlar

olduklar1 g6z oniine alinirsa Teorem 2.3.9 ¢) sikkindan

YPne(T)#0, Y neT) =0, YPne(T,) +0,Yne(Ts) #0

Ye' no(Te) # 0,Y7 Nno(T;) # @
olur. ¢(T;) € Y oldugundan Y;* N @(T;) # @ ve ¢(T,) S Y5* oldugundan Y5* N ¢(T,) #
@ her zaman saglanacaktir. O yiizden bu kosullar1 yazmaya gerek yoktur. O halde verilen
kosullar1 saglayan bir ¢ tam « — izomorfizmasi vardir.

Tersine Q dan D nin D' alt yarilatisine verilen kosullar1 saglayan bir ¢ tam a —
izomorfizmasi var olsun. V(D, @) = Q oldugundan V (D, @) tam XI — yarilatistir. O zaman
Teorem 2.3.9 a)-c) sikki saglanir. Simdi Lemma 3.2.2°den T5 elemaninin éTS kiimesinin
limit elemant oldugunu kullanarak B(T3) = {Z € ﬁTg Y7 N o(T;) + (D} kiimesini
olusturalim. Eger Y* N @ (T5) = @ ise ¢(T3) = ¢(T;) U o(T,) S Y* U YS olur. Boylece
@(Ty) € @(T;) € Yy elde edilir. Ancak bu sonug @(T;) € Y* olmasiyla ¢elisir. O halde
YZ¥ N @(T;) # @ oldugundan T; € B(T;) dir. Benzer olarak eger Y3* N ¢ (T;) = @ ise
o(T3) = (M) VU(T,) S YFUYs olur. Boylece ¢(T,) € @(T;) € Y elde edilir.
Ancak bu sonug ¢ (T,) € Y3* olmasiyla gelisir. O halde Y5* N ¢ (T3) # @ oldugundan T, €
B(T5) dir.

Bulunan sonuglar kullanilarak U B(T5;) = T; U T, = Ty yazilabilir. Teorem 2.3.9’dan
a € By (D) regiiler elemandir.

Sonug¢ 3.2.4 a € Bx(Q) i¢in V(D,a) = Q kosulu saglansin ve a nin quasinormal
gosterimi a = Uil(Yia X T;) olsun. Bu durumda a nin By (D) nin regiiler eleman1 olmasi

icin gerek ve yeter kosul

T, C Y&,

T, C Y&,
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T, SYFUYFUYFUYSE,

Ts CYPUYFUYSUYFUuYs,

Te CYPUYFUYFUYSUYEUYE,
T, CYPUYFUYFUYFUYSUYSE,
YPNT, #0,Y¥NTs #0
YéNTe#0,Y NT, #0

kosullarinin saglanmasidir.

Ispat: a sag birim elemani olsun. O zaman a ayn1 zamanda regiiler ve idempotent
elemandir. Teorem 3.2.3’deki kosullar1 saglayan bir ¢ tam a — izomorfizmas: vardir.
Teorem 2.3.19°dan ¢ nin V(D, @) nin birim doniisimii oldugu kullanilarak istenilen elde
edilir. Tersine verilen kosullar1 saglansin. O zaman V (D, @) nin birim doniisiimii olarak
alman ¢, Teorem 3.2.3’deki kosullar1 saglamis olur. Boylece a regiiler elemandir. Teorem
2.3.19°dan a idempotent elemandir. Ayrica ¢ tam a — izomorfizmasi birim doniisiim
oldugundan her T € Q igin @(T)a =Ta =T olur. O halde V(Q,a) = Q dur. Teorem
2.3.4’den a, Bx(Q) nin sag birim elemanidir.

Simdi Q = {Ty, T,, T3, Ty, Ts, T, T, Tg} tam X1 — yarilatisi i¢in Teorem 3.2.3’de verilen
kosullar1 saglayan a € Bx(D) reguler elemanlarinin sayisin1 hesaplayalim.

a € Bx(D), V(D,a) = Q kosulunu saglayan ve a = U?zl(Yi“ x T;) quasinormal
gosterime sahip olan bir regiler eleman olsun. O zaman @ dan D' =

{o(T), (Ty), ..., (Tg)} kiimesine Teorem 3.2.3’nin kosullarin1 saglayan bir ¢ tam «a -

izomorfizmasi vardir. Yani @ € R,,(Q,D") dir. i = 1,2, ....8 i¢in ¢(T;) = T, ile gdsterelim.

n T

Sekil 3.5. D' = {T;, T,, T3, Ty, Ts, Tg, T, Tg} kiimesinin diyagrami
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Buradan asagidakiler saglanir.

T, € YF,

T, Y5,

T, CY UYSUYfUYy,

T CYPUYFUYFUYFUYE,

Te CYPUYFUYFUYFUYAUYS,
T, CY UYFUYfUYFuYFuYs,

YENT, #0,YNTs #0,Y NT, #0,YFNT, # 0

Ayrica esitlik 3.3°deki formal esitliklerden yararlanarak
Py =Ty P, =T;,P3 =Ty \T5,PLUPs = (T NTe) \ Ty,
Ps =T7\Tes, P; =T \ T;

yazilabilir. i = 1,2, ...,8 olmak lizere P; kiimeleri ayrik kiimelerdir ve U?z Pi=Tg dir

Boylece
{T1, T5, Ta\ T3, (T; N Te) \ Ty, T7 \ T, T \ T7, X \ Tg}

kiimesi X in bir parcalanisidir. Dolayisiyla bu kiimelerin tam a - izomorfizmas: altindaki

goriintlilerinden olusan
{T, T, Ty \ T, (T; N T) \ Ty, Ty \ Ts, Te \ T7, X \ Tg}

kiimesi de X in bir pargalanisi olur.

Lemma 3.25 Her a € R,(Q,D') igin Ty, T, Ty \ T3, (T, NTg) \ To, Ty \ To, T \
T,,X \ Tg kiimeleri iizerinde tanimli bir ayrik doniisiim sistemi vardir. Ustelik farkli ikili
bagintilarin ayrik doniisiim sistemleri birbirinden farkhidir.

Ispat: @ € R,(Q,D") olmak iizere her t € X i¢in f,(t) = ta bi¢iminde tanimlanan
fo: X = D doniisiimiinii alabm. f,, doniisiimii swrasiyla Ty, T, Ty \ T3, (T, N Tg) \ Ty, T; \
Te, T \ T7, X \ Tg kiimeleri iizerinde fi g4, foa faa faar fsar foar fre Olarak kisitlansin. Simdi

i =1,2,..,7 i¢in Y kiimelerinden yararlanarak bu doniisimlerin 6zelliklerini belirleyelim.
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t € T; olsun. O zaman ¢ € Y* dir. Béylece ta = T; oldugu elde edilir. O halde her t €
T, icin fi,(t) = T, dir.

t € T, olsun. O zaman t € Y dir. Bdylece ta = T, oldugu elde edilir. O halde her
t € T, igin foq (t) = T, dir.

t € T, \ T; olsun. Buradan (T, \ T5) € T, € Y* U Y§* U Y£ U Y oldugu kullanilirsa
ta € {T;,T,,T5, T4} elde edilir. Boylece her t € T, \ T; i¢in f3,(t) € {Ty,T,, T5, T4} olur.
Ayrica Y N T, # @ oldugundan en az bir tane t, € Y* N T, vardir. Buise t,a = T, Ve t, €
T, demektir. Eger t, € T; S Y UYS UYE ise tya € {Ty, Ty, T3} olur. Ancak bu sonug
tya = T, olmastyla gelisir. O halde en az bir t, € T, \ T; i¢in f3,(ts) = T, dir.

t € (T,NTg) \ T, olsun. Buradan (T, NTe) SYFUYFUYFUYEUYE oldugu
kullanilirsa ta € {Ty, Ty, T3, Ty, Ts} elde edilir. O halde her ¢t € (T, N Tg) \ T, igin f,,(t) €
{T1, Ty, T3, Ty, Ts} dir. Ayrica Y& N Tg # @ oldugundan en az bir tane tg € Y& N Tg vardir.
Bu ise tsa =Ts ve tg € Tg demektir. Eger ts €T, SYFUYSUYFUYF ise tga €
{Ty, T,, T3, T,} olur. Ancak bu sonug tsa = Ts olmasiyla gelisir. O halde en az bir t5 € Ts \
T, icin fo,(ts) = Ts dir.

t € T, \ T olsun. Buradan (T, \Tg) €T, S Y2 UYF UY§ U YT U Y UYH oldugu
kullamilirsa ta € {Ty,T,,T5, Ty, Ts, T;} elde edilir. Boylece her t € T, \ T icin fs,(t) €
{T1,T,, T3, Ty, Ts, T, } olur. Ayrica Y* NT, # @ oldugundan en az bir tane t; EY* N T,
vardir. Bu ise t;a = T, ve t, € T, demektir. Eger t, € T¢ S YFUYFUYF UYFUYEU
Y& isetya € {Ty, Ty, Ts, Ty, Ts, T } Olur. Ancak bu sonug t,a = T, olmasiyla gelisir. O halde
enaz birt, € T, \ T i¢in f5,(t;) = T, dir.

t € Tg \ T, olsun. Buradan (Tg \ T;) S Te S VA UYS UYF UYEUYE UYE oldugu
kullanilirsa ta € {Ty,T,, T3, Ty, Ts, Te} elde edilir. Boylece her t € Ty \ T, icin [y, (t) €
{T1, Ty, T3, T4, Ts, Te} olur. Ayrica Y N Ty # @ oldugundan en az bir tane tg € Y¥ N T
vardir. Bu ise tga = Ty Ve tg € Ty demektir. Eger tg €T, S YA UYFUYFUYFUYSU
Y7 isetga € {Ty, Ty, T3, Ty, Ts, T} olur. Ancak bu sonug tga = Ty olmasiyla gelisir. O halde
en az bir tg € Ty \ T, icin fgo (tg) = Tg dur.

t € X \ Tg olsun. Buradan (X \ Tg) € X = U?zl Y# oldugu kullanilirsa ta € Q elde
edilir. O halde her t € X \ Ty i¢in f,,(t) € Q dur.

Boylece a € R, (Q,D") i¢in  (fiw foar s faa: foar foar f7o)  Digiminde  bir

doniisiimlerin siral1 sistemi vardir.
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Diger taraftan, a # f olacak sekilde «,f € R,(Q,D") alalm. f, =

(1w f2a f3a faw s foar f7a) VE fp = (flﬁrfzﬁ'f3/3'ﬁLBIfSﬁ'f6ﬁ'f7/3’) olsun. Eger f, = f3
ise her t € X igin f,(t) = fp(t) dir. Buradan her t € X i¢in ta = tf yazilir. Buise a =
olmasi demektir. Ancak bu sonu¢ a # f§ olmasiyla ¢elisir. O halde farkl: ikili bagintilarin
stral sistemleri farklidir.

Lemma 3.2.6 f: X — D donlisimii

fiTy > {Ti} i) =Ty

f2:T, > {To}, 1(t) = T,

f3: Ty \ Tz = {T1, T2, T3, Ty}, f3(t) € {T, Ty, T3, Ty} Ve f3(ty) = Ty, Aty € T, \ T igin
ﬁl: (777 N 776) \ 774- - {TpTz; T31T41 TS}r f4-(t) € {Tl' T21T3' T4-' TS}

ve fy(ts) = Ts, 3ts € Ts \ T, i¢in

f5:T; \Ts = {T1, T2, T3, Ty, Ts, T3, fs(t) € {T1, T, T3, Ty, Ts, Ty }

ve f5(t;) = T,,3t, € T, \ Tg i¢in

fe:Te \T; = {T1, T2, T3, Ty, Ts, Te}, fo(t) € {T1, T2, T3, Ts, Ts, T}

Ve fs(te) = Te, Ats € Ty \ T igin

f:X\Tg = Q,f(t) €Q

biciminde kisitlanisa sahip olsun. O zaman f = UxEX({x} X f(x)) € Bx(D) regiiler
elemandir ve ¢, tam f - izomorfizmasidir. Béylece f € R, (Q,D") dir.
Ispat: Oncelikle V(D, 8) = Q oldugunu gérelim. V(D, ) = {YS|Y € D} kiimesi, f

doniisiimiiniin dzellikleri, T, = Uxe’l_" xB ve D' € D olmasi kullanilarak

T,€Q=>Tp=T,=>T,€V(D,P)

T,eEQ=>T,=T,=>T,€V(D,pB)

T, €Q>TaB=T,UT, =T =>T; € V(D,B)
T,LeEQ=>T,L=T,UT,UT,UT, =T, =T, €V(D,p)
Tc€Q=>Tsf=T,UT,UT;UT,UTs =Ts = Ts € V(D, )
Te€Q=>Tef =T, UT,UT3UT,UTs UT, =T, = T, € V(D,B)
T,eQ=>T,=T,UT,UT3UT,UTsUT, =T, > T, € V(D,B)
Te€Q=>Tgf = (T;UTe)B = (T,BUTef) =T, UTg =Tg = Tg € V(D, B)
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elde edilir. Boylece Q < V(D, B) olur. Tersine Z € V(D, B) olsun. O zaman Z = Y olacak
bicimde Y € D vardir. Buradan Q nun birlesime kapali olmasi ve her y € Y i¢in f(y) € Q

oldugu kullanilirsa Z = Y[ = Uer yB = Uyeyf(y) € Q dur. Boylece V(D, ) < Q olur.

O halde V(D, 8) = Q dur.
Diger yandan @ ¢ Q oldugundan g ikili bagmtisinin f = U (YTﬁ XT)

bigiminde quasinormal gosterimi vardir.  nin tanimindan her x € X i¢in f(x) = xf dir.

TeV(X*,B)

Buradan V(X*,8) = V(D,B) = Q oldugu kolayca goriilebilir. Boylece f = U8 1(Yiﬁ X
=

T) bicimindedir.

t € Ty ise tB = f(t) = T; oldugundan t € Y elde edilir. O halde T; < ¥ dur.

t € T, ise tp = f(t) = T, oldugundan t € Y* elde edilir. O halde T, < Y dur.

teT,=T,uT, U(T,\T5) ise tB = f(t) € {Ty, T», T, T,} oldugundan t € ¥ U
vyPuyfuy? eldeedilir. Ohalde T, c Y/ uy? uyf uyf ar

teTs =T, UT, U ((777 N Te) \774) U (T, \T3) ise tB = f(t) €{Ty, T, T5, Ty, Ts}
oldugundan t € Y  uYP uyYP uvf uv?  elde edilir. O halde T; c Y uyf uvfu
Yf U Ysﬁ dir.

t €T =TsU(Ty\Ty) ise tB = f(t) € {Ty, Ty, T3, Ty, Ts, Ts} oldugundan ¢ € ¥ u
vPuvfurfurvfuy? eldeedilirohalde T, c v uvfuyf uyfurvfuy’ ar

teT, =Ts U(T;\Te) ise tp = f(t) € {Ty, Ty T3, Ts, Ts, Ty} oldugundan ¢ € Y7 u
vPurfuyfuvfuy? eldeedilir. ohalde T, c Y/ uyf uvfuyfuvfuy? ar

Ayrica en az bir t, € T, \ T3 i¢in f3(t,) = T, oldugundan Yf N T, # @ dir. Benzer
olarak f, fs, f doniisiimlerinin 6zelliklerinden Y¥ NTs # @, Y NTg #Ove Y N T, # @

olur.

Boylece i=12,...8 i¢in ¢(T;)=T, bi¢ciminde tanimh ¢:Q - D' =
{T,T,, T3, Ty, Ts, Te, T, Tg} doniisiimii B icin Teorem 3.3’deki kosullar1 saglar. Ustelik her
T € V(D,B) icin (T)B = TP = T saglandigindan ¢, tam f - izomorfizmasidir. O halde
B € R,(Q,D") dir.

Lemma 3.2.5 ve Lemma 3.2.6’dan goriildiigii iizere R, (Q, D") ile ayrik doniisiimlerin

siral1 sistemlerinin kiimesi arasinda birebir esleme vardir.
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Teorem 3.2.7 Q, XI — yarilatisi igin D' = {Ty,T,, T3, Ty, Ts, T, T7, Tg} ile Q arasinda

bir a — izomorfizmasi varsa ve Q(Q) = m, ise Bx(Q) nun regiiler elemanlarinin sayisi

N o= -4 (4T\T5| _ 3TT] . gl TGNTNTS] . (cITo\Tal _ 4[T5\Tal
IR(D)| =my-4- (4 3 5 5 4
 (6\Tel — 5ITATENY . (6ITa\TF| _ 5ITe\T) . glx\Th|

olur.
Ispat: Lemma 3.2.5 ve Lemma 3.2.6 gostermektedir ki, @ € By(D) regiiler eleman,

V(D,a)=Q ve @:Q—>D" bir tam a - izomorfizmasi olmak {izere,
(frar foa f3a faa o foar f7o) bigimindeki farkli sirali sistemlerin sayisi ile R(p(Q,D’)

kiimesinin eleman sayisi birbirine esittir. Tanim 2.2.13’den dolay1 olusturulabilecek

fia f2a0 [3a> faa fsar fear f7o dOnlislimlerinin sayist sirasiyla

1,1, (4TS — 3T, 51TV (SITS\TRl _ 4IT5\TRl,

(6T\Tel — 5IT\T), (6ITo\T7 — 5ITe\T7 1), gIX\Tol

olarak bulunur. Dolayistyla

IR, (Q,D")| = (47Tl — 3IT\T) . 5IFNTONTS| . (5IT5\Tal _ 4IT5\Tal)
- (6IT\Tel — 5ITATEl) . (6T6\T5| — 5IT\TS 1) . glx\Tl

olur. Ayrica Q nun otomorfizmleri

g _(T1T2T3T4T5T6T7T8) _(T1T2T3T4T5T6T7T8)
Y T\ LT T TsTo T Ty ) ¥ = \ Ty Ty TaT, T T T, T

0= (T1T2T3T4T5T6T7T8) _ (T1T2T3T4-T5T6T7T8>
T\ T, T3TyTsT; T Tg )" te T Ty T3TyTsT; Te Ty

olup g = 4 tanedir. O halde Lemma 2.3.17 kullanilarak

IR(D)| = mg - 4 - (4T\ — 3TNTA) . SITNTONTEL . (5ITE\THl _ 4 To\Til)
. (6/T\Tal — SITVTElY . (6ITa\T7| _ 5ITa\To1Y . glx\Tal
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oldugu goriiliir.

Ornek 328 X ={1,23456} ve D= {T1 ={1},T, ={2},T; ={1,2}, T, =
{1,2,3},Ts = {1,2,3,4},Ts = {1,2,3,4,5}, T, = {1,2,3,4,6}, Tg = {1,2,3,4,5,6}} olsun. D
kiimelerdeki birlesme islemine kapali oldugundan tam X - yarilatistir. Ayrica Lemma
3.2.1’deki kosullar1 saglar ve T; NT, = @ dir. Dolayisiyla tam XI — yarilatistir. Q = D
olarak alalim. O zaman Q(Q) = 1 ve Qnun otomorfizmlerinin sayisi ¢ = 4 tiir. Buradan

Teorem 3.2.7 kullanilirsa By (Q) nun regiiler elemanlarinin sayisi
R(QI=1-4-(4"—3-5% (5" =49 - (6" —5") - (6" —5")-8° = 4

olarak bulunur.

Teorem 3.2.9 Q, XI — yarilatisi i¢in By (Q) nun sag birim elemanlarinin sayisi

|E)((r)(Q)| = (4T3l — 3ITAT]) L 5ITNTNTS | (5ITs\Tal _ 4ITs\TalY .

(6|T7\T6| _ 5|T7\T6|) . (6|T6\T7| _ 5|T6\T7|) . 8|X\T8|

olur.
Ispat: Lemma 2.3.14’den dolay1 E)((r)(Q) = Riq,(Q,Q) dur. Teorem 3.2.7°da D' =

Q alinirsa

£ (@) = |Rige (0. @] = |Ry (@, @) |
olur. Buradan Teorem 3.2.7 kullanilarsa sonuca ulasilir.

| E)gr)(Q)| = (4IT\T3l — 3ITAT]) . 5ITNTONTS | (5ITs\Tal _ 4ITs\TalY .

(6|T7\T6| — 5|T7\T6|) . (6|T6\T7| — 5|T6\T7|) . gIX\Tsl

3.3. Y7(X, 8) sifi
Lemma 3.3.1 D nin

ThcTl,cT;cTscTgcTg, TycT,cT3cTscT,cTs,
Ihcl,cTycTscTscTgTycT,cTycTs cT,CTsg,
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Ty\T5 # @D, T5\Ty # O, Te\T; # 0, T,\Te # O,
T3 V) T4 = T5,T6 U T7 = T8,T1 * @

kosullarini saglayan Q = {T,,T,, T3, T4, Ts, Tg, T;, Tg} tam X - yarilatisini alalm. Q tam XI

— yarilatistir.

Sekil 3.6. Q = {Ty,T,, T3, Ty, Ts, Tg, T7, Tg} tam X — yarilatisinin diyagrami.

Ispat: Verilen kosullar1 saglayan Q = {T},T,,T5, T4, Ts, T, T7, Tg} tam X —
yarilatisinin diyagrami Sekil 3.6’deki gibidir. C(Q) = {P;, P,, P53, P4, Ps, P, P7, P} Q nun
karakteristik kiimeler ailesi ve 6:Q — C(Q),0(T;) =P, (i =1,2,...,8) Kkarakteristik
doniisiimiinii alalim. O zaman @ =U Q = Tg ve 8(Q) = 6(Tg) = Pg oldugu kullanilirsa her
T; € Q eleman1 T; = Pg U Ureq(r, 0(T) bigiminde yazilabilir. Bdylece

Tg = PgU UTEQ(Tg)B(T) =PUP,UP,UPUP,UP; UP, UP;

T, = Py U Uregery0(T) = PsUP, UPs UP, UP; UP, U P,

Tg = Py U Uregery 0(T) = Py UP, UP; UP, UP; UP, UP,

Ts = Py U Uregery 8(T) = Py UP, UP; UP, UP,

T, = Py U Ureger,y 0(T) = Py UP, UP, UP, (3.5)
Ts = Py U Uregery 0(T) = PBsUP, UP, UP

Ty = Pg U Ureger,0(T) =P UP,

Ty = PgU Uregr 0(T) =PgUD =Py
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esitlikleri elde edilir. Burada P;, Ps, Py, Pg, P; temel kaynak elemanlar1 oldugundan bos

kiimeden farklidir. P,, Ps, Pg yardimci kaynak elemanlaridir ve bos kiime olabilirler. Ancak

diyagramin kosullarinda P; = T; # @ verildiginden Py # @ dir.

Simdi her t € Q i¢in Q, kiimesini belirleyelim. Q = Tg = P,UP, UP;UP; UP, U

P; U P, U P, bigiminde ayrik kiimelerin bilesiminden olustugu i¢in, her bir t € Q elemani bu

kiimelerin sadece bir tanesinin elemanidir. Boylece (3.5) esitliginden yararlanilarak

t € Py
tePp,
t € Py
t € P
t €P,
t € P,
t € P,
tep

ise Q@ = Q

ise Q; = {Ts, Te}

ise Q¢ = {Ts, T7}

ise Q; = {Tg, T7, T}

ise Q¢ = {Ts, T7,T¢, Ts, T3}

ise Qr = {Ts, T7, Ts, Ts, Ta }

ise Q¢ = {Tg, T, Ts, Ts, Ty, T3}

ise Q¢ ={Tg,T7, T, Ts, Ta, T3, T}

olur. Bu esitliklerden yararlanilarak her bir Q, kiimesinin N(Q,Q.) ile gosterilen alt

sinirlarinin kiimesi

t € Py
tePp,
t € Py
t € P
tePp,
t € P,
teP,
teP,

ise N(Q, Q) = {T1}

ise N(Q,Q¢) ={T1,T5,T5,Ty, Ts, Te}
ise N(Q, Q) ={T1, T2, T3,Ts Ts, T7}
ise N(Q, Q) ={T1, T2, T3, T, Ts}

ise N(Q,Qr) = {T1, T2, T3}

ise N(Q,Qr) = {T1, T2, Tu}

ise N(Q, Q) ={T1, T2}

ise N(Q, Q) ={T1, T2}

bi¢giminde elde edilir. O zaman her bir Q; kiimesinin, A(Q, Q;) =U N(Q, Q;) bi¢iminde

verilen en biiyiik alt sinirlariin kiimesi

t € Py
tep,
t €P,

issUN(Q,Q,) =T,
iseUN(Q,Q;) =Tg
iseUN(Q,Q,) =T,
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tePs iseUN(Q,Q;) =Ts (3.6)
teP, iseUN(Q,Q;) =T;
teP; iseUN(Q,Q;) =T,
teP, iseUN(Q,Q,) =T,
teP iseUN(Q,Q,) =T,

olarak bulunur. O halde her t € Q i¢cin A(Q,Q,) =U N(Q,Q,) € Q kosulu saglanir. Ayrica
(3.6) esitligi kullanilirsa

teT, =Pg=>T; =AQ, Q)

tET2:P8UP1:>tEP8veyatEP1 iA(Q,Qt)E{Tl,Tz}
=T, =Ty UT, = Uger, AQ, Qp)

tET3=P8UP4UP2UP1 =>A(Q,Qt)E{T1,T2,T3}
= T3 =T UT, UT; = Uger, AQ, Q)

tET4=P8UP3UP2UP1 ﬁA(Q,Qt)E{Tl,Tz,TAL}
=Ty =Ty UT, UTy = Uger, AQ, Qr)

tET5:P8UP4UP3UP2UP1 :>A(Q,Qt)E{T1,T2,T3,T4}
>Ts =T UT, UT3 UT, = Uger, AQ, Q1)

t € T6 = P8 UP7 UPS V) "’UPl ﬁA(Q,Qt) € {Tl,Tz,T3,T4,T5,T6}
= Te =Ty U+ UTg = Urer, AQ, Q1)

t € T7 = P8 UP6 UPS V) "’UPl ﬁA(Q,Qt) € {Tl,Tz,T3,T4,T5,T7}
=T, =T U--UTs UT; = Uer, AQ, Q)

t e T8 = T7 U T6 = A(Q' Qt) € {Tli TZ' T3' T4-' TS' T6' T7}
= Tg = T; U Tg = Uger, AQ, Qr)

elde edilir. Boylece Tanim 1.2.12°den Q, XI — yarilatistir.

Simdi V(D, a) = Q kosulunu saglayan ve a = U?zl(Yi“ X T;) quasinormal gosterime
sahip olan bir & € Bx(Q) reguler elemaninin 6zelliklerini belirleyelim.

Lemma 3.3.2 Q nun G ={Ty,T,, T3, T4, Ts, T, T;} lireteg kiimesini alalim. O zaman
T:,T,, T3, Ty, Tg, T; elemanlari sirasiyla (iTl, 6T2, 6T3, 6T4, 6T6, 6T7 kiimelerinin limit olmayan
elemanlaridir ve Ts eleman GTS kiimesinin limit elemanidir.

Ispat: i = 1,2,...,7 i¢in GTL. kiimeleri

GTl = {T1}
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Gr, = {T1, T2}

GT3 = {Tp Ty, T3}

GT4 = {Tp Ty, T4}

Gr, = {T1, Ty, T3, Ty, Ts}
GT6 ={T1,T5,T3,Ty, Ts, Tg}
= {T1» T3, T3, T4, Ts, T7}

seklindedir. Buradan

T\l(Gr,, Ty) = T\U (G, {T1}) =TI \@ =T, 0
T\l(Gr,, Tz) = To\U (G, {To}) = T,\Ty # @
Ts\l(Gr,, T3) = Ts\U (Gr,,{Ts}) = Ts\T, # @
T\l(Gr, Ty) = To\U (Gr,, {Tu}) = T\T, # 0
Ts\l(Gr,, Ts) = Ts\U (Gr,, {Ts}) = Ts\Ts = @
Te\l(Gr,, To) = Te\U (Gr,, {Ts}) = Te\Ts # @
T\l(Gr,, T;) = T/\V (Gr,, {T;}) = T\Ts # @

elde edilir. O halde T,,T,,T5, Ty, Ts, T; elemanlar1 sirasiyla GTl, GTz’ GTs, GT4, GTG, 5T7
kiimelerinin limit olmayan elemanlaridir ve Ts elemant éTS kiimesinin limit elemanidir.

Teorem 3.3.3 @ € Bx(Q) i¢in V(D, @) = Q kosulu saglansin ve @ nin quasinormal
gosterimi a = U?zl(Yi“ x T;) olsun. Bu durumda a nin By (D) nin regiiler eleman1 olmast

icin gerek ve yeter kosul Q dan D nin bir D" alt yarilatisine

@(Ty) €Y/,

o(T,) €Y U Yy,

p(T3) S Y UYFUYY,

o(T,) €Y UY UYy,

o(Tg) SYFUYSUYFUYFUYEUYE,

o(T) S uUYFuYyuYfurYduryy,
YPN@(T,) #0, Y¥n@e(T;) #0,YFNe(T,) #0
Y& no(Te) #0,Y7 Nno(T;) @
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kosullarini saglayan bir ¢ tam a — izomorfizmasinin var olmasidir.

Ispat: a € By(D) regiiler eleman olsun. Q tam XI — yarilatis ve V(D,a) = Q
oldugundan V (D, @) tam XI — yarilatistir. O zaman Teorem 2.3.9°’dan Q dan D nin D’ alt
yarilatisine bir ¢ tam izomorfizma vardir. Ayrica yine ayni teoremden dolayi, her T €
V(D,a) i¢in @(T)a =T saglandigindan ¢ tam a — izomorfizmasidir. Teorem 2.3.9 b)
sikk1 uygulanirsa

@(Ty) €YY,
o(T,) S YUYy,
p(T3) S YUY UYs,
p(T) s vy vy,
o(Ts) S UYFUYF UYFUYs,
o(Tg) CYFUYSUYFUYFUYSUYE,
o(T;) SYFUYSFUYSUYFUYSUYE,
elde edilir. Bu denklemlerden ¢(T;) S Y*UYSUYS ve o(T,) cYFUYfUYyf

kullanilarak

P(Ts) S p(Ts) VYT =p(T3) V(T uYs € YuYyurs)uduYyuYf)
= YUY uyyuyFuryd

oldugu elde edilebilir. O yiizden ¢@(Ts) € Y* UYSF U Y U Y UYS kosulunu yazmaya
gerek yoktur. Ayrica Lemma 3.3.2°’den T3, T,, T3, T4, Tg, T; elemanlarinin limit olmayan

elemanlar olduklar1 g6z 6niine alinirsa Teorem 2.3.9 c) sikkindan

YPNe(T) #0, YSne(T) #0, Yno(T;) #0,Y N (T, #0
Y no(Te) #0,Y7 Nne(T,) 0

olur. ¢(T;) € Y oldugundan Y;* N @(T;) # @ her zaman saglanacaktir. O yiizden bu
kosulu yazmaya gerek yoktur. O halde verilen kosullar1 saglayan bir ¢ tam a —
izomorfizmasi vardir.

Tersine Q dan D nin D' alt yarilatisine verilen kosullari1 saglayan bir ¢ tam a —

izomorfizmasi var olsun. V(D, @) = Q oldugundan V (D, a) tam XI — yarilatistir. O zaman
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Teorem 2.3.9 a)-c) sikki saglanir. Simdi Lemma 3.3.2’den Ts elemaninin GTS kiimesinin
limit elemani oldugunu kullanarak B(Ts) ={Z € GTS IY¥ N @(Ts) # @} kiimesini

olusturalim. Eger Y;* N @(Ts) = @ ise

o(Ts) =p(T3) V(T & (YUY uYsH)uFuryury)
== Yla U Yza U Y3a U Y4_a

olur. Boylece ¢(T,) € ¢(Ts) € (Y* U Y5¥ U YS) elde edilir. Ancak bu sonug Y* N @ (T,) #
@ olmasiyla geligir. O halde Y* N ¢ (Ts) # @ oldugundan T, € B(Ts) dir. Benzer olarak eger
Y no(Ts) =@ ise

o(Ts) =p(T3) V(T s YUY UuYH)uFFuYury)
= Yla U Yza U Y3C{ U Y4a

olur. Boylece ¢(T3) € ¢(Ts) € (V¥ U Y U YJ) elde edilir. Ancak bu sonug Y5* N @ (T3) #
@ olmasiyla gelisir. O halde Y5* N @ (Ts) # @ oldugundan T; € B(Ts) dir. Bulunan sonuglar
kullanilarak U B(T5) = T3 U T, = Ts yazilabilir. Teorem 2.3.9’dan a € By (D) regiiler
elemandir.

Sonug¢ 3.3.4 a € Bx(Q) i¢in V(D,a) = Q kosulu saglansin ve a nin quasinormal
gosterimi a = U?z 1(Yi“ X T;) olsun. Bu durumda @ nin sag birim eleman olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul

T, € Y&,

T, S YFUYF,

T; S YFUYFUYS,

T, S Y UYFUYSH,

Te CYPUYZFUYFUYFUYFUYE,

T, CYPUYFUYFUYFUYZduYs,
YINT,#0Q, Y¥NT; #0,Y NT, #0
YéNTg #0,Y NT, #0

kosullarinin saglanmasidir.
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Ispat: « sag birim eleman1 olsun. O zaman « ayni zamanda regiiler ve idempotent
elemandir. Teorem 3.3.3’deki kosullar1 saglayan bir ¢ tam a — izomorfizmasi vardir.
Teorem 2.3.20°den ¢ nin V(D, @) nin birim doniisiimii oldugu kullanilarak istenilen elde
edilir. Tersine verilen kosullar1 saglansin. O zaman V (D, @) nin birim doniisiimii olarak
alman ¢, Teorem 3.3.3’deki kosullar1 saglamis olur. Boylece a regiiler elemandir. Teorem
2.3.20’den «a idempotent elemandir. Ayrica ¢ tam a — izomorfizmasi birim doniisiim
oldugundan her T € Q igin @(T)a =Ta =T olur. O halde V(Q,a) = Q dur. Teorem
2.3.4’den a, Bx(Q) nin sag birim elemanidir.

Simdi Q = {Ty, T,, T3, Ty, Ts, T, T7, Tg} tam X1 — yarilatisi i¢in Teorem 3.3.3’de verilen

kosullar1 saglayan a € By (D) reguler elemanlarinin sayisini hesaplayalim.

Sekil 3.7. Q = {Ty, T,, T3, Ty, Ts, Tg, T7, Tg} tam X1 — yarilatisinin diyagrami.

a € Bx(D), V(D,a) = Q kosulunu saglayan ve a = U?zl(Yi“ x T;) quasinormal
gosterime sahip olan bir regiler eleman olsun. O zaman @ dan D' =
{p(Ty), (Ty), ..., p(Tg)} kiimesine Teorem 3.3.3’iin kosullarini saglayan bir ¢ tam a -
izomorfizmasi vardir. Yani a € R, (Q,D") dir. i = 1,2,....8 i¢in ¢(T;) = T, ile gosterelim.
Bu durumda D' = {Ty, T,, Ts, Ty, Ts, T, T7, Tg} kiimesinin diyagrami Sekil 3.7°deki gibidir
ve

T, €Y,

T, S YFUYE,

T; SYFUYFUYE,
T, SY*UYfUYS,
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T CYSUYFUYFUYFUYEUYS,
T, CYfUYFUYFUYFUYFUYS,
YANT, #0,Y¥NT; #0,YENT, # 0,

YeNTe #0,YFNT, 0

kosullar1 saglanir.

Ayrica esitlik (3.5) deki formal esitliklerden yararlanarak

Py =Ty \T,P, = (TyNT3)\ T, P3 =Ty \ T3, P, = T3\ T,
Ps=(T; NTe) \Ts,Pe =T; \Te,P; =T \T;,P3 =T
yazilabilir. i = 1,2, ...,8 olmak iizere P; kiimeleri ayrik kiimelerdir ve U?z 1Pl- =Tg dir.

Boylece
{T, (TsNTY\T, Ty \ T3, T3\ Ty, (T, N Te) \ Ts5, T; \ T, Ts \ T7, X \ Tg}

kiimesi X in bir pargalanigidir. Dolayisiyla bu kiimelerin tam a - izomorfizmasi altindaki

goriintiilerinden olusan
{T, (N TON\NTL T\ T3, Ts \ Ty, (T; N T) \ T5, T7 \ T, Te \ T7, X \ Tg}

kiimesi de X in bir pargalanisi olur.

Lemma 3.3.5 Her a € R, (Q,D") i¢in Ty, (Ts N T\ Ty, Ty \ T3, Ts \ Ty, (T N Te) \
Ts, T, \ Ts, Tg \ T;, X \ Tg kiimeleri iizerinde tanimli bir ayrik doniisiim sistemi vardir.
Ustelik farkli ikili bagintilarin ayrik doniisiim sistemleri birbirinden farklidir.

Ispat: a € R,(Q,D") olmak iizere her t € X icin f,(t) = ta bigiminde tanimlanan
fo:X > D doniisiimiinii alalim. f, doniisimii sirasiyla Ty, (T; N T) \ Ty, Tu \ T35, T5 \
Ty (T; N T\ Ts, T; \ Te, Te \ T7, X \ Ty kiimeleri {izerinde fia, f20, fsa faaw fsar foa fra
ve fg, olarak kisitlansin. Simdi i = 1,2,...,8 i¢in Y¥ kiimelerinden yararlanarak bu
doniistimlerin 6zelliklerini belirleyelim.

t € T, olsun. O zaman t € Y% dir. Boylece ta = T; oldugu elde edilir. O halde her t €
T, icin fi,(t) = T, dir.

t € (T3nT,) \ T, olsun. Buradan (T3 NT,) € Y*UYF oldugu kullamlirsa ta €
{Ty, T,} elde edilir. Béylece her t € (T3 N T,) \ T; icin fo,(t) € {T;, T} olur. Ayrica Y{* N
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T, # @ oldugundan en az bir tane t, € Y5* N T, vardir. Buise t,a = T, ve t, € T, demektir.
Eger t, € T; € Y ise t,a = T; olur. Ancak bu sonu¢ t,a = T, olmasiyla celisir. O halde
en az bir t, € T, \ T; icin f,,(t,) = T, dir.

t € T, \ T; olsun. Buradan (T, \ T3) € T, € Y{* U Y{* U Y oldugu kullanilirsa ta €
{T1,T,, T,} elde edilir. Béylece her t € T, \ T; icin f3,(t) € {Ty, T,, T,} olur. Ayrica Y n
T, # @ oldugundan en az bir tane t, € Y* N T, vardir. Bu ise t,a = T, ve t, € T, demektir.
Eger t, €T; CYFUYFUYE ise tya € {T;,T,, T3} olur. Ancak bu sonu¢ tya =T,
olmastyla geligir. O halde en az bir t, € T, \ T icin f3,(t,) = T, dir.

t € T; \ T, olsun. Buradan (T3 \ T,) € T; € Y* U Y# U Y§ oldugu kullanilirsa ta €
{T,, T,, T3} elde edilir. Bdylece her t € T3 \ Ty icin f3,(t) € {T;, T», T3} olur. Ayrica Y& n
T; # @ oldugundan en az bir tane t; € Y§* N T3 vardir. Buise t;a = T Ve t; € T; demektir.
Eger t; €T, SYFUYFUYF ise tza € {Ty,T,, Ty} olur. Ancak bu sonug tza =T,
olmastyla geligir. O halde en az bir t; € T; \ T, igin fy, (t3) = T dir.

t € (T,NTg)\Ts olsun. Buradan (T, NTe) SYFUYFUYFUYFUYE oldugu
kullanilirsa ta € {Ty, T, T3, T4, T} elde edilir. O halde her t € (T, N Tg) \ Ts icin fi,(t) €
{T,,T,,T5, Ty, Ts} dir.

t € T, \ Tg olsun. Buradan (T, \ Te) € T, S Y U YF U Y§ U Y U YE UYE oldugu
kullanilirsa ta € {T,T,, T, Ty, Ts, T,} elde edilir. Boylece her t € T, \ T icin fy,(t) €
{T\, Ty, T3, T4, Ts, T;} olur. Ayrica Y.* N T, # @ oldugundan en az bir tane t;, EYA N T,
vardir. Bu ise t;a = T, Ve t, € T, demektir. Eger t; € T, S YA UYFUYFUYFUYFU
Y& isetya € {Ty, Ty, T3, Ty, Ts, T} olur. Ancak bu sonug t,a = T, olmasiyla gelisir. O halde
enaz birt, € T, \ Ty icin foo (t;) = T, dir.

t € Tg \ T, olsun. Buradan (Tg \ T;) S Te S Y UYS UYS UYE UYE UYE oldugu
kullamlirsa ta € {Ty,T,,T5, T4, Ts, Te} elde edilir. Bdylece her t € T \ T, icin fr,(t) €
{T1, Ty, T3, T4, Ts, Te} olur. Ayrica Y N Ty # @ oldugundan en az bir tane t; € Y¥ N T,
vardir. Bu ise tga = Ty Ve tg € Ty demektir. Eger tg €T, S YA UYFUYFUYFUYF U
Y7 isetga € {Ty, Ty, T3, Ty, Ts, T} olur. Ancak bu sonug tga = Tg olmasiyla gelisir. O halde
enaz bir tg € Ty \ Ty igin fr4(tg) = T dir.

t € X \ Tg olsun. Buradan (X \ Tg) S X = U?=1 Y# oldugu kullanilirsa ta € Q elde
edilir. O halde her t € X \ Ty igin f3,(t) € Q dur.

Béylece aERq)(Q’D’) i?in (fla'fZa'f3a'f4a'f5a'f6a'f7a'f8a) bigiminde bir

doniistimlerin sirali sistemi vardir.
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Diger taraftan, a # f olacak sekilde «,f € R,(Q,D") alalm. f, =

(fie 20 f3a faw fsa foa f7a0 foa) VE fp = (fl/?'fzﬁrfi‘}ﬁrfélﬁrf5/3if6/3"f7/3’rf8ﬁ) olsun. Eger
fa = fpise her t € X i¢in f, (t) = fz(t) dir. Buradan her t € X i¢in ta = tf yazilir. Bu ise
a = B olmasi demektir. Ancak bu sonu¢ a # f olmasiyla celisir. O halde farkl ikili
bagintilarin sirali sistemleri farklidir.

Lemma 3.3.6 f:X — D doniisimii

fi:Ti > (T}, () = Ty

for (T3 N T\ Ty = {Ty, T2}, () € {Ty, T} ve f5(t;) = T, 3t, € T, \ Ty igin
fs:Ta\ T3 = {T1, T5, Tu}, f3(t) € {Ty, T5, Tu} ve f3(ts) = Ty, 3ty € Ty \ T5 igin
far T3\ Ty = {Ty, T, T3}, fa(t) € {Ty, To, T3} Ve fy(t3) = Ty, 3t € T3\ Ty igin
fo: (T; NT) \ Ts = {T1, T5, T3, Ty, Ts}, f5(t) € {T1, T2, T3, Ty, Ts}

fo:T7 \ Te = {T1, T2, T3, Ty, Ts, T7}, fo () € {T1, T, T3, Ta, Ts, T}

Ve fe(t;) = T;,3t; € T; \ T igin

f7:Te \ T > {T1, T2, T3, T4, T5, Te}, f7(t) € {T1, T2, T3, Ty, Ts, T}

ve f7(tg) = Te, ts € Te \ T7 igin

fo:X\Ts ~ Q,fz(t) €Q

biciminde kisitlanisa sahip olsun. O zaman f = UxEX({x}X f(x)) € Bx(D) regiiler

elemandir ve ¢, tam f - izomorfizmasidir. Béylece f € R, (Q,D") dir.
Ispat: Oncelikle V(D, 8) = Q oldugunu gérelim. V(D, ) = {YS|Y € D} kiimesi, f

doniisiimiiniin dzellikleri, T, = Uxe’l_" xB ve D' € D olmasi kullanilarak

T,€Q=>Tp=T,=>T,€V(D,P)
TZEQ=>’1723=T1UT2=T2$T2€V(D,ﬂ)
T,€EQ>T=T,UT,UT;=T; > T; € V(D,B)
T,eEQ=>T,L=T,UT,UT, =T, =T, €V(D,pB)
Ts€Q=>Tsf=T3UT)B =T UTB) =T UT, =Ts = Ts € V(D,B)
Te€Q>Tyf=T,UT,UT;UT,UTsUT;, =T, = T; € V(D,B)
T,eQ=>T,=T,UT,UT3UT,UTsUT, =T, > T, € V(D,B)
Te€Q=2Tgf =T, UTe)B = (T,UTeB) =T, UTs =Ty = Ty € V(D,B)
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elde edilir. Boylece Q < V(D, B) olur. Tersine Z € V(D, B) olsun. O zaman Z = Y olacak
bicimde Y € D vardir. Buradan Q nun birlesime kapali olmasi ve her y € Y i¢in f(y) € Q

oldugu kullanilirsa Z = Y[ = Uer yB = Uyeyf(y) € Q dur. Boylece V(D, ) < Q olur.

O halde V(D, 8) = Q dur.
Diger yandan @ ¢ Q oldugundan g ikili bagmtisinin f = U (YTﬁ XT)

bigiminde quasinormal gosterimi vardir.  nin tanimindan her x € X i¢in f(x) = xf dir.

TeV(X*,B)

Buradan V(X*,8) = V(D,B) = Q oldugu kolayca goriilebilir. Boylece f = U8 1(Yiﬁ X
=

T) bicimindedir.

t € Ty ise tB = f(t) = T; oldugundan t € Y elde edilir. O halde T; < ¥ dur.

teT,=Tou((TsnT\TL) ise tB = f(t) € {Ty, T,} oldugundan t € ¥/ uY/
elde edilir. O halde 7, € Y u ¥/ dur.

teTa =T, U((l;NTH\T) U (T3\T,) ise tB = f(t) € {Ty, T2, T3} oldugundan
tevPuyf uyl eldeedilir Ohalde T; c v/ uyf uyf dr.

teT, =T U ((T3nTH\T) U T\ T) ise tB = f(t) €{T}, T, Tu} oldugundan
tevPuyf uyf eldeedilir Ohalde 7, c Y u Y/ uyf dir.

teTo =T UL U ([ NT)\Ts) U (T5\ T)) ise tB=f(t)€
(T, Ty, T3, T, Ts, Tg} oldugundan t € Y  u v uvP uy? uvf uy? elde edilir. O halde
TocyPuvfurfuvfuvfuyf ar

teT, =T UT, U ((T;nTH\Ts) U (T, \ Te) ise th=f()€
{T,,T,,T5,T4,Ts, T;} oldugundan t € Yf U Yf U Yf U Yf U Yf V) Yf elde edilir. O halde
TeyfuyPuyvfuyfurfuy? ar

Ayrica en az bir t, € T, \ T} i¢in f,(t,) = T, oldugundan Yzﬁ N T, # @ dir. Benzer
olarak f3, f, fe, f doniisiimlerinin 6zelliklerinden Y¥ N T3 # @,YE NT, # B,Y¥ NTy + @

ve YN T, # @ olur.

Boylece i=1,2,...8 icin ¢@(T;) =T, biciminde tammh ¢:Q > D' =
{T1,T,,Ts, Ty, Ts, T, T;, T} déniisiimii B igin Teorem 3.3.3’deki kosullar1 saglar. Ustelik her
T € V(D,B) icin (T)B = TP = T saglandigindan ¢, tam B - izomorfizmasidir. O halde

B € R,(Q,D") dir.
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Lemma 3.3.5 ve Lemma 3.3.6’dan goriildiigii iizere R, (@, D") ile ayrik doniisiimlerin

siral1 sistemlerinin kiimesi arasinda birebir esleme vardir.

Teorem 3.3.7 Q, XI — yarilatisi i¢in D' = {T;,T,, T3, T4, Ts, Te, T7, Tg} ile Q arasinda

bir @ — izomorfizmasi varsa ve Q(Q) = m, ise Bx(Q) nun regiiler elemanlarinin sayisi

IR(D")| =my - 4- (Zl(ﬁnﬁ)\T_zl(le_z\T_ll — 1)) (3Tl — 2IT\Tl) .
(3IM\Tal — 2IT\Tal) . IIATNTS] - (lTATel — 5ITATel) - (61Te\7] — 5[Te\Ty 1) - glX\Tel

olur.
Ispat: Lemma 3.3.5 ve Lemma 3.3.6 gostermektedir ki, & € By (D) regiiler eleman,

V(ID,a)=Q ve @:Q—-D" bir tam a - izomorfizmas1 olmak iizere,

(fiwr 20 [3> faas fsa foar f7ar faa) Dicimindeki farkli sirali sistemlerin sayist ile R, (Q, D")

kiimesinin eleman sayis1 birbirine esittir. Tanim 2.2.13’den olusturulabilecek

fra foa [3a0 faw fsa foar [7ar fa AOnlisiimlerinin sayisi sirastyla

1, (ZI(T_gﬂTT;)\EI(ZIE\TTI _ 1)) , (3Tl — 2IT\T3l) (3IT\Tal _ 2IT\Til),

51(T7NTe\Ts| (6|T_7\T_6| — 5|T_7\T_6|)’ (6|T_6\T_7| — 5|T_6\T_7|)’ glX\Ts|
olarak bulunur. Dolayistyla

|R,(Q,D))| = (2|(T_30T_4)\T_2|(2|T_2\T_1| _ 1)) (3Tl — 2IT\Ts1) .

(3IT\TAl — 2IT\Tal) . 5ITTONTS| . (6ITATEl — 5ITATSN) . (6lTo\TF| — 5ITe\TS) . gl\Thl

olur. Ayrica Q nun otomorfizmleri

o (T1T2T3T4T5T6T7T8) ~ (T1T2T3T4T5T6T7T8)

o =\, Ty, T o T,) ¥ = \ T Ty T T, T T, T T,

0= (T1T2T3T4T5T6T7T8) _ (T1T2T3T4-T5T6T7T8>
N\ T, T T3TsTeT,Tg )~ \TyToTuT5TsT;TeTy

olup g = 4 tanedir. O halde Lemma 2.3.17 kullanilarak

IR(D)| =mg-4- (g@nﬁ)\ﬁl(zlﬁ\r—ll _ 1)) - (3T\Tsl _ 2IT\Til) .
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(3IT_3\T_4I — 2I§\T_4I) . 5l (T7NTe)\Ts] . (6|T_7\T_6| - 5|T_7\T_6|) . (6|T_6\T_7| — 5|T_6\T_7|) . g1X\Ts|

oldugu goriiliir.

Ornek 33.8 X =1{123456} ve D={T, ={1},T, ={12}, T3 ={1,23},T, =
{1,2,4},Ts = {1,2,3,4}, T, = {1,2,3,4,5}, T, = {1,2,3,4,6}, Tg = {1,2,3,4,5,6}} olsun. D
kiimelerdeki birlesme islemine kapali oldugundan tam X - yarilatistir. Ayrica Lemma
3.3.1’den tam XI — yarilatistir. Q = D olarak alalim. O zaman Q(Q) =1 ve Qnun

otomorfizmlerinin sayist ¢ = 4 tiir. Buradan Teorem 3.3.7 kullanilirsa By (Q) nun regiiler

elemanlarinin sayist

RO =1-4-(2°'-1))-(3*—21)- (3 —-21)-5%- (61 —51) - (6* —5%) -
8% =4

olarak bulunur.

Teorem 3.3.9 Q, XI — yarilatisi i¢in By (Q) nun sag birim elemanlarinin sayisi

|E)((r)(Q)| — (2|(T3nT4)\T2|(2|Tz\T1| _ 1)) . (3|T4\T3| _ 2|T4\T3|) . (3|T3\T4| _ 2|T3\T4|) .

5|(T70T6)\T5| . (6|T7\T6| _ 5|T7\T6|) . (6|T6\T7| _ 5|Te\T7|) . 8|X\T8|

olur.

Ispat: Lemma 2.3.14’den E)ET)(Q) = Rig,(Q,Q) dur. Teorem 3.3.7°de D' =Q

alinirsa |E)((r)(Q)| = |RidQ (Q,Q)| = |R(p(Q, Q) | oldugu elde edilir.

Buradan Teorem 3.3.7 kullanilarak asagidaki sonuca ulagilir.

|E)((r)(Q)| — (2|(T30T4)\T2|(2|T2\T1| _ 1)) . (3|T4\T3| _ 2|T4\T3|) . (3|T3\T4| _ 2|T3\T4|) .

5|(T7nT6)\T5| . (6|T7\T6| _ 5|T7\T6|) . (6|T6\T7| _ 5|T6\T7|) . 8|X\T8|

3.4. Bx(D) Yarigrubunun idempotent ve Regiiler Elemanlar:
Bu boliimde By (D) yarigrubunun idempotent ve regiiler elemanlarinin sayisi

hesaplanacaktir.
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3.4.1 D’nin Tam XI — yarilatisleri

Oncelikle D nin tam X — yarilatislerinden tam XI — yarilatis olanlar1 bulalim. Sekil
3.2’de diyagrami 1-6 arasinda olanlar Teorem 2.4.13’den ve 7-14 arasinda olanlarin hepsi
Teorem 2.4.18’den tam X1 — yarilatistir. Ayrica 15 ve 25 numarali diyagrama sahip tam X —
yarilatislerin, minimal elemanlarin kesisiminin boskiime olmasi sartiyla XI — yarilatis
oldugu Teorem 2.4.23 ve Teorem 2.4.28’de gosterilmistir. Sekil 3.2°de diyagrami 17-21
arasinda olanlar, minimal elemanlarin kesisiminin boskiime olmasi sartiyla Teorem
2.4.33’den ve 22-24 arasinda olanlar, minimal elemanlarin kesisiminin boskiime olmasi
sartiyla Teorem 2.4.38’den dolay1 tam X1 — yarilatistir.

Gorildigi gibi D nin tam X — yarilatislerinden bazilarinin tam X1 — yarilatis olmalari
icin minimal elemanlarin kesisiminin boskiime olmasi gerekmektedir. O halde XI —
yarilatisleri belirlemek icin asagidaki iki lemmay1 verebiliriz.

Lemma 3.4.1.1 ZgnZ, + @ olsun. O zaman D nin tam X[ — yarilatisleri asagida

verilenlerdir.
IND} {213, (223, {23}, {24}, (253, {Z6}, (Z7}, {Zs}
2){Z3, 213, {Z3, 223, {24, 213, {24, Z2},{Z.4, Z3},{Zs, 21}, {Zs, Z5},{Zs, Z3}, {Z6, 21},
{Z6,253,{Zs, 233, {Z7,2:3,{Z7, 25}, {Z7, 233, {Z7, 243, {Z7, Zs}, {Zg, Z1},{Zs, Z5},
{25, 25},{Z3, 25}, {Zg, Z6},{Z1, D}, {Z5, D}, {23, D},{Z4, D}, {Z5, D},{Zs, D},
{2,,D},{Z,D},{Z6, 243, {Z7, 26}, {Zs, Zs}, {Z5, Z4}
3 Z4, 23,213, {Za, 23, 223, {Z5, 23, 71}, {Zs, Z3, 253, {Z6, Z3, 21}, {Zs, Z3, Z,),
(27,23, 253,{Z7, 24,213, {27, 24, 223, {Z7, 24, Z3}, {27, Z5, 213, {Z7, Z5, Z2},
{Zg, 23,25}, {Z3, Z5, 213, {25, Zs, 25}, {Zg, Z5, Z3}, {25, Zs, 21}, {Zg, Z, 22},
{Z3,2,,D},{Z5,7,,D},{Z,, 71, D},{Z4,Z,,D},{Z,, Z5, D}, {Zs, Z,, D},
(27,26, 223,{27, Z6,213,{Z7, 26, D}, {Zs, Zs, 23}, {Zs, Zs, 23}, {Zs, Zs, 21},
{Zs,2,,D},{Z¢, Z,,D},{Z¢, 23, D},{Z;,Z,,D},{2;,Z,,D},{Z,, Z5, D},
{Zs,2,,D},{Zs,Z3,D},{Zs,Z5,D},{Zg, Z6, D}, {Zg, Z6, Z5}, {Z5, Z6, Z4},
{Z6,24,2,3,{Z6) 24, Z13,{Z6, Z4, D}, {Z5, Z5,D},{Z7, 24, D}, {Z7, Zs5, D},
{24, 24, D}, {Zg, 24, 233, {Z5, Z4, 25}, {Zg, 20, 713, {27, Z6, Z5},{Z7, Z6, Zs},
{Z6, 24,23}, {Zg, Z6, Z3},{Z7, Zs, 23}, {Z3, Z1, D}, {Z5, Z3, D}, {Z5, Z4, Z1},
{Z7,23,2:3,{Z¢, Z5, D}, {Z;, Z6, Z3}
8){Z7, 24, 23,213, {Z7, 24, Z3, 23}, {Z7, Zs, Z3, 21}, {Z7, Zs, Z3, 25}, Zg, Zs, Z3, 21},
{Z5,Z5, 23,253, {Zg, Zs, 23, 213}, {Zg, Zg, Z3, 23}, {Z4, Z3, 21, D}, {Z4, Z3, Z,, D},
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{Z5,25,2,,D},{Zs, Z3,Z5,D},{Zs, Z5,Z1, D}, {Z6, Z5, Z,, D}, {Z,, Z5, Z1, D},
{Z,,24,2,,D},{Z;,24,2,,D},{Zs, Z5,Z1,D},{Z;, 24,25, D},{Z,,Zs5, Z1, D},
{Z,,Z5,25,D},{Zs, Z5,2Z1,D},{Zs, Z5,Z,,D},{Zg, Zs5, Z,, D}, {Zg, Z5, Z3, D},
{Zg,Z6,22,D},{Z5, Z6, 23, D}, {Z5, Zs, Zs5, Z3}, {Z5, Z6, Zs5, Z2}, {Zs, Z6, Z5, Z1 )},
{Zs,Z6,75,D},{Z5, Z6, 24, D}, {Z5, Z6, Z4, Z3}, {Z5, Z6, Z4, Z2}, {Z5, Z6, Z4, 21},
{Zg,24,25,D},{Z5, 24,25, D},{Z5, 24,21, D}, {Z5, Z4, Z3, 23}, {Z5, Z4, Z3, 21},
{Z;,26,25,D},{Z7, 26,25, 23}, {Z7, Z6, Z5, 223, {Z7, Z6, Z5, Z1 }, {27, Z6, Z4, Z3},
{Z4,Z6,21,D},{Z;,Z5,2,,D},{Z7, 25,21, D},{Z7, Z6, Z4, 2,3, {Z, Z, Z4, 21},
{Z,,26,24,D},{27,26,25,D},{Z7,Z6,Z5, D}, {Z7, Z6, Z3, 22}, {Z7, Z6, Z3, Z1},
{Z;,26,2,,D},{Z6, Z5,Z2,D},{Zs, Zs, Z3, 25}, {Z6, Z5, Z3, 71}, {Z6, Z5, Z3, D},
{Z6,Z5,2,,D},{Z6, 24,25, D},{Z6, Z4, 23, 253, {Z6, Z4, Z3, 71}, {Z6, Z4, Z5, D},
{Z6,Z4,2,,D}
5){Z;,24,25,21,D},{Z,24,25,25,D},{Z;,Z5,Z3,2,,D},{Z;, Z5, Z3, Z,, D}
{Zg,Z5,25,21,D},{Zs, Zs, 25,25, D}, {Zg, Zs, Z3, 21, D}, {Zg, Z6, Z3, Z,, D},
{Zs,Z6,Z5,23,D},{Zg,Z¢, Z5, 25, D}, {Zs, Z6, Zs, Z1, D}, {Zs, Z6, Z4, Z3, D},
{Z4,Z6,24,75,D},{Zs,Z6,24,21,D},{Zg, Z4, Z3, Z5, D}, {Z5, Z4, Z3, Z1, D},
{Z7,26,25,23,D},{Z, 26, 25,22, D},{Z7,Z6, Z5, 21, D},{Z7, Z6, Z4, Z5, D},
{Z7,26,24,25,D},{Z7,2Z¢,24,21,D},{Z7,Z¢, 23,75, D },{Z;, Z6, Z5, Z1, D},
{Zg,Zg,Z5,23,7213,{Zg, Zs, Zs, Z3, 22}, {Z7, Z, Z4, Z3, 21}, {Z7, Z, Z4, Z3, Z5 },
{Z7,26,25,23,7213,{Z7, Z¢, Zs, 23, 25}, {Zg, Zg, Z4, Z3, 21 },{Zg, Zg, Z4, Z3, Z5 },
{Z6,24,25,21,D},{Z6, 24,23, Z5,D},{Z6, Z5, Z3,2,,D},{Z¢, Z5, Z3, Z,, D},
6){Z7,Z, 25, 23,23, D},{Z7,Z6,Z5, 25,21, D},{Z7, Z6, Z4, Z3,Z5, D},
{Z,,26,24,25,21,D},{Zg,Z¢, Z5, Z3,Z2,D},{Zs, Z6, Z5, Z3, Z1, D},
{Zg,Z6,24,23,21,D},{Zg, 26, Z4, 73,75, D}

) {Z6,Z5, 24, Z3},{Z3,22,2,,D},{Z5,Z5,2,,D},{Zs, Z5,Z,,D},{Z4, Z,, Z,, D},
{Z,25,24,233,{Zg, Z5, 24,25}, {Z6, 25,21, D},{Z;,Z,,Z,, D}

8){Z;, 25, 24,735,213, {26, Z5, 24, Z3, 213, {27, Z5, 24, Z3, 23}, {Zs, Z5, 24y Z3, Z ),
{Zg,Z5,24,25,D},{Z;,2Z5, 24,73, D},{Z¢, Z5, 24, Z5, DHZg, Z5, Z4, Z3, Z,)},
{Zg,Z5, 24,723, 7,}

9{Z;,Zs,24,23,2,,D},{Zs, Z5,Z4, 25,21, D},{Z7, Z5, Z4, Z3, Z,, D},

72



{Zg,Z5,24,25,21,D},{Z6,Z5, 24, 23,25, D},{Z5, Z5, Z4, Z3, Z5, D}
10){Z4,Z3,75,21,D},{Zs, Z3,Z5,Z,,D},{Zg, Z3, Z5,Z1, D}, {Z5, Z6, Z5, Z1, D},
{Zs,Zs,2,,21,D},{2;, 25,25, 21,D},{Z,Z4,Z,,2,,D},{Z5,Z3,Z,, 2, D},
{Z6,75,22,21,D},{Z7, 26, Z5, Z4, Z3}, {Z5, Z6, Z5, Z4, Z3}, {27, Z6, Z5, Z1, D},
{Z6,24,24,21,D},{Z6, 25,25, 71, D},{Zg, Z4, Z5, 71, D}
11){Z;,Z4,73,7,,2,,D},{Z7,Z5, 25,25, Z1, D}, {Zg, Zs, Z3, Z5, Z,, D},
{Zs,Z6,25,25,21,D},{Z6, 24,73, 23,21, D },{Zs, Z4,Z5, Z5, Z1, D},
{Z7,26,25,2,,2,,D},{Zs, Z6, 24, 22,21, D}, {Zg, Z, Z5, Z,, Z1, D},
{Z7,26,23,25,2,,D},{Zs,24,25,22,21,D},{Z7,Z¢, 24, Z,, Z1, D}

12){Z;,Z¢, 75,73, 22,21, D}, {Zs, Z6, Zs5, Z3, Z3, Z1, D}, {Z7, Z6, Z4, Z5, Z5, Z1, D},
{Z3,Z6,24,23,Z5,71,D}

13){Z7,Z6, Z5, 24,23, 21 },{Z7, Z6, Z5, Z4, Z3, Z2},{Z5, Z6, Z5, Z4, Z3, D},
{(Z4,26,25,24,23,213,{Zg, 26, 25, 24, 23,233, {Z7, 2, Z5, Z4, Z3, D}

14){Z;,Z¢, 75,24, 25,21, D},{Z7, Z6, Z5, Z4, Z3, 22, D}, {Zg, Z6, Z5, Z4, Z3, Z1, D},
{Zs,Z6,75,24,73,75,D}

15){Z;,Z5, 24,23, 22,21, D},{Zg, Z5, Z4, Z3, 25, 21, D}, {Z6, Z5, Z4, Z3, Z5, Z1, D}
16) {Z;, Z6, Zs, Z4, Z3, 22,21, D}, {Zg, Z6, Z5, Z4, Z3, Z5, Z1, D}

Ispat: Sekil 3.2°de diyagrami 1-6 arasinda olanlar Teorem 2.4.13’den ve 7-14 arasinda

olanlarin hepsi Teorem 2.4.18’den dolay1 kosul gerekmeksizin tam XI — yarilatistir. Ayrica
15 numarali diyagrama sahip olanlarin XI — yarilatis oldugu Teorem 2.4.23’de verilmistir.

16 numarali diyagrama sahip olanlarin XI — yarilatis oldugu Lemma 3.3.1°’de gdsterilmistir.

D nin Zg N Z; # @ kosulu altindaki biitiin XI — yarilatislerinin kiimesi ) %;(D) olsun.

Not 2.3.13’de belirtilen, Y.%;(D) tizerindeki Jy; denklik bagmtisinin denklik siniflarinin

temsilcilerinden olusan Y.yx;(D) kiimesini alalim. Lemma 3.4.1.1°den yararlanarak bu

kiimenin elemanlarini

Q={T}LT€D

Q, ={T,T'},T,T"€eDveT T’

Q:={T, T, T"},T,T',T" €DveT cT cT"
Q,=1{2,Z'.T,T'},Z,Z',T,T"€eDveZcZ' cTcT'
Q:=1{2,72' T, T, T"}, 2,7, T,T',T" €DveZcZ cTcT cT"
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Q=1{z,z,T,7,7",0},2,Z",T,T',\T" €EDveZcZ cTcT cT"cD
Q,={Z,T,T,TUT'},ZT,T'€D,veZcT,Zc T, T\T' #®,T'\T # ®
Qs ={Z,T,T',\TUT,Z'},Z,Z',T,T' €D

veZcT,ZcT ,T\T' #0,T'\T #0, TUT cZ'
Q={zT1T,TUT,2',D},2,Z',T,T' €D

veZcT,ZcT ,T\T' #@,T'\T #0,TUT cZ' cD

Qo =1{Z,2'T, T, TUT'},Z,Z',T,T' €D

veZcZ cT,ZcZ cT',T\T' +#0,T'\T +0

Q. ={2T,T',2,,2,D},Z,Z',TED

veZcTcT cZ,cD,ZcTcT cZ,cD

Q. ={2,T,T',25,2,,2,,D},Z,Z',T € D

veZcT,ZcT ,T\T' #0,T'\T #0,TUT' =274

Q13 ={Z,26,25,24,25, T}, Z € {Z7,Zg} ve T €{D, Z,,Z,}

Qs ={2,Z6,25,24, 23, T, D}, Z € {Z;, Zg} ve T € {Z;,Z,}

Qs ={Z,Zs,24, 23,25, 21, D}, Z € {Zs, Z7, Zg}

Q16 = {2, 26, 25,24, 23,25, 21, D}, Z € {Z7, 23}

olarak bulunur. Boylece i = 1,2, ....16 olmak iizere her bir Q; i¢in, Not 2.3.13’de verilen ve
Q; ile tam izomorf olan elemanlarin kiimesi Q;9x; Lemma 3.4.1.1’in i. maddesindeki
kiimelerin olusturdugu aileye esittir.

Lemma 3.4.1.2 ZgNZ, = @ olsun. O zaman D nin tam X[ — yarilatisleri asagida
verilenlerdir.

INDIRVASRVA RV RVARVARVARVARVAY

2Z3, 213,823, 223,24, 213, AZ4, 253, {Z4, Z3},{Zs, 213,425, 2,53, {Z5, 23}, {Z6, 21},

{Z6, 223,426, 233, {Z7, 213,{Z7, 2,3, {Z7, Z3},{Z7, 243, {27, Z5},{Zs, 21}, {Z, 2>},

{Zg, Z3},{Zg, Z5},{Zg, Z6},{Z1, D}, {Z,, D},{Z3, D}, {Z4, D},{Zs, D},{Zs, D},

{Z7,D},{Zg, D}, {Z6, 243,{Z7, Z6}, {Z6, Z5}, {Z5, Z4}

INZ4 Z3, 213, {Z4, Z3, 23}, {Zs, Z3, 213, {Z5, Z3, Z2},{Z6, Z3, 21}, {Z6, Z3, Z>},

27,23, 223,427, 24, 2,},{Z7, 24, 23},{Z7, 24, 23}, {Z7, Z5, 2, },{Z7, Zs, Z,},

{Zg, Z3,2,},{Z3, Z5, Z13,{Zg, Z5, 2}, {Zg, Z5, Z3}, {Zg, Z6, Z1 },{Z, Z6, Z },

{Z3,2,,D},{Z3,7,,D},{Z,,2,,D},{Z4,Z,,D},{Z,, Z5, D}, {Zs, Z,, D},

{Z7,26,2,3,{Z7,Z6,2:},{Z7, Z6, D}, {Z6, Z5, Z3},{Z6, Z5, 22}, {Z6) Z5, 21},
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{Zs,2,,D},{Z¢, Z,,D},{Z¢, 23, D},{Z;, 21, D},{2,, Z,,D},{Z,, Z5, D},
{Zs,25,D},{Zs,Z3,D},{Zs,Z5,D},{Zg, Z6, D}, {Zg, Z6, Z5}, {Z5, Z6, Z4},
{Z6,24,223,{Z ¢, Z4,213,{Z6, 24, D},{Z5,Z,, D}, {Z;,24,D},{Z;,Z5, D},
{Zg,24,D},{Zg, 24,25}, {Zg, 24, 23}, {Z5, 24, Z:},{Z7, Z6, 25}, {Z7, Z6, Z4},
{Z6, 24,25}, {Zg, 26, Z3},{Z7, Z5, 23}, {Zg, Z1, D}, {Zs, Z5, D}, {Z5, Z4, Z1},
{Z,,23,2:3,{Z6,Z5,D},{Z7, Z6, Z5}

W{Zy,24,23,213,{Z7, 24, 23,22}, {Z7, 25,23, 21}, {Z7, 25, Z3, 23}, {Zs, Zs5, Z3, 21},
{Zg,Z5,75,223,{Zg, Z6, Z3, 21}, {Z5, Z6, Z3, Z3},{Z4, Z3, Z1, D}, {Z4, Z3, Z,, D},
{Z5,Z3,2,,D},{Zs, 23,25, D},{Z6, Z5,21,D},{Z¢, Z3, Z,, D},{Z;, Z3, Z,, D},
{Z,,2,,2,,D},{Z,,24,2,,D},{Zg, Z5,2,,D},{Z;,Z,4, Z3,D},{Z;, Z5, Z,, D},
{Z;,Z5,25,D},{Zs, Z5,Z1,D},{Zs, Z5,Z,,D},{Zg, Zs5, Z,, D}, {Zg, Z5, Z3, D},
{Zs,Z6,72,D},{Z5, Z6,Z3,D},{Zs, Z6, Z5, Z3}, {Z5, Z6, Z5, Z3}, {Zs, Z6, Z5, Z1},
{Z4,Z6,Z5,D},{Zs,Z6,24,D},{Zg, Z6, Z4, 23}, {Zg, Z, Z4, 253}, {Zg, Z, Z4, 21},
{Zg,24,75,D},{Z5, 24,25, D},{Z5, 24,21, D}, {Z5, Z4, Z3, 23}, {Z5, Z4, Z5, 21},
{Z;,26,2Z5,D},{Z7,Z6,Z5, 23}, {Z7, Z6, Z5, 223, {Z7, Z6, Z5, Z1 }, {27, Z6, Z4) Z3},
{Z4,Z6,21,D},{Z;,Z5,2,,D},{Z7, 25,21, D},{Z7, Z6, Z4, 253, {Z, Z, Z4, 21},
{Z7,26,24,D},{27,26,25,D},{Z7,Z6,Z5, D}, {Z7, Z6, Z3, 22}, {Z7, Z6, Z3, Z1},
{Z;,26,2,,D},{Z6, Z5, Z2, D}, {Zs, Z5, Z3, 25}, {Z6, Z5, Z3, 71}, {Z6, Z5, Z3, D},
{Z6, 75,21, D},{Z6, 24,25, D}, {Z6, Z4, Z3, 233, {Z6, Z4, Z3, 71}, {Z6, Z4, Z5, D},
{Zs,Z4,2,,D}
5){Z;,24,23,21,D},{Z;,Z4,Z5,2,,D},{Z;,Z5,2Z5,Z,,D},{Z;, Z5, Z5, Z,, D}
{Zs,Zs,75,21,D},{Zs, Z5, 23,75, D}, {Zg, Z6, Z3, 21, D },{Zg, Z6, Z3, Z,, D}
{Zg,Z6,75,75,D},{Zg,Z¢, Z5, 75, D}, {Zg, Z6, Z5, Z1, D}, {Z5, Z6, Z4, Z5, D}
{Zs,26,24,25,D},{Zg,Z6,Z4,21,D},{Zg, Z4, 23,25, D},{Z5, Z4, 23, Z, D}
{Z;,26,25,23,D},{Z,2Z¢,Z5,Z,,D},{Z7,Z6, Z5,Z,,D},{Z7, Z6, Z4, Z5, D}
{Z;,26,24,25,D},{Z7,2¢,Z4,21,D},{Z7,Z6, Z3,Z5,D},{Z;, Z6, Z5, Z, D}
{(Zg,Z6, 25,23, 7213,{Zs, Zs, Z5, 23, 223, {Z7, Zs, Z4, Z3, 213, {Z7, Zs, Z4, Z3, 2}
{Z7,2¢,25,25,7213,{Z, Z¢, Z5, 23, 233}, {Zg, Zo, Z4, Z3, %13, {Zg, Zg, Z4, Z3, Z3 }
{Z6,24,25,21,D},{Z6,24,23,Z5,D},{Z, Z5,Z3,2,,D },{Zs, Z5, Z5, Z,, D}
6){Z7,Z, 25, 23,23, D},{Z7,Z6, Z5, 25,21, D}, {Z7, 26, Z4, Z3,Z5, D},
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{Z,,26,24,25,21,D},{Zg, Z¢, Z5, Z3,Z5,D},{Zs, Z6, Zs, Z3, Z1, D},
{Zs,Z6,24,23,21,D},{Zg, 26, Z4, 73,75, D}

7){Z6,Zs, 24, Z3},{Z3,Z2,2,,D},{Z5,Z3,2,,D},{Zs, Z,,Z,,D },{Z4, Z,, Z,, D},
{Z,,75,24,253,{Z3g, Z5, 24,25}, {Z6, 25,21, D},{Z;,Z,,Z,, D}

8){Z;, 25,724,235, 2:},{Z6, 25, 24,23, 21 },{Z7, 25, Z4, Z3, 23}, {Zg, Z5, Z4, Z3, Z5},
{Zg,Z5,24,25,D},{Z;, 25, 24,73, D},{Z¢, Z5, Z4, 25, DHZg, Z5, Z4, Z5, 25},
{Zg,Z5,24,723,7,}

9{Z;,Zs,24,73,21,D},{Z¢, Z5,Z4, 25,21, D}, {Z7, Zs, Z4, Z3, Z5, D},
{Z4,25,24,23,2,,D},{Z6,Z5,24,23,22,D},{Zg, Zs5, Z4, 23, Z,, D}

10){Z4, Z3, 25,21, D},{Zs, Z5, 25,21, D}, {Zg, Z3, Z5, Z1, D}, {Zg, Z6, Z5, Z1, D},
{Zs,Zs,2,,21,D},{Z;, 25, 25,21, D},{Z,Z4, 25,21, D},{Z7,Z3,Z,, Z,, D},
{Z6,23,22,21,D},{Z7, 26, 25, Z4, Z3}, {Z5, Z6, Z5, Z4, Z3},{Z7, Z6, Z5, Z1, D},
{Z6,24,25,21,D},{Z6, Z5, 25,21, D}, {Zs, Z4, 25, Z,, D}

11){Z;,Z4, 23,25, 21,D},{Z7, Z5, Z5, 25,21, D}, {Zg, Z5, Z3, Z,, Z1, D},
{Zg,Z6,75,25,21,D},{Z¢, 24, 73,73, 2,,D},{Z6, Z4, Z3, Z5, Z1, D}
{Z;,26,75,25,21,D},{Zg, 26, Z4,Z3,Z,,D },{Zg, Z6, Z5, Z5, Z1, D}
{Z7,26,23,2,,2,,D},{Zs,24,25,22,2,,D},{Z7, 26,24, Z,, Z1, D}

12){Z;,Z6, Zs, Z3, 22,24, D}, {Zg, Z6, Zs5, Z3, Z5, Z1, D}, {Z7, Z6, Z4, Z3, Z5, Z1, D},
{Zs,Z6,24,23,Z5,71, D}

13){Z7,Z¢, 75,24, 23,21}, {Z7, 26, Z5, Z4, Z3, %2}, {Zg, Z, Z5, Z4, Z3, D},

{Z3,Z6, 75,24, 23,2, },{Z3, 26, Z5, Z4, 23, Z2},{Z7, 26, Z5, Z4, Z3,D}
14){Z;,Z¢,Z5,Z4, 25,21, D},{Z7, Z6, Z5, Z4, Z3, 23, D}, {Zs, Z6, Z5, Z4, Z3, Z1, D},
{Zg,Z6,75,24,73,75,D}

15){Z;,Zs, 74, 73,22, 7%1,D},{Z5, Z5, Z4, 23, Z3, 21, D}, {Z, Z5, Z4, Z3, 25, Z1, D}
16) {Z,Z¢, Z5,Z4, 23,29, Z1,D},{Zg, Z6, Z5, Z4, Z3, 2, Z1, D}

17){Zg, Z5, Zs}

18) {Zg, Z7, Z6, Z5},{Z5, Z7, 26, Z4}, {Z5, Z7, Z6, 21}, { Zg, Z7, Z6, D}, {Z, Z7, Z6, Z3},
{Zg,Z,,Z¢,7,}

19Y{Zg, Z7, Z6, Zs, Z3}, {Zg, Z7, Z6, Z5, Z2 }, {Zg, Z7, Z6, Z5, Z1 }, { 25, Z7, Z6, Z5, D},
{(Z3,27,26,24,Z3},{Z3, 27,26, %4, 23}, {Z3, 27, Z6, Z4, 213, {Zg, Z7, Z6, Z4, D},
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{Zs, 27,26, 23,22}, {Zg, Z7, Zs, Z3, Z1},{Zs, Z7, Z6, Z3, D}, {Z3, Z7, Zs, Z5, D},

{Zs,2;,26,7,,D}

20){Zg,Z7,Zs, Zs, Z3, Z2},{Zs, Z7, Z6, Z5, Z3, 1 },{Zg, Z7, Z6, Z4, Z3, Z>},

{Z3,27,26,24,23,2:},{Z3, 27,26, 25, Z3,D},{Zg, Z7, Z6, Z5, Z1, D},

{Z3,27,26,24,23,D},{Zg, 27,26, 24,22, DX Zg, Z7, Z, Z4, Z1, D}

{Zs,27,26,23,25,D},{Zg, 27, Z6, 23,21, D}, {Z5, Z7, Z, Z5, Z5, D}

21){Zg,Z7,Z6,Z5, 23,25, D}, {Zg, Z7, Z6, Z5, Z5,Z1, D},

{Zs,27,26,24,23,21,D},{Zg,Z7,Z6, 24, Z5, Z,, D}

22) {23, Z7, Zs, 23,21, D}, (Zs, 27, Zs, Z5, 24, Z3)

23) (Zg, Z7, Z, Zs, Z, Z3, 21}, {Zg, Z7, Zey L5, Zay 23y 22}, {2, 27, Z, 25, 24, Z3, D)

24){Zg,Z7,Z6,75,24, 23,23, D},{Zg, 27,26, Z5, Z4, Z3,Z1, D}

25){Zg,Z7,Z6,Z5, 29,21, D},{Zg, 27,26, Z4, 22, %1, D}, {Z5, Z7, Z6, Z3, Z5, Z1, D}

26) {Zs, 27,2, Z5, Z3, 22, Z1,D},{Zg, Z7, Z, Z4, Z3, Z5, Z1, D}

21){Zg,Z7,Z6,Z5, 24, Z3, Z5, Z1, D}

Ispat: Sekil 3.2°de diyagrami 1-16 arasinda olan tam X — yarilatislerin hepsi Lemma
3.4.1.1°den dolay1 tam X1 — yarilatistir. Ayrica diyagrami 17-21 arasinda olanlarin Teorem
2.4.33’de, 22-24 arasinda olanlarin Teorem 2.4.38’de ve 25 numarali diyagrama sahip
olanlarin ZgNZ, = @ kosulu altinda tam X[ — yarilatis oldugu Teorem 2.4.28’de
gosterilmistir. 26 ve 27 numarali diyagrama sahip olan tam X — yarilatislerin olanlarin Zg N
Z; = @ kosulu altinda tam XI — yarilatis oldugu Lemma 3.2.1 ve Lemma 3.1.2°den

goriilmektedir.

Lemma 3.4.1.2°nin 1-16 numarali maddeleri, Lemma 3.4.1.1°’in maddeleriyle ayn1
oldugundan Zg N Z, = @ kosulu altinda }y,(D) kiimesini bulmak igin 17-27 numarali

kiimeler i¢in bakmak yeterlidir. Boylece

Q7 = {28'27'26}

Qus = {Zg, Z7,Z6, T}, T €{Zs,24, 23,25, 21, D}

Qo =128, 27,26, T, T'}, T € {Z5,24,23,2,21},T' €{Z3,25,Z1,D},Zg c T T’
Qu0 = {Z4,27,2¢,Z,T,T'}, Z,T,T'"€EDveZscZcTcT'

Q21 ={Z4,27,Z6, T, Z3,T',D}, T € {Zs,2,}, T' € {Z3, 71}

Qz2 ={Z3,27,Z¢, T, T, TUT'}, T € {Zs,Z,}, T' € {Z4, 7}
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ve T\T' # @,T'\T # @

Q23 =1{Zg,Z7,Z6,25,24,25, T}, T € {E,ZZ,Zl}
Q24 = {Z8'Z7'Z6rZS;Z4;Z3;T;E}, Te{Z,, 7}
Q25 = {Zg.Z7,Z6,T, Zz,Zl,E}, T €{Zs,Z,,75}
Q26 = {Zs, 27,26, T, Z3, 22, Z1, D}, T € {Z5, 24}
Q27 =D

olarak bulunur. Boylece i = 1,2, ....27 olmak iizere her bir Q; i¢in, Not 2.3.13’de verilen ve
Q; ile tam izomorf olan elemanlarin kiimesi Q;9x; Lemma 3.4.1.2°nin i. maddesindeki

kiimelerin olusturdugu aileye esittir.

3.4.2. Bx(D) Yarigrubunun Idempotent Elemanlar
i =1,2,...27 olmak lizere Q; ile tam izomorf olan elemanlarin kiimesi Q;Uy;

kiimesini alalim. Not 2.3.13°den dolayi, bir D' € Q;Jy; ile tanimlanan By (D") yarigrubunun

sag birim elemanlarinin kiimesi E)((r) (D") olmak tizere, Bx(Q;) yarigrubunun idempotent

elemanlarinin kiimesi

raeo=\J  EPon
D'€Q;¥x1

bicimindedir. Buradan By (Q; ) yarigrubunun idempotent elemanlarinin sayisi

rea=y, ||

XI

seklinde bulunur.

3.4.2.1. Zg N Z; # @ Kosulu Altinda idempotent Elemanlar
Bu béliimde D = {D, 2,,0,,0,,2,,L:,2,Z,, Zs} birlesimlerin tam X — yarilatisi ile

belirlenen By (D) yarigrubunun Zg N Z,; # @ kosulu altinda idempotent elemanlarinin
Ozellikleri ve sayisi1 bulunacaktir.
Oncelikle bir a € By(D) elemaninin idempotent olmasi igin gereken kosullari

belirleyelim.
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Teorem 3.4.2.1.1 D ={D,Zy,75,73,74,Z5,Z¢, 27, Z5} € Y3 (X,9) Ve ZgNZ; # @

olsun. @ € Byx(D) elemaninin idempotent olmasi igin gerek ve yeter kosul asagidaki

siklardan birinin kosullarin1 saglamasidir.

1)
2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Q, = {T}ve @ = (X X T) bigimindedir.

Q ={T,T'}ve a =Y xT)U (Y5 X T') olmak iizere T S V£, Y NT' # @
kosullar1 saglanir.

Q:; ={T, T, T"}vea = YFXT)U (Y5 xT)U (Y5 XT") olmak iizere T ©
YA, T' CYFUYL YO NT #@, Yo nT" # @ kosullar saglanur.

Q=1{Z,Z T, T} ve a={Fx2)U(YExZ)UFxT)U (Y5 xT)
olmak iizere Z C Y/, Z' CYF UY,,, TSYFUY UYF, YoNnT =@, YN
Z'#0,YF NT # @ kosullar1 saglanir.

Qs =1{Z,Z T, T\ T"}vea= (Y X2 U (Y5 xZ)U(YFXxT)U (Y5 xT') U
(Vi xT")u (Y§ x D) olmak iizere Z S Y&, Z' S YFUYS, TS YfUYSHU
YE, T CYf UYL UYF UYL, YnZ #0, YENT =0, Y NT #@, YN
T" # @, kosullar1 saglanir.

Qe =1{2,2', T, T',T",D} ve a=YFx2)U(YyxZ)uFxT)u (Y x
T')U (Y XT") olmak iizere Z S Yf, Z' SYFUYy, TSYFUYS UYE,
T'"CYFUY UYFUYD, YNnZ #0,YFNT#0, YonT #0, YN
T" # @, Y¥ n D # @ kosullar saglanr.

Q; ={ZT,T,TUT'} ve a=Fx2DUFFXTIU (VS XT)U (Y5 X
TUT') olmakiizere TS YF UYE, T CYFUYS YENT @, YANT #0
kosullar1 saglanir.

Qs ={ZT, T, TUT,Z}vea=YFXZDUXEXTIU(YS XT)U (Y5 x
TUT')U (Y5 xZ') olmakiizere T S YA UYE, T CYFUYS, TUT SYfU

YFUYS UYL 0 YENT #0, YO NT #0,Y, NZ" # @ kosullari saglanur.
Q={z,T,T,TuT,Z',D} ve a={Fx2DUFFxTIU (Y5 xT)U
(Yo, XTUT')U (Y xZ'") olmakiizere TS YfUYH, T'CYFUYS, TU
T'CSYSUYFUYLUYS 0 JYENT 0, YONT #0, Y,nZ' #@, YN

D +# @ kosullar1 saglanr.
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10) Q0 ={Z,Z'T, T, TUT'} ve a={FxZ)U(YiFxZ)u Y xT)u (V5 X
T')U (Y5, X TUT') olmakiizereZ C Y&, Z' CYFUYS, TS YFUYSUYS
Y NZ #=@,YFNT#0, Yo NnT' # @ kosullar: saglanur.

11)Q, ={Z,T,T',Z,,Z;,D} ve a=FFXZ)UYFXT)U(YS XT)u (Y5 X
ZH)UYFxZ)U(Y§ xD) olmak iizere Z S Y§, TS YFUYH, T SYfU
YFUYD, Z,SYFUYFUYLIUYS, Z, SYFUYFUYLUYS, YENT #0,
Yo NT' #0,YNZ, # 0, Y* N Z; # @ kosullar saglanur.

12) Q2 ={Z,T,T',Z3,Z5,Z1,D}vea = (YF x Z) U (YF X T) U (Y X T") U (Y§ X
ZHU(YFXZHU X Z)U(YExD)  olmak iizere Z S Vf, TSYFU
YA T' CYfUYF UYL, Z; SYFUYF UYL UYY | Z,SYFUYFUYLU
YUY, Z, SYFUYF UYL UYSUYS |, YENT#0, YOnT #0, YN
Z; # 0, Y NZ, # 0, Y NZ # @ kosullar1 saglanir.

13) Q13 = {Z,Z6, 25, 24,75, T} Ve a = (YE X Z) U (Y& X Zg) U (Y& x Zs) U (Yf X
Z)U Y5 xZ3)U(YF XT) olmak tizere Z CY), Zg S YS UYE, Zs S YU
YEUYS, Z,CYFUYFUYSE Z;CYFUYSFUYSUYSUYS, YEaNnZ, # 0,
Y¥NZs#0,Y NZ, +0,YFNT +# @ kosullar1 saglanir.

14) Q4 ={Z,26,25,24,Z5,T,D} ve a=(Y§FxZ)U Y& XZs) U (Y& X Zs) U
(YEXZOUYFEXZDUYFEXTIU(YE xD)  olmak iizere Z CY§, Zg S
YZUYE, Zs CYFUYSUYS, Z, CYFUYFUYS Z;CYFUYSuUYSuYS U
YA TCY S UYFUYSUYFUYSUYE YENZe#0, YENZs #0, Y NZ, #
0, YENT #0,YEND # @ kosullar1 saglanir.

15) Q5 ={Z,75,24, 23,75, Z,,D} ve a={FxZ)UYEXZ)UYFEXZ)U
(Yf£ X Z3) U (YF X Z) U (YEX Z) U (YE X D)  olmak iizere Z € Y, Z5 €
YZUYE, Z, YUY Z, CYFUYSUY S UYSUYS, Z, CcYFUYSUYSuU
YPUY®, YENZs#0, YPNZ,#0, YPNnZ, 0, Y¥*NZ, #@ kosullar
saglanir.

16) Q14 = {Z,Z6,ZS,Z4,Z3,ZZ,Zl, 5} ve a = (YFXZ)UYEXZHUYEXZs)U
(YEXZ) U (Y XZ) U (YE X Zy) U (YE X Z) U (YE x D) olmak iizere Z S
Y&, Zg S YFUYE, ZsCYFUYSUYS Z, CYFUYFUYFZ, CYFUYFU
YXUYFUYSUYS, Z,cYFUuUYSuUYSuUYSuYFuYS YeEnzZs+#0, Y¥n

Zs # 0, Y NZ, 0, Y NZ, #0, Y NZ; # @ kosullart saglanir.
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Ispat: a € By(D) idempotent eleman olsun. Bir f:X — D déniisiimii icin a =
U,.,({x} X £ (%)) bigiminde oldugunu diisiiniiliirse her x € X i¢in f(x) € D dir. Buradan
D nin bir D" alt yarilatisi i¢in a = UTe o (Y7 X T) bi¢iminde quasinormal gosterime
sahiptir. Ustelik V(D,a) = D' = V(D’,a) dir. Teorem 2.3.11°den V(D,a) nin XI - alt
yarilatis oldugu kullanilirsa D’ , X1 - alt yarilatistir. O halde D' Lemma 3.4.1.1°de verilen Q;
leri taramak tizere @ = UTE o (Y7 X T) bigiminde yazilabilir.

Qu={T} ve a=(XxT) olsun. O zaman a =] __ ({x} x f(x)) bigiminde
oldugunu diisiiniiliirse her x € X icin f(x) € Q; oldugundan f: X — Q; < D bi¢iminde tek
bir f dontisimii vardir. Yani Bx(Q,) tek elemanli bir kiimedir. Bx(Q;) isleme kapali
oldugundan @ idempotent elemandir. Ustelik By (Q;) € Bx(D) oldugundan a, Bx(D) nin
idempotent elemanidir.

Q, ={T, T'}vea = (Yf xT)U (Y5 x T') olsun. O zaman a € Bx(Q,) dir. Ustelik
Q,, XI - alt yarilatistir ve V(D, @) = Q; = V(Q,, @) saglanir. O halde Sonug¢ 2.4.15’den
verilen kosullar saglanir. Tersine 2. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Sonug 2.4.15’den
a € Bx(Q,) sag birim elemandir. Boylece Byx(Q,) € Bx(D) ve sag birim eleman ayni
zamanda idempotent oldugundan «, Bx (D) nin idempotent elemanidir.

Q; ={T, T, T"}ve a=YFxT)U (Y% xT")u(YS xT") olsun. O zaman « €
By (Q3) dir. Ustelik Q, XI - alt yarilatistir ve V(D, @) = Q3 = V(Qs, @) saglanir. O halde
Sonug 2.4.15’den verilen kosullar saglanir. Tersine 3. sikta verilen kosullar saglansin. Yine
Sonug 2.4.15’den a € By (Q3) sag birim elemandir. Boylece By (Q3) < Bx (D) ve sag birim
eleman ayn1 zamanda idempotent oldugundan a, By (D) nin idempotent elemanidir.

Q={Z2Z T, TYvea=(YFx2U(YixZ)u¥FxT)u (Y5 xT") olsun. O
zaman a € By(Q,) dir. Ustelik Q,, XI - alt yanlatistir ve V(D,a) = Q, = V(Q4, @)
saglanir. O halde Sonug 2.4.15°den verilen kosullar saglanir. Tersine 4. sikta verilen kosullar
saglansin. Yine Sonu¢ 2.4.15°den a € Bx(Q,4) sag birim elemandir. Boylece By (Q4) C
Bx (D) ve sag birim eleman ayni1 zamanda idempotent oldugundan a, By (D) nin idempotent
elemanidir.

Qs ={Z,Z T, T\ T"}vea= (Y X2 U (Y xZ)UXEXxT)U (Y xT)U
(V5 x T")u (Yg x D) olsun. O zaman a € By (Qs) dir. Ustelik Qs, XI - alt yarilatistir ve
V(D,a) = Qs = V(Qs, @) saglanir. O halde Sonug 2.4.15’den verilen kosullar saglanir.

Tersine 5. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Sonug 2.4.15°den a € Bx(Qs) sag birim
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elemandir. Boylece By(Qs) € Bx(D) ve sag birim eleman ayni zamanda idempotent
oldugundan a, Bx (D) nin idempotent elemanidir.

Qe =1{2,Z,T, T, T",D}vea = (YFXZD)U(YixZ)YU(YFXxT)U (Y5 xT")u
(qu x T'") olsun. O zaman a € By (Qy) dir. Ustelik Qg, XI - alt yarilatistir ve V(D, a) =
Q¢ = V(Qq, @) saglanir. O halde Sonug 2.4.15’den verilen kosullar saglanir. Tersine 6. sikta
verilen kosullar saglansin. Yine Sonug 2.4.15°den @ € By (Qg) sag birim elemandir. Boylece
Bx(Q¢) € Bx(D) ve sag birim eleman ayni zamanda idempotent oldugundan «, By (D) nin
idempotent elemanidir.

Q, ={ZT,T,TUT'} ve a={FX2DUYFXTIU(YSxT)U (Y xTU
T') olsun. O zaman a € Bx(Q,) dir. Ustelik @, XI - alt yarilatistir ve V(D,a) = Q, =
V(Q,, a) saglanir. O halde Sonug¢ 2.4.20°den verilen kosullar saglanir. Tersine 7. sikta
verilen kosullar saglansin. Yine Sonug 2.4.20’den a € By (Q-) sag birim elemandir. Boylece
Bx(Q-) < Bx(D) ve sag birim eleman ayn1 zamanda idempotent oldugundan a, By (D) nin
idempotent elemanidir.

Qs ={ZT, T, TUT,Z'} ve a=FX2DUFFEXTIU (VS XT)U (Y5, x
TUT') U (Y xZ") olsun. O zaman a € By(Qg) dir. Ustelik Qg, XI - alt yarilatistir ve
V(D,a) = Qg = V(Qg, @) saglanir. O halde Sonug 2.4.20’den verilen kosullar saglanir.
Tersine 8. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Sonu¢ 2.4.20°den a € By (Qg) sag birim
elemandir. Bdylece Byx(Qg) € Bx(D) ve sag birim eleman ayni zamanda idempotent
oldugundan a, By (D) nin idempotent elemanidir.

Qo ={Z,T, T, TUT,Z',D} ve a = (YFXZ)UYFXT)U(YS xT)U (Y5 X
Tu T’) U (YZ“, X Z’) olsun. O zaman a € By(Q,) dir. Ustelik Qq, XI - alt yarilatistir ve
V(D,a) = Qg = V(Qq, ) saglanir. O halde Sonug¢ 2.4.20’den verilen kosullar saglanir.
Tersine 9. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Sonug 2.4.20°den a € By (Qq) sag birim
elemandir. Boylece Byx(Qq9) € Bx(D) ve sag birim eleman ayni zamanda idempotent
oldugundan a, By (D) nin idempotent elemanidir.

Qo ={Z,Z'T, T, TuT}vea=YFxZ)U (Y xZ)U(YFXT)U(YEXT)U
(YT“UT, X TUT’) olsun. O zaman a € Bx(Qq) dir. Ustelik Qyo, XI - alt yarilatistir ve
V(D,a) = Q19 = V(Q1p, @) saglanir. O halde Sonug 2.4.20’den verilen kosullar saglanir.
Tersine 10. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Sonug 2.4.20°den a € Bx(Q1¢) sag birim
elemandir. Boylece Bx(Qq9) € Bx(D) ve sag birim eleman ayni zamanda idempotent

oldugundan a, Bx (D) nin idempotent elemanidir.
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Q1 ={2,T,T',2,,Z,,D} ve a = (Y x Z) U (YF xT) U (Y5 X T") U (Y§* X Z,) U
(Y x Zy) U (Y& x D) olsun. O zaman a € By(Q4,) dir. Ustelik Qy4, XI - alt yarilatistir ve
V(D,a) = Q;; = V(Qq1, @) saglanir. O halde Sonug 2.4.20’den verilen kosullar saglanir.
Tersine 11. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Sonug 2.4.20°den a € Bx(Q41) sag birim
elemandir. Boylece By(Q,1) € Bx(D) ve sag birim eleman ayni zamanda idempotent
oldugundan a, Bx (D) nin idempotent elemanidir.

Q12 ={Z,T,T',Z5,25,Z,D} ve a=FxZ)UYFXT)U(YHXT)U (¥§ %
Z3) U (Y§ X Zy) U (Y x Zy) U (Y& x D) olsun. O zaman a € Bx(Qy) dir. Ustelik Q5,
XI - alt yanlatistir ve V(D,a) = Q13 = V(Q12, @) saglanir. O halde Sonu¢ 2.4.20’den
verilen kosullar saglanir. Tersine 12. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Sonug 2.4.20°den
a € By(Qq2) sag birim elemandir. Béylece Byx(Q12) € Bx(D) ve sag birim eleman ayni
zamanda idempotent oldugundan a, By (D) nin idempotent elemanidir.

Qi3 =12,Z¢,Z5,24,Z5,T} ve a=YFXZ)UYFXZ)VUYEXZs)U (Y] X
Z) U (Y§ X Z3) U (Y XT) olsun. O zaman a € By(Qq3) dir. Ustelik Q3, XI - alt
yarilatistir ve V(D,a) = Q3 = V(Qq3,@) saglanir. O halde Sonug¢ 2.4.20’den verilen
kosullar saglanir. Tersine 13. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Sonug 2.4.20’den a €
Bx(Qq3) sag birim elemandir. Bdylece By(Q13) € Bx(D) ve sag birim eleman ayni
zamanda idempotent oldugundan @, By (D) nin idempotent elemanidir.

Qs ={Z,26,25,24,Z5,T,D} ve a = (YFXxZ)U Y& X Ze) U (Y& X Z5) U (Y7 X
Z) U (Y x Z3) U (Y x T) U (Y& x D) olsun. O zaman @ € By(Q44) dir. Ustelik Qy4, X1
- alt yarilatistir ve V(D, @) = Q14 = V(Q44, @) saglanir. O halde Sonug 2.4.20’den verilen
kosullar saglanir. Tersine 14. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Sonug 2.4.20’den a €
Bx(Qq4) sag birim elemandir. Boylece By(Q14) € Bx(D) ve sag birim eleman ayni
zamanda idempotent oldugundan a, By (D) nin idempotent elemanidir.

Qs ={2,75,24,725,2,,7,,D} ve a = (Y§ X Z) U (Y& x Zs) U (Yf* X Z,) U (Y§ X
Z3) U (Y§ X Zy) U (Y x Z;) U (Y& x D) olsun. O zaman a € By(Qys) dir. Ustelik Qs,
XI - alt yanlatistir ve V(D,a) = Q.5 = V(Q;s5, @) saglanir. O halde Sonu¢ 2.4.25’den
verilen kosullar saglanir. Tersine 15. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Sonug 2.4.25’den
a € Bx(Q45) sag birim elemandir. Boylece Bx(Qq5) € Bx(D) ve sag birim eleman ayni
zamanda idempotent oldugundan a, By (D) nin idempotent elemanidir.

Qe =1{2,76,75,24, 23,75, 2,0} ve a=FxZ)UYFXxZ)U Y xZs)U
(YEXZOUYFEXZDUYEXZHUEEXZ)U(YEXxD) olsun. O zaman «a €
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By (Qq¢) dir. Ustelik Q,4, XI - alt yarilatistir ve V(D, @) = Q15 = V(Q4¢, @) saglanir. O
halde Sonug 3.3.4’den verilen kosullar saglanir. Tersine 16. sikta verilen kosullar saglansin.
Yine Sonug 3.3.4’den @ € Bx(Q4¢) sag birim elemandir. Boylece Bx(Q1¢) € Bx (D) ve sag
birim eleman ayn1 zamanda idempotent oldugundan «, By (D) nin idempotent elemanidir.
Lemma 3.4.2.1.2 X sonlu bir kiime, D € }5(X,9) ve ZgNZ; # @ olmak iizere

By (Q16) yarigrubunun idempotent elemanlarin sayisi

I*(Q1e) = (2|<zsnz4)\zel(2|zﬁ\z7| _ 1)) - (3125\%l — 2125\Z4l) . (3124\Z5| _ 21Z4\Zs1) .
51(Z020\Z5l . (gl22\%] — 512\%1l) . (gl21\%2] — 5121\Z2l) . glx\Dl .
(2|<zsnz4)\ze|(2|zﬁ\zg| _ 1)) - (317\%l — 2125\Z4l) . (3124\Z5| — 21Z4\Zs]) .
5IZN2\Z| . (6122\%1 — 51Z\21l) - (6122\Z] — 5121\22) . gIX\D]

formiiliiyle hesaplanir.
Ispat: Z € {Z,, Zg} olmak iizere Q4 = {Z, Z6,Z5,Z4,Z3,Z2,Z1,5} XI — altyarilatisi

ile belirlenen By (Q¢) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayist Teorem 3.3.9’dan

| E§r)(Q16)| _ (2|(Z4nzs)\ze|(2|ze\z| _ 1)) - (31%s\2al — 21Z5\Zal) . (3124\Z5| _ 21Z:\Zs]) .

51(Z2nZ)\Z3] . (6|Zz\Z1| — 5|Zz\Z1|) . (6|Z1\Zz| — 5|Z1\Zz|) . 8|X\5|

dir. Dolayisiyla Q0 ={{27,26,25,24,23,22,21,E}, {27,26,25,24,23,22,21,b}} ve

11" (Q16)| = Z |E)((r) (D’)| olmasindan yararlanilarak
D'€Q16Yx1

I*(Q1¢) = (2|(anz4)\ze|(2|ze\z7| _ 1)) - (312\%l — 2125\l . (3124\Zs] _ 21Z4\Z51) .
5|(ZzﬂZ1)\Z3| . (6|Zz\Z1| _ 5|Zz\Z1|) . (6|Z1\Zz| _ 5|Z1\Zz|) . 8|X\5| .
(2|(anz4)\ze|(2|ze\zs| _ 1)) - (312\%l — 2125\l . (3124\Zs] _ 21Z4\Z51) .
5|(ZzﬂZ1)\Z3| . (6|Zz\Z1| _ 5|Zz\Z1|) . (6|Z1\Zz| _ 5|Z1\Zz|) . 8|X\5|

olarak hesaplanr.
Simdi Zg N Z, # @ kosulu altinda Byx(D) yarigrubunun idempotent elemanlarinin

sayisini hesaplayalim.
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Teorem 3.4.2.1.3 X sonlu bir kiime olmak iizere Zg N Z, # @ kosulu altinda By (D)

yarigrubunun idempotent elemanlarinin sayisi

INEDXAINECD]

olur.
Ispat: Oncelikle i=1,2,..,16 olmak iizere By(Q;) yarigrubunun sag birim

elemanlarinin sayisini yazalim. Sonug 2.4.17, Sonug 1.4.22 ve Sonug 2.4.27 den

EQ@)| =1
ES Q)] = (21" — 1) - 2l
E)E'r)(Q3) — (2|T’\T| _ 1) ] (3|T”\T’| _ 2|TII\TI|) ) 2|X\T”|

E)((r)(Q4) — (2|Z'\Z| _ 1) ) (3|T\Z’| _ 2|T\Z’|) ) (4|T'\T| _ 3|T'\T|) 4lX\T|

E)((r)(Qs) — (2|Z'\Z| _ 1) ) (3|T\Z’| _ 2|T\Z’|) ) (4|T'\T| _ 3|T'\T|) .
(5ID\T'| — 4ID\T'[Y . 51X\DI

[ (00)] = (2171 = 1) - (37| = 2N\l - (4lr"\T] — 3iTv)
(5|T”\T'| _ 4|T”\T'|) . (5|5\T’| _ 4|5\T’|) ) 6|X\5|

E)((r)(Q7) — (2|T'\T| _ 1) ) (2|T\T'| _ 1) . 4lxX\TUT’|

EP(Qe)| = (2T = 1) - (2Tl - 1) - (s5lz\TuT’| — glz\TuT']) L 5lxz|

E)((r)(Qg) — (2|T’\T| _ 1) . (2|T\T’| _ 1) . (5|Z'\TUT’| _ 4_|Z’\TUT’|) .

(610\2'] — 5ID\Z"]) . 1X\DI

E)((r)(Qlo)l = (2172l — 1) - 2lror\z'] L (3ITNT] ol L (3T oIl
g|X\1uT’|

|E)((r)(Q11)| = (2Im\zl — 1) (3|T’\T| - ZIT’\TI) . 3lZ2nz:\T'| (412\Z] _ 3l22\Zl) .
(4|ZZ\le — 3|ZZ\le) . 61X\DI

|E)<(r)(le)| = (2m\21 — 1) - (3IT\T] — 2IT\T]Y L (4l2\T'] — 31Z\T]Y L 4122020\
(5|Z1\Zz| — 4|Z1\Zz|) . (5|Zz\Z1| — 4|Zz\Z1|) . 71x\D|

|E)((r)(Q13)| — (2|Z6\Z| _ 1) . 2125NZ4\Zg] . (3|ZS\Z4| — 2|ZS\Z4|) .
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(3|Z4\Zsl — 2|Z4\Zsl) . (6|T\Zsl — 5|T\Zs|) . 6IX\TI

|E)((r)(Q14)| — (2|Z6\Z| _ 1) . 2125NZ4\Zg] . (3|ZS\Z4| — 2|ZS\Z4|) .

(312\2s| — 212\2s1Y . (6IT\zs| — 5IT\Zs1) . (7ID\TI _ gIDATIY . 71X\

|E)((r)(Q15)| — (2|ZS\Z4| — 1) . (2|Z4\Zs| — 1) . 4|Zznz1\23| . (5|Zz\Z1| — 4,|Zz\Z1|) .

(5|Z1\Zz| _ 4|Zl\Zz|) . 7|X\5|

dir. Buradan |I*(Q;)| = Z |E)((r) (D’)| esitliginden yararlanilarak i = 1,2, ...,15 i¢in

D'€Q9x1
idempotent elemanlarin sayisi bulunur. Teorem 3.4.2.1.2°de [1*(Qq¢) kiimesinin eleman

say1s1 hesaplanmustir. O halde Teorem 2.3.10°dan |I| = %18, 11*(Q,)| olur.

3.4.22. ZgN Z, = @ Kosulu Altinda idempotent Elemanlar

Bu béliimde D = {D, Z,,2,2,,2,,2,,2,,Z,, Zs} birlesimlerin tam X — yarilatisi ile
belirlenen By(D ) yarigrubunun Zg N Z; = @ kosulu altinda idempotent elemanlarinin
ozellikleri ve sayist bulunacaktir.

Lemma 3.4.1.1°de agiklandigi gibi, D nin 1-16 numarali diyagrama sahip tam X -
altyarilatisleri higbir kosula bagli olmaksizin X1 — altyarilatislerdir. Dolayisiyla Zg N Z; =
@ kosulu altindaki idempotent elemanlarin sayisin1 bulmak i¢in Zg N Z; # @ kosulu altinda
X1 olan alt yarilatislere ek olarak 17-27 numarali diyagrama sahip tam X — altyarilatislerin
incelenmesi yeterlidir.

Simdi bir a € By(D) elemaninin idempotent olmasi i¢in gereken kosullari
belirleyelim.

Teorem 3.4.22.1 D ={D,Z,,Z5,73,24,Z5,Z6,Z7,Zg} € X5 (X,9) Ve ZgNZ; =@
olsun. a € Bx(D) elemanmin idempotent olmasi igin gerek ve yeter kosul Teorem
34.2.1.1’in 1-16 siklarindan birinin veya asagidaki siklardan birinin kosullarini
saglamasidir.

17 Q17 ={Zg,Z;,Zg}ve a = (Y§ X Zg) U (Y5 X Z;) U (Y& X Z;) olmak lizere Zg <

Ys', Z; € Y7 kosullari saglanir.
18) Q1 = {Zg,Z7,Zs, T} ve a = (Yg' X Zg) U (Y7 X Z7) U (Yg' X Zg) U (Y7 X T)

olmak tizere Zg C Yy, Z; € Y7, Y* N T # @ kosullar1 saglanur.
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19) Q10 = {Z5,Z7,Zs, T, T'} ve a= (Y& X Zg) U (YE X Z,) U (YE X Zg) U (YF X
T) U (Y5 X T') olmak iizere Zg S V¢, Z, S YA T S YF UYFUYEUYE, YEn
T # @, Y NT" # @ kosullar: saglanur.

20) Q0 = {Zg, 27,26, Z,T,T'} ve a = (Y& X Zg) U (Y& X Z,) U (Y& X Zg) U (V£ X
DUYFXT)U(YEXT') olmak iizere Zg S Y, Z, SYH Z S Y UYFU
YOUYS, TCYSUYFUYSUYSUYE, YFNZ#0, YFNT#0, YinT #
@ kosullar1 saglanir.

21) Qa1 = {2, 27,26, T, Z5,T',D} ve a= (Y& xZg)UYFXZ)U(YEXZ)U
(YFXT)UY§xZ) U (Y5 XT)U (Y xD) olmak iizere Zg € Y, Z, €
YETCYSUYFUYSUYS, Z; YUY UYSUYFUYS, T CcYfuYFu
YEUYFUYSUYS, YENT#0, Y¥NZ;#0, YAnT =0, YEND #0
kosullar1 saglanir.

22) Qpp = {Z5, 27,2, T,T', TUT'} ve a= (Y& xXZg) U YEXZ)U(YE X Z) U
(YFxT)U (Y5 xT')U (Y5, X TUT') olmak iizere Zg € V¢, Z, S Y, T S
YSUYFUYSUYF, T CYSUYFUYSUYS, YENT =0, YunT #0,
kosullar1 saglanir.

23) Q23 ={Zg, 27,26, Z5, 24,23, T} Ve a = (Yg' X Zg) U (Y7 X Z7) U (Y5 X Zg) U
(Y& XZ)UYFXZ)UYsF xZ3)U(YF XT) olmak tizere Zg S Yy, Z; S
Y¥, Zs S Yy UYFUYSUYS, Z, CcYFUYFUYSUYS, YoAnZs+#0, YN
Zy # 0, YF NT # @ kosullar1 saglanir.

24) Q4 = {Z5,27, 26,25, 24,25, T, D} ve @ = (Y& X Zg) U (Y X Z7;) U (Y& X Zg) U
(Y& X Zs) U (Y X Z) U (YFEXZ)U(YFXT)U (Y§ x D) olmak iizere Zg S
Ye', Z,C Y}, ZsCYSUYFUYSUYS, Z, Y UYFUYSUYS TCYs U
YPUYSUYSUYSUYFUYS, YONZ 0, Y NZ, 0, YFNT #0, Yin
D # @ kosullar1 saglanir.

25) Qu5 ={Z3,27,26, T, Z5,Z1,D} ve a=(Y§XZg) U (YFEXZ)UYEXZ)U
(YFXT)UYF X Z) U xZ)U(YExD) olmak iizere Zg S V¢, Z; <
Y, TCYS UYFUYSUYE, Z, YUY UYSUYFUYS, Z, Cc YUY u
YEUYFUYS YINZ, #0,YNZ # @, YFNT # 0, kosullart saglanur.

26) Qu6 =1{Z3, 27,26, T, Z3,Z9,Z1, D} ve a = (Y& X Zg) U (YF X Z;) U (Y& X Zg) U
(YFXT)U (Y& X Z3) U (Y x Z) U (Y X Z1) U (Y§ X D) olmak iizere Zg ©
Y8, Z; CSYX TCYSUYFUYFUYSE, Z;CYyUYFUYSFUYFUYS, Z, C
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Y UYFUYSUYFUYFUYS, Z, c Yy UYPUYEUYFUYSUYSE YENT #
D, Y NZy #0, Y NZ, #0,Y*NZ; # @ kosullart saglanir.

27) Q27 = {Zs, 27,26, 25,24, 23,22, Z1,D} ve a = (Y& x Zg) U (Y& X Z;) U (Y& X
Z)UYEXZ)UYFXZ)U YT XZ3)U(YF XZy)U(YFXZ)U (YO“ X
D) olmak iizere Zg S Y¢, Z; S Yf', Zs S YS UYFUYEUYE, Z, S YFUYFU
YEUYH Z, cY§ UYFUYSUYSUYFUYS UYY, ZyCYguYFurfu
YXUYFUYSUY S YENZs #0, Y NZ, #0,YSNZ, #0,YNZ; +#0

kosullar1 saglanir.

Ispat: a € By(D) idempotent eleman olsun. Bir f:X — D déniisimii icin a =
UxEX({x} X f(x)) bigiminde oldugunu diisiiniiliirse her x € X i¢in f(x) € D dir. Buradan
D nin bir D" alt yarilatisi i¢in a = UTGD’ (Y X T) bigiminde quasinormal gosterime
sahiptir. Ustelik V(D,a) =D’ = V(D',a) dir. Teorem 2.3.11°den V(D,a) nm XI - alt
yarilatis oldugu kullanilirsa D’ , XTI - alt yarilatistir. O halde D' Lemma 3.4.1.2°de verilen Q;
leri taramak lizere @ = UTE o (Y7 X T) bigiminde yazilabilir.

Q7 =1{Zg,Z;,Zs} ve a = (Yg' X Zg) U (Y X Z;) U (Y& X Zg) olsun. O zaman « €
By (Q4;) dir. Ustelik Q;, XI - alt yanlatistir ve V(D, a) = Q17 = V(Q47, @) saglanir. O
halde Sonug 2.4.35’den verilen kosullar saglanir. Tersine 17. sikta verilen kosullar saglansin.
Yine Sonug 2.4.35’den a € Bx(Q47) sag birim elemandir. Boylece Byx(Q17) € Bx(D) ve
sag birim eleman ayni zamanda idempotent oldugundan @, Byx(D) nin idempotent
elemanidir.

Qg =1{Z3,Z7,Z, T}vea = (Y§ X Zg) U (Y7 X Z;) U (Y& X Zg) U (YF X T) olsun.
O zaman a € By(Q,g) dir. Ustelik Q,g, XI - alt yarilatistir ve V(D,a) = Q15 = V(Q4g, @)
saglanir. O halde Sonug¢ 2.4.35’den verilen kosullar saglanir. Tersine 18. sikta verilen
kosullar saglansin. Yine Sonu¢ 2.4.35’den a € Bx(Q15) sag birim elemandir. Bdylece
Bx(Q4g) € Bx(D) ve sag birim eleman ayn1 zamanda idempotent oldugundan a, By (D) nin
idempotent elemanidir.

Q0 =124,2;,Z6,T,T'} ve a = (Y5 XZg)U(YFXZH)UYEXZHUYFXT)U
(Y% x T")olsun. O zaman & € Byx(Q,o) dir. Ustelik Qqq, XI - alt yarlatistir ve V(D,a) =
Q19 = V(Q19, @) saglanir. O halde Sonug 2.4.35’den verilen kosullar saglanir. Tersine 19.
sikta verilen kosullar saglansin. Yine Sonug¢ 2.4.35’den a € Bx(Q19) sag birim elemandir.
Boylece Bx(Q19) € Bx(D) ve sag birim eleman ayn1 zamanda idempotent oldugundan «,

Bx (D) nin idempotent elemanidir.
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Q0 =1{Z5,27,26,Z,T,T'} ve a= Y XxXZg)VU(YFxZ,)U(YEXZg)U (Y X
Z)UYFxT)U (Y5 XT') olsun. O zaman a € Byx(Qyo) dir. Ustelik Qy, XI - alt
yarilatistir ve V(D,a) = Q,9 = V(Q40, @) saglanir. O halde Sonug¢ 2.4.35’den verilen
kosullar saglanir. Tersine 20. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Sonug 2.4.35’den a €
Bx(Q40) sag birim elemandir. Boylece Bx(Q29) € Bx(D) ve sag birim eleman ayni
zamanda idempotent oldugundan «, By (D) nin idempotent elemanidir.

Q21 ={Z4,27,Z6, T, Z3,T', D} ve a = (Y& x Zg) U (Yf* X Z7) U (Y& X Zg) U (V£ X
TYU (Y§ x Z3) U (Y5 X T") U (Yg x D) olsun. O zaman a € Bx(Q,1) dir. Ustelik Q,,
XI - alt yarlatistir ve V(D,a) = Q31 = V(Q,1, @) saglanir. O halde Sonu¢ 2.4.35’den
verilen kosullar saglanir. Tersine 21. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Sonug 2.4.35’den
a € Bx(Q,1) sag birim elemandir. Boylece By (Q,;1) € Bx(D) ve sag birim eleman ayni1
zamanda idempotent oldugundan a, By (D) nin idempotent elemanidir.

Q2 =1{Z3,27,Zs, T, T',TUT'} ve a={YgXZHUYFXZ)UYFXZ)U
(YFxT)U (Y5 xT)U (Y5, x TUT') olsun. O zaman a € Bx(Q,3) dir. Ustelik Qs5,
XI - alt yarlatistir ve V(D,a) = Q,5 = V(Q4,, @) saglanir. O halde Sonu¢ 2.4.40’den
verilen kosullar saglanir. Tersine 22. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Sonug 2.4.40’den
a € Bx(Q,,) sag birim elemandir. Bdylece Bx(Q,,) € Bx(D) ve sag birim eleman ayni
zamanda idempotent oldugundan a, By (D) nin idempotent elemanidir.

Q23 ={Zs, 27,26, 25,24, Z3, T}Ve a = (Yg' X Zg) U (Y7* X Z7) U (Yg' X Z) U (¥5" X
ZHUYF X Z) U (YE X Z3) U (YF XT) olsun. O zaman a € By(Q,3) dir. Ustelik Qy3,
XI - alt yarlatistir ve V(D,a) = Q3 = V(Q33, @) saglanir. O halde Sonu¢ 2.4.40’den
verilen kosullar saglanir. Tersine 23. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Sonug 2.4.40’den
a € By(Q,3) sag birim elemandir. Béylece By (Q,3) € Bx(D) ve sag birim eleman ayni
zamanda idempotent oldugundan a, By (D) nin idempotent elemanidir.

Q24 ={Z8,Z7,Z6,25,24,Z3,T,D} ve a=(Y§xZ)UYFXZ)UYEXZ)U
(Y& X Zs) U (Y X Zy) U (Y§ x Z3) U (YF x T) U (Y x D) olsun. O zaman a € By(Q,4)
dir. Ustelik Q,4, XI - alt yanilatistir ve V(D, @) = Qy4 = V(Q44, @) saglanir. O halde Sonug
2.4.40’den verilen kosullar saglanir. Tersine 24. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Sonug
2.4.40°den a € Byx(Q,4) sag birim elemandir. Boylece By (Q,4) € Bx(D) ve sag birim
eleman ayni1 zamanda idempotent oldugundan a, By (D) nin idempotent elemanidir.

Qzs ={Zg, 27,26, T, 23,21, D} ve a = (Y& X Zg) U (Yf* X Z7) U (Y& X Zg) U (YF X
T)U (Y& x Z) U (Y x Z1) U (Y§ x D) olsun. O zaman a € By (Qys) dir. Ustelik Q,s, XI
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- alt yanlatistir ve V(D, @) = Q.5 = V(Q,s, @) saglanir. O halde Sonug 2.4.30’dan verilen
kosullar saglanir. Tersine 25. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Sonug 2.4.30’dan a €
Bx(Q3s) sag birim elemandir. Boylece Byx(Q25) € Bx(D) ve sag birim eleman ayni
zamanda idempotent oldugundan «, By (D) nin idempotent elemanidir.

Q26 ={Z8,27,26,T, 23,25, Z,,D} ve a=(YFxZ)UYFXZ)UYEXZ)U
(YFXT)UYEXZ)UYFEXZHUYEXZ)U(YEXxD) olsun. O zaman a €
By (Q,¢) dir. Ustelik Qq, XI - alt yarilatistir ve V(D, @) = Qy6 = V(Qy6, @) saglanir. O
halde Sonug 3.2.4’den verilen kosullar saglanir. Tersine 26. sikta verilen kosullar saglansin.
Yine Sonug 32..4°den a € Bx(Q,¢) sag birim elemandir. Boylece By (Q,¢) € Bx(D) ve sag
birim eleman ayn1 zamanda idempotent oldugundan a, By (D) nin idempotent elemanidir.

Q27 ={Zs, 27,26, 25,24, 23,75, 2,0} ve a= (Y xZg) U (Yf X Z;) U (Y& X
Z)U(YE X Z) U (VX Z) U (YF X Z3) U (YE X Z,) U (Y x Z) U (Y§ x D) olsun. O
zaman a € By (Q,,) dir. Ustelik Q,,, XI - alt yarilatistir ve V(D, @) = Q,; = V(Q47, @)
saglanir. O halde Sonug 3.1.5’den verilen kosullar saglanir. Tersine 27. sikta verilen kosullar
saglansin. Yine Sonug 3.1.5’den a € Bx(Q,7) sag birim elemandir. Boylece Bx(Q,;) C
Bx (D) ve sag birim eleman ayn1 zamanda idempotent oldugundan a, By (D) nin idempotent
elemanidir.

Lemma 3.4.2.2.2 X sonlu bir kiime, D € }3(X,9) ve ZgN Z; = @ olmak tizere

By (Q,¢) yarigrubunun idempotent elemanlarin sayisi

I"(Que) =  (41%\76l — 3175\21) . 51(Z2nZN2s| . (5125\Zsl — 4175\2s1) .
(672\l — 51Z\%11Y . (l21\Z2l — 5l\21) . gIX\DI
(417\7] — 312\Z6l) . 512N Z0NEs| L (512a\Zs| — 4lZa\Zsl) .
(672\21] — 5122\2l) . (6171\Z2l — 5172\l . gh\DI

formiiliiyle hesaplanur.

Ispat: T € {Z, Z,} olmak iizere Q¢ = {ZS,Z7,Z6,T, Z3,Z2,Z1,5} XI — altyarilatisi

ile belirlenen By (Q,¢) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi Teorem 3.2.9’dan

|E)((r)(Q26)| = (4T\Zsl — 3IT\Z6lY . 51(Z2NZ\Zs] . (51Z\TI _ 41Z:\T1) .

(6172\21] — 5122\2l) . (61%1\Z2l — 5172\2]) . gh\D
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dir. QzVx; = {{ZS’Z%Zs»Zs»Zs’Zz»Zl»E}: {28,27126,24,23122:Z1’5}} ve [I"(Qz6)] =

Z |E)((r) (D’)| ve olmasindan yararlanilarak
D'€Q269x1

I"(Que) = (41%\Z6l — 3175\2]) . 51(ZnZN2s| . (5125\Zs] — 4175\2s1) .
(6172\41] — 51Z2\2l) . (6171\Z2l — 5172\21) . gIx\DI
(417\7] — 312\Z6) . 5I(ZnZ0NZs| L (512a\Zs| — 4l2a\Zsl) .
(6122\l — 512\%1Y . (612:\Z2] — 5122\221) . gIX\DI

olarak hesaplanir.
Lemma 3.4.2.2.3 X sonlu bir kiime, D € }3(X,9) ve ZgNZ, = @ olmak tizere

Bx(Q,7) yarigrubunun idempotent elemanlarin sayisi

I"(Qy,) = 31(ZsNZa)\Z6| . (4|Zs\Z4| — 3|Z5\Z4-|) . (4|Z4\Zs| _ 3|Z4\Zsl) .
6|(Zznzl)\23| . (7|ZZ\le _ 6|ZZ\Zl|) . (7|Zl\zz| _ 6|Z1\Zz|) . 9|X\T9|

formiiliiyle hesaplanir.
Ispat: Q,, = {Zg, Zy, 2o, L, 2y Zsg, 2o, Zq, 5} XI — altyarilatisi ile belirlenen By (Q,7)

yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayis1 Teorem 3.1.10’dan

|E)((r)(Q27)| = 31(ZsNZu)\Z6| . (4|ZS\Z4| — 3|Z5\Z4|) . (4|Z4\Zs| — 3|Z4\Z5|) .
6|(ZznZ1)\Zs| . (7|ZZ\le _ 6|ZZ\le) . (7|Z1\Zz| _ 6|Z1\Zz|) . 9|X\5|

dir. Qur9%1 = {Z6,27, %6, 25,20, 25,22, 22,0} ve '@zl = ). [ES (0] ve

D'€Qz79x1

olmasindan yararlanilarak

I*(Q27) = 3l@snZy)\Z| . (4|Zs\Z4I _ 3|Zs\Z4I) . (4|Z4\ZS| _ 3|Z4\Zsl) .
61(Z2NZONZs| . (7122\2] — glZ\21l) . (7121\22] — glZ1\2Z2]) . gIX\To|

olarak hesaplanir.
Simdi Zg N Z, = @ kosulu altinda By (D) yarigrubunun idempotent elemanlarinin

sayisini hesaplayalim.
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Teorem 3.4.2.2.4 X sonlu bir kiime olmak iizere Zg N Z, # @ kosulu altinda By (D)

yarigrubunun idempotent elemanlarinin sayisi

b = ZZ 117 (@0
olur.

Ispat: i = 1,2,...,16 olmak iizere By(Q;) yarigrubunun idempotent elemanlarinin
sayist Teorem 3.4.2.1.3’de hesaplanmistir. Simdi i = 17,18, ...,27 olmak tizere By (Q;)
yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisini yazalim. Sonug¢ 2.4.37, Sonug 2.4.42 ve

Sonug 2.4.32°den

E)((r)(QU) = 31X\Z6|
E)((r)(Qm) = (4'T\Z6| - 3|T\Z6|) . 41X\TI
Ey” (Quo)| = (417l = 3IMVel) - (5171 — 4ir\2l) - shar]

EX(050)] = (412\Zsl — 312\Zel) . (5IT\21 _ 4IT\21) . (6|T"\T| — 5|T'\TIY . gl X\T”|

EX(Qp0)| = (417\%6l — 3IT\Z6l) . (512\T1 _ 4125\T1) . (glT"\2s| — 5|T"\23]) .
(71P\T'] — 6ID\T']) . 71X\DI

|E}((r)(Q22)| — 3ITnT"\Ze| . (4|T’\T| — 3|T’\T|) : (4|T\T’| — 3|T\T’|) . glx\TnT’|
|E)((r)(Q23)| = 31Z5NZs\Z¢]| . (4|Z5\Z4-| _ 3|Zs\Z4|) . (4|Z4\Z5| _ 3|Z4\Zs|) .
(7\Zsl — 6IT\Zal) . 7IX\T]

|E)((r)(Q24)| = 31Z5NZs\Z¢]| . (4|Z5\Z4| — 3|Zs\Z4|) . (4|Z4\Z5| _ 3|Z4\Zs|) .
(71T\Zl — gIT\Zal) . (gID\T' — 7ID\T']) . glx\DI

|E)((r)(Q25)| — 4|ZzﬂZ1\T| . (4_|T\Ze| _ 3|T\Zs|) . (5|22\Z1| _ 4_|Zz\Z1|) .
(5|Z1\Zz| — 4|Z1\Zz|) . 7|X\5|

dir. Buradan |I*(Q;)| = Z |E)((r) (D’)| esitliginden yararlanilarak i = 17,18, ...,25

D'eQ;9x;1
icin idempotent elemanlarin sayisi1 bulunur. Lemma 3.4.2.2.2 ve Lemma 3.4.2.2.3’de

I"(Qz6) Ve I"(Q7) kiimelerinin eleman sayisi hesaplanmistir. O halde Teorem 2.3.10’dan
Ip| = ZFZ,11"(Q:)] olur.
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3.4.3. Bx(D) Yarigrubunun Regiiler Elemanlar:

i=1,2,...16 olmak lizere Q; ile tam izomorf olan elemanlarin kiimesi Q;Uy;
kiimesini alalim. Not 2.3.13’den bir D’ € Q;Vx; ile tanimlanan By (D") yarigrubunun regiiler
elemanlarinin kiimesi R(D') olmak tizere, Byx(Q;) yarigrubunun regiler elemanlarinin

kiimesi
R*(Q) = Upreqo,, RO
bi¢imindedir.

34.3.1. Zg N Z; # @ Kosulu Altinda Regiiler Elemanlar

Bu béliimde By (D) yarigrubunun Zg N Z; # @ kosulu altinda, regiiler elemanlarinin
ozellikleri ve sayis1 bulunacaktir.

Oncelikle bir a € By(D) elemanmin regiiler eleman olmasi icin saglamas1 gereken
kosullar belirleyelim.

Teorem 3.4.3.1.1 D ={D,Z,,7,,75,24,Z5,Z6,Z7,Zg} € X5 (X,9) Ve ZgNZ; % @
olsun. a@ € Bx(D) elemaninin regiiler olmas1 igin gerek ve yeter kosul bir ¢:V(D,a) =
D' c D, a - izomorfizmasinin asagidaki siklardan birinin kosullarin1 saglamasidir.

1) Q, ={T}ve a = (X x T) bigimindedir.

2) Q;={T,T'} ve a={FxT)U (Y5 xT") olmak iizere ¢(T) S Yf, Y5n

@(T") # @ kosullar1 saglanir.

3) Qs ={T,T".T"} ve a=FxT)U(YHFXT)u (Y% XT") olmak iizere
o(M) SYF, (T CSYFUYD, Yone(T)#0, Yinne(T") # @ kosullan
saglanir.

4) Q,={2,ZT,T'} ve a=FfxDUYHxZ)UFEXT)U(YEXT")
olmak tizere @(Z) S Y5, @(Z) SYFfUY,, o(T)SYFfUY,  UYF, Yin
(T #0, Y, ne(Z)#0,YF ne(T) # @ kosullar saglanir.

5 Qs ={Z,Z T, T T"}vea=YFx2)U(YixZ)UuYFxT)U (Vi xXT)U
(V5 xT")u (Y¢ x D) olmak iizere ¢(Z) € Y§, ¢(Z') S YFUYS, o(T) <
YZUYSUYF, o(T)SYFUY UYFUYD, Yine(Z)#0, YFne(T)#
@, Yy n(T") #=@, Yo Nne(T") # @ kosullar: saglanur.
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6) Qo =1{Z,Z',T,T",T",D} ve a={Fx2)u(YyxZ)ufxT)u (Y x
T')U (Y XT") olmak iizere ¢(Z) S Y&, 9(Z") S YFUYS, o(T) SYf U
Y/ UYF, o(T)CSYFUY UYFuYn, Yine(Z)+0,YFne()+0,
Yo ne(T) =0, Y5 ne(T") #0, Yy ne(D) # @ kosullar saglanir.

7) Q,={ZTT,TUT'} ve a=FfxZ)UFFXT)U (Y XT)U (Y5 X
TUT') olmak iizere ¢(T) SYFUYF, o(T) S YFUYS, YN +0,
Yy 0 (T") # @ kosullar saglanir.

8) Qe ={Z T T ,TUT Z}vea=FxZ)UYFXT)U (Y XT)U (Y5 X
TUT')U (Y5 xZ') olmak iizere ¢(T) € Yf UYE, o(T") S YUY, (T U
TYCSYFSUYF UYL UYL YENneT) #0, Yine(T)#0,Y,Nne(Z") #
@ kosullart saglanir.

9 Q={ZT,T,TUT,Z,D} ve a=FxZ)UFFExTIU(YHEXT)U
(Vi XxTUT)U (Y xZ') olmak iizere o(T) S YF UYE, o(T') S YF U
Yo, @(TUT) SYFUYFUYL UYL o JYFneM #0, Yune(T)+0,
YSneZ) # 0, YE N (D) # @ kosullart saglanr.

10) Q10 ={Z,Z'T, T, TUT'} ve a=YFx2)U(YHxZ)uFxT)u (Y x
T')U (Y5, XxTUT')  olmak iizere ¢(Z) S Y&, p(Z) S YFUYS, o(T) <
YZUYSUYS Y ineZ)#0, YFneT) =0, Yiune(T') #@ kosullan
saglanir.

11) Q1 ={Z,T,T',Z,,Z3,D} ve a=FxZ)UYFXxT)U (Y5 XT")U (YF %
Z) U (YExZ)u(Y§ x D) olmak iizere @(Z) € Y¥, @(T)CSYFU
YF, (T SYFUYF UYL, o(Z,) SYFUYF UYL UYS, o(Z) SYFUYFU
Yo UYSYENneM) =0, Yone(T)#0, Y5 Ne(Z)#0, YENe(Z,) #0
kosullar1 saglanir.

12)Q, ={Z,T,T',Z3,Z5,Z;,D}vea = (YE X Z2) U (YF X T) U (Y5 X T') U (Y§ X
ZHUYEXZ)UYEXZ)U(YExD)  olmak iizere ¢(Z) € YE, ¢(T) S
YZUYF, @(T) SYFUYFUYD, 0(Z3) SYSUYF UYL UYS , (Z,) S
YZUYFUYLUYSUYS, o(Z) SYFUYFUYIUYSUYS, YENnoe(T) # 0,
Yoine(T) #0,Y5ne(Zs) #0,Y5 Nne(Z,) # 0, Y Ne(Z;) # @ kosullary

saglanir.
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13)Q13 =1{Z,Z4,Z5,24,25,T} ve a = (YF XZ)U (Y& X Zg) U (Y& X Zs) U (Y7 %
Z)U Y xZ3)U(YFXT) olmak tizere @(Z) CY§, ¢(Zg) €Yy UYE,
©(Zs) SYFUYSUYS, @o(Z) SYFUYSUYE, o@(Z;) SYFUYSUYSU
YFUYE YENQZ)#=D, YEN@(Zs) =D, YiN@(Z) =0, YFne(T) #0
kosullar1 saglanir.

14) Q14 ={Z,26,25, 24,23, T, D} ve a={FxZ)UYFXZ)U Y xZs)U
(YEXZOUYFEXZ)UYEXT)U(YE D) olmak iizere ¢(Z) € Y§,
P(Ze,9 S Y7 VY, 0(Zs) SYS UYS UYS, 0(Z) SYS VYT VY, @(Z3) S
YZUYFUYSUYFUYY, o@oMCSYFUuYduYFuYfuYuyYs, Y&n
@(Ze) # B, Y§N@(Zs) # B, Y N@(Zy) # 0, Y N o(T) # 8, Yg' n (D) #
@ kosullari saglanir.

15) Q15 ={Z,Z5,24, 23,75, Z,,D} ve a={FxZ)UYEXZ)UYFXZ)U
(Yf£XZ3)U(YF X Z) U (YEXZ)U(YE X D)  olmak iizere ¢(Z) € YF,
©(Zs) SYFUYSE, @(Zy)SYFUYE, @(Z)SYFUuYSuYFfuYSfuYy,
P(Z) SYFUYFUYFUYFUYS, YENZs)#0, YiN@E(Zy) =0, YN
©(Zy) =0, Y Nne(Z,) # 0 kosullar1 saglanir.

16) Q16 =1{Z,Z6,Z5,24,23,25,Z1,D} ve a = (Y§ X Z) U (Y& X Zg) U (Y& X Zs) U
(YEXZYUYFEXZHUYEXZ)UYEXZ)U(YEXD)  olmak  iizere
PZ)CSYS, @Zs) SYS VY, @(Zs) SY7UYS UYS, @(Zy) SYS VYU
YZ, o(Z) CYFUYFUYFUYPUYSUYS, o(Z)SYFUuYdurYsuyfu
YFUYE YENQZ) #0, Y Np(Zs) #0, Y Np(Zy) # 0,V Ne(Z,) #0,
YEN@Z) # 0

kosullar1 saglanir.

Ispat: Teorem 3.4.2.1.1°de D' Lemma 3.4.1.1°de verilen Q; leri taramak iizere a =
UTGD, (Y X T) bigiminde yazilabildigi gosterilmistir. Simdi @ — izomorfizmasi ¢ nin
siklardan birinin kosullarin1 sagladigini gosterelim.

Q. ={T} ve a=(XxT) olsun. O zaman a =[] __ ({x} x f(x)) biciminde
oldugunu diisiiniiliirse her x € X i¢in f(x) € Q4 oldugundan f: X — Q; < D bi¢iminde tek
bir f dontisiimii vardir. Yani By(Q,) tek elemanli bir kiimedir. Byx(Q,) isleme kapali
oldugundan a regiiler elemandir. Ustelik By(Q;) € Bx(D) oldugundan a, Byx(D) nin

regiiler elemanidir.
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Q; ={T,T'}vea = (Yf xT)U (Y5 xT') olsun. O zaman a € Bx(Q,) dir. Ustelik
Q,, XI - alt yarlatistir ve V(D,a) = Q, = V(Q,, ) saglanir. O halde Teorem 2.4.14’de
verilen kosullar saglanir. Tersine 2. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Teorem 2.4.14’den
a € Bx(Q) regiiler elemandir. Boylece Bx(Q,) € Bx(D) oldugundan a, By (D) nin regiiler
elemanidir.

Q:; ={T, T, T"}vea=YFxT)U (Y5 xT")u (Y5 xT") olsun. O zaman «a €
By (Q3) dir. Ustelik Q, XI - alt yarilatistir ve V(D, @) = Q3 = V(Q5, @) saglanir. O halde
Teorem 2.4.14°de verilen kosullar saglanir. Tersine 3. sikta verilen kosullar saglansin. Yine
Teorem 2.4.14’den a € By (Q5) regiiler elemandir. Boylece By (Q3) © Bx(D) oldugundan
a, Bx(D) nin regiiler elemanidir.

Q=1{Z,Z T, T}vea=FxZ)U(YHxZ)u¥FxT)u (Y5 xT') olsun. O
zaman a € By(Q,) dir. Ustelik Q,, XI - alt yarlatistir ve V(D,a) = Q, = V(Q4, @)
saglanir. O halde Teorem 2.4.14’de verilen kosullar saglanir. Tersine 4. sikta verilen kosullar
saglansin. Yine Teorem 2.4.14’den a € Byx(Q,) regiiler elemandir. Boylece By(Q4) C
Bx (D) oldugundan a, By (D) nin regiiler elemanidir.

Qs =1{Z,Z T, T T"}vea=§FxZ)U(YGXZ)UYEXTIU(YEXT')U
(Y;fu X T”) U (Y& x D) olsun. O zaman a € By(Qs) dir. Ustelik Qg, X1 - alt yarilatistir ve
V(D,a) = Qs = V(Qs,a) saglanir. O halde Teorem 2.4.14°de verilen kosullar saglanir.
Tersine 5. gikta verilen kosullar saglansin. Yine Teorem 2.4.14’den a € By (Qs) regiiler
elemandir. Boylece By (Qs) € Bx(D) oldugundan a, Bx(D) nin regiiler elemanidir.

Qo =1{2,2',T, T, T",D}vea = (Y xZ) U (Y5 xZ)U(YFxT)U (Y5 xT') U
(Y;fu x T'") olsun. O zaman a € By (Q) dir. Ustelik Qg, XI - alt yarilatistir ve V(D, a) =
Q¢ = V(Qq, @) saglanir. O halde Teorem 2.4.14’de verilen kosullar saglanir. Tersine 6. sikta
verilen kosullar saglansin. Yine Teorem 2.4.14’den a € By (Qy) regiiler elemandir. Boylece
Bx(Q¢) € Bx(D) oldugundan a, By (D) nin regiiler elemanidir.

Q; ={ZT, T, TUT} ve a=FXDUXEXTIU(YSEXT)U (Y xTU
T’) olsun. O zaman a € By (Q,) dir. Ustelik Q, XI - alt yarilatistir ve V(D,a) = Q, =
V(Q,, a) saglanir. O halde Teorem 2.4.19°da verilen kosullar saglanir. Tersine 7. sikta
verilen kosullar saglansin. Yine Teorem 2.4.19°dan a € By (Q-) regiiler elemandir. Bdylece
Bx(Q-) € Bx(D) oldugundan a, Bx (D) nin regiiler elemanidir.

Q={Z T, T, TUT,Z'} ve a=Fx2DUFFXTIU(YHXT)U (Y5 X%
TUT')u (Y x Z") olsun. O zaman a € Bx(Qg) dir. Ustelik Qg, XI - alt yarlatistir ve

96



V(D,a) = Qg = V(Qg, @) saglanir. O halde Teorem 2.4.19’da verilen kosullar saglanir.
Tersine 8. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Teorem 2.4.19°dan a € By (Qg) regiiler
elemandir. Boylece By (Qg) € Bx (D) oldugundan a, By (D) nin regiiler elemanidir.

Q={z,T,T, TUT,Z',D} ve a = (Y§ xZ) U (YFf xT) U (Y5 xT") U (Y7 X
TUT')u (Y5 x Z") olsun. O zaman & € By (Qo) dir. Ustelik Qq, X! - alt yanlatistir ve
V(D,a) = Qg = V(Qq, @) saglanir. O halde Teorem 2.4.19°da verilen kosullar saglanir.
Tersine 9. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Teorem 2.4.19°dan a € By (Qo) regiiler
elemandir. Boylece By (Qq) € Bx(D) oldugundan a, By (D) nin regiiler elemanidir.

Qo ={ZZ'T, T\ TUT}vea=FxZ)U(YSEXxZ)UYEXT)U (VS XT')U
(YfUT, XTU T’) olsun. O zaman a € Byx(Q,) dir. Ustelik Qqo, XI - alt yarilatistir ve
V(D,a) = Q9 = V(Q10, @) saglanir. O halde Teorem 2.4.19°da verilen kosullar saglanir.
Tersine 10. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Teorem 2.4.19°dan a € By (Q4,) regiiler
elemandir. Boylece Bx(Q10) € Bx(D) oldugundan a, Bx(D) nin regiiler elemanidir.

Q1 ={2,T,T",2Z,,Z,,D} ve a = (Y x Z) U (YF xT) U (Y5 X T") U (Y§* X Z,) U
(V¥ x Zy) U (Y& x D) olsun. O zaman & € By(Q4,) dir. Ustelik Qy4, XI - alt yarilatistir ve
V(D,a) = Q11 = V(Qq1, @) saglanir. O halde Teorem 2.4.19’da verilen kosullar saglanir.
Tersine 11. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Teorem 2.4.19°dan a € By (Q4,) regiiler
elemandir. Boylece By (Q11) € Bx (D) oldugundan a, By (D) nin regiiler elemanidir.

Q12 ={Z,T,T',Z5,25,Z,D} ve a=FxZ)UYFxT)U(YHXT)u (¥fx
Z3) U (Y§ X Zy) U (Y x Zy) U (Y& x D) olsun. O zaman a € Bx(Qy2) dir. Ustelik Q,5,
XI - alt yarilatistir ve V(D, @) = Q15 = V(Q13, @) saglanir. O halde Teorem 2.4.19°da
verilen kosullar saglanir. Tersine 12. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Teorem
2.4.19°dan a € Bx(Q4,) regiiler elemandir. Boylece By(Q:,) € Bx(D) oldugundan «,
Bx (D) nin regiiler elemanidir.

Qi3 =12,Z4,Z5,24,Z5,T} ve a=YFXZ)UYEXZ)VUYEXZg)U((YF X
Z) U (YE X Z3) U (YEXT) olsun. O zaman a € By(Qq3) dir. Ustelik Q,3, XI - alt
yarilatistir ve V(D,a) = Q13 = V(Q;3,@) saglanir. O halde Teorem 2.4.19°da verilen
kosullar saglanir. Tersine 13. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Teorem 2.4.19°dan a €
Bx(Q,3) regiiler elemandir. Béylece Bx(Q13) € Bx(D) oldugundan a, Bx(D) nin regiiler
elemanidir.

Qs ={2,76,25,24,25,T,D} ve a = (Y§XZ)U Y& xZg)U (Y& X Zs) U (Yf X
Z) U (Y x Z3) U (Yf x T) U (Y& x D) olsun. O zaman a € By(Q44) dir. Ustelik Qy4, X1
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- alt yarilatistir ve V(D, @) = Q14 = V(Qq4, @) saglanir. O halde Teorem 2.4.19°da verilen
kosullar saglanir. Tersine 14. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Teorem 2.4.19°dan a €
Bx(Q44) regiiler elemandir. Boylece Byx(Q14) € Bx(D) oldugundan a, Byx(D) nin regiiler
elemanidir.

Qs ={2,75,24,75,2,,71,D} ve a = (Y§ X Z) U (Y& X Zs) U (Yf X Z,) U (Y X
Z3) U (Y§ X Zy) U (Y x Z1) U (Y& x D) olsun. O zaman a € By(Qys) dir. Ustelik Qys,
XI - alt yarilatistir ve V(D,a) = Q15 = V(Qq5, @) saglanir. O halde Teorem 2.4.24’de
verilen kosullar saglanir. Tersine 15. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Teorem
2.4.24’den a € Bx(Qq5) regiiler elemandir. Boylece By(Q:5) € Bx(D) oldugundan «a,
By (D) nin regiiler elemanidir.

Qe ={2,Z6,25,24,23,7,,2,D} ve a={FxZ)UYFXZ)U Y xZs)U
(YEXZOUYFEXZDUYEXZHUFEXZ)U(YEXxD) olsun. O zaman «a €
By (Q4¢) dir. Ustelik Qy, XI - alt yarilatistir ve V(D, @) = Q1 = V(Q4¢, @) saglanir. O
halde Teorem 3.3.3°de verilen kosullar saglanir. Tersine 16. sikta verilen kosullar saglansin.
Yine Teorem 3.3.3’den a € Bx(Qq¢) regiler elemandir. Boylece Bx(Q:¢) € Bx(D)
oldugundan a, By (D) nin regiiler elemanidir.

Simdi R*(Q1¢) kiimesinin eleman sayisini hesaplayalim.

a € Bx(D) regiiler elemanmin Teorem 3.4.3.1.1 16) daki gibi bir quasinormal
gosterimi var olsun. O zaman Z € {Z,, Zg} olmak iizere Q1 = {Z, Zg, Zs, Z4, Z3,Z2,Z1, D}

icin V(D, @) = Q44 esitligi saglanir. Buradan
Qi6Ux1 = {{Z% YAAIY IV AWAIVAY D}' {ZS: Loy Zs,LayZ3, 22,24, 5}}

oldugu kullanilarak [Q(Q4¢)| = 2 olarak bulunur. Ayrica Q;¢ nin otomorfizmalari

~

27757475227, D

~

; _(Z24252,757,7,D
Ql6 ! 1 ZZGZ4ZSZSZZZID

<ZZGZSZ4Z322215 )

~

ZZ:757,752,7,D

~

. 777574723 7>,71D _(Z24252,757,7,D
2 ' 3 \22:2,25252,2,D

oldugundan |®(Q;¢)| = 4 diir. Buradan
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={Zg,Z6,75,24,23,Z3, 21, D} , Dy ={Zg,Z¢, 24,25, Z3,Z2,Z1, D}

={Z4,Z6,75,24,723,21,Z5,D} , Dy ={Zg, Z6, 24, Z5, Z3,Z1, Z5, D}

={Z7,Z6,25,24,23,25,2,,D} , Dt ={Z7,Z6,24,2Z5,Z3,Z3,7Z,,D}

={Z;,26,75,24,725,21,Z3,D} , Dy ={Z;, 26,24, 25, 73,71, Z5,D}

ile gosterilirse R*(Q1¢) = Ui . R(Dy) olarak hesaplanr.

Lemma 3.4.3.1.2 X sonlu bir kiime, D € }3(X,9) ve ZgN Z, # @ olmak lizere

By (Q4¢) yarigrubunun regiiler elemanlarin sayisi

R*(Qie) = 4-2- (2|(anz4)\ze|(2|za\z7| _ 1)) - (312\Zl — 21Z5\Z4l) . (312a\Zs] _ 21Z4\Zs1)
51Z020\Z | (6122\%1] — 512\l . (6172\22| — 51Z1\Z21) . gIX\DI
4-7- (2|(anz4)\ze|(2|za\zs| _ 1)) - (312\Zl — 21Z5\Z4l) . (3124\Zs| _ 21Z4\Zs1)
51Z020\Z | (6122\%1l — 512\l . (6172\22| — 51Z1\Z21) . gIX\DI

formiiliiyle hesaplanir.

Ispat: R*(Q1) = U?z (R(D;) oldugundan, R*(Qq6) kiimesinin eleman sayisinin

bulunmast i¢in birlesimde yer alan X1 — altyarilatislerden, kesisimi bos kiimeden farkli olan

varsa bulunup, birlesimin eleman sayisindan ¢ikarilmasi gerekmektedir.

a € R(D;) N R(D3) olsun.

a € R(D]) NR(D;) > «a € R(D;) vea € R(D;)

> ZgC YA Z SYFUYE, Zs S YFUYEUYE,
Z,CYFUYEUYE Z, CYFUYSFUYSUYS UYF UYY,
ZyCSYFUYFUYZFUYFUYSUYEYENZ # 0,
YONZs #0,YINZ, #0,YSNZ, #Q, Y NZ  #0
Zg CYH,Zo CYFUYE, Z, CYFUYEUYE,
Zs CYFUYEUYH Z, CYFUYEUYSUYSUYFUYY
Zi CYFUYSUYSUYFUYSPUYEYENZ # 0,
Y¥NZ, #0,YNZs =0, Y NZ, #0,Y*NZ #0

olur. Buradan @ #Y NZ, Y N (YFUYFUYT) elde edili. Bu sonug a nin

quasinormal gosteriminde Y;* kiimelerinin ayrik kiimeler olmasiyla gelisir. O halde R(D;) N

R(D;) = @ dir. Benzer olarak aralarinda otomorfizma olan Dy, D;, D3, D, igin de

R(D;) NR(D3) = @, R(D;) NR(D,) = B, R(D;) NR(D3) =0
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R(D;) NR(Dy) =@, R(D3) NR(Dy) =0

oldugu goriiliir.

a € R(D:) N R(Dg) olsun.

a € R(D;) NR(Dy) =
=

a € R(D;) ve @ € R(D3)

Z, S Y& Z, S YFUYE, Z, S YFUYFUYE,

Zs CYFUYSUYEZ, CYFUYSUYIUYS UYS UYY,
ZyCYFUYFUYZFUYFUYSUYEYENZ # 0,
YONZs #0,YNZ, #0,YFNZ, #0,Y*NZ; #0

Zg C Y, Zg SYFUYE, Z, SYFUYEUYE,

Zs CYSUYEUYH Z, CYFUYEUYSUYSUYFUYY
Zi CSYFUYSUYSUYFUYSPUYEYENZ # 0,
YANZ, #0,Y NZs #0, Y NZ, #0, Y NZ #0

olur. Buradan @ #Y NZ,c YN (YFUYFUYS) elde edilir. Bu sonug a nin

quasinormal gosteriminde Y;* kiimelerinin ayrik kiimeler olmasiyla geligir. O halde R(Dg) N

R(D¢) = @ dir. Benzer olarak aralarinda otomorfizma olan Ds, D¢, D;, Dg igin de

R(DL) NR(DY) = @, R(DL) NR(DY) = 0, R(DY) NR(DY) = @
R(D¢) NR(D§) = @, R(D;) NR(Dg) =0

oldugu gortiliir.

a € R(D;) N R(D:) olsun.

@ € R(D}) NR(DL) =
=

a € R(D;) ve a € R(D:)

Zg C Y8 Zo CYFUYE, Zo CYFUYEUYS,
Z,CYFUYEUYEZ, CYJUYFUYSUYS UYF UYY,
ZyCSYFUYFUYZFUYFUYSUYEYENZ # 0,
YANZs #0,YINZ, #0,YSNZ, #Q, Y NZ  #0

Z, CYH, Zo CYFUYE, Zs CYFUYEUYE,

Z, Y UYEUY Z, CYFUYEUYSUYSUYFUYY
Zi CSYFUYSUYSUYFUYSFUYEYENZ # 0,
Y¥NZ, #0,YNZs #0, Y NZ, #0,Y*NZ #0

olur. Buradan Zg € Y5 ve Z, € Y§ oldugu kullanilarak Z, = Zg U Z, € Y5 elde edilir.

Ancak ayn1 zamanda Zg € Y U Y dir. Boylece Y7 kiimelerinin ayrik kiimeler olmasindan

dolay1 Y& N Zg = @ olur. Ancak bu sonug¢ Y& N Zg # @ olmasiyla gelisir. O halde R(D;) N
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R(D:) = @ dir. Benzer olarak Dy, D3, D3, D, ile DS, D¢, D, Ds kiimelerinin kesisimine
bakildiginda, her bir kesisimde Zg € Y, Z; C Y5 ve Y& NZ, +# @ denklemleri elde
edilecektir. O halde

R(D;) NR(DE) = @, R(D]) NR(DY) = @, R(D]) NR(D) = @
R(D1) N R(Dg) = @, R(D3) NR(Ds) = @, R(D3) N R(Dg) = @
R(D3) NR(D}) = @, R(D3) NR(DY) = @, R(D}) NR(DE) = @
R(D}) NR(DY) = @, R(D}) NR(D)) = @, R(D}) NR(DY) = @
R(D3) NR(Ds) = @, R(D1) NR(Dg) = @, R(D3) NR(D7) = @
R(D3) NR(Dg) = @

dir. Boylece

IR*(Q16)1 = IR(DDI + [R(D)| + [R(D3)| + [R(DY] + [R(Ds)| + [R(De) | +
IR(D7)| + [R(Dg)|

seklinde hesaplanir. Teorem 3.3.7°den

R*(Qu) = 4-2- (2|<zsnz4)\ze|(2|zé\z7| _ 1)) - (317\%l — 2125\Z41) . (3124\Z5] _ 21Z4\Z51)
51Z020\Zs| . (6122\%1] — 5122\l . (6122\22| — 5121\221) . gIX\D]
4.2 - (2|<zsnz4)\ze|(2|zé\zs| _ 1)) - (317\%l — 2125\Z41) . (3124\Z5] _ 21Z4\Z51)
51Z020\Zs| . (6122\%1] — 5122\l . (6122\22| — 5121\221) . gIX\D]

olarak elde edilir.

Simdi Zg N Z; # @ kosulu altinda By (D) yarigrubunun regiiler elemanlarinin sayisini
hesaplayalim.

Teorem 3.4.3.1.3 X sonlu bir kiime olmak tizere Zg N Z, # @ kosulu altinda By (D)

yarigrubunun regiiler elemanlarinin sayisi
IR| = ZiZ1IR*(Q)I

olur.
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Ispat: Lemma 3.4.3.1.2°de 16. diyagrama sahip XI — yarilatisin regiiler elemanlarmin
sayist hesaplanmistir. Sonu¢ 2.1.57, Sonu¢ 2.4.20 ve Sonug¢ 2.4.25 kullanilarak 1-15
numarali diyagramlara sahip X1 — yarilatislerimin regiiler elemanlarinin sayisi benzer olarak

hesaplanirsa |R| = Y.1°,|R*(Q;)| olarak bulunur.

3.43.2. Zgn Z; = @ Kosulu Altinda Regiiler Elemanlar

Bu béliimde By (D) yarigrubunun Zg N Z; = @ kosulu altinda, regiiler elemanlarinin
Ozellikleri ve sayisi1 bulunacaktir.

Lemma 3.4.1.1°de agiklandigi gibi, D nin 1-16 numarali diyagrama sahip tam X -
altyarilatisleri hi¢bir kosula bagli olmaksizin X1 — altyarilatislerdir. Dolayisiyla Zg N Z; =
@ kosulu altindaki regiiler elemanlarin sayisini1 bulmak i¢in Zg N Z; # @ kosulu altinda X1
olan alt yarilatislere ek olarak 17-27 numarali diyagrama sahip tam X — altyarilatislerin
incelenmesi yeterlidir.

Oncelikle bir @ € Bx(D) elemanmin regiiler eleman olmasi igin saglamasi gereken
kosullar1 belirleyelim.

Teorem 3.4.3.2.1 D ={D,Z;,Z3,25,24,%5, 26,27, 25} € 33 (X,9) Ve ZgNZ; = O
olsun. @ € Bx(D) elemaninin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir ¢:V(D,a) =
D' c D, a — izomorfizmasinin, Teorem 3.4.3.1.1’deki 1-16 siklarindan birinin veya
asagidaki siklardan birinin kosullarini saglamasidir.

17) Q7 =1{Zg,Z7,Zg} ve a = (Yg X Zg) U (YF X Z;) U (Y& X Zg) olmak tizere

p(Zg) € Y5, p(Z;) S Y5 kosullart saglanir.

18) Q15 = {Z3,Z7,Z6, T} ve a = (Y5 X Zg) U (Y7 X Z7) U (Yg' X Zg) U (Y7 X T)
olmak tizere ¢ (Zg) € Yg', p(Z;) € Y, Y N o(T) # O kosullar1 saglanir.

19) Q19 =1{Zg,2;,Z;, T, T'} ve a= Y XxXZg)UYFXZ,)UYEXZ) U (YF X
T)U (Y5 X T') olmak iizere ¢(Zg) CY§, @(Z;) S Y&, o(T) S YFUYFU
YEUYF, YFno(T) #0, Y ne(T') # @ kosullari saglanur.

20) Q0 =1{Z3,27,Z¢,Z, T, T'} ve @ = (Y§¥ X Zg) U (Y X Z;) U (Y& X Zg) U (Y X
UYFXT)U(YEXT') olmak iizere ¢(Zg) S Y&, ¢(Z;) S Y&, ¢(Z)
YSUYFUYFUYS, oMY UYFUYSUYFUYS, YEne(Z)+0, YN
o(T) # @, Y no(T") # @ kosullari saglanur.

21) Qyy =1{Z3,27,26, T, Z5,T',D} ve a=(Y§XZg)UYFExZ)UYEXZ)U
(YFXT)UYFxZ)U(YEXT)u(Y§xD) olmak iizere ¢(Zg) € V¢,
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eZ)CSYF (M) S YSUYFUYFUYFE, o(Z)CYsuYFuYduYrfuys,
p(TYSYSUYFUYSUYFUYS UYL, YEne(M)#0, Yine(Zs)+0,
Y5 ne(T") # 0, Y n@(D) # @ kosullan saglanir.

22) Qyy = {Zg, 27,26, T, T, TUT'} ve a= (Y& XZ) UV X Z)UYE X Zg) U
(YFXT)U (Y5 xT)U (Y5, XxTUT') olmak iizere ¢(Zg) € Vs, 9(Z;) €
Y2 o(T) SY§ UYFUYSUYF, o(T) SYSUYFUYS UYL YFNo(T) # 0,
Yy N @(T") # @ kosullar: saglanir.

23) Q23 ={Zg, 27,26, 25,24, 25, T} Ve a = (Yg' X Zg) U (Y7 X Z7) U (Y5’ X Zg) U
YEXZ)UYFEXZYU Y XZ)UYF XT)  olmak tizere ¢(Zg) C Yy,
0(Z)CYE o(Zs) SYSUYFUYFUYE, o(Zy) CSYSUYFUYFUYS YN
0(Zs) #0,YFN@(Z,) #= 0, YF no(T) # @ kosullari saglanir.

24) Q4 = {Z5, 27,26, 25,24, 25, T, D} ve @ = (Y& X Zg) U (YF X Z;) U (Y& X Zg) U
(YEXZH)UYEXZY)UYEXZ)UYEXT)U(YE % D) olmak tizere
pZs) € Yg', 9(Z) SY7, 9(Zs) SYg VY UYS UYS, 9(Zy) S Y5 VYU
YZUYE o(T) S Yy UYFUYSUYSUYSUYSUYS, YoNne(Zs) #0, YN
©(Zy) =0, YEN@(T) # 0, Y¥ N (D) # @ kosullar saglanr.

25) Qu5 ={Z3, 77,26, T, Z5,Z1,D} ve a=(Y§XZg) U (YF X Z)U(YE X Zg) U
(YFXT)UYEXZ)UYEXZ)U(YEXD)  olmak iizere ¢(Zg) C Y,
e(Z)CSYE (M CSYSUYFUYFUYF, @(Z) cYFuYPuYfuYfu
Y5, 0(Z) SYSUYFUYSUYFUYS, Yine(Z)+0, Y*ne(Z)+0,
YF N o(T) # @, kosullart saglanir.

26) Q26 = {Zg, 27,26, T, Z3, 25,21, D} ve a = (Y& X Zg) U (Y& X Z,) U (Y& X Zg) U
(YFXT)U(Y§ xZ3) U (Y§ X Z) U (Y x Z;) U (Y& x D) olmak iizere
P(Zg) €Y', 9Z)CYS, o(T) SYF VYUY UY, o(Z3) SYyuYS U
YEUYFUYS o(Z) SYSUYFUYFUYFUYFUYS, @(Z)cSYyuYiu
YEUYFUYSUYS YENn(T) #0, Y¥Nne(Z;) =0, YSne(Z)+0, YN
@ (Z1) # @ kosullari saglanir.

27) Q27 =1{Z3,Z7, 26,25, 24, 23,22, Z1,D} ve a = (Y& x Zg) U (Y X Z;) U (Y& X
ZHU(YEX Zs) U (YEX Z) U (YE X Z3) U (Y& X Zy) U (YE x Z;) U (YE X
D) olmak iizere ¢(Zg) €Y, @(Z;) SYF, 9(Zs) SYFUYFUYEUYE,

O(Z) CSYFUYFUYEUYE, 0o(Z) CYSUYFUYSUYFUYFUYS uUYS,
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0(Z) CSYFUYFUYSUYZFUYSUYSUY S YENe(Zs) =0, YN e(Z,) #
?, Y np(Zy) # 0, Y Nne(Z) # O kosullar saglanir.

Ispat: Teorem 3.4.2.2.1°de D' Lemma 3.4.2.1.1°de verilen Q; leri taramak iizere a =
UTED, (Y X T) bigiminde yazilabildigi gosterilmistir. Simdi a — izomorfizmasi ¢ nin
siklardan birinin kosullarin1 sagladigini gosterelim.

Q7 =1{Zg,Z7,Zs} ve a = (Yg' X Zg) U (Y X Z;) U (Y& X Zg) olsun. O zaman « €
By (Qy,) dir. Ustelik Qy,, XI - alt yarilatistir ve V(D, @) = Q;; = V(Q4,, @) saglanir. O
halde Teorem 2.4.34°de verilen kosullar saglanir. Tersine 17. sikta verilen kosullar
saglansin. Yine Teorem 2.4.34’den a € Bx(Q,) regiiler elemandir. Boylece Bx(Q,7) C
Bx (D) oldugundan a, By (D) nin regiiler elemanidir.

Qg =1{Z5,Z7,Z, T}vea = (Y§ X Zg) U (Y7 X Z;) U (Y& X Zg) U (YF X T) olsun.
O zaman a € Bx(Q,3) dir. Ustelik Q,g, XI - alt yarilatistir ve V(D, @) = Q;5 = V(Q15, @)
saglanir. O halde Teorem 2.4.34’de verilen kosullar saglanir. Tersine 18. sikta verilen
kosullar saglansin. Yine Teorem 2.4.34’den a € Byx(Q.g) regiiler elemandir. Bdylece
Bx(Q18) € Bx(D) oldugundan a, By (D) nin regiiler elemanidir.

Q0 =124,27,Z6,T,T'} ve a = (Y5 XZg)U(YFXZH)UYEXZHUYFXT)U
(Y;f/ X T’)olsun. O zaman a € By(Q;o) dir. Ustelik Qyq9, XI - alt yarilatistir ve V(D, a) =
Q19 = V(Q19, @) saglanir. O halde Teorem 2.4.34’de verilen kosullar saglanir. Tersine 19.
sikta verilen kosullar saglansin. Yine Teorem 2.4.34’den a € By (Q49) regiiler elemandir.
Boylece Bx(Q19) € Bx(D) oldugundan a, By (D) nin regiiler elemanidir.

Q0 =1{Z3,27,Z4,Z, T,T'} ve a= Y XxXZg)UYFXZ,)UYEXZ)U (Y5 X
YU YEXT)U (VS XT) olsun. O zaman a € Byx(Qqo) dir. Ustelik Q,o, XI - alt
yarilatistir ve V(D,a) = Q59 = V(Q40, @) saglanir. O halde Teorem 2.4.34’de verilen
kosullar saglanir. Tersine 20. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Teorem 2.4.34°den a €
Bx(Q,0) regiiler elemandir. Boylece By (Q,0) € Bx(D) oldugundan a, By (D) nin regiiler
elemanidir.

Q21 ={Z4,27,Z6, T, Z3,T', D} ve a = (Y& X Zg) U (Y X Z7) U (Y& X Zg) U (Y X
T)U (Y§ x Z3) U (Y5 x T") U (Yg* x D) olsun. O zaman a € Bx(Q,,) dir. Ustelik Q,1,
XI - alt yanlatistir ve V(D,a) = Q,1 = V(Q5q, @) saglanir. O halde Teorem 2.4.34’de
verilen kosullar saglanir. Tersine 21. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Teorem
2.4.34°den a € Byx(Q,1) regiiler elemandir. Boylece By(Q,;) € Bx(D) oldugundan «,

Bx (D) nin regiiler elemanidir.
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Q2 =1{Z3,27,Zs, T, T, TUT'} ve a={YgxZ)UYFXZ,)UYFXZg)U
(YFxT)U (Y5 xT) U (Y5, x TUT') olsun. O zaman a € Bx(Q,) dir. Ustelik Qs5,
XI - alt yarlatistir ve V(D,a) = Q,2 = V(Q,,, a) saglanir. O halde Teorem 2.4.39’da
verilen kosullar saglanir. Tersine 22. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Teorem
2.4.39’dan a € Bx(Q,,) regiiler elemandir. Boylece Bx(Q,;) € Bx(D) oldugundan «,
Bx (D) nin regiiler elemanidir.

Q23 ={Zg, 27,26, 25,24, 23, T}Ve a = (Yg' X Zg) U (Y7' X Z7) U (Yg" X Zg) U (Y5 X
Z) U (YE X Z) U (YE X Z3) U (Y X T) olsun. O zaman a € By (Q,3) dir. Ustelik Q,3,
XI - alt yanlatistir ve V(D,a) = Q,3 = V(Q,3,a) saglanir. O halde Teorem 2.4.39’da
verilen kosullar saglanir. Tersine 23. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Teorem
2.439’dan a € Bx(Q,3) regiiler elemandir. Boylece Byx(Q,3) € Bx(D) oldugundan «a,
By (D) nin regiiler elemanidir.

Q24 ={Z8,Z7, 26,25, 24,25, T, D} ve a= (Y& XZg) U YF X Z) U (Y& X Zg) U
(Y& X Z5) U (Y X Zy) U (V£ X Z3) U (Y# x T) U (Y§ x D) olsun. O zaman « € By (Q24)
dir. Ustelik Q,4, XI - alt yarilatistir ve V(D, @) = Qu4 = V(Qz4, @) saglanmir. O halde
Teorem 2.4.39°da verilen kosullar saglanir. Tersine 24. sikta verilen kosullar saglansin. Yine
Teorem 2.4.39’dan @ € By (Q,,) regiiler elemandir. Boylece By (Q,4) € Bx (D) oldugundan
a, Bx(D) nin regiiler elemanidir.

Q25 = {2827, 26, T,Z5,Z1,D} ve a = (Vg X Zg) U (Y X Z;) U (Y& X Zg) U (Y X
T) U (Y§ X Z,) U (Yf* x Z;) U (Y§ x D) olsun. O zaman a € By(Q,s) dir. Ustelik Qys, X1
- alt yarilatistir ve V(D, @) = Q45 = V(Q,s, @) saglanir. O halde Teorem 2.4.29°da verilen
kosullar saglanir. Tersine 25. sikta verilen kosullar saglansin. Yine Teorem 2.4.29°dan a €
Bx(Q45) regiiler elemandir. Boylece By (Q,5) € Bx(D) oldugundan «, By (D) nin regiiler
elemanidir.

Q26 = {28, 27,26, T, 23,75, Z,,D} ve a=Y§xZ)UYFXZ)UXEXZHU
(YFXT)UYFXZ)UYFXZHU Y xZ)U(YFExD) olsun. O zaman a €
By (Qy) dir. Ustelik Q,, XI - alt yarilatistir ve V(D, @) = Q6 = V(Q46, @) saglanir. O
halde Teorem 3.2.3°de verilen kosullar saglanir. Tersine 26. sikta verilen kosullar saglansin.
Yine Teorem 3.2.3’den a € Byx(Q,¢) regiiler elemandir. Boylece Byx(Q,¢) € Bx(D)
oldugundan a, By (D) nin regiiler elemanidir.

Q27 ={Zs, 27,26, 25,24, 23,25, 2,0} ve a= (Y xZg) U (Yf X Z;) U (Y& X
Z)UYEXZH) U (YEXZ) U (YF X Z3) U (Y X Zy) U (YE x Z) U (Y§ x D)olsun. O
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zaman a € By(Q,,) dir. Ustelik Q,,, XI - alt yarilatistir ve V(D, @) = Q,, = V(Q,7, @)
saglanir. O halde Teorem 3.1.4’de verilen kosullar saglanir. Tersine 27. sikta verilen kosullar
saglansin. Yine Teorem 3.1.4°’den a € By (Q,7) regiiler elemandir. Boylece Byx(Q,7) C
Bx (D) oldugundan a, By (D) nin regiiler elemanidir.

Simdi R*(Q,) kiimesinin eleman sayisini hesaplayalim.

a € By (D) regiiler elemaninin Teorem 3.4.3.2.1 26) daki gibi quasinormal gdsterimi
var olsun. O zaman Z € {Z,,Zs} olmak iizere Qu¢ = {Zg,Z7,Z6,Z, 23,25, Z1,D} igin
V(D,a) = Q¢ esitligi saglanir. Buradan

Q2619XI = {{ZBI Z7, Z6,Z5,Z3,ZZ,Z1, D}: {ZS' Z7; Ze: Z4: Z3; Zz: Z1: 5}}

oldugu kullanilarak [Q(Q,¢)| = 2 olarak bulunur. Ayrica Q,¢ nin otomorfizmalari

. = ZgZ,2s7737,7.D _(24Z,ZsZZ5Z,7,D
Q26 T\ 242,2,22:7,7,D) ' \Z,232:27Z,Z,D

. ZgZ,Zs7737,7.D _ ZgZ,Zs727237,7.D
2" \252,7,72,2,72,D) " \Z,242,277,Z,D

oldugundan |®(Q,¢)| = 4 diir. Buradan

=

Dy ={Zg,Z;,2¢,25, 23,22, Z,,D} , D5 = {Z;, 24, Z, Z5, Z3, 2, Z1, D}
Dy ={Zg,Z7,Z¢,Z5,Z3,Z1,Z5, D}, Dy ={Z;,Z5,Z6, Zs, Z3, Z1, Z5, D}
Di ={Z3,77,76, 74,73, 25,2,,D} , Dy = {Z7,25, 2, Z4, Z3, 23, 21, D)
Dy ={Zs, 77,26, 24,73, 21, 22, D} , Dy = {27, 23, Z, Z4, Z3, 24, Z5, D)

ile gosterilirse R*(Q¢) = U?z L R(D;) olarak hesaplanir.
Lemma 3.4.3.2.2 X sonlu bir kiime, D € }3(X,9) ve ZgN Z, = @ olmak iizere

Bx(Q,¢) yarigrubunun regiiler elemanlarin sayisi

R*(Qze) = 4-2- (41%\% — 312\%6l) . 5120 Z\%s| . (5125\7s] — 4l23\Zsl) .
(6172\21] — 5122\2l) . (6171\Z2l — 5172\1) . g\
42 (417\%] — 31Z0\%el) . 5I(ZNZNZs | (512a\Zs] — 41275 .
(6172\l — 51Z\%11Y . (12:1\Z2] — 5172\22) . gIX\DI
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formiiliiyle hesaplanir.
Ispat: R*(Q,) = U?z L R(D/) oldugundan, R*(Q,¢) kiimesinin eleman sayisimin
bulunmasi i¢in birlesimde yer alan X1 — altyarilatislerden, kesisimi bos kiimeden farkli olan

varsa bulunup, birlesimin eleman sayisindan ¢ikarilmasi gerekmektedir.

a € R(D;) N R(D3) olsun.

a € R(D]) NR(D;) > «a € R(D;) vea € R(D;)

= ZgCVY{,Z, SV Zs S Y UYFUYFUYS,
Z; CY§UYFUYSUYFUYS,
Z,CY§UYFUYSFUYSUYSUYY,
ZiCYSUYFUYSUYFUYSUYE Y NZs # 0,
Y¥NZ; #0,YNZ, #0,Y*NZ #0Q,
Z, S Y& Zg Y8, Zs CYEUYFUYFUYE,
Z; S Y UYFUYSUYFUYS,
Z,CY§UYFUYSFUYSUYSUYS,
Zi CYSUYFUYFUYFUYS UYE YENZ #+ 0,
Y¥NZ; #0,YPNZ, #0,Y*NZ #0

olur. Buradan Zg C Yg5* ve Zg € Y& oldugu kullanilarak Y§* NY* = Zg # @ elde edilir.
Ancak bu sonug Y;* kiimelerinin ayrik kiimeler olmasiyla gelisir. O halde R(D;) N R(D;) =

@ dir. Benzer olarak aralarinda otomorfizma olan D{, D;, D3, Dy igin de

R(D;) NR(D3) = @, R(D1) NR(Dy) = @, R(Dz) NR(D3) = @
R(D;) NR(Dy) = @, R(D3) NR(Dy) = O

oldugu goriiliir.

a € R(D:s) N R(Dg) olsun.
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a € R(DL) NR(DL) =
=

a € R(D:) ve @ € R(Dy)

Zg S Y& Z, Y8 Z, SYEUYFUYEUYE,

Z; S Y UYFUYSUYFUYS,

Z, S Y UYFUYFUYFUYSUYS,

Zi; CYSUYFUYFUYFUYSUYEYENZ, 0,
YSNZ; #0,YFNZ, #0,Y*NZ; # 0,

Z, S Y& Zg S Y8, Z, SYEUYFUYEUYE,

Z; S Y UYFUYSUYFUYS,

Z, S Y UYFUYFUYFUYSUYS,

Zi YUY uUYSuUYFUYSUYSYENZ, 0,
Y¥SNZ; #0,Y9NZ, #0,Y*NZ; #0

olur. Buradan Zg € Yg* ve Zg C Y* oldugu kullanilarak Yg* NYS = Zg + @ elde edilir.

Ancak bu sonug Y7 kiimelerinin ayrik kiimeler olmasiyla gelisir. O halde R(Ds) N R(Dg) =

@ dir. Benzer olarak aralarinda otomorfizma olan Dz, D¢, D7, Dg igin de

R(D:) NR(D7) = @, R(Ds) NR(Dg) = @, R(Dg) NR(D7) =0
R(D¢) NR(Dg) = @, R(D;) NR(D§) = 0

oldugu goriiliir.

a € R(D;) N R(Ds) olsun.

a € R(D;) NR(Ds) =
=

a € R(D;) ve @ € R(Dz)

Zg S Y& Z, Y8, Zs CYEUYEUYFUYE,

Z; CYSUYFUYSUYFUYS,
Z,CYSUYFUYSUYFUYSUYS,
ZiCYSUYFUYSUYFUYSUYE YENZs # 0,
YPNZ; #0,YPNZ, #0,Y*NZ #0,

Zg C Y& Z,C Y8 Z, CYFUYAUYFUYS,

Z; CSYSUYFUYEUYFUYS,
Z,CYSUYFUYSUYFUYSUYS,

Zi CYSUYFUYSUYFUYSFUYS YENZ, 0,
YPNZ; #0,YPNZ, #0,Y*NZ #0

olur. Buradan Zs; C Y UYF U YZ UYS ve Z, C Vg UYS UYE UYS oldugu kullanilarak

Z3=Z,UZs CY§ UYFUYEUYS elde edilir. Ancak ayni zamanda Y5* N Z; # @ dir. Bu

sonu¢ Y7 kiimelerinin ayrik kiimeler olmasiyla geligir. O halde R(D;) N R(Ds) = @ dir.

Benzer olarak Di, D3, D3, D, ile DS, D¢, D7, D¢ kiimelerinin kesisimine bakildiginda, her
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bir kesisimde Zs; C Y5 UYFUYFUYS | Z,CYFUYFUYFUYF ve Y¥PNZ;#0
denklemleri elde edilecektir. O halde

R(D1) NR(Ds) = @, R(D1) N R(Dg) = @, R(D1) NR(D7) = @
R(D;) NR(DE) = @, R(D3) NR(DE) = @, R(D3) NR(DE) = @
R(Dz) NR(D7) = @, R(D3) N R(Dg) = @, R(D3) NR(Ds) = @
R(D}) NR(DY) = @, R(D}) NR(D)) = @, R(D}) NR(DY) = @
R(D,) NR(DY) = @, R(D;) NR(DY) = @, R(D;) NR(DY) = @
R(D3) NR(Dg) = @

dir. O halde

IR*(Q26)| = IR(DD| + [R(D2)| + [R(D3)[ + [R(D)| + [R(Ds)| + |R(De)| +
IR(D7)[ + [R(Dg)|

seklinde hesaplanir. Teorem 3.2.7°den

R*(Qr) = 4-2- (4175\7l — 31%5\Zl) . 51Z20\zs1 . (5123\2s1 — 412:\Zs) .
(6172\l — 51Z\%11Y . (l21\22l — 517\ 1Y . gIX\DI
42 (4127 — 3170\%]) . 512N ZNs| . (51Z:\Zs| — 412a\Zs1) .
(6172\l — 51Z\%:1Y . (121\22] — 5172\221) . gIX\DI

olarak elde edilir.
Simdi R*(Q) kiimesinin eleman sayisin1 hesaplayalim.
a € By (D) regiiler elemaninin Teorem 3.4.3.2.1 27) deki gibi quasinormal gosterimi

var olsun. O zaman Q,; = {Zg, Z;,Zs, Zs, Z4, Z3, Z2,Z1, D} igin V(D,a) = Q,; esitligi

saglanir. Buradan

Q2719X1 = {{ZB'Z7'Z6'ZS'Z4'Z3'ZZ'Zlﬂb/}} = {Q27}

oldugu kullanilarak |Q(Q,7)| = 1 olarak bulunur. Ayrica Q,- nin otomorfizmalari
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. = YAV YAV AYAYAD) o ZgZ1 25757 4757,7,D
6 T\ 742,2:2:2,2:2,7,.D ) ' T \Z,2422:7,757,7,D

2327262524232, 2:D\ _ _ (ZoZ7 262524752, 21D
ZgZ,26247257:2,7.D )" > \ZgZ,ZZsZ4752,2,D
 (Z42,26757,4757,7,D  (232,24757,757,7,D
272774757227, D A N))
 (Z42,26757,757,2,D  (232,24757,757,7,D
2477267425752, Z,D 7726767425752, Z,D

oldugundan |®(Q,;)| = 8 diir. Buradan

Dy = {ZS,Z7,Zs,Z5,Z4, Z3,22:21»D/} Dy = {27'28'26'25'24' Z3’ZZ'Zl'5}
D} ={Zg,Z7,Z¢,Z4,Z5,Z3,2%,21, D}, D} = {Zg,Z7,Z6, Z5, 24, Z3, 21, Z5, D}
Di ={Z;,Zg,Z¢, Z4,Z5,2Z3,Z9,21, D}, D§ = {Z7,Z5,Z6,Z5, 24, Z3,Z1,Z5, D}
Dy ={Zg,Z7,Z6,Z4,Z5,Z3,21,Z5, D}, D§ = {Z7,Z5,Z6, 24, Z5, 23,21, Z2,D}

ile gosterilirse R*(Q,7) = U?z . R(Dy) olarak hesaplanir.

Lemma 3.4.3.2.3 X sonlu bir kiime, D € }5(X,9) ve ZgN Z; = @ olmak tizere

Bx(Q,7) yarigrubunun regiiler elemanlarin sayisi

R*(Q27) = 8-31ZsNZu)\Z6| . (4|Z5\Z4-| _ 3|Zs\Z4|) . (4|Z4\Z5| _ 3|Z4\Zs|) .
6|(Zznzl)\z3| . (7|Zz\Z1| _ 6|Zz\Z1|) . (7|Zl\Zz| _ 6|Z1\Zz|) . 9|X\T9|

formiiliiyle hesaplanir.

Ispat: R*(Q,,) = U?z L R(D;) oldugundan, R*(Q,,) kiimesinin eleman sayisinin

bulunmast i¢in birlesimde yer alan X1 — altyarilatislerden, kesisimi bos kiimeden farkli olan

varsa bulunup, birlesimin eleman sayisindan ¢ikarilmasi gerekmektedir.

a € R(D;) N R(D3) olsun.
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a € R(D;) NR(D;) > «a € R(D;) vea € R(D;)
=> ZgCVY&Z,CV¥ Z: S YEUYFUYFUYS,

Z, S Y UYFUYFUYS,
Z,CYgUYFUYSUYSUYSUYFUYY,
ZiCYFUYFUYEUYSUYFUYS UYE YENZs #0,
YENZ, #0,YPNZ, #0,Y*NZ; #0Q,
Z, S Y& Zg Y&, Zs S YEUYFUYFUYE,
Z, S Y UYFUYFUYS,
Z, CYgUYFUYSUYSUYSUYSUYS,
ZiCYSUYFUYFUYSUYFUYS UYS YENZ + 0,
YONZ, #0,YSNZ, #0, Y NZ, @

olur. Buradan Zg € Y§* ve Zg C Y7* oldugu kullanilarak Yg* NYS = Zg + @ elde edilir.
Ancak bu sonug Y7 kiimelerinin ayrik kiimeler olmasiyla geligir. O halde R(D;) N R(D3) =
@ dir.

Benzer olarak aralarinda otomorfizma olan D1, D3, D5, D, ,D<, D¢, D5, Dg kiimeleri

icin de

R(D1) NR(D;) = @, R(D1) NR(D3) = @, R(D1) NR(D;) = @
R(D1) NR(Ds) = @, R(D;1) NR(Dg) = @, R(D;) NR(D7) = @
R(D1) NR(Dg) = @, R(Dz) NR(D3) = @, R(Dz) NR(D;) = @
R(Dz) NR(Ds) = @, R(Dz) NR(Dg) = @, R(Dz) NR(D7) = @
R(Dz) NR(Dg) = @, R(D3) NR(Dy) = @, R(D3) NR(D5) = @
R(D3) NR(Dg) = @, R(D3) NR(D7) = @, R(D3) NR(Dg) = @
R(D3) NR(Ds) = @, R(D3) NR(Dg) = @, R(D3) NR(D7) = @
R(D2) NR(Dg) = @, R(D5) N R(Dg) = @, R(D5) NR(D7) = @
R(D:) NR(Dg) = @, R(Dg) NR(D7) = @, R(Dg) NR(Dg) = @
R(D}) NR(DE) = @

dir. O halde

IR*(Q27)l = IR(DD| + [R(D2)| + [R(D3)[ + [R(D| + [R(Ds)| + [R(De)| +
IR(D7)[ + [R(Dg)|

seklinde hesaplanir. Teorem 3.1.8’den
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R*(Q27) = 8-31(@snZu)\Z| . (4|Zs\z4| _ 3|Zs\Z4|) . (4|Z4\Zs| _ 3|Z4\Zs|) .
6!(Z2NZ1)\Z3] . (7|Zz\Z1| _ 6|Zz\Z1|) . (7|Zl\Zz| _ 6|Z1\Zz|) . 9IX\To|

olarak elde edilir.

Simdi Zg N Z; = @ kosulu altinda By (D) yarigrubunun regiiler elemanlarinin sayisini
hesaplayalim.

Teorem 3.4.3.2.4 X sonlu bir kiime olmak iizere Zg N Z; = @ kosulu altinda By (D)

yarigrubunun regiiler elemanlarinin sayisi

IRl = Y27, |R*(Q)]

olur.

Ispat: Teorem 3.4.3.1.3°de ¥1%,|R*(Q;)|, Lemma 5.3.5 ve Lemma 5.3.6’de R*(Q5¢)
ve R*(Q,7) hesaplanmistir. Sonug 2.4.30, Sonug 2.4.35 ve Sonug 2.4.40 kullanilarak 17-25
numarali diyagramlara sahip X1 — yarilatislerinin regiiler elemanlarinin sayisi benzer olarak

hesaplanirsa |R| = ;% |R*(Q)| + X717 IR*(Q)| = X2, IR*(Q;)| olarak bulunur.

112



BOLUM 4
SONUC VE ONERILER
Tez dort ana baslik halinde hazirlanmistir ve asagidaki sonuglar elde edilmistir.
Ik olarak tezin ana konusunu olusturan Y.5(X,9) smifinin elemanlarinin 6zellikleri

incelenmistir. Bos olmayan bir X kiimesinin altkiimelerinden olusan ve elemanlari

Z,c2,c2,c2,c2,cD,Z,cZscZ,cZ,cZ, <D
Z,cZ,cZ2,cZ,cZ,cD,Z,cZ,cZ.cZ,cZ,cD
Z.cZ,cZ,cZ,cZ,cDb,Z,cZ,cZ.cZ,cZ, <D
Z,c2,c2,cZ2,cZ,cD,Z,cZ,cZ,cZ,cZ,cD

ZNZ, # D, I\2,#D, I,\2, 2D, Z\Z, 2D, Z\Z, # D, Z\Zs #D

kosullarmi saglayan D = {D, Z,,2,,2,,2,,2:,2,Z,, Zg} birlesimlerin tam X - yarilatisine

izomorf olan tam X — yarilatislerin sinifinin yapist ele alinmis, karakteristik kiimeler
ailesinden, karaktistik dontisiimden ve temel kaynak elemanlarindan yararlanilarak D nin
tam X -alt yarilatisleri bulunmus ve hangi kosullar altinda X/ -alt yarilatis olduklar
belirlenmistir. D ile belirli ikili bagintilarin yarigrubunun sag birim, idempotent ve regiiler
elemanlarinin yapisinin incelenmis ve sayilarini veren formiiller elde edilmistir.

Daha sonra ana diyagramin idempotent ve regiiler elemanlarinin toplaminin elde
edilebilmesi igin alt diyagramlarinin Y, (X, 8) ve Y.g(X, 8) siniflari igin benzer uygulamalar
yapilmis ve ve bu smif elemanlar ile belirli ikili bagintilarin yarigrubunun sag birim,
idempotent ve regiiler elemanlarinin yapisinin incelenmis ve sayilarini veren formiiller elde
edilmistir.

Son olarak onceki boliimlerde bulunanlardan yararlanilarak Zg N Z, #= @ ve Zg N
Z, = @ kosulu altinda By (D) yarigrubunun idempotent ve regiiler elemanlarinin 6zellikleri

ayr1 ayr1 incelenmis ve sayilarini bulan formiiller hesaplanmistir.
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