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OZET

WEYL MANIFOLDLARI UZERINDE EULER - LAGRANGE VE HAMILTON
HAREKET DENKLEMLERININ ANALIiZi

Zeki KASAP
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Doktora Tezi
Danisman : Prof. Dr. Mehmet TEKKOYUN
05/06/2014, 124

Cisimlerin uzay igerisinde hareketlerinin izledigi bir yol (rota, yoriinge) vardir. Bilim
insanlar tarafindan cisimlerin rotasinin nasil olacagini tahmin etmek daima merak konusu
olmustur. Bu tezde Weyl uzayr (manifoldu) iizerinde cisimlerin hareketi ile hareket
denklemleri incelenecek ve bulunacaktir. Ayn1 zamanda bu hareket esnasinda meydana
gelen mekanik ve fiziksel olaylarin zaman boyutu dikkate alinarak Weyl-matematiksel
modellenmesi yapilacaktir. Matematiksel modelleme sonucunda {iretilen genellestirilmis
Euler —Lagrange ve Hamilton hareket denklemlerinin fiziksel ve geometrik bulgularinin
yorumu yapilacaktir. Ayrica (korunumlu) mekanik sistemler i¢in elde edilen (kismi)
diferansiyel denklemlerin sembolik hesaplama yazilimlari ile ¢oziimii yapilacaktir.

Anahtar sozciikler: Mekanik Sistemler, Lagrangian ve Hamiltonian Formalizm,

Euler —Lagrange Denklemleri, Hamilton Denklemleri, Weyl Manifoldlar.
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ABSTRACT

ANALYSIS OF THE EULER -LAGRANGE AND HAMILTON MOTION
EQUATIONS ON WEYL MANIFOLDS

Zeki KASAP
Canakkale Onsekiz Mart University
Faculty of Science
Doctoral Dissertation
Zeki KASAP
Advisor: Prof. Dr. Mehmet TEKKOYUN
05/06/2014, 124

Movement of objects in space follows a path (route). Prediction of the route of objects has
always been an issue of interest to scientists. This thesis examines motion and motion
equations of objects on Weyl space (manifold). Furthermore, in this thesis, Weyl-
mathematical modeling will be carried out considering time dimension that occurs during
this movement of mechanical and physical events. An evaluation is made as to physical
and geometric findings of the generalized Euler—Lagrange and Hamilton equations of
motion produced as a result of mathematical modeling. Also, at the end of study, (partial)
differential equations which have been obtained for (conservative) mechanical systems
will be resolved with symbolic computation software.

Keywords: Mechanical Systems, Lagrangian and Hamiltonian Formalism,
Euler —Lagrange Equations, Hamilton Equations, Weyl Manifolds.
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BOLUM 1
GIRIS

Yasadigimiz evrenin i¢inde meydana gelen her olayin gergeklestigi bir uzay vardir.
Fiziksel ve geometrik olaylarin gerceklestigi bu uzaya matematik dilinde manifold adi
verilir. Manifold kavrami matematigin, 6zellikle de geometrinin neredeyse tamaminda,
analitik mekanikte ve modern teorik fizikte tanim kiimesi olarak bilinir. Baska bir ifade ile
manifold; dig sinirlamalar altinda fiziksel bir sisteme uygun durumlarin gergeklesebilecegi
veya gerceklesebildigi uzay olarak da tanimlanabilmektedir. Uzayda hareket eden
nesnelere de bir sistem denir. Sistem (diizenek) ise birbiriyle etkilesen veya iligkili olan ve

bir biitlinii olusturan cisim veya varliklarin bileskesidir.

Manifoldlar matematikte 6zellikle diferansiyel geometri ve topoloji de yeterince
kiigiik bir dlgekte Oklid uzayna cok benzeyen matematiksel bir yapidir. Oklid uzayinin
boyutu manifoldun da boyutudur. Ornegin dogru ve ¢ember bir boyutlu, diizlem ve top
yiizeyi (kiire) iki boyutlu manifoldlardir. Genel bir ifadeyle n—boyutlu bir manifoldun her
noktasindan n —boyutlu Oklid uzayma homeomorfik (topolojik doniisiim) bir komsulugu
vardir. Her ne kadar secilen bir nokta yakininda manifoldun yapisi Oklid uzaymi akla
getirse de kiiresel olarak manifoldun yapis1 ¢ok karmasik sekilde de olabilir. Iki boyutlu
uzayda bir kiirenin ylizeyinde tanimli bir nokta etrafindaki dairesel alan bir diizlem
tizerinde dairesel diiz bir alana eslenebilir. Buna karsin kiirenin kendisi diiz olmaktan

uzaktir yani kiire ile diizlem homeomorfik degildirler.

Herhangi bir manifoldun diferansiyellenebilir yapis1 haritalar toplulugu olan bir
atlasla belirlenir. Bu diferansiyellenebilir yap1 sayesinde manifoldlar iizerinde diferansiyel
ve integral hesabi yapilabilir. Bu sayede mekanik sistemlere ait dinamik olaylarin

incelenmesine imkan bulunabilir ve hareketler modellenebilir.

Literatiirde goriinen manifoldlar iizerinde birgok arastirmaci ¢ok sayida calisma
yapmustir. Bu ¢alismalardan ¢ok kullanilan ve bilinenlerden bazilari; Hermityen, Kahler,
Einstein, Heisenberg, Calabi-Yau, Sasakian, Frobenius, Jet, Finsler, Kenmotsu, Lyra,

Jordan Ivanov-Petrova, Vaisman ve Weyl manifoldlaridir.

Yapilan bu ¢alismada Weyl manifoldlar1 iizerinde mekanik sistemler ve baz (temel)
yapilar1 ele alinmistir. Weyl manifoldlarina ait bir¢ok bilgi cesitli kaynaklarda mevcuttur.
Weyl manifoldlarinin tanim ve yapisin1 en agik ve belirgin olarak Folland ve Kadosh,
ortaya koymuslardir (Folland, 1970 ve Kadosh, 1996).


http://tr.wikipedia.org/wiki/Cisim
http://tr.wikipedia.org/wiki/Varl%C4%B1k
http://tr.wikipedia.org/wiki/Bile%C5%9Fke

Folland’in agiklamalar1 asagidaki gibidir. Weyl birlesik alan teorisini formiiliize
etmek i¢in Riemann geometrisinin bir genellemesini yaparak ortaya koydu (Weyl, 1918).
Fakat Weyl’in teorisi fiziksel agidan hatali idi. Ancak bu bakis agis1 matematigin giizel bir
Oornegi olarak hatiralarda kaldi. Ayrica bu teori Riemann olmayan baglantilarin ve

kuramlarin &gretici bir 6rnegini olusturdu.

Weyl’in fikirlerinin fiziksel motivasyonu asagidaki gibidir. Einstein goreceligin
(r6lativite) genel teorisi ic¢in fiziksel uzayda bir model olarak Riemann geometrisini
kullanmistir. Ancak evrende her iki nokta arasindaki uzakligin mutlak (tam, kesin) bir
Olciisii Riemann geometrisi gibi degildir. Ciinkii uzayda herhangi iki nokta arasindaki
uzaklik mutlak dogrusal degildir. Weyl, Riemann geometrisinde kullanildig1 gibi her bir

noktadaki uzaklik (tanjant vektor) igin bir skaler carpim verilmesi yerine skaler ¢arpimi

belirleyen bir pozitif faktor e yi 6nerdi. Béylece bu faktor ile farkli geometrilerdeki

rastgele degisikliklerin ortaya konulma imkanina kavusuldu.

Eger iki nokta arasindaki s6z konusu olabilecek iki farkli tanjant vektoriiniin
biiyiikliigiiniin karsilastirilmasi yapilabilirse uzay iginde bir noktaya olan kesin uzaklik
bulunabilir. Weyl bu durumun gergekligini fark etti ve teorisi sayesinde lineer (dogrusal)
baglantilar ile iki nokta arasindaki uzakligin benzerlerinin ¢izebilecegini gosterdi. Boylece
belirli iki nokta arasindaki egriligin (uzaklik) farkli durumlart i¢in bir genelleme
yapilabilirdi. Bu sayede her iki nokta arasinda bir paralel doniistim yapilabilecektir.
Weyl’in teorisi ile bir noktaya olan uzakligi belirtmek icin o noktaya olan alternatifli

uzakligin bir yaklasimi ortaya konuldu (Folland, 1970).

Bu tez ¢alismasinda Weyl manifoldlar1 {izerinde mekanik sistemlerin incelenmesi
icin iki farkli baz yapist kullanilacaktir. ilk yapilacak hesaplamalarda matematiksel
modelleme ile Weyl manifoldlarinin temel yapisi kullanilarak uzayda hareket eden

cisimlerin bilinen (degismeyen) yoriingeleri i¢in hareketi temsil eden diferansiyel

denklemler bulunmustur. ikinci hesaplamada ise Weyl’in teorisinin e’ yapisi dinamik
sistemlerin holomorfik yapilarina aktarilarak matematiksel modelleme yapilmistir. ile
cisimlerin uzaydaki bilinen ve bilinmeyen (degisen) alternatifli ydoriingelerine ait
genellestirilmis hareketlerin modellemesi olan diferansiyel denklemleri literatiirde ilk defa

bu calisma ile elde edilmistir.

Ayrica korunumlu mekanik sistemler icin Weyl’in teoremi dinamik formalizme
aktarilarak yeniden cismin uzaydaki dinamik hareketlerine ait diferansiyel denklemler

bulunmustur.



Yukarida bahsedilen tiim bu calismalarda elde edilen ve cisimlerin uzaydaki
hareketlerini modelleyen diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin kapali formlari sembolik
hesaplama yazilimlar1 kullanilarak bulunmustur. Ayrica kapali ¢éziimlerdeki fonksiyonlar

0zel secilerek grafikleri ¢izilmistir.

1.1. Geodezikler
Geodezi, iic boyutlu ve zaman degiskenli uzayda cekim alan1 ile birlikte,

yeryuvarinin ve oteki gok cisimlerinin dlgiilmesi ve haritaya aktarilmasi ile ugrasan bilim

dalidir.

Uzerinde hareketlerin incelendigi konfigiirasyon (yapilandirma) uzayda iki nokta
arasindaki uzakligi minimum yapan egrilere bu uzayn geodezikleri (Cisimler i¢in rota veya
yorlinge) denir. Diger bir ifade ile belirli iki nokta arasindaki bir uzaklik (egrilik) tir.
Omegin geodezik bir diizlem igin dogru iken bir kiire icin kiire iizerindeki g¢ember
yaylarinin her biridir. Bu ac¢idan bakildiginda uzayda fiziki sartlar dikkate aldiginda iki

nokta arasinda ¢ok sayida alternatifli geodezik bulunabilir.

Geodeziklerin bulunmasinda integral hesabinin ¢ok etkin bir kullanimi1 vardir. Ayrica
analitik mekanik geodezikler i¢in alternatif bir yaklasim sunmaktadir. Analitik mekanik ile
mekanik sistemler i¢in dinamik formalizm kullanilarak geodezikleri bulmak miimkiindiir.
Analitik mekanikte geodezikler i¢in dinamik sistemlere ait zamana bagli hareketi temsil
eden Euler—Lagrange ve Hamilton diferansiyel denklemleri modellenir. Yapilan bu
caligmada uzayin geodeziklerini bulmak i¢in Weyl —Euler —Lagrange ve Weyl —Hamilton

diferansiyel denklemleri elde edilmistir.

1.2. Tezin Amaci

Bu tezin yapilmasindaki temel amac; uzaydaki dinamik cisimlerin (parcaciklarin)
zamana bagli hareketi gosteren diferansiyel denklemlerinin Weyl benzerlerini (analoglar)
yaparak bulmaktir. Acikcasi, Weyl manifoldlar1 lizerinde mekanik sistemlerin zamana
bagli hareketi temsil eden diferansiyel denklemleri elde etmek, ayrica geometrik ve fiziksel
sonuglar iretmektir. Ayrica elde edilen denklemleri sembolik hesaplama yazilimlar

yardimi ile ¢6zmek ve grafiklerini ¢izmek amaglanmustir.
Tezin amacina temel teskil eden tarihsel siire¢ asagida detayl olarak agiklanmustir.

Aragtirmacilar uzaydaki (evren) cisimlerin hareket mekanizmalarini anlamak,

aciklamak ve yorumlamak istemislerdir. Bu amaca ulagmak i¢in matematik ve fizik ilk



basvurduklart bilim dallar1 olmustur. Ciinkii matematik ile uzaydaki cisimlerin
hareketlerini denklemler yardimiyla modelleyebilmek ve fizik ile de uzaydaki olaylarin

nasil meydana geldigini agiklayabilme imkanina kavusulmustur.

Matematik sayilarin ve sekillerin ilmi olarak tanimlanir. Matematik; bi¢im, say1 ve
¢okluklarin yapilarini, 6zelliklerini ve aralarindaki iliskilerini inceleyen bilimdir ve say1
bilgisi, cebir, uygulamali matematik ve geometri gibi dallara ayrilir. Ugak ve motor
modellemelerinde, uydu yapiminda ve daha genel olarak dinamik sistemlerin
degisimlerinin 6l¢iimiinde uygulamali matematigin en etkin araglari olan diferansiyel

denklemler ve sayisal analiz teknikleri kullanilir.

Fizik ise maddeyi, maddenin uzay-zaman da hareketini enerji ve kuvveti de
kapsamak iizere biitlin ilgili kavramlarla birlikte inceleyen doga bilimidir. Daha genel bir
ifadeyle, evren ile ilgili nasillar1 cevaplamak i¢in doganin genel bir analizidir. Fizik

biliminde cisimlerin hareket mekanizmalarini zamana bagli hiz denklemleri temsil eder.

Fizikte hiz ile hareket aym1 anlama gelmemektedir. Hiz; hareketli bir cismin
(nesnenin) birim zamanda aldig1 yoldur. Hiz, vektorel bir biiytikliiktiir. Yonii ve siddeti ile
ifade edilir. Ayrica alinan yolun zamana gore degisimi olarak da tarif edilir. Hareketli
cismin yoriingesi dogrusal, dairesel, elips veya egri bicimde olabilir. Alinan yol dogrusal
ise hiz ¢izgisel, dairesel ise agisal olur. Hareketli cismin herhangi bir andaki hizina ani hiz,
yol boyundaki hizlarin ortalamasina da ortalama hiz adi verilir. Hareketli bir cismin birim
zamanda aldig1 yola siirat denir. Siirat, hareketli cisimlerin (varliklarin) belirli bir yolu ne
kadar zamanda aldigin1 belirler ve vektorel bir biiyiikliik degildir. Siirati hesaplayabilmek
i¢in bir cismin hareketi boyunca aldig1 yolu ve cismin bu yolu almasi i¢in gegen zamanin

bilinmesi gerekir. Bir cismin hareketi sirasinda izledigi yola ise yoriinge (rota) denir.

Fizik kendi i¢inde modern fizik ve klasik fizik olarak dallara ayrilir. Modern fizik;
kuantum ve gorecelik (rolativisttik) mekanigi ilkelerini kullanir. Kuantum mekanigi mikro
diizeyde cisim veya pargaciklarin hareketlerini, gorecelik mekanigi ise makro diizeyde 151k

hizina yakin hizlarda hareket eden cisimlerle ve sistemlerle ilgilenmektedir.

Klasik fizik; klasik mekanik ilkeleriyle cisimlerin hareketlerini ve onlara etki eden
kuvvetleri arastirmaktadir. Mekanik; giindelik hayatta karsilastigimiz boyutlardaki
cisimlerin konumlarimin zamanla degismesi veya durum ve yapilarinin bozulmadan
kalabilmesi ile ilgili problemleri inceler. Bu agidan bakildiginda tiim fizik mekanik olarak
gortlebilir. Klasik mekanik atomlarla karsilastirildiginda oldukga biiyiik cisimlerle ve 151k

hizindan ¢ok daha diisiik hizlarla ilgilenir.
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Mekanik; kinematik, statik ve dinamik olmak iizere iice ayrilir. Kinematik, cisimlerin
konumlarmin zamanla degisimini yani hareketlerini, statik cisimlerin dengede
kalabilmeleri igin gerekli kosullari, dinamik ise cisimlerin konumlarinin degismesine yol
acan sebepler bilindiginde cisimlerin hareketlerinin 6zelliklerinin nasil bulunacagini yani
parcacigin hareketi ile buna etkiyen kuvvet arasindaki bagmtilart incelemektedir (Rizaoglu
ve Siinel, 2008).

Bir¢ok arastirmact uzaydaki cisimlerin hareket mekanizmalari ile ilgili ¢aligmalar
yapmistir. Mekanigin genel yasalarini ortaya koyan ise Newton (1717 —1738) olmustur.
Newton’un yasalar1 asagidaki seklinde olup ve ampirik (deneye dayali) yasalar olarak
bilinir.

1. Bir cisim tlizerine dengelenmemis bir dis kuvvet etkimedikce, cisim hareket

durumunu (duraganlik veya sabit hizli hareket) korur.
2. Bir cisim tizerindeki net kuvvet, cismin kiitlesi (m) ile ivmesinin (a) c¢arpimina
esittir F =ma.

3. Her etkiye karsilik esit ve zit bir tepki vardir.

Newton yasalar1 tizerine kurulan mekanik 19. yiizyilda d’Alembert (1717 —1783),
Lagrange (1736—1813), Jacobi (1804 —1851), Hamilton (1805—1865) olmak iizere pek

cok aragtirmacinin katkilari ile nerede ise istenilen ideal bir yapiya kavusturulmustur.

19. yiizyilda gelistirilen sistematik yapi bugiin analitik mekanik veya analitik
dinamik ve Newton yasalar1 tizerine kurulan yapi ise klasik mekanik veya Newton

mekanigi olarak bilinmektedir.

Newton’un denklemlerinin vektorel bir yapida olmasi sebebiyle uygulamada toplam
kuvvetin bilinmesine gereksinim duyulmasi en biiylik giicliigii olusturmaktadir. Bu nedenle
daha basit skaler biiyiikliiklerin kullanildigi, kuvvet vektoriiniin i¢inde dogrudan yer
almadig1 ilke ve yontemlerin bulunmasina g¢alisilmistir. Bulunan ve zamanla daha da
gelistirilen bu ilke ve yOntemlerin tiimii bugiin analitik dinamik olarak bilinmektedir.
Analitik dinamigin verdigi sonuglar Newton denklemlerinin verdigi sonuglarin aynidir.
Analitik dinamik temel olarak Euler—Lagrange ve Hamilton denklemlerinden

olusmaktadir.

Euler—Lagrange denklemleri 1750 yillarinda kendi ¢aligmalari ile baglantili olarak
es zamanl1 egri (izokron-tautochrone) igin Isvicreli matematikci Leonhard Euler ve Italyan

matematik¢i Joseph-Louis Lagrange tarafindan gelistirilmistir. Euler—Lagrange yontemi
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mekanigin skaler biytikliikleri kullanarak yeniden kurulmasi agisindan Onemlidir.
Euler—Lagrange yontemi mekanik ile ilgili problemlerin ¢éziimiinde ¢ok basarilidir.

Ancak bu yontemin en énemli yonii Hamilton yonteminin ¢ikigina yol agmasidir.

Euler—Lagrange yontemi mekanik sistemlerin dinamik hareketlerinin denklemlerini
elde etmeyi kolaylastirmasina ragmen bu denklemlerin ¢oziimlerinde sistematik bir yol

gostermemistir.

Hamilton yontemi ile elde edilen denklemler birinci mertebeden ve Euler —Lagrange
yontemi ile elde edilen denklemler ise ikinci mertebedendir. Hamilton yontemi ile elde
edilen denklemlerin dogrudan ¢oziilebilmeleri agisindan Euler —Lagrange yontemiyle elde
edilen denklemlere gére daha basittir. Hamilton denklemlerinin fizikteki asil 6nemi kolay
integral edilebilmelerini saglayan yontemlerin gelistirilmesine agik olmasidir. Ayrica bu
denklemler mekanigin disinda 6rnegin mikroskobik cisimlerin arasinda siiratleri 1s181n
stiratiyle kiyaslanamayacak kadar kiiciik olan cisimlerin davranislarini aciklayan kuantum

mekanigi alaninda da basariyla uygulanabilmesidir.

Klasik mekanik; cisimlerin hareketlerini, ancak cisimlerin boyutlarinin ve
stiratlerinin belirli sinirlar i¢cinde kalmasi durumunda deneysel ve gozlem sonuglariyla tam
olarak uyusan bir bicimde agiklayabilir. Sinirlarin disina ¢ikildiginda verdigi sonuglar
deney ve gozlem sonuglartyla uyusmaz. Bu sebeple klasik mekanik yerini daha sonra
kurulan teorilere birakir. Bunlar 6zel ve genel gorecelik teorileri ile kuantum mekanigi ve
kuantum alanlar teorileridir. 20. yiizyilda Riemann, Einstein ve Weyl yaptig1 ¢alismalar

ile mekanige bir¢ok yenilik getirmislerdir.

Riemann, matematigin analiz ve diferansiyel geometri dallarina ¢ok Onemli
katkilarda bulunmustur. Daha sonra izafiyet teorisinin gelistirilmesinde onemli rol
oynamistir. Riemann iki nokta arasindaki dogrusal uzakligin 6lc¢lilmesi i¢in i¢ ¢arpimi

tanimlamistir.

Einstein, uzaydaki tiim cisimlerin hareketlerini agiklamak i¢in ¢alismalar yapmustir.
Ozel gorecelik (izafiyet) teorisini ortaya koymustur. Einstein’a kadar diinya dahil
diinyadaki her seyin genislik, derinlik ve yiikseklik olmak iizere ii¢ boyutlu oldugu
bilinmekte idi. Einstein buna dérdiincii olarak zaman boyutunu ekledi. Iste bu dort boyutlu
uzaydan olusan sistem izafiyet teorisini olusturur. Bunun anlami, uzayda ilerlendikge
bulunulan yere gore giinlerin, aylarin ve yillarin uzayip kisalmasi miimkiindiir. Yani zaman
her yerde mutlak olarak birbirine esit degildir yani hiz arttirilirsa gidilen yere varis zamani

azalacaktir.
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Einstein fiziksel uzayda iki nokta arasindaki uzaklik (uzunluk) i¢in Riemann
geometrisini bir model olarak kullanmistir. Ancak evren gerc¢ekte bir Riemann manifoldu
gibi degildir. Evrenin seklinin kiiresel olmas1 ve cisimlerin harita tizerindeki gibi kus bakist
hareket etmesi miimkiin olmadigindan herhangi iki nokta arasindaki uzakligin mutlak
Olgtimii yoktur. Yani her iki nokta arasindaki uzaklik her zaman dogrusal degildir. 1918’de

Weyl’in kabul ettigi: g ve g’ iki metrik, f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak

lizere e’ pozitif olmak sart1 ile
e'g=g’ (1.1)
Fle'g)=F(g)—df (1.2)

(F bir fonksiyon ve df , f nin diferansiyeli) konformal (agiy1 koruyan) doniisiimle

Riemann geometrisini genelleyip tiim uzay i¢in bir teori ortaya koydu (Folland, 1970;
Dragomir ve Ornea, 1997).

Weyl‘e gore eger iki nokta arasinda dogrusal olmayan 6zel bir egrilik (uzaklik) varsa
ac1y1 koruyan paralel bir doniisiimle (konformal) bu noktalar arasindaki uzaklik vektorel
(dogrusal) hale doniistiiriilebilir. Bu sebeple Weyl’in teorisi iki nokta arasindaki

(etrafindaki) uzaklig: belirlemede genel bir yaklasim ortaya koymaktadir.

Kisaca Ozetlenirse, bu tezde fiziksel kanun ve prensipler goz oOniline alindigi
konfigiirasyon uzaymda Weyl’in teoremini kullanarak cisimlerin uzaydaki hareketlerine ait
konformal Weyl —Euler —Lagrange ve Weyl —Hamilton hareket denklemleri bulunacaktir.

Yapilan bu ¢calismada asagida belirtilen durumlar ele alinmistir.
1. Cisimlerin yoriingelerinin degismedigi durumlari matematiksel modelleme,
2. Cisimlerin her tiirlii yoriingesine ait durumlart matematiksel modelleme,
3. Korunumlu dinamik sistemleri matematiksel modelleme,

4. Hareketi temsil eden ve matematiksel modelleme ile elde edilen diferansiyel
denklemleri sembolik hesaplama yazilimlart yardimi ile ¢ozme.

Yapilan bu g¢alismanin sonunda ise Weyl uzayinda meydana gelen mekanik,
geometrik ve fiziksel olaylarin modelleme sonucunda iiretilen diferansiyel denklemler
sembolik hesaplama yazilimlar1 kullanilarak ¢oziilmiistiir. Ayrica elde edilen ¢dziimlerin

grafikleri ¢izilmis ve yorumlanmustir.



BOLUM 2
ONCEKI CALISMALAR

Manifoldlar (uzay) lizerine aktarilan mekanik sistemlere ait modellenen hareket
denklemleri astronomi, fizik ve matematikte ¢ok Gnemli bir yere sahiptir. Bu birliktelik
sadece matematigin diizenli formiilasyonu olarak degil ayn1 zamanda hareketin gorecelik
ve fiziksel anlamini daha iyi anlamaya katki saglamaktadir. Ciinkii gorecelik ve fiziksel
diinyada meydana gelen olaylarin olus nedenleri kadar nasil oldugu veya nasil
gerceklestigi ve hareketin nasil bir geometrik rota ile devam edecegi de Onem arz

etmektedir.

Gorecelik ve fiziksel olaylarin veya hareketlerin modellenmesi gerektigini diisiinen
arastirmacilar makro ve mikro cisimlerin hareket mekanizmalar1 ve yoriingelerinin nasil
olacagina ilgi duymus ve hala duymaktadirlar. Arastirmacilar fiziki uzay iizerinde
modelleme yapabilmek i¢in mekanik ilkelerine ve olaylarin geometrilerine uygun tiirevli
ifadeleri iceren diferansiyel geometri ve diferansiyel denklemlere basvurmuslardir. Bu
yiizden hareketlerin matematiksel ifade karsilig1 olan diferansiyel geometri ile mekanik i¢

ige girmistir.

[k insanlarin hayatinda dahi mekanigin uygulama alam1 buldugu bilinmektedir.
Insanlar tarihsel siire¢ igerisinde mekanik ile cisimlerin konum ve momentumlarini
kullanarak cesitli kuvvet alanlari altinda nasil hareket edilmesi gerektigini bulmaya

caligmiglardir.

Insanlik  tarihinde ilk  bilinen calismalar  Arsimet’e  aittir.  Arsimet
(M.0.287-M.0.212) matematikgi, fizikci, astronom, filozof ve miihendistir. Bir hamamda
yikanirken buldugu iddia edilen suyun kaldirma kuvveti bilime en ¢ok bilinen katkisidir.
Suyun kaldirma kuvveti; cismin batan hacmi, i¢cinde bulundugu sivinin yogunlugu ve
yer¢ekimi ivmesinin ¢arpimina esittir. Ayrica, pek cok matematik tarihgisine gore integral
hesabin kaynagi da Arsimet'tir. Kaldiraglari ve suyun kaldirma kuvvetini kapsayan
tarihteki ilk yazili mekanik prensipleri Arsimet’e aittir. Arsimet’in makara, egik diizlem ve

somun anahtari ile ilgili ¢aligsmalar1 da antik metinlerde kaydedilmistir.

Arsimet’ten sonra gelen Ibn-i Heysem, Ibn-i Sina, Ibn Bacce, El-Cezeri gibi bazi
dogulu arastirmacilar ile Galileo, Kepler, Leonardo da Vinci, Varignon, d'Alembert,
Stevinus, Newton, Lagrange gibi bazi batili aragtirmacilarin ¢alismalar1 sayesinde mekanik

neredeyse buglinkii seviyesine ulagmistir.
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Mekanigin kokleri ¢ok eskiye dayansa da baslangicinin Newton'un prensipleri
oldugunu kabul etmek dogru bir yaklasimdir. Sonraki zamanlarda Euler, Lagrange, Jacobi,
Hamilton, Poisson, Maxwell, Boltzman, FEinstein ve Weyl gibi bir¢ok arastirmaci
tarafindan mekanige cok farkli bakis agilar1 getirilmistir. Birgok alanda bu yenilikler

basaril1 bir bigimde sistemlere uygulanmustir.

2.1. Mekanik Sistemler Uzerindeki Literatiir
Bu kisimda analitik mekanik alaninda daha once yapilan ¢alismalara ait bir 6zet

verilmistir.

Newton (1642 —1727) fizik¢i, matematikgi, astronom, mucit, filozof ve ilahiyat¢idir.
1687°de yayinlanan kitabt Philosophice Naturalis Principia Mathematica ile klasik
mekanigin temelini atilmistir. Bu kitap tarihin en 6nemli bilimsel kitaplarindan biri
olmustur. Newton kitabinda evrensel kiitle ¢ekimini ve hareketin {i¢ kanununu ortaya
koymustur. Sonraki ii¢ yiizyil boyunca bu bakis agisi1 bilim diinyasina egemen olmustur-.
Newton; diinyadaki cisimlerin hareketleri ile gokyiiziindeki cisimlerin ayni dogal
yasalardan yonetildiklerini ve kendi kiitle ¢ekim kanunu ile Kepler’in gezegen hareketleri
kanununun arasindaki tutarliliklart gostermistir. Ik yansitmali teleskobu Newton

gelistirmistir.

Lagrange (1736—1813) astronomi, giines sistemi, mekanik, dinamik, akiskanlar
mekanigi, olasilik ve genel matematigin temelleri lizerine ¢alismalar yapmistir. Analiz,
sayilar kurami, klasik mekanik ve gok mekanigi alanlarina 6nemli katkilarda bulunmustur.
Sayilar kuraminda her pozitif tamsaymin dort adet tam karenin toplami olarak
yazilabilecegini gostermistir. Bu konuda analitik degiskenler hesabini bulmus ve kuramini
dinamik problemlerine uygulamistir. 1788 yilinda Analitik Mekanik isimli kitabini
yayinlamistir. Bu kitapta Lagrange’in mekanik alaninda yapmis oldugu biitiin ¢alismalar
Ozetlenmigtir. Mekanigi matematiksel analizin bir koluna doniistiirmiistiir. Kitabinda
geometriden higbir sekilde yararlanmamistir. Ayrica Newton kuraminin gezegenlerin
devinimine uygulanabilecegini gostermistir. Newton hareket denklemlerini farkli bir
yontemle ifade etmistir. Lagrange’in gelistirdigi bu yonteme “Lagrange Mekanigi” adi
verilmistir. Lagrange mekaniginde yapilan is Newton mekanigindeki ile aynidir. Fakat
koordinat sistemi degistigi zaman denklemlerin formu degismemektedir. Lagrange
mekaniginin uygulamalariyla dalga yayilimi ve egrilerin maksimum ve minimum

problemlerinin sonuglarini tanitmistir.
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Hamilton (1805-1865) matematik¢i, fizik¢i ve astronomdur. Optik ve dinamik
lizerine son derece 6zgilin ¢alismalar yapmistir. Optik aletlerin kuramini gergeklestirmistir.
Hamilton hem optigi hem de dinamigi tek bir genel ilkeden ¢ikarmaya ¢aligmistir. Optik ve
dinamigi varyasyon hesabinin iki yonii haline getirmistir. Bir diger 6énemli katkis1 fizik ve
mekanik yasalarmin bir integralin degisiminden tiiretilmesidir. Modern gorecelik ve

kuantum mekaniginin altinda yatan ilke Hamilton fonksiyonlaridir.

Riemann (1826-1866) analiz ve diferansiyel geometri alanlarina ¢ok Onemli
katkilarda bulunmustur. S6z konusu katkilari daha sonra izafiyet teorisinin
gelistirilmesinde 6nemli rol oynamigtir. Ayrica belirli integral i¢in ¢ok 6nemli bir yaklagim
getirmistir. Riemann ismi ayn1 zamanda zeta fonksiyonu, Riemann hipotezi, Riemann

manifoldlar1 ve Riemann yiizeyleri ile de baglantilidir.

Einstein (1879-1955) Newton mekaniginin yasalarin1 degistiren ve kiitle ile
enerjinin esdegerli oldugunu 6ne siiren 6zel gorecelik, egrisel ve sonlu olarak diisiiniilen
dort boyutlu bir evrene ait ¢ekim teorisini veren genel gorecelik, elektro-manyetizma ve
yergekimini ayni alanda birlestiren daha genis kapsamli teori denemeleri yapmustir. ilk iki
teorinin gecerliligi atom fizigi ve astronomi alaninda yapilan deneylerle ¢ok basarili bir

bigimde sinanmustir.

Weyl (1885-1955) matematik ve fizik¢i olup Hilbert ve Minkowski tarafindan
yetistirilmistir. Weyl'in ana ¢alisma alanlar1 kuramsal fizik ve sayilar teorisidir. Weyl
yaptig1 ¢aligmalarla 20. ylizyilda bilim adamlarin1 en fazla etkileyenlerden biri olmustur.
Weyl diferansiyel geometri, uzay-zaman, madde, filozofik, mantik, simetri ve matematik
tarihi gibi alanlardaki ¢alismalar1 kitap olarak bastirilmistir. Ayrica elektromanyetizma

yasalarini genel gorecelik kuramu ile birlikte diisiinen ilk arastirmacilardandir.

Klein (1962, 1968a, 1968b) Lagrange mekanik sistemi i¢in yeni bir bakis agisi

gelistirmistir. Lagrangian formalizmini,
i.® =dE, (2.1)

formunda ifade etmistir. Klein’in Lagrangian formalizmini yeniden yorumlayarak hemen
hemen tanjant geometrinin gelisimine ve 6zel dis tiirev hesaplarina katkida bulunmustur.
Daha sonra bu bakis agis1 yiiksek dereceden tanjant demetlerine genisletilmistir. Ayrica

Hamilton mekanik sistemi i¢in kotanjant demeti kullanmis ve Hamiltonian formalizmini
iy, @=dH (2.2)
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seklinde ortaya koymustur.

Crampin (1981) Euler—Lagrange denklemlerinin diferansiyel geometrisi ve

Lagrangian dinamiginin ters problemi iizerine bir ¢alisma yapmuistir.

De Leon ve Rodrigues (1986) hemen hemen tanjant geometri (TM iizerinde J* =0
esitligini saglayan ve rankJ =m ile verilen TM {izerindeki (1,1) tipinden bir J tensor
alan1) ve yiliksek dereceden mekanik sistemler iizerine calismiglardir. Ayrica, hemen
hemen tanjant geometride yiiksek dereceden mekanik sistemlerin bazi sonuglarini ortaya

koydular.

De Leon (1987) ikinci mertebeden diferansiyel denklemler ve korunumsuz
Lagrangian mekanigi calismasinda Lagrange teorisinin geometrik formiiliizasyonunu

incelemistir.

De Leon ve Lacomba (1989) Lagrange alt manifoldlart ve yiiksek mertebeden
mekanik sistemler iizerine bir ¢calisma yapmislardir. Ayrica yiiksek mertebeden Lagrange
ve Hamilton sistemlerinin (zamana bagli ve bagimsiz) simplektik yiiksek mertebeden

tanjant demetlerinin Lagrangian alt manifoldlari izerinde durmuglardir.

De Andres ve ark. (1991) fiber manifoldlar ve baglantilarinin terimleri tizerinde alan
teorisinin geometrik formiiliinii kurmustur. Bu formiilasyon ile tek alan teorisininim
algoritmasin1i  insa edip gelistirmislerdir. Bu algoritmayr mekanik sistemlere

genisletmislerdir.

De Leon ve ark. (1991a) zamana bagli dejenere Lagrangian’larin kisitlanmasi

tizerinde ¢aligma yapmuislardir.

De Leon ve ark. (1991b) yiiksek mertebeden diferansiyel denklemler i¢in Lagrangian

dinamiginin ters problemine geometrik bir yaklagim sunmuslardir.

De Leon ve Rodrigues (1992) diizenli Lagrangian ile ilgili yiiksek mertebeden
tanjant demetlerinde konneksiyonlar1 ve yiiksek mertebeden diferansiyel denklemler i¢in

Lagrangian dinamiginin ters problemi iizerine bir ¢alisma yapmuislardir.
Ozer (1994) baglantili integre edilebilir Hamilton sistemlerini incelemistir.

Civelek (1996) vektor demetlerinde Lagrange ve Hamilton denklemlerini

incelemistir.

Shiriaev ve ark. (2000) ters sarkacin pasifligi tabanli kontroliin kiiresel 6zellikleri
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incelemistir. Calismalarinda Lagrange ve Hamilton sistemlerinin belli bir hedef

pozisyonunun istikrar problemini ele almiglardir.

Adak, Dereli ve Ryder (2001)’de nétrino saliniminin yer ¢ekimi problemi igin
Riemann —Cartan uzay-zaman ve dinamik faz hesabini Dirac —Hamilton fonksiyonunu
kullanarak incelediler.

Tekkoyun (2002) genellestirilmis Kédhler manifoldlar1 iizerinde Euler —Lagrange ve

Hamilton denklemlerinin yiiksek mertebeden liftlerini incelemistir.

Panza (2003) mekanik sistemleri tarihsel siire¢ igerisindeki gelisim adimlarini

incelemistir.

Aycan (2003) J*7z jet demeti iizerinde hemen hemen tanjant yapi verilerek
Euler —Lagrange ve Hamilton denklemlerini elde etmistir. Daha sonra Euler — Lagrange ve
Hamilton denklemlerini lift teorisini kullanilarak genisletilmis jet demetlerine
genellestirmistir. Zamana bagli Euler—Lagrange denklemleri olusturulmus ve benzer

sekilde bu denklemler zamana bagli genisletilmis jet demetleri iizerinde ifade edilmistir.

Tekkoyun  (2005) para—Kahler manifoldlar1  {izerinde  para—kompleks
Euler—Lagrange ve Hamilton denklemlerini elde etmistir. Asagidaki para—kompleks

yapilarini baz alarak,

J(ij:_,-i, J(i_j: 2
oz' 0z’ o' o'

(2.3)
37(dz')= - jdz", J(dz')=j2
para—Euler —Lagrange ve para—Hamilton denklemlerini,
. 0 ( oL oL . 0( oL oL
J— e +—.:0, J— e ——.:O,
ot\aoz' ) oz' ot\oz' ) oz
(2.4)

dz,  .dH dz .dH
a -

a

seklinde bulmustur. Ayrica bu mekanik sisteme ait baz1 geometrik ve fiziksel sonuglar

vermistir.

Adak ve ark. (2006) bir Riemann —Cartan uzay-zaman ve dinamik fazlarin hesabinda

12



Dirac-Hamiltonian fonksiyonunu gz oniine alarak metriksiz ve sifirsiz simetrik

tele —paralel ¢ekim modelini gelistirmislerdir. Metriksiz tensérde Lagrangian kuadratik

yapilar1 kullanmigslardir.

Tekkoyun (2006a) para—Kéhler manifoldlarda Poisson parantezli para—kompleks

Hamilton hareket denklemlerini,
Jelax)=aley', 3(orey')=alox, ve I7(dx')=—dy, J7(dy')=—dx (2.5)
yapilarini kullanarak,
dz, /dt = —{z,,H} ve dz, /dt =—{z;,H} (2.6)

olarak hesaplamistir.

Tekkoyun (2006b) kisitlanmis reel Hamilton denklemleri kompleks versiyonuna

genellemistir.
J*(dz;)=idz;, J"(dz,)=—idz 2.7)

yapilarini kullanarak,

dz, :l(ﬁu\a(Ba)ij !

it iler

dz _ _1foH .

e i[azim(AH)iJ, (2.8)
dz dz,

(/x)q+(8a)i—t—0,

kisitli Kéhler manifoldlarda kompleks Hamilton hareket denklemlerini bulmustur.

Tekkoyun ve Gorgiilii (2006) yiiksek mertebeden tam ve dikey kompleks liftlerin
Euler—Lagrange ve Hamilton denklemlerini Kdhler manifoldlarda ortaya koymuslardir.

Bunu elde ederken,

«[ O . 0 [ 0 .0
J¢ o) P P [ [y . 2.9
°[6z”] 01" °[az“j 01" (29)
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3 (Z o )= (3,2)", 3¢ (2 )=(3,2) (2.10)

ile verilen yapilarin1 kullanarak Euler —Lagrange ve Hamilton denklemlerini;

T K G S A G L 2.11)
ot\ az" | oz" ot\ oz" oz"
dz; 10H® dz, 10H

dt oz, dt i ez, (212)

olarak elde ettiler.

Adak ve Sert (2006) Riemann olmayan uzay-zaman geometrilerinde kiitle ¢ekim
teorileri Dahl'in Lagrangian altmanifoldlarinda Hamilton-Jacobi denkleminin ¢6ziimleri

tizerine durmuslardir.

Blair ve Draghici (2009) hemen hemen kompakt Kéhler manifoldlarin
integrallenebilmesi tizerinde Kirchberg’in bazi yeni sonuglarini biraz daha farkli bir sunum
ile 4—boyutlu Kirchberg’in teoremin uzantisi olarak verdiler.

Tekkoyun (2009a)’de Kédhler manifoldlar1 iizerinde kompleks Hamilton mekanik
sistemlerinin liftlerini incelemis ve K. mertebeden dikey liftlerin zamana bagli kompleks

Hamilton denklemlerini agagidaki gibi

dz, _1oH™ 92, 10H 213
dt i oz, Y Tt i 0z, (213)

bulmustur.

Tekkoyun (2009b) sabit J egriligin para—Kihler manifoldlarda bir modeli i¢in R?"

tizerinde Euler —Lagrange ve Hamilton denklemlerini ortaya koymustur. Asagidaki

o) o (o 0 o N
J[&j_a_xi’ J(a}_g ve J7(dx; )= dx;, 3"(dy;) = ~dy, (2.14)

yapilarini kullanarak,
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dx, oH dy, oH
ofoL | oL g ofoL] b o & M D (2.15)
ot ox, | ox, atloy, | oy, dt oy, dt  ox

]

hareket denklemlerini ortaya koymustur.

Tekkoyun (2009c) mekanik sistemlerin modellenmesinde Lagrangian ve Hamilton
sistemlerinin tanjant ve kotanjant demetlerindeki dikey ve tam durumlarini incelemistir.

Bunu yaparken,

1) 1) 1) 1) ol 4 o _
F — | =T, F — | =— Ve F dX' = I, F I :dXI 216
(o)) v Flo)-a ) 219
yapilarin1 kullanarak,
dra +i:o,i[i]_i¥=o, ve Z_H T H 509
dtloy' ) &' dt\sx' ) oy dt oy' dt X'

Euler —Lagrange ve Hamilton denklemlerini bulmus geometrik ve fiziksel sonuglarini

ortaya koymustur.

Tekkoyun ve Sar1 (2010) kompleks ve parakompleks manifoldlar izerindeki polinom
yapilar1 kullanilarak tanjant demetlerinin geometrileri tlizerinde mekanik sistemleri

aktarmislardir.

(e L2 e ) P ) e

a_zi 0z, 0z; 0z
yapilarini kullanarak,
(e*—e)é(a—l'ij+a—l'i=0, (e*—e)g(%j—%:o (2.19)
ot\oz' ) oz ot\oz') o7'
dz, _\oH dz. oH
i _let—e )]—=0, i _(et—e )L =0 2.20
dt ( )azi e )azi (2:20)

Euler —Lagrange ve Hamilton hareket denklemlerini bulmuslardir.

Tekkoyun ve Celik (2013) Finsler manifoldlarinin hemen hemen Kihler modeli
tizerinde Euler—Lagrange ve Hamilton denklemlerinin yeni bir analogunu ortaya

koymuslardir.
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2.2. Weyl Manifoldlar1 Uzerindeki Literatiir

Folland (1970) Weyl’in fikirlerinin yapisini, klasik tanimini1 ve 6zelliklerini diizenli
bir sekilde tanitmistir. Ayrica bir Weyl yapisinin  kartezyen dogrultusundaki
konneksiyonunun denklik sinifin1 géstermistir. Modern araglar ve notasyonlar kullanarak

Weyl’in yapisina ait klasik sonuglar1 ispatlamistir.

Pedersen ve ark. (1993) Kéhler-Einstein manifoldlar: iizerinde uygun kompleks
yapilar ile Einstein-Weyl manifoldlarinin tor (torus) demeti oldugunu gosterilmislerdir.

Kadosh (1996) Weyl geometrisi hakkinda bir doktora tez ¢alismasi yapmustir. Bu

calismada Weyl manifoldlari ile Riemann geometrisini karsilagtirmigtir.

Wheeler (1997) konformal baglant1 i¢in Maurer-Cartan yapi denklemlerini ve sifir
egrilikli ¢ozimlerini her bir pargacik i¢in Hamilton yap1 denklemleri olusturarak

tliretmistir.

Bokan ve ark. (1997) konformal donisiimlii Weyl manifoldlar i¢in Laplace tipi
dogal operatorleri tanimladilar. Weyl geometrisi i¢inde bu operatdrleri insa etmek igin 1s1

denkleminin asimptotiklerini kullandilar.

Madsen ve ark. (1997) yaptiklar1 ¢alisma ile en az dort-boyutlu simetri grubu ile
kompakt dort-boyutlu Einstein-Weyl manifoldlarinin geometrik bir smiflandirmasini

vermiglerdir.

Ornea (1998) yerel konformal Kahler sartlarinin kuaterniyon geometri uzantilarini

incelemis ve onun kompleks manifoldlar iizerinde oldugunu tespit etmistir.

Le Brun (1998) bir kompakt Riemann 4-manifoldunin Weyl egriliginin L?-normu
icin Seiberg—Witten denklemlerinin 6nemsiz olmayan alt smirmin ¢éziim yolunun

oldugunu gostermistir.

Yoshioka (1998) Weyl manifoldu iizerinde kontakt yapisini kullanarak derece

operator alanlarini tanitmistir.

Glanc ve Jakubowicz (2000) genellestirilmis Reissner —Nordstrom uzay-zaman
Weyl egrilik tensorii icin Penrose varsayimi ile ilgili tanimlar vermis ve teoremleri

kanitlamiglardir.

Wojtkowski (2000) W —akimlarini1 sunmus ve bir Weyl manifoldu {izerinde geodezik

akis1 degistirerek onlarin izokinetik dinamikleri ile ayni oldugunu gostermistir. Ayrica
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negatif egrilik ile Weyl yapisinin ve hiperbolik W —akiglari arasinda bir baglanti

kurmustur.

Cap ve Slovak (2000) 6l¢gme notasyonunu kapali ve tam Weyl baglantilar ile Rho-

tensorll ve bu tiir nesnelerin siniflarini karakterize ederek genislettiler.

Apostolov ve Armstrong (2000) yaptiklar1 ¢alismada, herhangi bir kompakt hemen
hemen Kéhler’in Einstein 4 —manifold olmasi i¢in Weyl tensoriiniin bir kokiiniin temel

formu mutlaka Kéhler olmasi gerektigini gosterdiler.

Tiwari (2001) bir kuantum sisteminin durumunu Hilbert uzayinda bir vektor

tarafindan temsil edilmesini incelemistir.

Ornea (2001) kuaterniyon Hermityen Weyl (yerel konformal kuaterniyon Kéhler) ve
hiperhermityen Weyl (yerel konformal hiperkahler) manifoldlarda bir arastirma yapmustir.

Wojtkowski (2002) Weyl konneksiyonu ile Gaussian termostati arasindaki iliskiyi

incelemistir.

Blazic ve ark. (2003) Weyl konformal egrilik tensorii ile iligkili Jacobi operator
tinitesinin uzay-zaman gibi tanjant vektorlerine ait sabit 6z vektorlere sahip oldugunu

incelediler.

Belgun (2003) holomorfik kendinden ¢ift konformal yapilarla kompleks 4 —manifold

izerinde ¢aligma yapmustir.

Hirica ve Nicolescu (2004) Weyl manifoldlar1 geometrik ozelliklerini Weyl
cebirlerinin cebirsel 6zellikleri ve iki konformal Weyl baglanti ile iliskili deformasyon
cebiri arasindaki iliskiyi karakterize eden aragtirma yaptilar.

David (2005) Sasaki manifoldu kavraminin dogal bir genellemesi olan Sasaki-Weyl

manifoldu kavramini incelemistir.

Unal ve Uysal (2005) bir Weyl manifoldu iizerinde bir yari-simetrik konneksiyon
buldular. Yari-simetrik bir baglant: ile ilgili olarak egrilik tensoriine ait bazi 6zellikleri
verdikten sonra projektif ve konformal egrilik tensoriinii incelediler.

Sharif ve Fatima (2005) Einstein, Landau-Lifshitz, Papaterou ve Moller’in
onerilerini kullanarak Weyl metrigi icin momentum ve enerji yogunlugunun dagilimlarini

incelediler.

Arsan ve Yildirim (2005) bir Weyl hiperyiizeyinde bir genel daire i¢in Weyl uzayimni
17



cevreleyen dairede genelleme yapmak igin gerekli ve yeterli kosullar: verdiler.

Reason (2005) Weyl’in karakter formiilii yar1 basit Lie cebiri indirgenemez

temsillerinin yapisin1 anlamada yararl bir ara¢ oldugunu incelemistir.

Kim ve Do (2006) yaptiklar1 ¢alismada 4 - boyutlu anti-Kéhler manifoldun Weyl

egriliginin kayboldugunu gosterdiler. Ozellikle sifir skaler egrilik ile herhangi bir
4-boyutlu anti-Kéhler manifoldun diiz (diizgiin) oldugunu buldular.

Ozdeger (2006)’daki ¢alismasinda asagidaki sonuglara ulagmistir.

1) Weyl manifoldunun her bir noktasindaki kesitsel egrilik secilen diizlemden

bagimsizdir.

i) Weyl manifoldunun skaler egriligi bir yerel Einstein manifoldu olur ve Weyl

manifoldunun skaler egriliginin bir uzatilmisg kovaryant sabitidir.

Jackiw (2007) geometrik konformal tensorlerin boyutunu n den (n-1) e indirilmesi

tizerine bir ¢alisma sunmustur. Konformal Weyl ve Kotton tensoérlerinin bir Kaluza-Klein

prosediirii ile boyutun azaltilmasi oldugunu gostermistir.

Ornea ve Verbitsky (2008) kompakt bir Hermityen Einstein-Weyl yapisinin
karmasik birgoklu hacmi seklinde belirlendigini ve bu sonug teklik belirten Calabi’nin

teoremi ile Kéhler metriginin bir konformal analogu oldugunu gosterdiler.

Sagerschnig (2008) 5— boyutlu bir manifold tizerinde jenerik rank ve iki dagilim ile
ilgili bir doktora tez ¢alismasi yapmustir. Calismasinda ana sonuglarin parabolik
geometrileri icin Weyl yapilarint kullanmustir.

Ozkara Canfes (2009) yar1 simetrik baglantis1 olan her izotropik Weyl manifoldunun

yari-Simetrik baglantisi ile bir yerel konformal Einstein manifoldu oldugunu ispatlamistir.

Ghosh (2009) kontakt metrik manifoldlar ¢ergevesinde Einstein-Weyl yapilarini

incelemistir.

Hinterleitner ve Mikes (2009)’da Weyl manifoldlar: iizerindeki Afin konneksiyonlari
ile baglantili 6zel n—boyutlu manifoldlarin geodezik haritalamasi iizerine bir ¢aligma

yaptilar.

Ozdeger (2010) Einstein-Weyl manifoldunun her ikisini konformal yapmak igin

gerekli ve yeterli kosullar1 vermistir. Daha sonra manifoldlar arasinda herhangi bir
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konformal haritalama ile genel dairesel konformal haritalamadan sorumlu vektor alaninda
yerel bir gradient oldugunu ispatlamustir. iki izotropik Weyl manifoldu arasinda herhangi
bir konformal haritalamada genel bir dairesel esleme oldugunu bulmustur.

Tod (2010) Roger Penrosenin iki fikri ve aralarindaki iliskiyi tartismistir. Bu fikirler;
otuz yil dnce onun Weyl egrilik hipotezi ve konformal-dongiisel evren igin yaptigi son fikri
ve bir konformal silindirik evrene ait fikirleridir.

Belgun ve Moroianu (2010) konformal manifoldlar {izerindeki Weyl yapilarinin
paralel agirliksiz formlarini incelediler. Konformal yapilar ve ¢alistigi basit 6zelliklerinin

konformal ¢arpimlarinin notasyonlarini tanimladilar.

Gilkey ve ark. (2010) herhangi bir Weyl egrilik modelinin bir Weyl manifoldu

tarafindan geometrik olarak gergeklesebilecegini gdsterdiler.

Gilkey ve Nik¢evi¢ (2010) eger egrilik operatorii Kdhler tanimi ile birlestirilse
boyutu 6 ve daha fazla olan bir hemen hemen—Hermityen Weyl manifoldunun Weyl

yapisinin siradan oldugunu gosterdiler.

Kumar ve Petwal (2010) Weyl'in konformal egrilik tensorii ile ilgili kozmolojik
literatiirdeki son gelismeleri sundular. Weyl manifoldunun bu tensére gore genel
tekrarlanan ozelliklerini 6zetleyerek daha sonra Newton sinirini tanimladilar.

Kitson ve ark. (2011) Hilbert uzay1 operatorleri ve onun tensor ¢ikarimina Weyl
teoremi aktarilirken yaklagik yiizde elli oraninda basarisiz oldugunu gordiiler. Bir sonug

olarak karmasik diizlemde ¢evrenin limagon oldugunu buldular.

Bahuguna ve Petwal (2011) Weyl’in 6lgme geometrisinin bazi temel yonlerini ve

Ricci akisi tarafindan onun evrimine bir 6zel ortam olarak hizmet verecegini tartistilar.

Scholz (2011) Weyl geometrisinin fizik temelleri i¢in agik bir arastirma

potansiyelinin var oldugunu elde etmistir.

Brozos-Vazquez ve ark. (2011) her Kéhler-Afin egrilik modelinin geometrik olarak

gerceklesebilecegini gosterdiler.

Gilkey ve Nikéevi¢ (2011) cebirsel pseudo—Hermityen Kéhler—Weyl egrilik
tensorlerinin uzaymi ve 4-—boyutlu para—Hermityen Kéhler—Weyl egrilik tensorlerinin

uzayini belirlediler.

Romero ve ark. (2011) Riemann geometrisi kullanmadan goreceligin genel teorisini
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Weyl geometrisi olarak sundular. Weyl alaninin 6zelliklerini kullanarak ayni yergekimi

olayinin farkli resimlerinin yeni bir matematik formalizmine yol agabilecegini gosterdiler.

Catino ve Mantegazza (2011) bir Riemann manifoldunun Ricci akisi altinda Weyl
tensorliniin evrim esitligi hesapladilar. Ayrica yerel konformal diiz Ricci ¢dziimlerinin

siniflandirilmasi i¢in bazi sonuglari tartistilar.

Dvornikov (2012) bir kuantum masif Weyl alaninin tutarli bir teorisini insa etmistir.
Masif Weyl alanlarinin agiklanmasi igin klasik alan teorisi yaklagiminin olusturulmasi ile
ise baglamistir. Masif Weyl alanlarinin agiklanmasinda klasik alan teorisini uygulamis ve
genisletilmis Hamiltonian veya Lagrangian formalizminin kullanabilecegini gosterdi.

Gilkey ve Nik¢evi¢ (2012a) (para) Kéhler Weyl yapilarinin geometrik ve cebirsel

ortamlardaki (para) kompleks formlarini incelediler.

Gilkey ve Nikcevi€ (2012b) eger egrilik operatorii ile Kahler birlestirilse herhangi bir
4—boyutlu para—Hermityen manifoldunun bir tek para—Kéhler—Weyl yapisini igine
aldiginin ispatin1 verdiler. Daha sonra parakompleks yapiyr komplekse g¢evirmek i¢in

analitik islemleri siirdiirdiiler.

Fatibene ve Francaviglia (2012a) standart olmayan bir alanda akigkan bir maddeyi

belirlemek i¢in Weyl geometrilerini ve korunum yasalarini sundular.

Fatibene ve Francaviglia (2012b) bir akiskanin korunum yasasi {lizerine Onemsiz

olmayan Weyl geometrilerinin sonuglarini arastirdilar.

Bejan ve Chiriac (2012) bir yeni kovaryant diferansiyeli *V bir parakontakt yapisina

adapte edilmesini tanittilar ve onun bir Weyl yapisiyla iliskisini kanitladilar.

Deruelle ve ark. (2012) Einstein yergekimindeki serbestligin bir Weyl terim ile yerel
Lorentz simetri kirtlmasini ¢agiran basit bir mekanizma sayesinde olaganiistii derecede

oldugunu gosterdiler.

Jelonek (2013) kompakt konformal Kéahler-Eintein-Weyl manifoldlarina ait Ricci

tensoriiniin verilen taniminda Hermityen oldugunu gdstermistir.

Datchev ve Dyatlov (2013) hiperbolik sikistirma setleri ile asimptotik hiperbolik
kollektorler i¢in temel spektrum etrafindaki rezonans sayisi tizerinde bagli bir tist fraktal

ispatlamiglardir.
Ozdeger (2013) bir Weyl manifoldu icin genellestirilmis Einstein tensoriinii elde
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etmistir.

Chen ve Jing (2013) ¢alismalarinda uzay zamaninda 4 —boyutlu kara delik igin Weyl

diizeltme ile elektromanyetik pertiirbasyonun oncelikle ana denklemini sundular.

Gilkey ve Nik&evi¢ (2013) herhangi bir 4—boyutlu para—Hermityen manifoldunun
tek bir para—Kahler — Weyl yapiy1 gosteren temel bir ispatini verdiler.

Catino ve Mantegazza (2013) bir Riemann manifoldunun Ricci akist altinda Weyl
tensOriiniin evrim esitligini hesapladilar ve yerel konformal diiz Ricci ¢oziimlerinin

siniflandirilmasi igin bazi sonuglari tartistilar.

Eckes (2013) Weyl’in bazi1 biyografik ¢calismalarini1 6zetleyen bir sunum yapmustir.
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BOLUM 3
MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde; matematik, geometri ve fizigin temel tanim ve teoremleri, Lagrangian

ve Hamiltonian dinamik formalizmi ile konformal ve Weyl geometrisi materyal olarak

verilmistir. Verilen bu materyaller analitik yontem kullanilarak iglemlere alinmistir.

Kullanilan analitik yontemle elde edilecek olan diferansiyel denklemlerin bulunmasina ait

kisa ve 6zet bilgi verilmistir.

3.1. Tamimlar

Vektor uzayr: V bos olmayan bir kiime ve K bir cisim olsun. Asagidaki dnermeler

dogru ise V kiimesi K cismi iistiinde bir vektor uzayidir denir. Yu,v,weV ve Va,beK

i¢in

(1) V kiimesi + (toplama) islemine gére asagidaki 6zellikler vardir.

(VL1.1) u+veV

(V1.2) (u+Vv)+w=u+(v+w)
(V13) u+0=0+u

(V1.4) u+(~u)=(-u)+u=0
(V15) u+v=v+u

(2) KxV -V, (a, u) — au bic¢iminde skaler ile carpma islemine gore asagidaki

ozellikler vardir.

(V2.1) a(u+v)=au+av

(V2.2) (a+b)u=au+bu

(V2.3) (ab)u=a(bu)

(V2.4) lu=u

Vektor: Bir vektor uzayinin her bir elemanina vektor ad1 verilir.

Baz: V bir vektdr uzayr olmak iizere, YU €V vektdrii bir S =(U;,U,,...,U,) vektdr
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kiimesindeki vektorlerin tek bir lineer bilesimi olarak yazilabiliyorsa S kiimesi V nin bir
bazidir. Eger V nin nN-—elemanli bir bazi varsa V ye sonlu n-boyutlu veya
n—boyutludur denir.

Dual uzay: V bir vektér uzayr olsun. Bir V vektor uzaymmdan K cismine

tanimlanan lineer fonksiyonellerin kiimesi L ve L,, V de lineer fonksiyoneller ve

YueV, VK e K olmak tizere,
O1) (L +L,)(0) =L (0) L, ()
(D2) (kL)) =k L(v)

seklinde tanimlanan toplama ve skaler ¢arpim ozellikleriyle K iizerinde yine bir vektor

uzay1 olusturur. Bu uzaya V nin dual uzay: denir ve V" ile gosterilir.

Dual baz: V bir vektdr uzay1 ve K bir cisim olmak iizere, {V,V,,...,V,} kiimesi V

nin bir bazi olsun.

bbbty VA () =0 =1
H 27"" n H 1 J |J i ¢ j , 0
seklinde tanimlanan lineer fonksiyoneller olsunlar. Bu durumda {¢,4,,...,¢,} kiimesi, V"
1 bir bazidir. Bu {qﬁ,} bazi {V j} ye dual olan baz veya dual baz olarak adlandirilir.
Lie (parantez) operatorii: V bir K cismi iizerinde bir vektér uzayi olsun.
[ , ]:V xV —V doniisiimiinde;
(L1) Bilineer
(L2) Alternedir (VX,Y eV; [X,Y]=-[Y,X]).

(L3) VX,Y,ZeV; [X,[Y,z]]+]Y.[z,x]+[z.[X,Y]]=0

olarak verilsin. [ , | doniisiimiine V {istiinde bir Lie operatérii denir.

Afin uzay: Bos olmayan bir cimle A ve bir K cismi iistiinde tanimli bir vektor

uzayl V olsun. Asagidaki onermeleri dogrulayan bir f: Ax A—V fonksiyonu varsa A

ya V vektor uzayi ile birlestirilmis bir Afin uzay denir.
(Al) VP,Q,Re A i¢in f(P,Q)+ f(Q,R)= f(P,R)

(A2) VP e A ve Ya eV igin f (P,Q) = « olacak bigimde bir tek Q € A noktasi
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vardir.

I¢ carpim uzayi: v , reel cisim iizerinde bir vektdr uzayi olsun. x, yeV vektorlerine
bir <,> fonksiyonuyla bir <x,y> reel sayisim karsilik getirsin. Bu fonksiyon

VX, Y,2eV vektorleri ve Va e R skaleri igin,
(i) x=0 ise <x,x>eR"
(i) <x,y>=<y,x>
(ill) <X+Yy,z2>=<X,2>+<Y,Z>

(iv) <ax,y>=a<y,x>
aksiyomlar1 saglaniyor ise \/ lizerinde i¢ ¢arpim ve ilizerinde bir i¢ ¢carpim tanimlanan \/

uzayinda bir i¢ ¢arpim uzayr adi verilir (Basar, 2012).

Oklid uzay: Bir reel Afin uzay A ve A ile birlesen vektdr uzayr V olsun. V de bir

i¢ carpim islemi olarak;
<>VxV >R

(X, y) ><x,y> :Zn:xi y, ,(i=1..n)

i=1
Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile A da uzaklik ve ag1 gibi metrik

kavramlar tanimlanabilir. Bdylece A Afin uzayi da yeni bir ad olarak Oklid uzay: adini alir

ve n—boyutlu Oklid uzay1 E" ile gosterilir.

<a.p>=3% Y, =l Alcoso.
i=1

Agr: VX,y,zeE" igin Xyz acisinin Slgiisii

Cos@:w

N

Xy|(|[YZ

den hesaplanan @ reel sayisidir.

Ortogonal: V bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Eger <u, v>=0 ise u,Vv ye ortogonaldir

(diktir) ve u,v eV vektorlerine de ortogonal vektorler denir.
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Ortogonal: V bir i¢ ¢arpim uzayi olsun. Eger <u, v>=0 ise u,v ye ortogonaldir

(diktir) ve u,v eV vektorlerine de ortogonal vektorler denir.

Oklid catisi: E" de sirali bir { P,... P} nokta (n+1)—lisine R" de karsilik gelen

n

{P:Pl,...,P:Pn} n—lisine R" i¢in bir ortonormal baz ise {P,,...,P, } sistemine E" in bir dik
gatisi veya Oklid ¢atis: denir. E, =(0,...,0), E, =(0,...,.1) ve {E,,..., E,} catisina da standart

Oklid gatist denir Ve < E,E; ..., E,E, >= &, seklinde ifade edilir.

OKklid koordinat sistemi: E" de bir X noktasinin E" deki standart Oklid gatisina

gore ifadesi E:X =in E:Ei dir. Burada x;:E" >R, 1<i<n fonksiyonlar1 X

i1
noktasimn Oklid koordinat fonksiyonlar1 denir. {X,,X,,..,X,} sirali ve reel degerli
fonksiyon n—lisine de E" in Oklid koordinat sistemi denir.
Oklid koordinat fonksiyonu: U ve V sirasi ile E™ ve E" de birer acik ciimle
olsunlar. Bir
v:U->V
X2y (x) = (£,00,..., 1, (%))

fonksiyonu igin biitin f, :U — R koordinat fonksiyonlari C* —smifindan iseler
w eC*(U,V) dir denir. C*(U,V)= {W‘Weck(u,v), vk eN } f, fonksiyonlarina y nin

Oklid koordinat fonksiyonlar: denir.
Uzakhk:

d:E"xE" >R

(%) > d(x.y) =[] =,/§(yi )

olarak tanimlanan d fonksiyonuna E" de Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(X,Y)

reel sayisina da x,y € E" noktalar1 arasindaki uzaklik denir.
Oklid metrigi:
d:E"xE" >R
(x.¥) > d(x,y)= |0
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bi¢iminde tanimlanan d fonksiyonuna E" de Oklid metrigi denir.

Metrik: X bos olmayan bir kiime olsun.

d:XxX >R
(x,y) =>d(x,y)

fonksiyonu verilsin. ¥V x,y,z € X olmak {izere;

(M1) d(x,y)>0

(M2) d(x,y)=0<=x=y

(M3) d(x,y) =d(y.x)

(M4) d(x,2) <d(x,y)+d(y,2)
ozelliklerini sagliyorsa d ye X {izerinde bir metrik ve (X,d) ikilisine de bir metrik uzay
denir. (2), (3) ve (4) d6zellikleri saglaniyorsa pseudo-metrigi denir.

Topoloji: X bos olmayan bir ciimle olsun. X in alt ctimlelerinin bir koleksiyonu 7

olsun. Bu koleksiyon asagidaki 6nermeleri dogrularsa X tizerinde bir topoloji adini alir.

(T X,Der
(T2) VA, A et=>ANA et
(T3) Aer,iel,UAer

Burada | bir indeks ciimlesidir.
Topolojik uzay: Bir X ciimlesi ve tizerindeki bir 7 topolojisinden olusan (X,T)

ikilisine bir topolojik uzay denir.

Homeomorfizim (topolojik doniisiim): X ve Y Dbirer topolojik uzay olsunlar. Bir
f : X Y fonksiyonu siirekli ise ve f* tersi var ve f ™ de siirekliise f ye X denY ye

bir homeomorfizim (topolojik déniisiim) denir.

Hausdorff uzayr: X bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi farkli noktalari

igin X de sirast ile P ve Q noktalarini igine alan A, ve A, agik alt ciimleleri

A, N A, =Dolacak bigimde bulunabilirse X topolojik uzayma bir Hausdorff uzay: denir.

Topolojik manifold: M bir topolojik uzay olsun. M igin asagidaki Onermeler
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dogruysa M ye bir topolojik n-manifold denir.
(M1) M bir Hausdorff uzayidir.

(M2) M nin her bir agik alt ciimlesi E" e veya E" in bir agik alt ciimlesine
homeomorftur.

(M3) M sayilabilir coklukta agik climlelerle ortiilebilir.

Diffeomorfizim: E" in iki ac¢ik alt ciimlesi U ve V olsun. Bir w:U —V
fonksiyonu icin su iki dnerme dogru ise w ye C* sinifindan bir diffeomorfizim ve U ile
V ye de k. dereceden diffeomorfiktirler denir.

(D1) w eC*(U,V)

(D2) w*:V >U varve ' eC*V,U).

Harita: M bir n—boyutlu topolojik manifold ve U da E" in bir agik alt ciimlesi

olsun. O zaman topolojik manifold tanimi geregince U bir  homeomorfizmi ile M nin
bir W agik alt climlesine eslenebilir. :U c E" -W < M olmak lizere (l//,W) ikilisine

M de bir koordinat komsulugu veya harita denir.

Atlas (koordinat komsulugu sistemi): M Dbir n —boyutlu topolojik manifold ve M

nin bir agik Ortiisii {Ua} olsun. U, acik ciimlelerinin o indislerinin ciimlesi A olmak

lizere {U } ortiisi i¢in {UO!}O‘E . yazilir. E", n—boyutlu Oklid uzay: olmak iizere, E" de

U, ya v, homeomorfizmi altinda homeomorf olan ag¢ik ciimle U, olsun. Boylece ortaya
¢ikan (l//a,Ua) haritalarinin {(l//a’ua)}aeA koleksiyonuna bir atlas (koordinat komsulugu

sistemi) denir.

Diferansiyellenebilirlik: f :E" — R, acE" olsun.

im FOO— @ _ f(a+hr:— f@ _ (a)

X—a X—a h—0
limiti mevcut ise f ye a € E" noktasinda tirevienebilirdir (diferansiyellenebilirdir) denir.

E" de diferansiyellenebilirlik: Bir a< E" noktasinda tiirevlenebilen reel degerli
fonksiyonlarin kiimesi C(a,R) ile gosterilir. YaeE" i¢cin f eC(a,R) ise f ye E" de

diferansiyellenebilirdir denir ve E" de tiirevlenebilir fonksiyonlarin kiimesi C(E",R) ile
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gosterilir.
Diferansiyellenebilir yapi: Bir topolojik n—manifold M ve M nin bir atlasi
S :{((//a,Wa )}aeA olsun. Eger S atlasi i¢in, W, MW, # & olmak iizere, Vo, e A ya

karsilik ¢

. Ve ¢, fonksiyonlar C* —smifindan diferansiyellenebilir iseler S ye C*-

smifindan diferansiyellenebilir denir. S atlast M iizerinde C* —smifindan oldugu zaman

S ye M iizerinde C* —smifindan diferansiyellenebilir yap: adi verilir.

Diferansiyellenebilir manifold: M bir topolojik n—manifold olsun. M {izerinde

C* —simifindan diferansiyellenebilir yap: tamimlanabilirse M ye C* —sinifindan bir

diferansiyellenebilir manifold denir.

Tanjant vektorii: V bir vektor uzayi ile birlesen bir Afin uzay A olsun. P e A ve
(P,\7) sirali ikilisine A Afin uzayinin P noktasindaki bir tanjant vektorii nedir. Fiziksel
olarak kuvvet, tatbik noktasi ile birlikte bir tanjant vektérdiir. A Afin uzaymm P e A

noktasindaki tanjant vektorlerin ciimlesi T, (P) ile gosterilir.

Tanjant uzay: {TA(P),®,®,+,0} vektér uzayma A Afin uzaymm PeA

noktasindaki tanjant uzay: denir ve kisaca T, (P) ile gdsterilir.

Yone gore tirev: f:E" R diferansiyellenebilir ve v, eT_(P) olsun. Bu

durumda v, = PQ olmak iizere

3 f(R+UQ-R)\n P, 41(Q, ~P)

St

v, [f]

IR
reel sayisma f nin v, tanjant vektorii yoniindeki tiirevi denir. Kisaca asagidaki gibi

verilebilir.

- n of
1= v —| .
VP[ ] i:lVIGXiP

Vektor alam: E" n—boyutlu Oklid uzay1 ve E" in peE" noktasindaki tanjant

uzayt T_,(p) olsun. Buna gore bir X: E"— U T, (p) fonksiyonu i¢in 70X :E" —E"

peE"
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olacak sekilde bir 7: U E" — E" fonksiyonu mevcutsa X e E" iizerinde bir vektor alam
peE"

adi verilir.

Kisaca: Bir manifoldun bir alt kiimesinde tanimlanmis ve bu kiimenin her bir
noktasina, bu noktada bir teget vektor karsilik getiren bir fonksiyondur. Baska bir ifade ile

bir manifoldun her noktasina bir tanjant vektorii esleyen doniisiime bir vektor alani denir.

C” vektér alami: V = (v,,...,V,) = DV, axie;((E") verilsin. v, E" - R

fonksiyonlart C* —sinifindan ise V € y(E") vektor alamida C* — sinifindandir denir.

Bir vektor alami yoniinde tiirev: X € (M) ve f eC(E",R) olsun. VP € E" i¢gin
(X(f))(P)=X,[f] olmak iizere X[f]eC(E",R) fonksiyonuna f nin X yéniindeki

tiirevi denir.

Kotanjant uzayr: T_, (P) nin cebirsel duali TE*n(P) ile gosterilir ve E" in PeE"

noktasindaki kotanjant uzay: adi alir. TE*“ (P) nin her bir elemanina P € E" noktasinda

lineer

kotanjant vektor adi verilir. Tf; (P)= {a* a T.(P)——— R} bir lineer dontisiimdiir.

Gradient fonksiyonu:

Grad :C(E",R) —» y(E")
f —> Grad(f)

oyle ki E" de E" bir koordinat sistemi olmak tizere E" seklinde tanimli Grad
fonksiyonuna E" de {X,.,...,X, } koordinat sistemine gore gradient fonksiyonu denir ve V

ile gosterilir. Sembolik olarak;

Grad(f)=Vf, ﬂ:D

0 - of of
_ .— ve Vf =| — ..., —
OX; i OX 0%, OX

dir.

0-form: E" de bir agik alt cimle U olmak tizere bir f :U — R fonksiyonunun k.
mertebeden biitiin kismu tiirevleri var ve siirekli iseler f fonksiyonuna C* smifindan

diferansiyellenebilirdir denir. Ozel olarak f sadece siirekli ise C° sinifindandir denir. U
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iistiinde taniml1 C* sinifindan fonksiyona U {istiinde bir 0-form ad1 verilir.

Diferansiyel operator:

d:C(E",R)—— 1 (E")
f——df

oyle ki VX € y(E") i¢in df (X)= X[f] seklinde tanimli d fonksiyonuna diferansiyel

operator denir.

Diferansiyel form (1-form): Bir n—degiskenli fonksiyon yardimi ile elde edilen
® = adx;, a =a(X,...,X,) ifadesine n—degiskenli 1. mertebeden bir diferansiyel

form veya 1-form denir.

Tam diferansiyel: z = f(x,,...,X,) fonksiyonunun tam diferansiyeli

dz :ﬁdxl +...+idxn

1 aXn

1—form olarak tanimlanir. Ozel olarak asagidaki tanimlama yapilabilir. E® iin bir Oklid

koordinat fonksiyonu (x,, x,, X, ) ise

3
®, =) fdx, = f,dx, + f,dx, + fydx,

i=1

ye 1—form ve

@, =) fidxdx, :ZZ fdx dx; = fdx dx, + fdx,dx, + f,dxdx,
J

ye 2 —form denir.
Dis tiirev: f, e C(E",R) icin df, € ¥ (E") olsun. QD:Zfidxi 1—formu verilsin.

do = dei Adx; 2—formuna @ 1-formunun dis tirevi (diferansiyeli) denir.

Tensor: V , K halkasi iizerinde bir modiil ve V', V nin bir dual modiilii olsun. Her

ikisi de ayni anda sifir olmayan r >0 ve s>0 tamsayilari igin
A:(V') (V) >K

A —¢oklineer fonksiyonuna V iizerinde (I’, S) tipinde bir tensér denir (O’Neill, 1983).
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Tensor alami: M Dbir diferansiyellenebilir manifold olmak iizere, M nin her X

noktasinda K (X) eT, (T xM) seklinde belli bir tensor karsilik getiren K doniigiimiine M

manifoldu tizerinde (r, S) tipinden bir tensor alan: ad1 verilir.

Lineer doniisiim: V ve U bir F cismi iizerinde birer vektor uzayr ve f:V —U
bir fonksiyon olsun. Vv,,v, eV ve VaeF i¢in,

(L1) f(v+v,)=Tf(v)+ f(v,)

(L2) f(avy)=af(v)
sartlar1 saglanirsa f ye V. den U vya lineer doniisiim (dogrusal doniisiim, vektor uzayt

homomorfizmast ya da lineer transformasyon) denir.

Grup homomorfizmi: (G,.), (H,*) iki grup olsun. f:G—>H fonksiyonu
Va,beG i¢in

f(ab)= f(a)*f(b)
oluyorsa f ye bir grup homomorfizmi denir.

Izomorfizm: Eger f grup homomorfizmi 1:1 ve drten ise izomorfizm adin alir.

Endomorfizm: Eger f grup homomorfizminde G=H ise f endomorfizm adim

alir. Bagka bir ifade ile bir kiimeden yine kendisine tanimlanan fonksiyonlarina

endomorfizm denir.

Tiirev doniisiimii: M ve N, C” manifoldlar, ¢:M — N, C” doniisiim,
m,peM ve v, eT M tanjant vektoriine p noktasinda teget olan bir egri a:l cR—>M
olsun. (go*)p :T,M =T M ile tanimlanan doniisiime ¢ nin peM noktasindaki tiirev
doniistimii denir.

Regiilerlik: E"ve E™, n ve m-boyutlu birer Oklid uzayr olmak iizere, bir
F:E" —>E" doniisimiiniin VpeE" noktasindaki (F*) p tirev doniisimi 1:1 ise bu

(F.) p tiirev déniisiimiine regiilerdir denir.

Bilineer form: V bir reel vektdor uzayr olsun. <.,.>:V xV — R donilisimii

Va,beR, Yu,v,weV igin,
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(Bl) <au+bv,w>=a<u,w>+b<v,w>

(B2) <u,av+bw>=a<u,v>+b<uw>

oluyorsa <.,.> doniisiimiine bir V vektor uzayi iizerinde bir bilineer form denir.

Dejenerelik ve nondejenerelik: V  bir n—boyutlu reel vektér uzayr ve

g:VxV — R Dbir simetrik bilineer doniisim olsun. Eger bir w=0 vektori igin ,
g(W,V):O ise g ye dejenere denir. Eger Vv eV igin g(W,V):O olmasit W=0 olmasini

gerektiriyor ise g ye nondejenere denir.

Lif: E ve M C” —manifoldlar, 7:E — M bir donilisiim olsun. Eger 7 bir 6rten
submersiyon ise (E,z,M) igliisiine bir lifli manifold denir. Bir (E,z,M) lifli
manifoldunda E ye total uzay, M ye taban uzay, 7 ye projeksiyon ve her bir pe M
noktasi i¢in E nin 72"1( p) = E( p) alt cimlesine de p {izerindeki lif denir (Civelek, 1993;
Tekkoyun, 2002).

Demet: E manifoldu tiim uzay, M manifoldu baz uzay ve ¥ de projeksiyon olmak

tizere ¥ : E — M bir orten submersiyonsa (E, ¥, M) tgliisiine bir demet adi verilir.

Tanjant manifold: M  bir manifold olmak tizere, TM = U T,M,

PeM

C” —manifolduna M nin bir tanjant manifoldu denir.

Tanjant demet: M bir manifold ve TM tanjant manifold olsun. 7z, :TM — M
dogal projeksiyon (izdiisiim) olmak iizere (TM,7,,,M) ye M manifoldunun bir tanjant
demeti denir.

Kotanjant demet: M bir manifold olsun. 7,, :T"M — M dogal projeksiyon olmak
iizere (T'M, z,,,M ) ye M manifoldunun kotanjant demeti denir.

Bir matrisin ranki: Bir A matrisi verilsin. A matrisinin basamak big¢ime

doniistiiriilmiisii olan matrisin, sifirdan farkli satirlar1 sayisina A matrisinin rank: denir ve

rank(A) ile gosterilir.

Kovaryant tiirev: Diferansiyellenebilir bir manifold M olsun. M nin {izerinde
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Vix(M)x x(M) - (M)
(X,Y) >V, Y

seklinde tanimli fonksiyon;
(K1) V,Y, X de C*(M,R) -lineerdir
(K2) V,Y,Y de R -lineerdir
(K3) V, (fY)=X(f)Y +fV,Y, Vf eC*(M,R)
ozelliklerini sagliyorsa V ya M iizerinde bir konneksiyon ve V,Y ye V konneksiyonu

icin X e gore Y nin kovaryant tiirevi denir. Yani y, eC”(E",R) ise Y nin X e gore

kovaryant tiirevi

Dy Y :(XP [yl]""’ Xp [Yn])
seklinde tanimlanir (O’Neill, 1983).

Kovaryant tensor alanmi: Diferansiyellenebilir bir M" manifoldu igin S.
mertebeden  bir  kovaryant tensér alami D (kisaca Dbir (0,S) —tensor alani)
D: ;((M ”)x;((M ")x...x;((M ”) —>C°°(M " R) seklinde tanimlanan ¢ok lineer bir
doniistimdiir.

Riemann manifold: M bir C” —manifold ve reel degerli C” —fonksiyonlarin
halkas1 C°°(M , R) olmak tizere ¢ :;((M)x;((M)—>C°°(M,R) seklinde bir i¢ ¢arpim
tanimliysa M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada g, M iizerinde bir i¢ ¢arpimdir.

Metrik tensor, Riemann metrigi veya diferansiyellenebilir metrik olarak da adlandirilir.

Semi-Riemann manifold: M bir C” —manifold olsun. M iizerinde vektor

alanlarinin ciimlesi y(M) ve reel degerli C” —fonksiyonlarm halkast da C”(M,R)
olmak iizere <.,.>! y(M)x z(M)—>C”(M,R)

(S1) 2-Lineer

(S2) Simetrik

(S3) vX EZ(M) icin < X,Y >=0 &Y :Oe;((M)

sartlar1 saglaniyorsa <.,.> fonksiyonu semi-Riemann metrigi ve M ye de semi-Riemann
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manifoldu olarak adlandirilir.

Levi-Civita konneksiyonu: Bir M yar1 (semi) Riemann manifoldu tizerinde
vX,Y,Z e;((M) i¢cin

(L) [X,Y]=V,Y -V, X

(L2) X,(Y.Z)=9(V,Y.Z)+g(Y,V«Z) olacak sekilde bir tek V konneksiyonu
vardir. V ya M nin Levi-Civita konneksiyonu denir.

Riemann egrilik tensorii: Bir n—boyutlu Riemann manifoldu M ve Levi-Civita

konneksiyonu V olsun. ¥X,Y,Z € y(M) igin,

R:;((M)x;((M)x;((M)%Z(M)

(X,Y,Z)>R(X,Y,Z)=V,V,Z-V,V,Z -V, Z

[X.v]

seklinde tanimlanan R fonksiyonu M iizerinde (1,3) tensordiir. R ( X, Y ) Z veya
R ( XY, Z) ile gosterilen bu tensére M nin Riemann egrilik tensdérii denir (O’ Neill,

1983).

Donme (torsiyon) tensorii: M bir diferansiyellenebilir manifold ve M iizerinde V

bir konneksiyon olsun. Bu takdirde

T:x(M)xx(M) - x(M)
(X,Y)>T(X,Y)=V,Y -V, X -[X,Y]

seklinde tanimlanan (1,2) tensor alanina donme (torsiyon) tensdérii denir (Yano ve Kon,

1984).

Konfigiirasyon (yapilandirma) manifoldu: Klasik mekanikte, dis smirlamalar
yardimiyla fiziksel bir sisteme uygun durumlarin gerceklesebildigi uzaya bir konfigiirasyon
uzayr denir. Tipik bir sistemin konfigiirasyon uzayi bir manifold yapisina sahiptir ve
bundan dolay1 konfiglirasyon manifoldu olarak adlandirilir.

Hiz faz uzayr: M bir konfigiirasyon manifoldu olsun. =, :TM — M dogal
projeksiyon olmak tizere (TM , Ty » M ) ye M manifoldunun tanjant demetidir. Boylece bir

peM igin 7[,\_,,1( p) lifi T M tanjant uzayidir. Dolayisiyla TM tanjant uzayi bir hiz faz

uzayidir.
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Momentum faz uzayi: M bir konfigiirasyon manifoldu olsun. 7, :T'M — M
dogal projeksiyon olmak iizere (T*M Ty M) ye M manifoldunun kotanjant demetidir.

Bu yiizden bir peM i¢in ﬂ,fﬂl(p) lifi T; M kotanjant uzayidir. Sonug olarak T'M

kotanjant uzay1 bir momentum faz uzayidir.

Hemen hemen tanjant yapi: n—reel boyutlu bir manifold M ve M nin tanjant
demeti TM olsun. TM iizerinde J* =0 esitligini saglayan ve rankJ =n ile verilen TM

iizerindeki (1,1) tipinden bir J tensdr alanina bir hemen hemen tanjant yap: denir.

Hemen hemen simplektik manifold: 2n-reel boyutlu bir M manifoldunun

herhangi bir p noktasinda @ anti simetrik 2 —formu regiiler yani boyM = ranke ise @
2 —formuna bir hemen hemen simplektik yapi denir. (M, w) ikilisine bir hemen hemen

simplektik manifold denir.

Simplektik manifold: 2n—reel boyutlu bir M manifoldunun iizerinde @ hemen
hemen simplektik yap1 kapali yani dw=0 ise @ 2-formuna simplektik yapi denir.
(M, w) ikilisine bir simplektik manifold denir.

Holomorfik fonksiyon: D, C" nin bir agik alt kiimesi olsun. f, D iizerinde
kompleks degerli bir fonksiyon olmak iizere D nin her bir p =z, noktasinda

im f (zg’ +Az”‘)— f (zg‘)
Az—0 Az%

, (AZ“ = AX“* +iAy“) her (e =1,2,...,n) i¢in limit var ve bu

a

limit Az — 0 a yaklagtiginda

yoniine baglh degilse, f fonksiyonu p noktasinda

a

holomorfiktir. Her p € D i¢in bu sart saglaniyorsa f fonksiyonuna holomorfiktir denir.

Kompleks manifold: C" kompleks uzayda birim agik diskler {izerinde tanimlanan
haritalarin olusturdugu atlasa sahip ve gecis haritalar1 holomorfik olan manifolda kompleks
manifold denir.

Holomorfik doéniisiim: M ve N iki kompleks manifold, Q: M — N siirekli bir

dontisim ve peM olmak iizere Q(p) nin bir komsulugu iizerinde tanimlanan

holomorfik fonksiyon f olsun. Bu durumda p—Q(p) ile tanimlanan Q siirekli

doniisiimiinin - Q" dual doniisimii  1—formlar1 1—formlara déniistiiriiyorsa

diferansiyellenebilir doniisiimiine bir holomorfik doniisiim denir.
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Hemen hemen kompleks yapi: n—reel boyutlu bir manifold M ve M nin tanjant

demeti TM olsun. TM iizerinde J? =—I esitligini saglayan ve rankJ=n ile verilen TM

tizerindeki bir (1,1) tipinden J tensor alanina bir hemen hemen kompleks yap1 denir.

Hemen hemen kompleks manifold: Uzerinde hemen hemen kompleks yapi
tanimlanan manifolda bir hemen hemen kompleks manifold denir.

Nijenhuis tensorii: 2n—boyutlu bir manifold M ve M {izerinde J bir hemen

hemen kompleks yap1 olsun. M {izerinde herhangi iki vektor alant X ve Y igin;
N, (X,Y)=2{[3X,3Y]-3[X,IY |- I[IX,Y]-[X,Y]}

seklinde tanimli N (1,2) tensoriine J nin Nijenhuis tensorii denir (Martin, 1991; Brown,

2006).

Integrallenebilir kompleks yapi: Eger M manifoldunun TM tanjant manifoldu
tizerinde uzanan bir kompleks yapt J ile kurulan N; Nijenhuis tensorii sifir ise J ye

hemen hemen bir integrallenebilir kompleks yapt denir.

Hermit metrigi: Bir J hemen hemen kompleks yapisiyla bir hemen hemen

kompleks manifold M ve g, M iizerinde tanimli Riemann metrigi olsun. Bu durumda
9(X,Y)=9(IX,JY), VX,Y € (M) olmak lizere g Riemann metrigine M {izerinde
Hermit metrigi denir.

Hermit manifold: Bir Hermit metrigi ile bir M hemen hemen kompleks manifolda
bir hemen hemen Hermit manifoldu denir.

Kéhler form: M kompleks manifoldu iizerinde bir kapali 2—form @ olsun.

ayrica bir Hermityen metrik olan h = g —i ® nin negatif kompleks bir kismindadir ve bir

Kdihler form olarak adlandirilir. Hermityen metrigin reel kismi1 g dir. Hemen hemen
kompleks yapt J, Hermit metrigi h ve VX,Y E;{(M) icin h(X,Y)=h(JX,JY) ve

g(X,Y) =w(X,JY) Kihler formunun kombinasyonu olarak ifade edilir.

Kéhler metrigi: M bir hemen hemen kompleks manifold olsun. M {izerinde @
Kéhler formu kapali (dw=0) ise M {izerinde tanimlanan bir Hermit metrigine Kdhler

metrigi denir.

Hemen hemen Kihler manifold: Bir Kéhler metrigiyle hemen hemen kompleks
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manifolda bir hemen hemen Kdhler manifoldu denir.

Kihler manifold: Bir kompleks manifold {izerinde bir Ké&hler metrigi

tanimlanabiliyorsa bu kompleks manifolda bir Kdhler manifoldu denir.

Hemen hemen parakompleks yapi: n—reel boyutlu bir manifold M ve M nin

tanjant demeti TM olsun. TM iizerinde J®=1 esitligini saglayan ve rankJ=n ile
verilen TM iizerindeki bir (1,1) tipinden J tensor alanina bir hemen hemen parakompleks

yapt denir.

Hemen hemen parakompleks manifold: Uzerinde hemen hemen parakompleks
yap1 tanimlanan manifolda bir hemen hemen parakompleks manifold denir.

Diferansiyellenebilir déniisiim: E" ve E™ smasiyla n ve m—boyutlu Oklid
uzaylar1 olmak tizere F:E" — E™ fonksiyonu verilmis olsun. F fonksiyonunun koordinat

fonksiyonu olan f:E"—>R fonksiyonlar: diferansiyellenebilir ise F=(f,..., )

fonksiyonu da diferansiyellenebilirdir. Bu durumda F:E"—E"™ fonksiyonuna bir

diferansiyellenebilir déoniistim denir.

Egri: | c R, | =(a,b) bir agik alt aralik olmak {izere
a:l >E", a(t)=(x(),...a,(t))

diferansiyellenebilir bir doniistim olsun. Bu durumda «(1) c E" alt kiimesine E" bir egri
(parametrik egri) denir.

Ayrica (l,a) ikilisine egrinin koordinat komsulugu, | alt kiimesine egrinin
parametre aralif1 ve t € | reel sayisma da egrinin parametresi denir. Bir egri a(l) c E"

seklinde veya kisaca o ile gosterilir. Eger a:1 - E", C* smifindan ise a ya C*

siifindan bir egri denir.

Hiz vektorii: E" de bir «(t) egrisi (l,&) koordinat komsulugu ile verilsin.

a:l —->E" fonksiyonunun koordinat fonksiyonlar1  «,...,« olmak iizere

n

a(t) = (o (t),..., ¢, (t)) < E" yazilabilir. Buradan elde edilen

_ [% ]_ (% danj
a(t) dt () dt dt
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vektoriine o egrisinin «a(t) noktasindaki /iz vektorii denir. Baska bir gosteri ile

veya «'(t) olarak

(a(t),a'(t)) = a'(t)|a(t) = Z—? €T, (a(t)) dir. Kisa olarak o' (t)|a(t)

a(t)
yazilir (Yiice, 2013).

Regiiler egri: Her noktasinda hiz vektori sifirdan farkli olan egriye regiiler egri

denir. Her t i¢in o' (t) = 0 oluyorsa (yani |a'(t)| = 0) ise « ya regiiler egri denir.

Paralel vektor alam ve geodezik egri: a:1 —>E"; C” egrisive Y € y(E") de «

egrisine kisitlanmig bir C” —vektor alani olsun. Egrinin hiz vektor alani da T olmak iizere

a egrisi boyunca D;Y =0 ise Y vektdr alanina o« egrisi boyunca paralel vektor alani

denir. Eger D;T =0 ise a egrisine bir geodezik egri adi verilir. Burada D;T ig¢in
_[%
. Lt .
da da d’a d’a
D, T| =T, —2|...,T, L= L .
T, [{dt} F’{dtD [dt2 dtZJ

bulunur (Yiice, 2013).

a(t) = (e (t),...,, (1)) ve T, = C(ij_?

de,

dt

yos j olmak tizere
P

2 :a"(t)|r>

Integral egrisi: E", (n+1) —boyutlu Oklid uzay1 ve E™" de parametrik bir egri
a:l —E™ olsun. Yani t > a(t) =(ay(t),...,,.,(t)) dir. E™ iizerinde bir vektor alan1 &
olmak iizere Vtel igin Z—?: E(alt)) ise a egrisine & vektor alaninin integral egrisi
denir.

Semispray: n—reel boyutlu bir M manifoldunun TM tanjant demeti tizerinde bir

hemen hemen tanjant yapt J olsun. TM iizerinde lokal koordinatlar (qi,vi), i=1..,n ve

0

i 0 i
=V — —,
d 6q'+§ ov'

vi=q', & =v' =§' vektor alanina M iizerinde bir semispray (ikinci
mertebeden lineer homojen diferansiyel denklem) denir.

Liouville vektor alani: J bir hemen hemen tanjant yap1 ve & bir semispray olmak

lizere V=J&=V % ile verilen V vektor alanina Liouville vektér alant denir,
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Kinetik enerji: n—reel boyutlu bir manifold M ve M nin tanjant demeti TM

olsun. M manifoldu tizerinde lokal koordinatlar (qi), i=1..,n ve TM fizerinde lokal
koordinatlar (qi,vi) olsun m,, M iizerinde m pargacikli sistemin kiitlesi olmak iizere
T =%mi (q‘)2 =%mi (v‘)2 ile verilen T:TM — R déniisiimiine sistemin kinetik enerjisi
denir.

Potansiyel enerji: n—reel boyutlu bir manifold M ve M manifoldu tizerinde lokal

koordinatlar (qi), i=1..,n olsun. M iizerinde m pargacikli sistemin kiitlesi m., yer

cekimi ivmesi g ve sistemin orijine uzakligt h olmak tizere P=mgh ile verilen

P:M — R doniisiimiine sistemin potansiyel enerjisi denir.

Lagrangian fonksiyonu: n—reel boyutlu bir manifold M, M nin tanjant demeti
T, z,,:TM — M kanonik projeksiyon olsun. T :%mi (q‘)2 :%mi (v )2 ve P=mgh
sirasiyla sistemin kinetik ve potansiyel enerjisi olmak tizere L=T —P ile verilen

L:TM — R doniisiimiine Lagrangian fonksiyonu denir.

Enerji fonksiyonu: Liouville vektor alan1 V =V!' % ve Lagrangian fonksiyonu L

olmak iizere tanjant manifold TM {izerinde E, =V(L)—L fonksiyonuna L ye bagh

enerji fonksiyonu denir.

Dikey tiirev: Bir M manifoldu {izerinde her bir X vektor alani i¢cin X ile bir @

p —formunun i, @ i¢ garpimi veya dikey tiirevi asagidaki gibi tanimlanir.
(D1) iyw=0, p=0
(D2) iyo=w(X), p=1
(D3) iy (Y, Y, 1) = 0(X, Yy, Y 1), Y0, Yoy € (M)

bu durumda i, @ € A**(M) olur (De Leon ve Rodrigues,1989).

Euler —Lagrange vektor alani: n—reel boyutlu bir M manifoldunun TM tanjant

demeti iizerinde @, =—dd,L kapal1 2-form ve ;((TM), TM iizerindeki vektor

alanlarim ciimlesi ve A'T'M , T'M {izerindeki 1— formlarin ciimlesi olsun. Bu durumda;
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TM, : y(TM) > A'T'M  izomorfizmi igin iy @ =dE_ esitligini saglayan bir tek X,

vektor alani vardir ki bu vektor alanina Euler — Lagrange vektér alan: denir.

Lagrange sistem: TM, M nin tanjant demeti, ®, kapali 2-form, X,

Euler—Lagrange vektor alani (semispray) ve E_, L ye bagl enerji fonksiyonu olmak

iizere (TM,®_, X, ) veya (TM,®, E, ) iicliisine Lagrange sistem ad1 verilir.

Euler —Lagrange denklemleri: n—reel boyutlu bir M manifoldunun TM tanjant

demeti lizerinde lokal koordinatlar (qi, P, ), I =1,...,n olsun. Lagrange fonksiyonu L, E,

L ye bagl enerji fonksiyonu ve X, Euler—Lagrange vektor alanmi olmak iizere

iy @ =dE_ esitliginden

ofaeby_ ok _,
ot\oq' ) oq'

Euler —Lagrange denklemi bulunur

Dual hemen hemen tanjant yapi: n—reel boyutlu bir manifold M ve M nin
kotanjant demeti T°'M olsun. T'M iizerinde J™ =0 esitligini saglayan ve rankJ” =n ile
verilen T'M iizerindeki (1,1) tipinden J* tensor alanina T°M iizerinde dual hemen

hemen tanjant yapt denir.

Liouville form: n—reel boyutlu bir manifold M ve M nin kotanjant demeti T'M
olsun. T'M iizerinde J~ dual hemen hemen tanjant yap1 ve @ 1-form olsun. M
manifoldu tizerinde lokal koordinatlar (qi), i=1..,n ve T M {izerinde lokal

koordinatlar (qi, pi) olmak {izere @ 1—formu igin T°M iizerinde lokal olarak Q,, =J @

ile verilen Q,, ye Liouville form ad1 verilir.

Hamilton fonksiyonu: n —reel boyutlu bir manifold M ve M nin kotanjant demeti

T'M olsun. H:T'M —R ile verilen ve L Lagrangian fonksiyona karsilik gelen H

enerji fonksiyonuna Hamilton fonksiyonu denir.

Hamilton vektor alami: n—reel boyutlu bir manifold M ve M nin kotanjant
demeti T'M olsun. H:T°M — R bir Hamilton enerji olsun. x(TM), TM iizerinde
vektor alanlarin ciimlesi ve A'T'M, T°'M iizerindeki 1—formlarin ciimlesi olsun. Bu
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durumda TM,: x(TM) > A'T'M  izomorfizm ddniisiimii iy, ®=dH  bi¢iminde
tanimlanmak iizere T'M iizerinde bir tek X,, vektdr alani vardir ki bu vektdr alanma H

Hamilton enerjiyle beraber Hamilton vektor alan: denir.

Hamilton sistem: T"M /M nin kotanjant demeti, ® kapali 2—form, X,, Hamilton

vektor alani olmak tizere (T*M , @, X,,) tgcliistine Hamilton sistem denir.

Hamilton denklemleri: T"M M nin kotanjant demeti ve M iizerinde lokal
koordinatlar (g, p;), i =1...,n olsun. H Hamilton fonksiyon X,, Hamilton vektor alan:

olmak tizere iy, ®=dH esitliginden

g _oH dp oM

dt op  dt &g

seklinde elde edilen denklemlere Hamilton denklemleri adi verilir.

Einstein toplam kural: Zajxj ifadesindeki gibi bir indis (bir kez lstte bir kez
j=L

altta olmak iizere) iki kez tekrarlanirsa Z isaretini kaldirip sadece anj yazarak, indise

almas1 miimkiin degerleri vermek suretiyle elde edilen, biitiin terimlerin toplanmasi

kabuliine Einstein toplam kuralr ad1 verilir.

Kesitsel egrilik: Bir p noktasinda M manifoldunun iki lineer bagimsiz u; ve v,
tanjant vektorleri tarafindan gerilen (u,v) yiizeyine teget bir Riemann manifoldunun
2 —boyutlu geodezik alt manifoldunun Gauss egriligi, kesitsel egrilik olarak adlandirilir ve
K ile gosterilir. peM igin U, ve Vv, ortogonal birim vektdrler olmak {izere (u,v)
yiizeyinde kesitsel egrilik;

Ryl "v'u v

hk ~ ij

(9™g" —g"g")u'viulvt

dir.
Sabit egrilik: p noktasinda K kesitsel egriligi (u,v) yiizeyinden bagimsizsa
Rui = K(g™g" —g™g™) i¢in M manifoldu, p de sabit egriliklidir denir. n—boyutlu

bir baglantili Riemann manifoldunun K(p) kesitsel egriligi n>2 i¢in her bir p

noktasinda biitlin yiizeylerden bagimsizdir, o zaman K(p) mutlak sabittir ve bu yiizden
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M manifoldu sabit egriliklidir.

Uzay form: M manifoldunun kesitsel egriligi (u,v) yiizeyinin biitiin noktalarinda

sabitse sabit egrilikli bir manifold veya bir uzay form olarak adlandirilir.

Kompleks uzay form: c sabit holomorfik kesitsel egrilikli n—boyutlu bir Kéahler

manifolduna bir kompleks uzay formu denir.

Kéhler uzay form: M Kihler manifoldunun kesitsel egriligi (u,v) ylizeyinin biitiin

noktalarinda sabitse sabit egrilikli bir Kdhler manifoldu veya bir Kdhler uzay form olarak

adlandirilir.

Parakompleks uzay form: c sabit para-holomorfik kesitsel egrilikli n—boyutlu bir

para-Kahler manifolduna bir parakompleks uzay formu denir.

Para-Kihler uzay form: M para-Kéhler manifoldunun kesitsel egriligi (u, V)

yiizeyinin biitlin noktalarinda sabitse sabit egrilikli bir para-Kahler manifoldu veya bir

para-Kéhler uzay form olarak adlandirilir.

3.2. Holomorfik Fonksiyon

Holomorfik (diizenli) fonksiyonlar kompleks analizin temel islem gordiigii
araglarindan biridir. Holomorfik fonksiyonlar C karmasik diizlemin agik bir altkiimesinde
tanimlidir. Bu altkiimedeki her noktada kompleks anlamda tiirevli olup aldig1 degerler yine
C i¢inde olan fonksiyonlardir. Holomorfik fonksiyon sonsuz kere tiirevlenebilir ve Taylor
serisi ile kolayca tanimlanabilir. Her ne kadar daha genis anlamda fonksiyonun tanim
kiimesi i¢indeki her noktanin komsulugunda fonksiyonun Taylor serisine esit olmasi
anlamma gelse de analitik fonksiyon teriminin holomorfik fonksiyon terimi yerine de

kullanildig: yerler vardir.

Analitik fonksiyonlar sinifinin kompleks analizde holomorfik fonksiyonlar sinifi ile
aynt olmast Onemli bir teoremdir. Karmasik diizlemin tiimiinde holomorfik olan
fonksiyona tam fonksiyon adi verilir ve a noktasinda holomorf olma terimi a noktasinda
tirevli anlamina gelmekle beraber ayn1 zamanda kompleks diizlemde a noktasi etrafindaki

belli bir acik disk i¢cindeki her noktada tiirevlenebilir anlamina da gelmektedir.

Tammm: U kiimesi C nin agik bir kiimesi ise, f :U — C, U {izerinde taniml1

karmasik bir fonksiyonsa ve U kiimesine ait bir z, noktasindaki
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tim A= 1(Z) _ ¢ (3.1)
77, z-1,

limiti varsa, f ye z, noktasinda karmasik tiirevli denilir.

Burada limit z, noktasina yaklasan karmasik sayilarin tiim dizileri {izerinden alinir
ve bu tiir tim diziler i¢in farklarin orani tek bir sayiya yaklasmak zorundadir ki o say1 da

2

f'(z,) dir. f fonksiyonu z, da karmasik tiirevliyse ve z,” a r yoniinden yaklasilirsa, o

zaman goriintiler de carpimin karmasik sayilar ¢arpimi oldugu f'(z,). r carpimi
yoniinden f(z,) noktasina yaklasir. Tiirevliligin bu tip tanimi gercel tiirevlilik ile belli
baslt ortak 6zellikleri; her iki tiirev de lineerdir ve her iki tiirev de tiirevdeki ¢carpma, bdlme
ve zincir kuralini saglarlar. f fonksiyonu U kiimesi i¢indeki her z, noktasinda holomorf
ise f fonksiyonu U iizerinde holomorftur denir. f fonksiyonu z, etrafindaki bir
komsuluk i¢inde holomorfik ise z, noktasinda holomorftur denilir. Agik olmayan bir A

kiimesinde f ye holomorfik diyebilmek igin ise f nin A kiimesini de i¢eren bir agik

kiime tizerinde holomorfik olmas1 gerekmektedir.

Gergel tiirevlilik ve karmasik tiirevlilik arasindaki iliski ise sudur: Eger
f(x+iy) =u(x,y) +iv(x,y) karmasik fonksiyonu holomorfik ise 0 zaman u ve v nin x ve
y ye gore sol kismi tiirevleri vardir ve Cauchy-Riemann denklemleri olarak bilinen

asagidaki ifadeyi saglarlar:

u v

u v

= ve - (3.2)
ox oy oy OX

Ancak bu ifadenin tersi her zaman dogru degildir. Dogru olan daha basit bir ters

ifade ise sudur: u ve v nin siirekli ve kismi tiirevleri var ise u ve v Cauchy-Riemann
denklemlerini sagliyorsa o zaman f holomorftur. Standart Oklid uzay1 (R",a)o) ve onun
standart kompleks yapis1 J, ile birlikte R" de kompleks simplektik manifold elde edilir
(Wikipedia).

3.3. Mekanik Sistemler
3.3.1. Matematiksel modelleme

Matematiksel modelleme yaklagimi dinamik sistemlerin daha iyi anlagilmasinin,
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analiz edilmesinin ve tasariminin etkin olan ekonomik yollarindan biridir. Modelleme
yaklagimi karmagik parametrelerin belirlenmesi i¢in ¢ok iyi tanimlamalara ihtiya¢ duyar.
Ciinkii karmagsik olaylar ancak bu sekilde matematiksel ifadeler sekline getirilebilir,
formiiliize edilebilir ve modellenebilir. Bu sebeple iyi bir matematiksel yaklagim
gerekmektedir. Bu agidan modelleme bir sanattan ¢ok bir uzmanlik alani1 ve bilim dali

olarak tanimlanabilir.

Bir model kurucu i¢in en Onemli karar ise model se¢iminde, sistemi etkileyen
degiskenler arasindaki iligkileri belirlemektir. Ciinkii belirlenen matematik iligkilerin
bazilar1 sistemin Ozelliklerinden uzak kalabilmektedir. Degiskenler arasindaki dogru
secilmis iliskilerle kurulan ve en kiigiik degisikligi gosteren iyi bir yaklasim, model
kurucuyu hassas ve daha iyi sonuglara gotiirecektir. Hareketi iceren modellemelerde
degiskenlerdeki degisiklikleri en iyi gosteren ve en ¢ok kullanilan matematiksel ifadeler

cok genis kullanim alanina sahip olan diferansiyel denklemlerdir.

Biiyiik sistemler icin kurulan basit (dogrusal) modeller sistemin dinamiklerini
temsilde zayif kalabilmektedir. Ciinkii gercek diinya karmasik, bilinmeyeni cok ve
dogrusal olmayan (nonlineer) cok degiskenli bir yapidadir. Boyle sistemler igin
kullanilanabilecek genel bir yaklasim teknigi yoktur. Bu nedenle mekanik sistemler i¢in
kurulacak model oldukg¢a hassas ve degisimlerin neredeyse tamamini gosterecek yetenekte

olmasi istenir.

Ayrica modelleme ekonomik agidan ele alinmasi gereken bir diger konudur.
Sirketlerin ¢ogunda maliyet veya kar onde gelen amag olarak ele alinmaktadir. Ciinki
diinyanin kaynaklar1 siirh, kisith ve tiikenmeye mahkiimdur. O halde bir sistem igin
modelleme ile en kisa ve ekonomik ¢6ziim liretmek gerekmektedir. Modellemeye harcanan
emek ve maliyet kazanilacak fayda ve maliyetten daha az olmalidir ki yapilan ¢alisma

anlamli ve faydali olsun.

Gergek diinyanin yapisindaki durumlarin gesitliligi model kurucularin ¢alismalarini
etkilemektedir. Bu ise zaman ve para seklinde maliyet boyutunu da gilindeme
getirmektedir. Arastirmalarin ¢ogunda basta gelen temel amag; faaliyet kosullar1 altindaki
bir stireci kontrol etmek ve gelecegi en yakin tahminle bilmektir. Tiim bu kosullar altinda
yapilacak hesaplamalarin en kisa gergek zamanda (slirede) gercgeklestirilebilmesi beklenir.
Arastirmalari talep edenler tarafindan zaman faktorii genellikle en 6nde gelen bir sinirlama

(kisit) olarak kabul edilir.

Hayatimiza giren modellemelerin kullanildigi bircok yer vardir. Bu yerlerin
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baslicalar1 uzay ve askeri arastirmalaridir. Fiize yonetimi ve kontrolii, otomatik pilot ile
uzay araci kontrolii, izleme sistemlerinde niikleer denizaltilarin seyri ve kontroli ayrica

ates kontrol sistemleri modelleme ile yapilabilmektedir.

Bu c¢alisma ile cisimlerin uzaydaki hareketine ait bir matematiksel modelleme
yapilacaktir. Uzayda belirli iki nokta arasindaki alternatifli yollar (en kisast olan
geodezikler) i¢in diferansiyel denklemlerin uygulanabilirligi kullanilarak Euler —Lagrange

ve Hamilton tipi denklemler bulunacaktir.

3.3.2. Euler —Langrange denklemlerinin matematiksel modellemesi

Lagrangian mekanigi dinamik sistemlere ait enerjinin korunumu ile momentumun
korunumunun birlestirilmesiyle klasik mekanigin yeniden formiile edilmesidir. Ik olarak
Fransiz matematik¢i Joseph-Louis Lagrange tarafindan (1788) tanimlanmistir. Simdi bu

formiiliizasyon asagida verilecektir.

M bir n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold, F(M) de M {izerindeki

fonksiyonlarin kiimesi, (M) vektdr alanlar kiimesi, A' (M) 1—formlarin kiimesi ve

n
Za ; X} =a; x! Einstein toplamini gdstersin.
j=1

Ayrica TM tanjant manifold (demet) gostersin. M manifoldunun koordinat1 (q') ve

TM nin koordinat (p',d'), i =1...,n dir. Lagrange fonksiyonu L olup L:TM —R ile

tanimlidir. Dinamik sistemin Kinetik enerjisi T ile potansiyel enerjisi P ise L=T — P dir.

Lagrangian dinamik formalizmi i.® =dE, dir. Burada i, 2-formu 1-forma

s

doniistiiren indirgeme fonksiyonudur ve i.® =@ (&) dir.

Yukaridaki aciklamalar 1s18inda izlenecek yola ait bir 6rnek asagida verilmistir.
Dinamik denklemin sol kisminin hesabinda asagidaki yol izlenir. TM {izerinde secilmis

herhangi bir vektér alani (semispray) ¢&= X' axi \4 i X'=%=vy., Y=y,

I =1,...,n gibi bir yapida segilir. Taniml1 uzaya ait holomorfik yapilar
22 42 2
OX; oy, oy, OX;
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oldugu gibi g6z Oniine alinir. J:TM —TM lineer doniisiimiiniin bileskesi olan

J?=Jo0J =~1I olupJ kompleks yapidir. @, simplektik 2-form ve

®, =-dd,L=-d(d,L)
seklindedir. i, indirgeme fonksiyonu i, :A°TM — A'TM seklinde tanimlidir. d, dis

dikey tiirev ise d, =[i,,d]=i,d —di, seklindedir. Boylece

olur. Bu yapiya Lagrange fonksiyonu L eklenerek d JL=%dxi —S—Ldyi formu elde
: X.

edilir. Buradan

2 2 2 2
@Lz{ oL dx; Adx; — oL dy, Adx; + oL dxi/\dyj—idyi/\dyj
OX;0Y, OX;0X; iV, Y ;0%
elde edilir. Dolayisiyla
2 2 2 2
O (&)=X' oL de—Xiié‘ijdXi—Yi oL dxj+x‘£5iio|yi
OX;0Y; OX;0Y; OX OX; OX OX;
2 2 2 2
wx 2k dy, —Y‘ﬂdﬁdxi v 2L dy; +Y' oL sldy,
Y0, Y9, 0y, 0X, 0y 0%,

dx. :
dir. Kronecker delta yardimiyla dx;, (%j dy, = a—x‘dyi =o.dy,,

dx. (i] dy; =%dyi =dy, ve dy, (ijdXi =0 olur (Hacisalihoglu, 1993a ve 1993b).
OX: OX; OX;

Dinamik denklemin sag kismindaki terim dinamik sistemin Lagrange fonksiyonuna
ait E_ enerji fonksiyonu E, =V (L) —L dir. V Liouville vektor alant olmak {izere

0 0 0 _yi o

V:J({,‘):J(X 87+Y gl):x a— aXi

gibi hesaplanir. Boylece sisteme ait enerji fonksiyonunun diferansiyeli
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2 2 2 2
oL dx; —Y' oL dx; + X' oL dy, —Y' oL
aXjéyi axjaxi 6yjayi ayj'axi

dE, = X'

dy;
seklindedir. Yapilan hesaplamalar ile dinamik denklemin sag ve sol kisimlari birbirine
esitlenir ve gerekli sadelestirmeler yapilir. Bu kisimda & vektdr alaninin etkisini ortadan

kaldirmak i¢in integral egrisinin §(a(t)) = % tanimi1 kullanilir.

TM tanjant manifold, @, simplektik 2—-form ve & vektor alanmi ile beraber
(TM, @ ,¢&) dglisi “Lagrangian  Mekanik  Sistem” olarak adlandirilir. O halde

(TM,®,¢) dinamik denkleminin temsil ettigi (TM,J,g) manifold yapist iizerinde

dinamik sisteme ait hareketin ikinci mertebeden Euler — Lagrange diferansiyel denklemleri

ofoL) oL ofoL) oL
—|—|+—=0ve —| — |-—=0
ot [axi ] oy; ot [8yi J OX;

formatinda elde edilir.

3.3.3. Hamilton denklemlerinin matematiksel modellemesi
Hamiltonian mekanigi klasik mekanigin yeniden formiile edilmesidir. irlandali

matematik¢i William Rowan Hamilton tarafindan (1883) tanimlanmastir.

M manifoldunun TM tanjant demetinin duali T'M Kkotanjant demeti ile

gosterilmektedir. T°M de koordinatlar (q',p'), i=1..,n dir. Hamilton fonksiyonu

H:T'M —» R ile tanimhidir. Kinetik enerji T ve potansiyel enerji P olmak iizere

H =T + P toplamina esittir.

iy, ®=dH esitligi Hamilton dinamik formalizmidir. Denklemin sol kisminin hesabi

asagidaki gibidir.

ile verilen bir vektdr alanini kuralim. iy~ indirgeme fonksiyonu olmak iizere

i, ®=d(X,) di. w:%(xidxi +ydy,) seklinde zel bir 1—form secelim. Q=J"w
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ifadesi J”:T'M — T M lineer doniisiimii olmak iizere Liouville 1—formdur. Burada J~,

J nin dual yapis1 olup
J*(dxi) = dyi , J *(dyi) = _dXi

formundadir.
. 1 1
Q=) (0)=1J (E(Xidxi +ydy, )) ve Q= E(Xidyi - yidxi)

olur. @ =-dQ simplektik 2—form olarak isimlendirilir. ®=dy; Adx; seklinde hesap

edilir. Bulunan ifadeye X, = X' ai 1y -9 vektor alani etki ettirilerck asagidaki formda
X i
yazilir.
®(X,,)=(dy, Adx,)(X' o +Y' o )
H i i an 8}’,- '

Yukarida bahsedilen dis carpim ve Kronecker delta oOzellikleri kullanilarak

D(X,)=—X'sldy i +Y's)dx ; hesaplamasi yapilir. Hamilton dinamik formalizmin sag

kism1 igin d:idijridyj diferansiyel ifadesine H Hamilton fonksiyonu
X, oy

etkiletilirse dH :g—Hde +ﬁdyj olur. Bulunan bu iki kisim birbirine esitlenerek
X . )
j j
X! _dH ve Y' __dH elde edilip X, = X' % 1y 9 ifadesinde yerlerine yazilir. Ote
dy, dx OX; i
yandan
da dx, 0O dy. 0
(o) 22 85 0] ¥ 0
dt  dt ox |« dt oy, | .«

integral egrisi tanimi dikkate alinir. Elde edilen X, ifadelerindeki ayni indisli terimler

birbirine esitlenerek hareket denklemleri bulunur.

Sonug olarak, T'M kotanjant manifold, ® simplektik form ve X,, vektér alan ile

(T'M,®, X,,) dliisii ile gdsterilen dinamik denklemin temsil ettigi (T'M,J", Q)

manifold yapisi lizerinde dinamik sisteme ait Hamilton hareket denklemleri
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OH _dx o, 0H _ dy
oy, dt OX; dt

formatinda bulunur.

3.4. Konformal Geometri

Bir konformal haritalama agiyr koruyan bir fonksiyonel doniisiimdiir. Konformal
geometri ile taniml1 bir uzayda veya manifold {lizerinde uzunlugu koruyan bir doniisiimiin
kurulmasi saglanir. 2—boyutlu reel uzayda konformal geometri tam Riemann yiizeylerinin
geometrisi gibidir. Boyutun ikiden daha fazla oldugu durumlarda (Oklid uzay1 veya bir
kiire ylizeyi gibi) bir ylizeye doniislimii tanimlar. Daha genel bir ifade ile skaler metrik
taniminin bir denklik smifi ile (pseudo) Riemann manifoldu olur. Yapilarin yiizeylerinin
calismasi bazen mobius geometrisi (seridi) gibi veya bir Klein geometrisi (dik izdiisiim)

nin tipindedir.

Bir konformal manifold (pseudo) Riemann manifoldunun bir denklik sinifi ile bir

diferansiyellenebilir manifold tarafindan donatilmistir. g ve h gibi iki metrigin denk

olmasi i¢in
h=w¥23g (3-3)

gerek ve yeter sarttir. Burada W diferansiyellenebilir bir fonksiyondur. Adi gecen
metriklerin denklik siniflarinin her birine konformal metrik veya konformal sinif denir.
Boylece bir konformal metrik bir skaler olarak alinabilir ve genellikle konformal metrikler
konformal sinifindan metriklerden segilerek hareket edilir. Konformal metriklerin

olusturdugu kiimeye konformal yap1 denir ve G ile gosterilir.

Tanmmm 3.4.1. Bir manifold G konformal yapi ile konformal manifold olarak
adlandirilir. Bir konformal manifold da bir noktadaki iki vektor arasindaki agiyr veya
vektorlerin uzunlugunun agis1 korunmasina ragmen tam uzunlugu tanimlanamaz. Ayrica,
vektor alanlarimin simetrik veya asimetrik-simetrik doniisiim notasyonu olan T simetrik

olmasi i¢in gerek ve yeter sart X ve Y iki vektor alanlar1 olmak iizere
9(TX,Y)=9g(X,Y), geG (3.4)

dir.
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3.5. Weyl Manifoldlar:

Bu kisimda kullanilan M, n—boyutlu diferansiyellenebilir bir manifolddur. Ayrica,
T,M, bir p noktasinda M nin tanjant uzay1 ve A" (M) de M iizerinde 1-formlarin

kimesidir.

Tanim 3.5.1. M manifoldu iizerinde g ve @' ile verilen iki metrigin birbirine agiy:

koruyacak sekilde denk olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
g'=e'g (3.5)

dir. M tzerinde f:M — R diferansiyellenebilir bir fonksiyondur. Bu bagmt1 g'~ g ile

gosterilir. S6z konusu ~ ye bir denklik bagintis1 ve denklik siniflarina da agiy1 koruyan
(konformal) sinif ad1 verilir (Folland, 1970).

Tamm 3.5.2. C metriklerin bir konformal simfi olmak iizere (M,C) ikilisi bir

konformal yapi olarak adlandirilir (Kadosh, 1996).

Tamim 3.5.3. M iizerinde agiy1 koruyan C yapisi ile Riemann metriklerinin denklik
smifi olan G birbirine denktir ve C = G ile gosterilir (Kadosh, 1996).

Tamm 3.5.4. Eger u,, g €C metrigi ile bir ortonormal baz ise {ui}]sign cT,M

kolleksiyonuna p de bir konformal taban (gergeve) denir (Kadosh, 1996).

Tamm 3.5.5. Eger y: [a, b] — M nin her pargasi i¢in bir konformal taban {Vi (a)}i

olmak tlzere M

ile y nin paralel vektor alanlar1 boyunca her kolleksiyonu {Vi }Kisn

tizerindeki bir D konneksiyonuna uyumludur denir. O zaman {Vi (b)}i ayrica bir

konformal tabandir (Kadosh, 1996).

Teorem 3.5.1. M iizerinde D bir konneksiyon ve uygun bir metrik g € C olarak

secilsin. ( M ,C) ile D nin uyumlu olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Dyg+a(X)g=0 (3.6)

esitligini saglayan @ bir 1—formu vardir (Kadosh, 1996).
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ispat:
< Burada D,g+@(X)g=0 esitligini saglayan bir @ 1-formu oldugunu

varsayalim. {Vi} bir paralel vektor alan1 boyunca {\/i (a)}i bir konformal taban ile bir

I<i<n

egrilik y: [a, b]—> M alalim. ¢ >0 igin g(Vi (a),V;(a))=c, 1<i<n olsun. Boylece

dg (Vi (1).V; ()
dt

= (0, 8)V, (.Y, () =~ (7©) gV V.V, (V).
elde edilir. Bu diferansiyel denklem ¢6ziilerek

jw (7(s))d

gvi(®).V;(®) =cye *

=) eKlindedir.

0
bulunur. Buradaki c; katsayisi c; ={ )
C ,i#]

= Farzedelim ki D uyumlu bir konneksiyondur. Uygun olarak veT M verilsin.
D,g, X ig¢in dogrusal ve uygun olarak r e R i¢in D,g =rg(p) dir. Bir egri olarak
7@ =v ile y:[a,b]>M secelim. {V,(a)}, nin ortonormali g ile beraber y paralel
vektor alam boyunca {V, |_._ olsun. §' paraleldir ve dual bir formu olarak 8' =V," olsun.
Vvt e [a,b] i¢in konformal baz {V, (t)}. olmak iizere f :[a,b] = R bir diferansiyellenebilir

fonksiyon vardir ve e (Zi 0'®6' ): g(y(t)) dir. Boylece

- Ot

D,g = Et( )( (de (o @6 )+e! —(Z@'@@)J

Tamim 3.5.6. Bir uyumlu burulmasiz (torsiyonsuz) konneksiyon olan D bir Weyl
konneksiyonu olarak alinirsa bu takdirde (M,C, D) ticliisti bir Weyl yapist olarak
adlandirilir (Kadosh, 1996).

Teorem 3.5.2. geC deki herhangi bir metrik ve @ 1-form olmak iizere
D,g+@(X)g =0 esitligini saglayan bir tek D Weyl konneksiyonu vardir. Boylece D
asagidaki esitligi saglar (Kadosh, 1996).
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. X(9(Y,2))+o(X)g(Y,Z)-g([X,Z],Y)
9(D.Y.2) =7 +Y(9(X,Z))+o(Y)9(Z, X) - g([Y, X],2)}. 3.7)
~Z(g(X,Y))+@(Z)g(X,Y)-9([Z,Y], X)

ispat:

Varhk:

D nin tanimi (3.7) da kullanilirsa D nin bir diiz-ileri hesaplama ile serbest donme
konneksiyonu uygun olarak D, g+ o(X)g =0 esitligini sagladigr goriiliir. Boylece

Teorem 3.5.1 yardmiyla D M f{izerinde bir uyumlu konneksiyondur.

Teklik:
D bir serbest donme konneksiyonu ve uyumlu olarak D, g + @(X)g =0 ile verilsin.

D nin (3.7) nin agik formuna sahip oldugunu gosterelim.
(Dx9)(Y,Z)+9(DyY,Z) +9(Y, Dy Z) = X(g(¥,2))
yardimiyla asagidaki sekilde bulunur.
9(DxY,Z) = X(g(Y,2)) + &(X)g(Y,Z) - g(¥, Dy 2).

Serbest donme sartlar1 kullanilarak D, Z =[X,Z]+ D, X elde edilir. Bu ifadeler yerlerine

yazilarak,
g(D4Y,Z) = X(g(Y,Z)) + &(X)g(Y,Z) - 9([X.Z],Y) - g(D, X,Y).
Benzer olarak
9(D,Z,X) =Y(9(Z, X))+ (Y)9(Z,X) - g([Y, X],.Z) - g(D, Y, 2).
ve
9(D, X.Y) =Z(g(X,Y)) +o(Z)g(X,Y) - g([2,Y], X) - 9(D, Z, X).
Yukaridaki ilk iki esitlik toplanir ve tigiincii esitlikten ¢ikarilirsa istenen sonug elde edilir.

Tanim 3.5.7. F(g,®) =D olacak sekilde

F :{M lizerinde 1- formlar} xC — {Weyl konneksiyonlar:} seklinde bir fonksiyon
olsun. Burada Teorem 3.5.1 ye gore D =D(g,w) bir Weyl konneksiyonudur (Kadosh,
1996).
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Onerme:

1) F ortendir.

i) F(g,0)=F(e'g,n) ©n=o-df
ispat:

(i) Teorem 3.5.1 ¢ gore F ortendir. Gergekten, Teorem 3.5.1 ile uyumlu serbest

donme konneksiyonu D ve Vg e C i¢in burada F(g,w) =D ile 1-form olan @ vardir.
(ii) F(g,w) =F(e"g,n) = D olsun. Boylece
Dy (e'g)+n(X)e'g=X(e'g)+e'Dyg+n(X)e'g
=df (X)e'g+e'D,g+n(X)e'g=0
elde edilir. D, g=—(df (X)+7(X))g) dir. Ayrica D, g =-(X)g Ve w=df +7 olup
tersine 7 =w—df dir. D=F(g,w) den D=F(e'g,;7) Teorem 3.5.2. ye gore tektir o
zaman kolaylikla gosterilebilir ki Dy (ef g)+ 7(X)e'g =0 dir. Yani

Dy (e'g)+n(X)e'g=e"df (X)g+e Dy g+ (o(X)-df (X))e'g
=e'(Dyg +(X)g)=0.

Tamim 3.5.8. G konformal yapisi ile birlikte M manifoldu tizerinde bir Weyl

yapist: F :G — A" (M) ve bir diferansiyellenebilir fonksiyon f ile

Fle'g)= F(g)-df (3.8)

seklinde tanimlanir. Weyl yapisi ile birlikte manifolda Weyl manifoldu denir. Bir Weyl
yapisim belirlemek i¢in g bir Riemann metrigi ve ¢ bir 1—form ile F:G — A*(M) bir
fonksiyoneldir ve g nin denklik sinifi G igin F(ef g)= @ —df olarak tanimlidir (Folland,
1970).

Tamim 3.5.9. F nin farkli her bir formunun bir Weyl yapisina egrilik mesafesi denir.

Onlar yaygin olarak dis tiirevlere sahiptir ve tam formlar tarafindan belirlenir (Folland,
1970).
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Teorem 3.5.3. Bir Weyl manifoldu M nin bir lineer konneksiyonunun Weyl yapisi
ile uygun olmasit icin gerek ve yeter sart G den iiretilen skaler ¢arpimin paralel

doniistimiine sahip olmasidir (Folland, 1970).

Tamim 3.5.10. Bir M konformal manifoldu {izerinde bir Weyl yapis1 ¥ metrik
demetleri {izerinde bir konneksiyondur (Folland, 1970).

3.6. Weyl Egrilik Tensorii
Weyl egrilik tensorii; uzay-zaman igindeki bir egriligin Olciilmesinde kullanilir.
Riemann egrilik tensorii gibi Weyl tensorlii de geodezikler boyunca olan hareket ile

ilgilenir.

Weyl egrilik tensorii Riemann egrilik tensoriinden farklidir ve degisen (degisken)
egriliklerde de kullanilabilir. Eger boyutlar 2 veya 3 ise Weyl egrilik tensorii 6zdes olarak
kaybolur. Boyutlar 4 ve daha fazla ise Weyl egrilik tensorii genellikle sifirdan farklidir.

3.7. Holomorfik Egrilik

Simplektik topolojiler (manifoldlar) i¢in J —holomorfik egrilik teorisi Gromov
tarafindan ortaya konmustur. J —holomorfik egriler teorisi son zamanlarda simplektik
geometri caligmalarinda simplektik manifoldlarin genel yapisin1 incelemek igin devrim

gibi olan yeni tekniklerden biri olmustur (Gromov, 1985).

Darboux’un teoremine gére biitiin simplektik formlar yerel diffeomorfiktir ve R*"

Oklid uzay: iizerinde standart lineer formu asagidaki gibidir.

@, =dx; AdX, +...+dX,, ; AdX,, (3.9

Bir hemen hemen kompleks simplektik manifoldun temel 6rnegi (R*",@,) standart
Oklid uzayidir ve onun standart hemen hemen kompleks J, yapist n—boyutlu kompleks
C" tizerinde de gegerlidir. Bu yapilar:

Zj =Xy Xy (3.10)
J=12,...,n i¢in asagidaki sekilde tanimlanir.

‘Jo(azj—l):aZj' ‘]0(82j):_62j71' (3-11)
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Burada T,R* in standart bazimin agik ifadesi o ; =0/0x; seklindedir (McDuff ve
Salamon, 1995; Sato, 2003).
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BOLUM 4
WEYL MEKANIK SISTEMLER

4.1. Weyl —Euler — Lagrange Hareket Denklemleri
Bu kisimda kuantum ve klasik mekanikte ¢ok kullanilan hemen hemen (para)

Kéhler-Weyl manifoldu (M,Ji,g) tizerinde Euler—Lagrange hareket denklemleri elde

edilecektir.

Bir manifold Weyl yapisi ile Weyl manifoldu olarak adlandirilir. Her bir Weyl

manifoldunun dogrusal baglanti ile uyumlu donmesi (burulmasi) tektir. Bu nedenle Weyl
yapisi (M , J,V) ile gosterilecektir. Burada M manifold, J holomorfik egrilik formu ve
V ya M fiizerinde bir serbest donme konneksiyonudur. Eger (M,J,V) Weyl manifoldu
ise g metrigi ile beraber (M,J_,V,g) ye hemen hemen pseudo—Hermityen—Weyl
manifoldu denir. M manifoldu tizerinde J_ hemen hemen kompleks yap1 bir
endomorfizmise J_g=¢ icin J> =—1 vedual formu J g =g i¢in J* =—I dir. Benzer
olarak (M,J,,V) Weyl manifoldu ise g metrigi ile beraber (M,J,,V,g) ye hemen
hemen para—Hermityen —Weyl manifoldu denir. Eger M manifoldu tizerinde J, hemen

hemen parakompleks yapi bir endomorfizm ise J,g=g igin J,>=1ve dual formu

Jg=gi¢in J? =1 dur.

(+) formalizmi (+) parakompleks ile (=) kompleks paralel geometrileri tartigmaya
ve karsilastirmaya izin verecektir. Ornegin hemen hemen (para) kompleks manifold

(M , Ji) nin (para) Nijenhuis tensorii N ile gosterilirse (Newlander ve Nirenberg, 1957);
N, (X,Y)=[X,Y]FI,[0.X,Y]FI,[X,d.Y]+[3.X,3.Y] (4.1)

dir. Gilkey ve Nikcevi¢ egrilik operatorii Kahler 6zdesligini sagladiginda 6 ve daha fazla
boyutlu hemen hemen Hermityen—Weyl manifoldlarinin Weyl yapisina agik olacagini
gosterdiler. Eger J. bir integrallenebilir hemen hemen (para) kompleks yapisi ile P e M
de herhangi bir nokta verildiginde hemen hemen (para) Hermityen —Weyl geometrisinde
integrallenebilir hemen hemen para—kompleks yapisi olarak,

3,0, =0, vel.d, =*o

7 Xoiq

, i=1.,n (4.2

X2i-1
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yerel koordinatlar1 6nermislerdir (Gilkey ve Nikcevi¢, 2010). Bu yapilarin paraholomorfik

ozelligi bakildiginda J, nin bileskesi asagidaki gibidir.

Jza:JoJ azji:a
" aX2i—l ’ " aX2i—1 ’ 6X2i aX2i—l

(4.3)
32 0 3.0, 0 _. 0 |_ 0
aXZi aX2i aX2i—l aXZi
J? =1 olup hemen hemen parakomplekstir. J_ yapisi igin;
aX2i—1 aX2i—l aX2i aXZi—l (44)

) aXZi ) ) aX2i ) aXZi—l aXZi

seklinde J? =—1 olup hemen hemen komplekstir.

Yukaridaki iki yapiya bakilarak (M J.,V, g) dortliisii bir hemen hemen para/pseudo
Hermityen —Weyl manifoldu olarak adlandirilir. Eger J, integrallenebilir ve izi V(J,)=0

ise (M,J.,V,g) dortliisiine (para) Kihler —Weyl manifoldu denir.

4.1.1. J, paraholomorfik yapih Weyl —Euler — Lagrange hareket denklemleri

Ik olarak (M,J,,V,g) hemen hemen para—Kéhler—Weyl manifoldu J,

paraholomorfik yapis1 alinir ve onun koordinat fonksiyonu olarak (XZi_l, Xy; ) secilirse;

Y LCE A, I A (45)
My ) Oy i) iy

dir. Hemen hemen parakompleks Weyl geometrik yapilari tizerindeki 6zel bir vektor alani

(semispray) & olmak iizere (Tekkoyun, 2005):

£=X

2i1 %y s + Xy %, ) X2i—l = XZi—l =X X2i = X2i = XZi—l (4.6)

seklinde kurulur. Hemen hemen para—Kahler — Weyl geometrik yapilari tizerindeki

para—Liouville vektor alan1 V, = J ((f) olup,
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0 0
+ + (5) 2i-1 aXZi 2i aXZi_l ( )

olarak hesaplanir. Hemen hemen para —Kéhler —Weyl kapali 2-formise ® =-dd, L

olarak tanimlanir (Crampin, 1981). d; formu ise agagidaki gibi elde edilir.

d, =L de,  +—2dx,. (4.8)

tOXy iy

Yapilan bu islemlerin sonucunda d; L;

0 0

d, =——dx, , +——dx,.: F(M) > A'M yardimiyla
J, 0%, 2i-1 %, . 2i (M) > A Y y
d, L =idx2i4 +io|x2i (4.9)
: aX2i aXZifl

olarak bulunur.

o°L o°L

O =———dx, , AdXy; , ———dx,, , AdX,,
Ky Oy ooy, Xy, T
221—1 2i 2 2j-17"72i-1 (410)
__ot dX,; /\dXZi_l—a—de2j A dX,,
5X2j8X2i 0 2j Xoia
olup gerekli iglemler yapilarak
2 2
L= %dx2i1 A Xy + 8de2i A Xy
Xy 4 OXoe X, . . OX.:
2];1 2i 22]—1 2i-1 (411)
+ oL dXyy A dXy; +8—de2i A Xy
OX, Oy, OX, 0%y 4
elde edilir.
OX,; . OX.: .
dXyi_y 2 =21 =5;"=0 ve dx,, 0 |- Paus =655 =1 (4.12)
aX2i aXZi 2i-1 aXZi—l

islemleri dikkate alindiginda;
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0%L 0%L

—————dX, , AOX,  +——————dX,; A DX,
anj_laXZi 2i-1 2j-1 5X2 j_laXZi_l 2i 2j-1
®L(§)= 2 2 Xai1
oL oL
Xy A Xy + ————dXy; A dXy;
OX,;OXy; OX,;OXyi 4
yardimiyla

+X2il

0
) - X.. dx,. , —dx,, | —— |dX,,
L(é:) 2i-1 5X2, 18X2| l: 2|—1( 2|_1J 2j-1 2]—1£8X2i_1] 2|—1j|
aX2j 1aX2| -1 { ( -
0

+ X —dX,;| —— |dx,;

2i- (3 ZjaXZI { 2i 1(8 2-—1J 21(6X2i_lj 2|1:|
+ qu -1 |: ( j - Zj(L]dxzi:|

aXZJ@XD -1 aX2| -1 aXzi—l

2
+ X2i oL dXZi—l d dsz - dxzj—l d dXZi—l
OXy10%y; OXy; OXy;

2
+ X, o'L {dx2i
aXijlaXZifl

2
+ X2i L dXzi—1 i dX2j —dij i dXZi—l
oX, j OXy; OXy; OXy;
2
+X2ia—L dx,, i dxzj —dx2j i dx,;
axzjaxﬂ_l OXy; OXy;

olur. Yukaridaki ifadede sadelestirmeler yapilarak asagidaki form bulunur.
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o°L o°L
o——dX,. , —dX,. [+ X, 0dx, . , —dx,,.
2i-1 8X2,~_1@X2i [ 2j-1 2|—1] 2i-1 5X2j_15X2i_1 [ 2j-1 2|]
2 2
X =2 [y, — O |+ Xy — = [0k, — Odx, ]
aijaxzi 2§0X5i4
q) L (é:) = a2 L az L '
+ X2i —[OdXijl - 0dx2i—l]+ X2i —[dXijl - OdXZi]
aXZj—laXZi 6X2 j—laXZi—l
2 2
+ X, L[dezj - dx2i_1]+ X, L[dxZj - dXZi]
i OX,;0Xy; OX, 0%y 4 |
(4.15)
Islemlere devam edilirse,
o°L o°L oL
CDL (68) = X2i—1 a— X2j—l - X2i—1 —dxzi—l — Nia —dxzi
X210 Oy 10X, Oy 10%5; 4
2 2 2
+ X, dezj + X, dezj_l - X, dem_l (4.16)
OX,;OXy; OXy; 10Xy 4 OX,;OXy;
2 2
+X2iL 2j_X2iL Xyi
OX,;OXyi 4 OX,;OXyi 4

olarak dinamik denklemin sol tarafi elde edilir. Dinamik denklemin sag tarafinin hesabinda

Lagrange enerji fonksiyonunu E, =V, (L)-L olup burada V, (L)=[J, (&)JL) dir. Ayrica

V. (L)= Xy, o, X, “L putunur. Boylece
2i 2i-1
E, =V (L)-L=X,, x| (4.17)
8X2i aX2i—l

elde edilir. Bu denklemin diferansiyelini alinip dE_

o°L oL oL
dEL = X2i—1—dx2j—l + X2i P X2j—1 T A,
OX,10%5i 4 OXyjq

Oy 10%y;
2 2
PSRt VO i SPV:
OX,; 0%y OX,;OXy; 4 OX,

dx, iy
(4.18)

olarak hesaplamir. @ (&)= dE, ifadesi kullanilarak,
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0%L 0%L 0%L

L —dx, - X, ———dX, , - X, , —————dX,,
2i-1 aXZJ-_15X2i 2j-1 2i-1 8X2j_15X2i 2i-1 2i-1 axzj_ﬁXZi_l 2i
2 2 2
+ x2i—l a—dezj + Xzi a—LdXZH - x2i a—LdXZi—l
OX,;0Xy; OXy; 10y 4 OX,;OXy;
2 2
+ X, dezj - X, de2i
O, 0%y 4 OX5 0%y 4 (4.19)
2 2
2i-1 a—dezH + X2i de2j71 _idxzj—l
aXZj—laXZi aXZj—laXZi—l aXZj—l
2 2
X0 g xy g g
OX,;0Xy; OX,;OXyi 4 OXy;

bulunur. Her iki taraftaki ayni terimli ifadelerin sadelestirmeler yapilirsa; asagidaki esitlik

elde edilir.
o’L N o°L y o°L dx
“Moia A Ui T A~ URy T Ay Ui
OX, . 0% OX, . 0% OX., : OX.:
221—1 2i 2j-17"72i-1 2720 (420)
-X, deﬁ :_idxzj _idxzj—l'
OXy 0%y 4 OXy Xy 4
Indis uyumu igin j — i almip ayni indisli terimler birbirine esitlenir ve
2 2 2
_XZi—l L dXZi—l RAYIE! L X — x2i LdXZi—l
aXZi—laXZi aX2i—lax2i—1 aXZiaXZi (4 21)
oL oL oL
IEAY] —dXZi == dXZi - dXZi—l
OXy; 0%y 4 Xy, Xyiyg
bulunur. Boylece birinci ve ikinci denklem,
_ L X _ i X = _i dx
2i-1 aXZi,lzaXZi 2i-1 2i aXZi(?XZi 2i-1 8X2i71 2i-1 (422)
- X2i—1 dem - X2i de2i = _idxm
OXzi10%5i 4 O 0% ;4 OX,y;

dir. Yukaridaki ifadelerde diizenlemeler ile,
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oL oL _ o
Oy 1y Xy gy |
2 2
_Xzi—la—L_xzi oL :_aL
a)(Zi—la)(Zi—l aXZiaXZi—l aX2i

AV

(4.23)

olur. Gruplandirmalar yapilarak birinci ve ikinci denklem,

2 2
[, oL X, o°L N oL _0,
OXyi1 0%y Xy O%yi ) gy

2 2
[, o°L X, o°L N oL _0,
Xy 10%yiy Oy 0%y ) OXy

(4.24)

olup asagidaki forma getirilir.

—[x2i1i+ X, 2 (8" j+ L _o (4.25)
aXZi*l aXZi aXZi aXZifl

—[xm_li+ x,, 2 ( oL j+ L _o. (4.26)
a)(Zi%l. aXZi aXZi—l aXZi

&=X, L + Xy L vektor alani yerine yazilarak,
aX2i—1 aX2i

S (L P L LS (4.27)
OXy; OXyi 4 OXyiq ) OXy

olur. f(a(t))=0’c(t) =% integral egrisi tanimi yukaridaki formda gbz Oniine

alinirsa;

L Sy i L) (4.28)
at aX2i aXZi—l at 8XZi—l ax2i

seklinde elde edilir. (4.28) de elde edilen denklemler hemen hemen para—Kahler —Weyl
manifoldu (M,J+,V,g) uzerinde (M,d),_,ff) mekanik sistem yapist ile cisimlerin

uzaydaki hareketlerinin zamana goére modellemesi olan Weyl —Euler—Lagrange

diferansiyel denklemleri olarak isimlendirilir.
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4.1.2. J_ holomorfik yapilh Weyl —Euler — Lagrange hareket denklemleri

Hemen hemen  pseudo—Kiahler—Weyl  manifoldu (M,J_,g) iizerinde
Weyl —Euler—Lagrange denklemlerini elde edilecektir. Ilk olarak hemen hemen

pseudo —Kéhler —Weyl manifoldlarinin J_ holomorfik yapis1 alinarak ve onun koordinat

fonksiyonu olarak (x,, ,,X,; ) secilerek

R A PRV T B (4.29)
aX2i—1 aX2i aX2i aXZi—l

holomorfik yapilarin1 baz alinarak hesaplamalar yapilacaktir. Hemen hemen kompleks

Hermityen —Weyl geometrik yapilari tizerindeki vektor alani

0 0
§:X2i—1ax +X2ia
2i-1 X

v Ko = Xoing = Yoy Ky =Xy = X514 (4.30)

seklinde 0Ozel olarak secilmistir. Dinamik denklemin sol tarafi @ =-dd, L

hesaplandiginda
d, =L, ——%dx, (4.31)
o 0%y 2i-1
d, L=, 0 g, (4.32)
. aX2i aX2ifl

olur. ®, =—dd, L= —d(djf L)

2 2
O, = _L dsz AdXy | + L dijf1 A dX,,
Xy 1O%, O%p 1%y (4.33)
2 2 .
__otL dX,; A dXy , + oL dx,; A dXy,
OX, 0%, 2i%gi1
bulunur. Islemlere devam edilirse
2 2
O, = L dX, 4, A dxzjfl - a—de2i A dXZH
8X2j_16X2i aXZj—la)(Zi—l (4 34)
2 2 .
+ oL X,y A OXy; —de2i A X,
OX,;OXy; Xy O%yiy
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elde edilir. @ (&) g

igin & =X, , ——+ X, 9 kullanilarak,
aX2ifl 2i
2 2 ]
oL dXi g A OX,; —de2i A Xy
OXy10%,; OXy10%5i 4 0 0
CDL(f): 2 2 Xoia T Xoi ——
0°L o0°L Xy 4 OX,;
Xy g A Xy, = ————dX,; AdXy;
OX,;0Xy; OX, 0%y 4 |
(4.35)
olur. Yapilan islemlerde
OX.: : OX; -
de, | O |=Paa 571 g ve dy, |0 = T _saa g (4.36)
aXZi aXZi 2i-1 aXZi—l
ozelligi gozoniine alinirsa,
o%L 0 0
o =X, ,——|dX, | —— |dX,; , —dX,; | —— |dX,,
L(é) 2i-1 aXZHaXZi [ 2|l(aX2il] 2j-1 Zjl(aXZi 1j 2|1:|
oL 0 0
= Xaig {dxz{ ]dXZj—l - dXZj—l(—jdXZi:|
aX2j—1ax2i—l aX2i—1 aX2i—1
0°L 0 0
+ X 2i-1 W{dxzi{ax jdxzj - dij (ax—jdxzi 1}
2j0%i 2i-1 2i-1
2
- x2i—l L{dxzi( o )dxzj - dxzj (Ljdxzi}
a)(Zja)(Zifl aX2ifl aX2ifl
2
p—— [dxz._ ( 7l dxz,-_l( ‘ jdx}
8X2] 18X2i 8X2i X
2
— Xy oL dx,; 2 dx,;; —dX,; n dX,;
aXZj—laXZi—l aX2i aX2i
2
+X2iL dX,; , i dx,; —dX,; i dx,; ,
OX,;OXy; OXy; OXy;
2L p p (4.37)
- Xy ——— | dX, | — dxzj —dX2j — |dx,,
OX, 0%z 4 OXy; Xy,

olur. Islemlere devam edilip gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

64



%L %L
X, , —dX, | X, —————[0dX, . , —dX,.
2i-1 5X2H<3X2i [ 2j-1 2|—1] 2i-1 6X2j716X2i71 [ 2j-1 2|]
2 2
+ Xaia oL [dXZJ - OdXZi—l]_ Xoia _oLt [OdXZj —0dxy, ]
OX., : OX.; OX.. . OX...
® (5) _ 2j 2i 2j 2i-1
L 2 2
+ X2i L[dezj—l - dezi—l]_ X2i a—L[dXZj—l - OdXZi]
OX,10%y; Xy 51 0%y
2 2
+ Xy L[OdXZj - dX2i—1]_ X, L[dxn - dXzi]
i OX,;OXy; OX, 0%y 4 |
(4.38)
olur. Sifir olan terimler ¢ikartilirsa
_ , , _
x2i71 L 2j-1 X2i—l oL dX2|71
OX,10Xy; OX,10Xy;
2 2
+ Xy deﬁ + X oL dXZj
a)(21'718)(2i71 2jaX2i
® ()= ) i (4.39)
L dX ¢ de
2i aXZj—laXZi—l 2j-1 2i aXZjaXZi 2i-1
2 2
LA M S
L aij aXZi—l aXz j aXZi—l ]

esitligi elde edilir. Dinamik denklemin sag tarafin1 hesap etmek gerekirse hemen hemen

pseudo —Kahler — Weyl manifold tizerindeki V_ = J_(&) pseudo-Liouville vektor alant

0 0
Vo=J (&)= Xy —— Xy —— 4.40
- - (é:) 2i-1 aXZi 2i aXZi_l ( )
olur. V_(L)= XZi_li— X, L gir. E, =V_(L)-L enerji fonksiyonu
aXZi 2i-1
E, =V (L)-L=X, X _x, -t | (4.41)
aXZi aXZi—l

bulunur. Bu denklemin diferansiyeli alinirsa
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o%L o°L oL

dEL = X2i—1 —dXZ'—l - X2i —dX2 -1~ A, dX2 j-1
Oy 10Xy, . OXy; 10Xy 4 : OXyia :
o’L oL oL (4.42)
+X2i—1— ij_ 2i AL AL X2j__dX2j
OX,;OXy; OX,;OXy; 4 OXy;
elde edilir. @, (&)=dE, ifadesinden,
—GZL Xy 1 — —82L X, + X —82L dx
2i-1 8X2j_18X2i 2j-1 2i-1 8X2j_15X2i 2i-1 2i-1 5X2j_15X2i_1 2i
2 2 2
+X2i—l L dxzj - X2i dezu AV dezm
OX, ;0% Oy 10%gi 4 OX, ;0%
2 2
_ X2i den + X2i dem (443)
OX, 0%y OXy 0%y 4
2 2
= ><2i—1 L dx2j—1 - X2i L dXZj—l - i dx2j—l
axz j—1aX2i 8X2 j—laXZi—l 8X2 j-1
o°L o°L oL
i ot T 8 g e e g,
2“0 2jYM2i-1 2]
olarak hesaplanir. Bu ifadede gerekli sadelestirmeler yapilirak,
2 2 2
2i-1 L dXZi—l + X2i—1 L dXZi - ><2i L dXZi—l
X, j—laXZi X, j—laXZi—l X, jaXZi
o°L oL oL (449
+ Xy X, =———dX,; ;, ———dx,;
OXyjO%gi 4 Xy 4 OXy
olur. j —i alinip ayni indisli terimler birbirine esitlenerek,
2 2 2
_XZi—l a—L dXZi—l + X2i—1 L dXZi - X2i L dXZi—l
aX2i —laXZ i aXZ i —laXZ i-1 aX2i aXZ i
oL oL oL (45)
Xy ——— dXZi =— dx2i—1 A dXZi
aXZiaXZi—l aX2i—l aXZi
bulunur. Boylece
2 2
- X 2i-1 % dxzu - X 2i % dXZi—l = _axidxzu
2i-10%5; 210Ky 2i-1
4.46
oL d%L oL (4.49)
X dxzi + X dxzi =T dXZi
aXZi—laXZi—l aXZiaXZi—l aX2i
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denklemleri bulunur. Diizenlemeler yapilirsa

0%L 0%L oL
—— Xa +
Xy 0%y, Oy 0%y iy
0%L 0%L oL
—+ X, +
a)(Zi—laxzi—l aXZiaXZi—l aXzi

=0

- X2i—1
(4.47)

+ X2i71 =0

sekline doniigiir. Gruplandirmalar yapilarilarak, denklemler

2 2
—| X, o0°L X, oL N oL 0
OXy; 10X y; OX,;0Xy; OXyi 4

2 2
Xzi—l—a - + X, oL + oL =0
OXy; 10X g 4 OX;0%y; 4 OX,y;

(4.48)

formuna getirilir. ikinci ¢arpanlar disar1 ¢ikartilirak,

PSP S T o

2i-1
aXZi—l aX2i aX2i aXZi—l

(XZi_l—aL + X, oL J( oL J—I— oL =0. (4.50)
Xaig My J\ %oy ) OXy

olur. £=X,, , 0 + X, 0 vektor alani yerlerine yazilirak,

6Xzifl 0X2

B R ALY S L IS (4.51)
OXy; OXyi 4 OXyi 1

olur. f(a(t)) =a(t) = % integral egrisi tanimindan birinci ve ikinci denklem,

_ofe ), ok o o of ) (4.52)
Ot\ 0%y ) OXyiy O\ OXyiy ) Oy

formunda bulunur. Boylece (4.52) de elde edilen denklemler hemen hemen
pseudo —Kihler —Weyl manifoldu (M,J_,V,g) iizerinde (M, ® ,&) Lagrangian mekanik

sistem yapisi ile Weyl —Euler —Lagrange hareket denklemleri olarak adlandirilir.
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4.1.3. J, (para) holomorfik yapih Weyl —Euler —Lagrange hareket denklemleri
Bu kisimda 4.1.1 ve 4.1.2 de yapilan calismalar tek bir catida toplanacaktir. Yani,
hemen hemen  para/pseudo—Kéhler—Weyl  manifoldu (M,Ji,g) tizerinde
Weyl —Euler —Lagrange hareket denklemleri elde edilecektir. ilk olarak hemen hemen

para/pseudo —Kéhler —Weyl manifoldunun J, (para) holomorfik yapisi

J. 0 :i ve J, 0 == 0 (4.53)
B aX2i—l aX2i B aXZi 8XZi—l

olarak tanimlansin. Hemen hemen (para) kompleks Weyl geometrik yapilart iizerindeki

vektor alani &,

0 0 . . .
&=Xu, % s + Xy ox, ) X2i—l = X511 = X5 x2i =X =X (4-54)

olarak segildiginde; M hemen hemen para/pseudo —Kéhler—Weyl manifoldu tizerindeki

V., = J, (&) para/pseudo -Liouville vektér alani,

0 ix, 2 (4.55)

V,=1J =X,,—=
+ + (g) 2i-1 aXZi 6X2i_l

olarak bulunur. ® =-dd, L hesaplamasi i¢in 6ncelikle

d, =L, +—2 dx, (4.56)
: aX2i aX2i—1
den
d, L=, +- L gy (4.57)
: aXZi aXZi{L
elde edilir.
2 2
O, = _dezj—l Adx, ,F L dxzjf1 A OX,;
OX, j_laXZi OX, j—laXZi—l
L L (4.58)
— Xy A Xy F———dX,; AdXy
OX, 0%, 0%, j 0%y 4

gerekli islemlerden sonra
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0%L 0%L

dXpi 4 A Xy, £ dXy; A dXyj 4

= —
6Xz(;'zlfxzi 5;(22 Ij_1aX2i1 (4.59)
Xy A OX,; £ ————dX, A dX,;
OXyOXy; OXy0X5i 4
olur. Dis ¢arpimin 6zelligi ve & = X, , 9 + X, 9 kullanilarak,
Xaig Xy
2 2
deﬁfl AdX,; de2i AOXy;
3 axzj—laXZi aXZj—laXZi—l 0 0
CDL(ﬁ)‘ 2 2 X2i—1—+X2i_
o°L d dx.. + oL q q iy Xy
W UOTIA ij—ﬁ Xoi A OXy;
X2 0Xyi X2jO0X5i4
(4.60)

OX,: :
elde edilir. Yapilacak islemlerde Kronecker delta 6zelligi dXZH(aij = % =671 =0,
X2i X2i

OX,: :
X4 0 |- % _ 6271 =1 kullanilirsa,
Moy ) OXgig

oL 0 0
1)) =X, ,—— | dx, dx,; , —dx dx
L (5) 2i-1 axzj—laxzi |: 2Il[axz|_1j 211[8)(2'_1] 2i 1}
2
- x2i—1 oL |:dx2i ( 0 JdXZj—l - dXZj—l[ d ]dXZi:|
aXZj laXZi -1 aX2i -1 aXZi—l

0
+ X, , dx —— |dx,;_
2182182[ 21(8X ] 2j 2](8X2i1J 21:|
o%L 0
+>(2im dXzi—1 572. dXZj—l 21—1 dx2|—1

X, i{dxﬁ
} (4.61)
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formu bulunur. Gerekli sadelestirmeler ile,
o°L o°L
@ =X, ————|dX,: , —dX, , [+ X, , ——————(0dX, . , —dX,,
L(f) 2i-1 aXZj—laX2i [ 2j-1 2|71] 2i-1 axzj—laxzi—l [ 2j-1 2|]
2
oL [de2j —0dx2i]

o°L
+ X 2i-1 A, Ay [dxzj - 0dx2i—l]i X 2i-1
OX,0Xy; OX, 0%y 4
%L %L (462)
+ Xy —[OdXijl - dezm]i Xy —[dsz - OdXZi]
OXy 10Xy OX5j10%5; 4
2 2
+ Xy a—L[dezj - dxzm]i X, a—L[dXZJ - dxzi]
20Xy O, O%zi4
elde edilir. Sifir olan terimler ¢ikartilirsa,
o%L o°L
)] =X, ,—dXx, ,— X, , ——dX,,
L(é) 2i-1 8X2j_15X2i 2j-1 2i-1 8X2j_18X2i 2i-1
2 2
+ X2i71 oL dxzi + X2i—1 deﬂ
OXy;10%y; 4 X, 0%y (4.63)
o%L o%L '
* x2i a—dXZj—l A —dxzpl
X2j—laX2i—1 OX, j OX,y,
2 2
B SV
OX, 0%y 4

2i
0X, i OXpiy

olarak hesaplanir. Dinamik denklemin sag yani i¢in Lagrange fonksiyonunun enerji
oL oL
2ia A T X2i

fonksiyonu E, =V,(L)-L olup V,(L)=[J.(&)](L) den V,(L)= X

olarak hesaplanir. Boylece,

Toyx, E 1L

E =V.(L)-L=X,,—
L +( ) 2i-1 aXZi aXZi{l

olur. Bu denklemin diferansiyeli alinirsa;
o°L

dXZj—l - X2i —dXZj—l RV

aXZj—laXZi—l

2
oL dx,; — idx2 J.
OXy;O%5i 4 OXy |

2
dE, =X, L&
OXyj 10Xy

2
oL dx,; £ Xy

X, 0=
7 0%y 0%y

bulunur. @, (£)=dE, dinamik denklemin her iki yan1 birbirine esitlenirse;
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o°L o°L _ o°L

o—aX, X, ———dX,  F X, ———dX,,
2i-1 aXZj—laXZi 2j-1 2i-1 aXZj—laXZi 2i-1 2i-1 8X2j—18X2i—1 2i
2 2 2
X2i—l L dXZj * X2i L dx2j—l N\ 2i L dXZi—l
OX, ;0% Oy 10%y; 4 OXy jOXy;
2 2
ixziL XZj$ Zidezi
OXy 0%y 4 OX, 0%y 4
2 2
= Xzi—l L dXZj—l t X2i L dXzH - i dXijl
5X2 j—laxzi 8X2 j—laXZi—l aXz j-1
2 2
+X2Ha—|'dx2jix2i oL X, — o dx,,
OXy 0%y OXyj0%; 4 OXy
seklinde yazilir. Sadelestirmeler yapilirsa,
2 2 2
_X2i—1 L dXZi—l + X2i—1 L dXZi o X2i L dXZi—l
8X2 j—laxzi aXz j716X2i71 aXz i aXzi
2
_XZia—LdXZi :_8—dezjfl_a_|_dx2j
Oy jO%gi 4 OXyj 4 Xy

olur. j — i alinip ayni indisli terimler birbirine esitlenerek,

2 2 2
_qu L dxzi—l + X2i—1 L dXZi - X2i L dXZi—l
aquaXZi axzi—laXZi—l aXZiaXZi
2
Xy °L dx, =— e dXy; 4 _idxzi
axziaxzpl 8Xzifl aXZi
elde edilir. Bu islemler sonucunda
oL oL oL
- X2i—1 —dXZi—l - X2i —dXZi—l = _—dXZi—l
aXZi—laxzi 8X2i8X2i aXzi-1
2 2
F oL dx,; F X, dez. = —a—l‘dx2i

2i-1 i
a)(Zi—la)(Zi—l a)(Zia)(Zi—l aX2i

olur. Diizenlemeler sayesinde birinci ve ikinci denklem

o’L o’L oL
_qua—_XZi ==
X2i—laX2i 6Xziaxzi aXZi—l
2 2
=X oL X oL _ oL

2i-1 2i -
OXy; 10pi 4 OX,;0%y; 4 OX,y;

bulunur. Gruplandirmalar yapilarak ikinci ¢arpanlar disar1 ¢akartilirsa,
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—(XZH —aL + X, oL }( oL J+ oL =0, (4.71)
a 2i-1 aX?_i aXZi aX2i—1

J—r(xma—"+ X, - J( o J+ o (4.72)
aXZifl 8XZi aXZifl 8XZi
- 0 0 , .
elde edilir. (4.71) ve (4.71) de &=X,, ,——+ X,, — vektdr alam yerine yazilip
Xaig Xy
parantezler i¢ kisma alinirsa,
_ g[i} oLy (473)
aXZi aX2i—1
F<& oL +£:0 (4.74)
OXyi 4 OXy;

bulunur. f(a(t)) =a(t) = % integral egrisi tanim1 kullanilarak,

(a)_g[aLj+ oL _, (b)g[ oL j+ oL _,

ol oxy ) 0%y, ot 0y, ) Oy 4.75)
©-2[ ), & o @y o),
O\ Xy ) OXpiy O\ OXyig ) OXy

seklinde denklemler bulunur. Bu denklemler hemen hemen para/pseudo—Kahler —Weyl
manifoldu (M,Ji,V,g) tizerinde (M,CDL,§) Lagrangian mekanik sistem yapisi ile
cisimlerin belirli yoriingeleri icin zamana bagli hareketini gdsteren modellemesi olan

Weyl —Euler — Lagrange diferansiyel denklemleridir.
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4.2. Weyl —Hamilton Hareket Denklemleri
Bu boéliimde kuantum ve klasik mekanikte ¢ok kullanilan Weyl —Hamilton hareket
denklemleri bulunacaktir. M n—boyutlu hemen hemen para/pseudo—Kéhler—Weyl

manifoldunun (M, J.,V,g) duali (M",J7,V,g) olsun. M simplektik manifold iizerinde

Hamilton fonksiyonu H :M* — R seklinde tanimlidir. Bdylece M~ iizerinde vektor alani

X, olmak iizere (M",J},V,g) hemen hemen para/pseudo—Kéhler—Weyl manifoldu

tizerinde (M *,CDi, Xy ) tclisii Weyl —Hamilton mekanik sistem olur.

4.2.1. J. paraholomorfik yapih Weyl—Hamilton hareket denklemleri

Hemen hemen  para-Kdhler-Weyl — manifoldu  (M",J;,V,g) iizerinde

Weyl —Hamilton hareket denklemleri igin J. dual paraholomorfik yapisi ve onun

koordinat fonksiyonu olarak (x,, ,, X,; ) segilsin.
‘]: (dx,) =dx,, ve ‘]:(dXZi—l) = dx, (4.76)

esitlikleri geregince J. hemen hemen parakompleks yapidir. Yani bileskesine bakilirsa;
J72(dxy, ) =J 0] (dxy) = J (dX, ) =dXy,  J2(dX, ) =J 0 (dx, ) =dx, , dir.
Liouville 1-formu Q, =J (@) ile 1-form @, ve kapali 2-form @, =-dQ, ile
tanimlidir. Hemen hemen para—Hermityen—Weyl geometrik yapisi iizerindeki @,

1-formu
1
o, = E (X2i—1dX2i—l — Xy X, ) (4.77)

seklinde kurulsun. Hemen hemen para—Kihler —Weyl manifoldu iizerindeki Q, = J_ (@)

para—Liouville 1-formu
. 1 1
Q,=J(o)= 5 Xy, A%, 5 X A%y (4.78)

olur. iy @, =® (X,,) dinamik denklemin sol tarafini hesaplayalim. Hemen hemen para-

Kéhler—Weyl manifoldlari (M N g) tizerinde @, kapali 2 —form ve simplektik yapisi
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O ——d0. =i’ (w,) = —%ol(xm_ldx2i %, 0%, )
den

D, = —%[dx2j1 A Xy —0dX,; 5 A Xy, 0dX, ; AdXy —dX,; A dxm]
gerekli islemlerden sonra

o, = %[dx2i AOXy 5 — Xy A Xy ]

bulunur. Bir 6zel vektor alani

XH:XZi—lL-i_X o

olarak kurulusun. Boylece

1 0 0
®+(X H ): > [dXZi A X,y — Xy 4 A OXy; ](XZi—l Fv + Xy 8X_)
2i-1 2i

den

0 0
-X 2i1(dX2i1(8X2il jdXZj - dXZj [axml dezilJ
0 0
Xy (dXZi [aXZi ]dxzj—l - dxzj—l[aXZi jdxzij
0 0
-X 2i (dxzi—l(axzi dezj - dij (GXZi dezi—l]

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilarak;

1
(D+ (XH ): E[_XZi—ldXZi - X2i—ldX2j + X2idX2j—1 + X2idX2i—1:|

bulunur. Indis uyumu igin j — i yaplirsa

74

(4.79)

(4.80)
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(4.82)
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D, ( Xy ==Xy, 0%, + X, 0%, (4.86)
olur. Hamilton fonksiyonunun diferansiyeli alinirsa

dH =M g+ Mg (4.87)
OXziq OX,;

olur. Elde edilen ifadeleri dinamik denklem iy @, =dH de yerine yazilirsa

- Xzi—ldxzi + XzidXZi—l = ﬂdxzi—l + aa_dezi (4-88)

2i-1 2i

olarak hesaplanir. Ayni indisli terimler esitlenerek;

- qudxzi = ﬂdxzi—l’ X2idX2i71 = ﬁdxzi (4-89)
2i-1 OXy
bulunur.
Xoia = _ﬂ' Xoi = ﬂ (4.90)
OXyi 4 OXy;

Bulunan ifadeler yerlerine yazilirsa

X, :(_ oH ] 0 +(6Hj 0 (4.91)
aX2i71 8X2ifl aX2i aX2i

elde edilir. Ayrica M nin duali M~ iizerinde Hamilton vektdr alanmnin integral egrisi

a:lcR—>M"ve a(t) =(x,,,%, ), tel den

X, ()= 3% = Pas 0| ¥ 0] Gugundan
dt dt aXzi_l|a(t) dt a)(2i|0l(1)
_OH ) 2 (oH) o _da_dgy 0 dxy 0 (4.92)
8X2i_1 aXZi—l 8Xzi 8Xzi dt dt aXzi—l dt 8X2i

dir. Boylece
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oH dx,, oH o (4.93)
Nyig dt Ny Xy .

elde edilir. Boylece elde edilen denklemler hemen hemen para—Kaéhler —Weyl manifoldu
(M*,J:,V,g) lizerinde (M*,CI)+,XH) Hamilton Weyl mekanik sisteminin

Weyl —Hamilton hareket denklemleri olur.

4.2.2. J” holomorfik yapih Weyl — Hamilton hareket denklemleri
Hemen hemen pseudo—Kahler—Weyl —manifoldu (M",J7,V,g) iizerinde

Weyl —Hamilton hareket denklemleri igin
‘Jj(dXZi) =Xy, Ve ‘]j(dXZi—l) = —dx, (4.94)

kompleks yapisi baz olarak almacaktir. J° hemen hemen kompleks yapidir. Yani

bileskesine bakilirsa; J™2(dx,;)=J" o J"(dx,) =3 (dx, ) =—dX, seklinde J? =—I ve
J2(dxy ,) =37 07 (dxy ;) = (—dXy) =—dX, , seklinde J?=-1 dir. @ 1-form
olmak iizere Liouville 1-formu Q_ =J"(w), ve ®_=-dQ_ ile tanimhdir. Hemen

hemen pseudo-Hermityen Weyl geometrik yapilari tizerindeki @_ 1—formu
1
w_ = E(_ Xaig OXpi g — Xy 0%y, ) (4.95)

secilsin. Hemen hemen pseudo —Kihler —Weyl manifoldu M nin dualli M~ {izerindeki

Q_=J"(w) Liouville 1—formu hesaplanirsa
* 1 1
Q =) (0)= E X2i—1dX2i - E X2idx2i—l (4.96)

olur. Hemen hemen pseudo —Kahler — Weyl manifoldlar (M,Jf,g) tizerinde ®@_ kapali

2 — form ve simplektik yapidir. Bu yiizden @ _ kanonik simplektik 6zelligi gosterir ve Q_

1— formu tiiretilir. Islemler devam ettirilirse

O_=-dQ_= _dJi(al) = _%d(xzildxzi - Xzidxzm) (4.97)
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ve

1
D = -5 [dx2 i A 0%, —0dX,; ; AdX, ,0dX,; Adxy, —dX,; A dx2i_1] (4.98)
den
1
D= _E[_ dX, A Xy +dXy AdX,, ] (4.99)
elde edilir. Bir 6zel vektor alan1 X, = X, , 9 + X, o olacak sekilde se¢ildiginde
ax2i—1 aX2i
1 0 0
Q)_(X H ): _E[_ dXy A dXy5 g + Xy 4 A OXy; ](XZi—l ax—2|—1 + Xy 5Tzu) (4.100)

den

_ 5 5 _
- Xzil(dXZi (ax—m_lexzjl - dxz”(ax—ﬁ_ljdx”]
0 0
+ X 2i1(dxzi1(TJdX2j - dXZj (a—jdXZilJ
1 2i1 Xai1
O (X, )=-= (4.101)

i 2 8 8
- X, (dx2i (aTZdezj_l — dXZj_l[aTZi]dXZi]
0 0
+ Xy {dxzi-l[aTZijdxzj —dx,; (aTzijdxzi-lj

olur. Gerekli sadelestirmeler yapilarak;

1
@ (XH ): _EI:XZi—ldXZi + X2i—ldx2j - XZidXZJ—l - XZidXZi—1] (4.102)

elde edilir. j —1i alinip
D (XH ): X2i—1dX2i - Xzidxzi—l (4-103)

olur. Hamilton fonksiyonunun diferansiyeli alinirsa
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dH = a—HdXZi_1 + 8—de2i
Xaig

(4.104)

elde edilir. Bulunan ifadeleri dinamik denklem i, ® =dH de yerlerine yazilirsa

- X2i—1dX2i + X2idX2i—1 = ﬂdxzi—l + aa_dezi (4-105)
Xi

2i-1

hesaplanir ve ayni indisli terimler esitlenerek;

— XXy = ﬂ Xy, XpdXy, = ﬂ dx,, (4.106)
2i-1 aXZi
bulunur.
Xaia :_8—H’ Xai :a_H (4.107)
8X2i—1 8X2i
olan ifadeler vektor alam X, = X, ; 9 + X,; — de yerlerine yazilirsa
ax2i—1 X2i
X, =|- oH 0 N oH | 0 (4.108)
aX2i—1 8X2i—l 8X2i aX2i

elde edilir. Ayrica Hamilton vektdr alanmin integral egrisi a:lcR—>M ve

da dx,. 0 | dx.. | <
a(t) = (X, 4, %, ), tel olup X t)) = —=—"2-1 +—2 oldugundan
®) ( 2i-10 X2 ) p Xy (a( )) at dt ox, |a(t) dt o, . g
_oH 0 N oH | 0 _ da _ dx, , 0 N dx,, o (4.109)
MXiy ) Oyig 0Ky ) 0%y dt  Ox,,  dt Oxy

dir. Boylece

COH  dxy, H 0

My, At | ox,  oxy

(4.110)

Denklemleri bulunur. Bulunan denklemler hemen hemen pseudo—Kahler—Weyl
manifoldu (M",J",V,g) iizerinde (M, ®_, X, ) Weyl—Hamilton mekanik sisteminin

Weyl —Hamilton hareket denklemleri olur.
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4.2.3. J; (para) holomorfik yapih Weyl —Hamilton hareket denklemleri

Bu kisimda 4.2.1 ve 4.2.2 de yapilan ¢alismalar birlestirilerek tek bir ifade olarak
verilecektir.  Acgikgasi, hemen hemen  para/pseudo—Kiahler—Weyl  manifoldu

(M",J;,v,g) iizerinde (M",@,,X,) Weyl—Hamilton mekanik sisteminin

Weyl —Hamilton hareket denklemleri elde edilecektir. Burada
JL(dxy) = dx,y Ve JL(dXy ) =Edx, (4.111)

@, =-dQ, ve Q,=J(w.) dir. Hemen hemen (para) kompleks Hermityen Weyl

geometrik yapilari izerindeki 1—form @, ;

w; = %(i Xaig Xoi 1 = X5 A%, ) (4.112)

Hemen hemen para/pseudo-Kihler—Weyl manifoldu M nin duali M~ iizerindeki

Q, =J](w.) para/pseudo—Liouville 1—formu;

Q, = ‘]; (0,)= '—"% Xoi_1 0%y F % Xgi 0% 4 (4.113)

olarak hesaplanir. Kapali 2 —form
D, =-dQ, = —%d(i Xy 10Xy F Xo; Xy 4 ). (4.114)
olup

D, = —% [+, A dx, FOAX,, ;A DX, £0dX,, AdX, FdX,, AdK, ]  (4.115)

+

islemlere devam edilirse

D, = %[i Ay A Xy, F Xy, AdX,] (4.116)
bulunur. X, vektor alani; X, = X, , 9 + X, o ve
2i-1 2i
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iy, @, = ®¢(XH ): _%[i dXy A OXy 54 F Xy A Xy, ](XZi—li_'_ X

2i-

olup gerekli islemlerden sonra

0 0
F X, dx, | — |dx,. —dx,.| —— [dX,.
1 2|1( 2|1(8X2i1j 2j ZJ[aXZil] 2|1J
2 N 0 )
+ X | dxy Ev dX,jy —dX;; Ev dx;,
2i 2i
_ 0 0
+ X2i {dxzi—{aTdezj - dij (GTJdXZi—l]
2i 2

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

1 _
cDi(XH ): _E["' XZi—ldXZi + X2i—ldx2j T XZidXZj—l x XZidXZi—l]

bulunur. j —i indis degisikligi ile:

cDi (XH ) = ‘T'qudxzi * Xzidxzm

olur. d =de2i7l +idx2i olup H fonksiyonu ile;
aXZi—l 6 2i
dH = ﬂdxﬁf1 +ﬂdx2i
aX2i—l ax2i

dir. ®,(X,)=dH dinamik denklemi dikkate alindiginda

+ Xzi—ldxzi * X2idX2i71 = ﬂdxzu "‘ﬁdxzi

2i-1 2i
bulunur. Ayni indisli terimler esitlenerek;

+ X2i—1dX2i = ﬂdXzi' * XZidXZi—l = ﬂdXzi—l

2i 2i-1
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2i-1 2i-1

—)
X .

(4.117)

(4.118)

(4.119)

(4.120)

(4.121)
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(4.123)



— oH oH
+ Xoia ZGX_’ + Xy = ax
2i 2i-1

(4.124)

oldugu ortaya ¢ikar. Boylece Hamilton vektor alani

X, |z | 2 ., H |9 (4.125)
aX2i aX2i—l aX2ifl aX2i

olur. Ayrica M nin duali M~ iizerinde Hamilton vektér alanmin integral egrisi

a:lcR—>M"ve a(t) =(x,,,%, ), tel olup

Xy (a(t)= da_ O, 0 | +dx2i 8| oldugundan;
dt o dt 8x2i71|a(t) dt ox,, |am
JOH) o (L H )8 O, @ d 0 .12
Ny JO%piq | OXpy )Xy Ot OXpy  dt OXy

bulunur. Ayn1 formdaki terimler birbirine esitlenirse

FOH) 0 _dgy 0 [, 0H )0 _d 0 (4.127)
Xy ) Oy dt = OXyy MNyig ) 0%y dt ox,

elde edilir. Bu denklemlerde diizenlemeler yapilidiginda

(a) a_H 2|—l ( ) _ — dXZi
8x2i d axz, L dt’ (4.128)
(C) _ — 2|—1 ( ) dXZl ) .
6x2i d axz, L, dt

denklemleri  bulunur. Boylece elde edilen denklemler hemen  hemen
para/pseudo—Kéhler—Weyl ~ manifoldu  (M",J},V,g) iizerinde  (M",®,,X,)

Weyl —Hamilton mekanik sisteminin Weyl —Hamilton hareket denklemleridir.
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BOLUM 5
W —KESITSEL EGIiRIKLI WEYL MEKANIK SISTEMLER

5.1. W —Kesitsel Egrilikli Tanjant Manifoldlar1 Uzerindeki Weyl Mekanik

Sistemler
Tamm 5.1. M boyutu ikiden biiyiik ve J* =0 holomorfik 6zelligine sahip hemen

hemen tanjant yapisi J ile kurulmus bir manifold olsun. (M,J) ye hemen hemen ¢arpim

manifoldu ve (M,J,V,g) ye hemen hemen tanjant manifoldu denir.

Yukarida verilen g, M manifoldu iizerinde bir semi-Riemann metrigi ve J
antisimetriktir. Yani g(JX,Y) =0, VX,Y € y(M) olarak tanimhdir. Ayrica eger J ye
bagl Levi-Civita konneksiyonu paralel ise VJ =0 dir. Boylece (M,J,g) bir tanjant

manifoldu tizerinde egrilik (0,4) tensor alani
R(X,Y,Z,V)=9(R(X,Y)Z,V)=0, VX,Y,Z\V € x(M) (5.1)

ile gosterilir. g nin V Levi-Civita konneksiyonuna bagli (1,3) Riemann egrilik tensor
alam1 R = [V, V]—V[’] ile ifade edilmektedir. Bu agiklamalara gére Riemann egrilik tensor
alam  icin  R(X,Y,Z,V)=-R(Y,X,Z,V)=-R(X,Y,V,Z)=R(JIX,JY,ZV) ve

ZR(X ,Y,Z,V) =0 olur. Burada o biitiin dairesel permiitasyonlarin iizerine toplamay1

gosterir. Boylece bilinen (0,4) tensor alam1 VX,Y € y(M) igin

Ro(X,Y,ZV) = Hg(X,)g(Y V)~ g (X V)g Y, 2)) 2)

formu ile tanimlanir. VP eM igin S ye kisitlanmig g nondejenere ise Sc<T,M alt

uzayina nondejenere denir.

Eger {u,v}, S «T,M diizleminin bir bazi ise o nondejenere olmasi i¢in gerek ve
yeter sart g(u,u)g(v,v) —[g(u,v)]2 #0 dir. Bu durumda o= span{u,v} nin kesitsel
egriligi

o) = R(u,v,u,v) (5.3)

g(u,u)g(v,v)-[gu,v)f
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olarak tespit edilir.

Herhangi VX € (M) i¢in X ve JX ortogonaldir. Diizlem olarak bir J yapisi
tarafindan degistirilemeyen diizlem alinmaktadir. Herhangi P e M icin u e T,M vektorii
g(u,u) =0 sartim1 sagladiginda izotropiktir. Eger ueT,M izotropik degilse {u,Ju}
tarafindan gerilen J diizleminin H(u) kesitsel egriligi, u tarafindan tanimlanan
J —kesitsel egrilik olarak adlandirilir. H(u) sabit ise (M,J,V,qg) ye sabit J —kesitsel

egrilikli manifold veya bir uzay form denir.

Teorem 5.1. (M,J,Q) her bir P e M igin bir tanjant manifold olsun. u € T, M igin
H(u) =c, olacak sekilde c, e R vardwr, oyle ki g(u,u)g(Ju,Ju) =0 sart1 saglanir.
Dolayisiyla bu R Riemann—Christoffel tensorii R =cR, esitligini saglar. Burada

c,P — ¢, seklinde tanimlanan fonksiyondur, tersi de miimkiindir.

Tamm 5.2. Bir (M, J,g) tanjant manifoldu Teorem 5.1. in sartlarin1 sagliyorsa ¢

sabit diffeomorfik kesitsel egrilikli olarak adlandirilir.

Teorem 5.2. boyM > 2 olmak tizere (M,J, Q) bir tanjant manifold gostersin. Bu

durumda asagidaki 6zellikler denktir:

(1) M, ¢ =0 olmak iizere sabit diffeomorfik kesitsel egrilikli bir uzaydir.
(2) R Riemann-Christoffel tensorii asagidaki ifadeye sahiptir.

R(X,Y,Z,V)=0, VX,Y,Z,\V € x(M). (5.4)

Bu boliimde ¢ =0, diffeomorfik kesitsel egrilikli, 2n>2 boyutlu uzay formlarinin
bir modeli olarak M manifoldunu M =R>" secilerek olusturulan (R’",J,g) iigliisii
tizerinde mekanik sistemler kurulacaktir. Bunun i¢in gerekli bazi temel yapilar asagidaki
gibidir.

R2" in herhangi bir P noktasmnin bir U komsulugunda (x;,y;) reel bir koordinat

sistemi olsun. T,(R?") tanjant uzaymin bir bazi {aii} ve T.(R?) kotanjant

uzaymin dogal baz1 {dx;,dy, } olsun.

(R™,J,9) uzayt 2n>2 boyutlu uzay formlarmm bir modelidir ve ¢=0
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diffeomorfik kesitsel egriliklidir. Burada g metrigi agagidaki gibidir.
g =dx, ®dy,. (5.5)

J hemen hemen tanjant yapist ile

) =ayii®dxi (5.6)
olup
) (ij ~ % ey (i} o 6.)
ox; ) oy oy,

dir. Bu yapinin

el

dir. Yani, J* =0 olup J bir tanjant yapidir.

Ayrica R?" manifoldunun herhangi bir P noktasinda T, (R?*") kotanjant uzaymin

J” dual endomorfizmi yukarida gosterildigi gibi J™* =0 esitligini saglar ve tanjant yapili

olup asagidaki gibi tanimlanir.
J7(dx,)=dy, ve J(dy,)=0 (5.9)

(Caglar, 2011; Miron, 2012; Blaga ve Crasmareanu, 2014).

Yukaridaki yapilar Weyl teoremine aktarilacak ve J —>W ile J° ->W" segilip

Weyl mekanik denklemler bulunacaktir.
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5.1.1. W —Kkesitsel egrilikli konformal Weyl-Euler—Lagrange hareket

denklemleri

Bu bolimde, (R*,W,V,g) uzay formu iizerinde Weyl—Euler—Lagrange

denklemleri elde edilecektir. Sabit W —kesitsel egrilikli uzay formda (R2",®, ,&) iicliisii

de Weyl mekanik sistemdir.

R2" in yerel koordinatlari {Xl,..., Xn} ve {yl,..., yn} dir. Tanjant yapilarin gosterimi

Weyl teoremini temsilen sekilsel ifade olarak J ->W ve J° —W " seklinde secilecektir.

Boylece A diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere,

W{ij _et O ve W{iJ =0 (5.10)
X, Y, %,
formu elde edilir. Yapinin bileskesi bakilirsa W* = 0 olup tanjant (tam) yapidir. Acikca
w? 9 =W oW 9 =e*W 9 =0 (5.11)
X X oy
W{i}w oW [i}w(o):o (5.12)
Y, Y,

seklindedir. Weyl geometrik yapilari iizerindeki hemen hemen tanjant yapist W igin 6zel

bir vektor alani olan semispray asagidaki gibi secilir.

0 0 . -
=X, —+Y,—, X, =X%=Y,,Y,=Yy,=X 5.13
& o TV y y (5.13)

i, :A°RZ — ATR®" seklinde ise i, Ye i¢ ¢arpim (operatdrii) ya da W tarafindan

verilen kontraksiyon operatoriidiir.
d,: F(R™) = AR (5.14)

ile verilen d,, asagidaki tanimlanir.

d, =¢e* . dx; (5.15)
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(R>",W, g) uzay formunda ®, =-d(d,, L) kapali formu simplektik yapidir ve

2
D, :—e’liﬁdxj Adx —e* oL dx; A dx;
%5 i, (5.16)
2
_e L —dy; ndx, —e” L dy; A dx
oy; oy, Y0y,
olup gerekli islemlerden sonra
2
=t — L o —dx; Adx; +e* oL dx; A dx;
X O %%, (5.17)
2
la—idxi dy, +e” dx; Ady,
j ayi j i
formunda elde edilir.
2
e’ a@L gyL dx; Adx; +e* ;al‘y dx; A dx;
X X OV
D (£)= o > (xiaiwi i) (5.18)
X. )
+e*iidxi dy, +e* oL dx; Ady, ! ¥,
j i j i
olup Kronecker deltanin asagidaki 6zelligi kullanilacaktir.
O 2 R A D T (5.19)
aXi aXi ayi ayi
CDL(SZ):
oL oL 0 oL 0 0
X et — dx; (=) dx; —dx; (=)dx; |+ X, e* dx, (=) dx, —dx. (=—)dx;
¢ o i[ ( ) J(ax_) J o i( .(ax_) j J(8)(_) J
oL oL o°L
+X, et — dx ( )dy dy( )dxj+x e’ (dx( —)dy. dy( ) j
a 8y { : ayjay| : |
2
e ﬂa—La—L[dx (Zyx, —dx. (—)dxj e Ok (dxi (Zydx, —dxj(—)dxij
OX; oY, o, oy OX; 0; o, %,

oL oL o°L ) 0
Y et — dx —dy (—)dx. |+Y, e* dx. (—=)dy. —dy. (—)dx.
+Ye o ay( i ( .) y,(ayi) X.}+ i€ 8yay( X'(ayi) Y; yj(ayi) X.J

] i I

(5.20)
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ifadesinde (5.19) dikkate alindiginda

CDL(§)=
2
X, et — oL ot (dx —dx, )+ X, e oL (dxj —dx;)
OX; 0y, OX;0Y;
2
+ X, e*ii(dyj —0dx; )+ X, e’ oL (dyJ —0dx; ) (5.21)
j i j i
2
+Y, et — o o = (0dx, —0dx, )+, e* oL (0dx, —0dx, )
aXj ayl aXjayi
2
+Y, " — oL o (Ody —dxi)+Yi et Ok (Odyj —dxi)
. By,
J i j i
olup, sifir olan terimler ¢ikartilirsa,
2 2
(&)= Xieii% xj—Xieli& + X, e’ oL dx; — X; e* oL dx,
OX; OY; OX; OY; OX;0Y; OX;0Y;
2 2
+X, e — oL aLdyJ e’ oL ———dy,-Y,e *i%d —Y, e oL dx,
y; o, Y0y, ay; oy, oY,
(5.22)

seklinde dinamik denklemin sol kismindaki terim bulunur.

Dinamik denklemin sag tarafindaki terim dE, (Lagrange enerji fonksiyonunun
diferansiyeli) bulunmalidir. (R*",W,g) reel uzay formunda Liouville vektér alam

V =W(¢) ile verilen vektor alamdir ve asagidaki formiille hesaplanur.

0

V=W X, 4 5.23
(&)=Xe o (5.23)
Buradan,
oL
V(L) = X e* — 5.24
(L)=X;e & (5.24)

dir. (R?",W,g) reel uzay formunda mekanik sistemin potansiyel enerjisi P ve kinetik
enerjisi T ile gosterilirse Lagrange fonksiyonu L=T —P esitligi ile, L ye iliskin enerji

fonksiyonu da E, =V (L)—L ile hesaplanir. Yani,
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L
E, =X e — 0 (5.25)

dir. Enerji fonksiyonun diferansiyeli

» 04 oL

an o,
2

+Xie‘%i y; +X;e oL dyj—idyj

ayj 9% ayjayi ayj

2
o o°L de_@Lde
OX; 0y, oX,

]

dE, =X, e —dx; +

(5.26)

bulunur. @ (&) =dE, dinamik denklem ile asagidaki denklem elde edilir.

2 2
Xieﬂiﬁ xj—Xieliﬁ + X, e oL dx; — X; e* oL
OX; OY; OX; 6y. OX;0Y; OX;0Y,
+Xie*iidyj+xie dyJ -Y.e ot b L gy —Y.¢e’ oL X.

ay; o, Y0, ay; oY, Y0V,

(5.27)
VR VI PV SVVY. (Y S
ox; oy, oxoy 1 ox oy, ayi !

oL dy, - oL

Y0V, 0y

dx

+Xie dyj

Sadelestirmeler yapilirsa,

—X.e*i% x — X. et o°L dx, -, liﬁd

Cooxpoy T oxoy, y; o,

2
2 0L dxiz—idxj——dyj
oy, OX; oy

(5.28)

~Ye

elde edilir. Yukaridaki ifade de indis uyumu igin j—i alinip aym indisli terimler

birbirine esitlenerek,

2 2
xer Ly e OL y L Ly IL (5.29)

aXi 6yi I aXiayi I ayi ayi I ayiayi aXi

bulunur. Béylece denklem

—e‘(x o Ya—LJ(L)i—eﬁ(xiiwiﬁ]a—":—a—" (5.30)
X i) o X, 0% )oY X
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olur. Diizenlemelerle ¢ vektor alan1 yardimu ile

AN Y - -
—e §(L)gi—e Q{WJ— o (5.31)

bulunur. a:1 cR—> R egrisi & min integral egrisiyse, (f(a(t))=% integral egrisi

tanimindan,
—et Q(L)ﬂ_eiﬁ i =_i (5.32)
ot "oy, ot oy, X
formuna ulasilir. Sonug olarak
e f _gafa), g 5.33)
ot : ot\ oy, o,
den
_Ofgr 0,0 g (5.34)
al” o) o,

dinamik denklem elde edilir. (5.34) ile verilen denkleme W —Kkesitsel egrilikli konformal

Weyl —Euler—Lagrange hareket denklemi olarak adlandirilir. S6zkonusu olan

Weyl —Euler —Lagrange denklemlerinin ¢éziimleri (R",W, Q) reel uzay formu iizerindeki
& nin yoriingeleridir. (Rf "\W,V,g) ilizerinde sabit W —kesitsel egrilikli tanjant yapis1 ile
verilen (R, ® &) iigliisiine Weyl mekanik sistem adi1 verilir. Bu ise sabit W —kesitsel

egrilikli reel uzaylarda mekanik sistemdir.

5.1.2. W™ —kesitsel egrilikli konformal Weyl — Hamilton hareket denklemleri
Bu kisimda (R’",W,V,g) nin duali olan ((ann)*,W*,V,g) uzay formu iizerinde

sabit W™ — kesitsel egrilikli Weyl —Hamilton denklemleri elde edilecektir.

2n—boyutlu manifold (R?")", Hamilton fonksiyonu H =T + P ve kotanjant uzay

(R2")" iizerinde bir vektor alan1 X, olmak iizere: H : (R™)" - R seklinde tanimlidir. e*

aktarilmig tanjant yapi,
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W*(dxi) :eldyi , W*(dyi) =0 (5.39)
dir. Bu yapilar i¢in

W™ (dx,) =W W " (dx;) =" W (dy;) =0,

. . . . (5.36)
W (dy,) =W " oW (dy,) =W (0) = 0,

dir. Buradan W2 =0 olup W~ tanjant (tam) yapidir. ((Rf”)*,W*,V,g) tizerindeki

1-form,
o = x,dx; +e**y.dy, (5.37)

olsun. Q Liouville 1—form formu seklinde secilirse Q=W (w) esitligiyle tanjant yap1
altindaki goriintiisii ile hesaplanir. Weyl manifoldu (R2")" deki Q=W (w) Liouville

1- form asagidaki sekilde olur.
Q=W"(w) = xe"dy, (5.38)

Bu ifade (R’")" iizerinde 1— formudur. Eger ® =—dQ kapali form ise (R*")" iizerinde bir

simplektik yapidir. @ kapal formu ile (R2")" simplektik manifold olur. Hamilton vektdr

alani

X, =X 24y 2 (5.39)

o oy,
secilsin. Weyl —Hamilton denklemlerini elde etmek i¢in 6ncelikle i, ®=®d(X,)=dH

dinamik denkleminin sol ve sag kismini hesaplayalim. (R?*")" {izerindeki @ kapal

2—formuile
@ =—dQ = —d(xe*dy, ) (5.40)

dir. Bu ifadenin degiskenlere gore kismi tiirevi alinirsa

%eﬂdxj Ady; +X; ﬂeﬂdxj Ady,

X; axj

®=-d0=— _ 5 (5.41)
%e‘dyj Ady, +X; We*dyj ~dy,

J J
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gerekli islemlerden sonra

) =|:eldyi AdX; +X; a—/1eidyi AdX; + X, ﬂeidyi /\dy.:l (5.42)
OX. oy ; .

] J

bulunur. Dinamik denklemin sol yan1 iy ® =®(X}) tir. Dolayisiyla

oA oA 0 0
(X, )={eidyi AdX; + X, a—xjeldyi AdX; + X, gje‘dyi /\dyl}(xi &iJFY‘ a‘j

(5.43)

ifadesinden

0 0
X.e*l dy. —dx. —dx. —dy:

+ XX 04 g1 dy. idxj —dx, idyi
OX; oX; oX;

£Xx @e*[dyi 2 dy, -y, idyij
oy OX; OX;

D(X,, )= ) ) (5.44)

+Yie{dyi ﬁdxj — dx; EdyiJ

olarak hesaplanir. Kronecker delta 6zelligi ile gerekli sadelestirmeler yapilarak;

X,e*(0dx, —dy, )+ X, %e*(dej —dy,)
j

D(X,,)=|+ X x syleﬂ(Ody —0dy, )+ Y,e* (dx, —Ody,) (5.45)

i
i

% oL _;
+Yixi§e (dxj—Odyi)JrYixiae (dyj —dyi)

J J

elde edilir. j —i alinarak
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- X,etdy, — XX, %e‘dyi +Y,etdx; +Y;X; %eidxi
o(X,,) OX; OX; (5.46)
)= .
+Y, X a—/leldyi ~Y.X, %eldyi
97 oy

bulunur. Sadelestirmeler ile

D(X, )= {— X.e*dy, — X, x. %eﬂdyi +Y,etdx, +Y,x, %e‘dxi} (5.47)

olur. Hamilton fonksiyonunun diferansiyeli,

dH =—adx, + —dy, 5.48
ooy 40

olup iy ®=dH de yerine yazilirsa

- X;e*dy, — X, X, %eldyi +Y,etdx; +Y;X; %e*dxi =6—dei +8—dei (5.49)
oX; oX; oX; oy,
elde edilir. Buradan
Yetdx, +Y,X s—ﬂe‘dxi :Z—dei,
) oA " oH (5:50)
- X.e'dy, - X;x, ——e“dy, = ——dy,,
o, o,
olup.
X, :_—1@’ Y, :;Z_H (5.51)
e* 1+xi% el e* 1+xi@ %
OX; OX;

bulunur. Integral egrisi tamimi geregince a:1 — R — (R*")" yardimiyla Hamilton vektor

alanmt X, 1n integral egrisi X, (a(t))=a(t), tel dir. Yerel koordinatlara gore ifadesi

a(t) = (x (), y; (t)) ve

da _dx 0
dt  dt ox

+dyi 0

&9 5.52
Ty (5.52)

Xy (a() =

a(t)
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ifadesinden

——1ﬂai+;z_'4i:%ai+%i (5.53)
e{lﬂi az} oy, o, e{lﬂi az} X, O, X, dt o,
i a i
olur. Ayni indisli terimler birbirine esitlenerek,
_—la_H§=%aix, ;ZX_HE=%i (5.54)
el|:1+ Xi Mi| ayi i i el |:1+ Xi a/l:| i ayi ayi
elde edilir. Boylece Weyl —Hamilton konformal denklemleri
e’ 1+xi% i e’ l+xi% ‘
OX; OX;
dx; -1 oH dy, 1 oH
et 1+ x — | et1+x, |
X 28

olarak bulunur. Sonu¢ olarak (5.56) de ((Rf“)*,W*,V,g) kotanjant uzayda

(R™)",®,X,) mekanik sistemi ile sabit W —kesitsel egrilikli konformal

Weyl —Hamilton hareket denklemleri elde edilir.
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BOLUM 6
KORUNUMLU WEYL MEKANIK SISTEMLER

6.1. Mekanik Enerji ve Enerjinin Korunumu

6.1.1. Mekanik enerji

Enerji skaler bir biiyiikliiktiir ve bir dinamik sistemin mekanik enerjisi E, potansiyel
enerjisi P ile kinetik enerjisinin T nin toplamina, yani E=P+T dir. Eger sistemin

enerjisi korunuyor ise ilk E; ve son E_ mekanik enerji birbirine esit olacaktir (Serway ve

Beichner, 2005).

6.1.2. Korunumlu ve korunumlu olmayan kuvvetler

Kuvvetin korunumlu olmasi enerjinin korunumlu olmasi ya da olmamasiyla ilgilidir.
Eger cisme uygulanan kuvvetin enerjisi daha sonra tekrardan herhangi bir kuvvet
uygulamadan alinabilirse o zaman kuvvet korunumludur denir. Aksi takdirde eger
uygulanan kuvvet tekrardan alinamiyorsa kuvvet baska enerji ¢esitlerine dontistiiriilmiis ise
o zaman kuvvetin korunumsuz oldugunu sdylenebilir. Ornek olarak korunumlu kuvvetler
icin yercekimi kuvveti ve korunumlu olmayan kuvvetler i¢in de siirtiinme kuvveti

verilebilir.

Bir cisim ya da sistem yalnizca korunumlu kuvvetlerin etkisinde ise mekanik
enerjinin korunumu yasast bu cisim ya da sistemin toplam mekanik enerjinin sabit

oldugunu ifade eder.

Korunumlu ile korunumlu olmayan kuvvet arasindaki fark soyle agiklanabilir.
Korunumlu bir kuvvetin bir cismi bir yerden bir yere gotiiriirken yaptig1 is yoldan bagimsiz
iken, korunumlu olmayan bir kuvvet bir cisme etki ettiginde bu kuvvet tarafindan yapilan
1s yoldan bagimsiz degildir. Korunumlu bir kuvvetin bir parcacik iizerine yaptigi is,
parcacigin aldigi yola bagl degildir, yalnizca parcacigin ilk ve son konumuna baghidir.
Oyle bir P potansiyel enerji fonksiyonu tanimlanabilir ki korunumlu kuvvet tarafindan

yapilan is sistemin potansiyel enerjisindeki azalmaya esit olsun.

1 (dx)’ . .
Bir pargacigin kinetik enerjisi T :Em (Ej seklindedir. Potansiyel enerji P,

korunumlu bir kuvvete tabi olan bir cismin konumuna baglidir. Potansiyel enerji bir cismin
1$ yapabilme yetenegi olarak tanimlanir ve iizerine etki eden net kuvvetin tersi yoniinde

ilerledikge buyiikligii artar. Genel olarak konumun fonksiyonu olarak verilen bir F(X)
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kuvvetinin etkisiyle bir dogru boyunca hareket eden bir pargacigin hareketi dogrusal

2
hareketi belirtir. Bu durumda hareket denklemi F(x) =ma = m% dir.

t zamanin fonksiyonu, F(x) korunumlu bir kuvveti ve x de yolu temsil ederse;

kuvvetin X, ve X, arasindaki potansiyel enerjisini temsil etsin. Bu bagntidan integral

alinarak potansiyel enerji P(X) = —j F(x) dx olarak bulunur. Potansiyel enerjinin konuma

X
gore tiirevi F(X) = Tdx seklinde kuvveti verir. Burada oldugu gibi sadece konuma bagh
X
olan kuvvetlere korunumlu kuvvetler denir.

Ornegin bir yaym geri ¢agirict kuvveti F(X) =k X korunumlu, siirtiinme kuvvetleri
F=uN korunumlu degildir. Kinetik enerji pozitif olup hareketler 0<P(x)<E

araliginda sinirlidir. Toplam enerji E =P +T sabittir.

6.1.3. Enerjinin korunumu kanunu
Toplam enerji tim fiziksel siireglerde korunur. Sisteme etki eden kuvvetler ister
korunumlu, ister korunumsuz olsun, toplam enerji degismez. Enerji fiziksel olaylarda, bir

bigimden bagka bir bigime dontisebilir.

Bir pargacigin dt zaman araliginda, dx uzakligindaki hareketi igin kinetik enerji

artist dT =d N olur. Burada dN=Fdx dir. dN sonsuz kiigiik dx yer degistirmesi

halinde F kuvveti tarafindan yapilan istir. Potansiyel enerjinin sifir kabul edildigi
diizlemde yapilan is kinetik enerji degisimine esittir. Diisey diizlemde yapilan is ise

potansiyel enerji degisimine yeryliziinde esittir.

6.2. Korunumlu Weyl —Euler — Lagrange Hareket Denklemleri
Korunumlu dinamik sistemler igin F ile verilen Weyl yapis1 F(e*g) = F(g)—-dA

0zdesligi verilsin. Boylece bu sistemlere ait hareketi gosteren diferansiyel denklemlere
yeni bir bakis acis1 getirilebilir. Bunun i¢in korunumlu dinamik sistemlerin enerjisinin

degismeyecegi dikkate alinacaktir (De Leon ve Rodrigues, 1989).

F bir fonksiyon ve i, 2-formu 1-forma doniistiren indirgeme fonksiyonu olup

F=i. ve g metrik @, simplektik 2-formu igin g =®, olarak secilecek ve i.® =dE,
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yeniden yorumlanmus i, (e/ld)L ): dE, dinamik denklemi elde edilmistir. Bu denklemin sol
yant igin i, (eld) L ) =i, (®,)-dA olur. I (@, )= (&) oldugu dikkate alinirsa denklem
i Sg(elq)L ): q)L(f)— dA formunda olur. Dinamik denklemin sag yani degismeyecegi i¢in

®, (£)-dA=dE, yardimyla
@, (&)=d(E. +4) (6.1)

korunumlu Weyl —Euler—Lagrange fonksiyonunun dinamik formalizmi elde edilir.

Yukaridan anlasilacag: gibi (5.34) de L — L+ 4 degisikligi olmaktadir. O halde

_g[ela(L+ﬂ)j+a(L+l):O 62)
ot oy, OX;

olarak elde edilen denklem (R?",W,V,g) iizerindeki (R*",® ,&, F) korunumlu

Lagrangian Weyl mekanik sistemine ait W —Kkesitsel egrilikli korunumlu
Weyl —Euler —Lagrange diferansiyel denklemi olur.

6.3. W~ —Kesitsel Egrilikli Weyl —Hamilton Hareket Denklemleri

Korunumlu dinamik sistemler i¢in Weyl yapisi F(e*g) = F(g)—dA ozdesligi ile
verilen F bir fonksiyonudur. i, ~2-formu 1—forma doniistiiren indirgeme fonksiyonu
olup F =i, ve g metrik, ® simplektik 2—formu i¢in g =® olarak segilerek i, ®=dH
yeniden yorumlanmis ve iy (e’ldb):dH dinamik denklemi yeniden elde edilmistir. Bu
denklemin sol yani igin iy (e‘d)):ixH (®)—-dA olur. iy (®)=d(X,) oldugu dikkate
almirsa iy (ei CD):CD(XH)—d/I formu ortaya cikar. Dinamik denklemin sag tarafi

degismeyecegi i¢in ®(X,,)—dA=dH den
O(X,)=d(H+21) (6.3)

Weyl —Hamilton fonksiyonunun dinamik formalizmi bulunur. Boylece (5.56) denklemi

yeniden diizenlenerek;
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() dx, -1 o(H+41) 0) dy, 1 o(H+41)

dt o dt X,
el[1+xia/1} o el[1+xia}“} %

OX

(6.4)

denklem sistemi elde edilir. Elde edilen denklem ((R’"),\W",V,g) iizerindeki

(R*™),®, X,,,F) korunumlu Weyl —Hamilton mekanik sistemine ait W~ —Kesitsel

egrilikli korunumlu Weyl — Hamilton diferansiyel denklemleri olur.
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BOLUM 7
WEYL MEKANIK SISTEMLERINE AiT DENKLEMLERIN COZUMU
VE GRAFIGIi

7.1. Weyl Dinamik Denklemlerin Coziimii
Tamm 7.1. ikinci mertebeden ve iki bagimsiz degisken iceren hemen hemen lineer

kismi diferansiyel denklemin genel sekli asagidaki formdadir.

A(X,Y)z, +B(X,Y)z,, +C(X,¥)z,, + D(X,Y,2,2,,2,) =0 (7.1)

X!

A(x Y) =[B(x, )] —4A(x, y)C(x,y) (7.2)
operatori (7.1) deki katsayilar kullanilarak tanimlansin. A(X,y) de;

1. A(X,y) >0 esitsizliginin saglandigi noktalarda hiperbolik,

2. A(x,y) =0 esitliginin saglandig1 noktalarda parabolik,

3. A(X,Y) <0 esitsizliginin saglandig1 noktalarda eliptik,
tiptendir denir (Koca, 2001).

Yukarida yapilan hesaplamalar neticesinde mekanik sistemlere ait matematiksel
modelleme ile uzayda hareket eden cisimlerin hareketlerinin yoriingelerini gosteren (4.75),
(4.128), (5.34), (5.56), (6.2) ve (6.4) diferansiyel denklemleri elde edilmistir. Bu
diferansiyel denklemlerin kapali ¢oziimleri sembolik hesaplama yazilimlar1 kullanilarak
bulunabilir. Asagida denklemlerin ve denklem sistemlerinin ¢6ziimii i¢in kodlar ve kapali

¢Ozlimler verilmistir.

7.1.1. (4.75) denkleminin ¢oziimii

@rsray- 2| L)t o sy O |k g (7.3)
at aX2i aX2i—l at 2i-1 aXZi

@rsre) -2 L]t o @sray- 2 |k Ly (7.4)
ot 8X2i aXZi—l ot aXZi—l aXzi

denklemleri  incelendiginde  A(x,y)=0, B(x,y)=+1 ve C(x,y)=0 ve
A(X,y) = [J_rl]2 =1>0 oldugundan denklemler hiperboliktir. Bu denklemlerin ¢6ziimii
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icin Sembolik hesaplama yazilimlari ile yazilan kodlar1 ve ¢ézlimleri asagidaki gibidir.

1. (4.75/a) ve (4.75/b) nin kodlan farkli olup ¢dzlimlerinin formatlar1 ve kapali

¢cozliimlerinin tipleri aynidir.
(4.75/a) dif = —diff (diff (L (X,;, X5 5,t), X,;),t) +diff (L, (X5, X5 1,1), %5 ,);  (7.5)
(4.75/b) dif = diff (diff (L, (X, X, 1,t), X5 4 ), 1) +diff (L, (X5, X5 5,1), X5 ) (7.6)
(4.75/a) ve (4.75/b) nin kapal1 ¢oziimii asagidaki gibidir.
cevap = {L(Xy, Xy 1, 1) = FL (X5 ) * F, (X5, ) * Fs (1)} (7.7)

seklindedir. Buradaki fonksiyonlar
diff (F,(X5), X)) =€, * F (%),
diff (Fz (X2i—1)’ X2i—l) =C,*F, (X2i—1)’ (7.8)
diff (F,(t),t)=c,/c, *F,(t)

olarak bulunur. Bu ifadeler ¢6ziiliirse asagidaki formlar elde edilir.

In Fl(XZi) = Cl*XZi +GC;,
In Fl(XZi—l) =C, *Xzi—l +C,, (7-9)
_ [In Fl(XZi—l) _C4]/X2i—1

In FS(t)_ [In Fl(XZi)_CS]/XZi +C5.

2. (4.75/a) ve (4.75/b) denklem sisteminin kod ve ¢6ziim asagidaki gibidir.

i {— HE (G (L1, X)) G (LG 10 xm)} 10
diff (diff (L%, X511, 1) Xpi4 ), 1) + diff (L(X5, X5i0,1), Xy
cevap = {L(XZi 1 XZi—l!t) :_eXp(t * i) * F3 (X2i—l - ' * XZi) } (7.11)
+F, () +exp (=i *t)* Fy(Xy 4 + Xy *1) + F (1)

dir. (7.11) nin grafigini ¢izebilmek i¢in F,(X,, —i*x,)=t, F,(t)=t, F({t)=0 ve
Fo (X5, + Xy, *1) =t seklinde 6zel se¢im yapilacaktir. Sembolik hesaplama yazilimlart ile

bu ¢oziimiin grafigi asagidaki gibi olur.
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> with(plots);
> complexplot(exp(t*Complex(0,1))*t+exp(t*Complex(0,-1)*t+t), t=-2...2);

im

Sekil 7.1. Lagrange denklem sistemi |

3. (4.75/c) ve (4.75/d) denklem sisteminin kod ve ¢6ziim asagidaki gibidir.

. {— diff (diff (L(Xy, X5i4,t), X5),) + diff (L(X51, X54,1), X2i—1)’:|
sistem:=| . ; (7.12)
— diff (diff (L(Xy, Xai4,t), Xgi4),t) +diff (L(X;, X5 4,1), X55)
cevap = {L(Xzi Xoia ) = B (1) + X (t) * F, (X5, + X, )} (7.13)
+ R () +exp () * F (X, 4 — Xy)

(7.13) un grafigini g¢izebilmek i¢in F,({)=FK@{)=t, F,(X;,+X,;)=X, Ve
Fe (X5 4 — Xy) = Xy 4 seklinde 6zel segim yapilacaktir. Sembolik hesaplama yazilimlar ile

(7.13) nin grafigi asagidaki gibi ¢izilir.
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> with(plots);
> implicitplot3d(t+exp(t)*xzi+exp(-t)*Xai.1, X2i=-2...2, X2j.1=-2...2, t=-2...2,

numpoints=5000);

2_
1 -
t S oSt
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t 0 E!ﬂ‘fﬁﬁ#" !
_ R i iy
5]
_ R
1- RRRRE
| SRR 2
SRV E!E!Ee_ k
] X321

X3i

Sekil 7.2. Lagrange denklem sistemi 11
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7.1.2. (4.128) denkleminin ¢oziimii

@128/a) O = Fas 41087y - OH _ X (7.14)
OXy; dt Xy, Ot

@128/c)— - Pos 4 108/y H__ e (7.15)

X dt Xy, dt

1.(4.128/a) ve (4.128/b) denklem sisteminin ¢éziimii;
diff (H(X,;, X, 4, 1), X,;) = diff (X,, , (t),1),

sisterm .( (Xai 1 Xpi4: 1), X51) (. i1 (),1) (7.16)
- dlff (H (X2i ’ X2i—1’t)’ X2i—1) = dlﬁ (X2i (t)’t)1

olur. Yukaridaki sistemin ¢dzlimiiniin yapilabilmesi igin 6zel olarak X, (t) =t—sin(t) ve

X5 4 (t) =1—cos(t) secilmistir.

(7.17)

cevap = {H (X2 Xo14, 1) = (X1, = F (1)) *cos(t)}

+ X,;, *sin(t) — x,,_, + F (1)

(7.17) in grafigini ¢izebilmek i¢in F (t) =t seklinde 6zel segim yapilacaktir. Sembolik

hesaplama yazilimlar1 ile bu bagintinin grafigi asagidaki gibi ¢izilir.

> with(plots);
> implicitplot3d((Xzi-1-t) *cos(t) +Xai*sin(t)-Xzi.1H, X2i=-2...2, Xpi.1=-2...2, t=-Pi...Pi,

numpoints=10000);
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Sekil 7.3. Hamilton denklem sistemi |

2. (4.128/c) ve (4.128/d) denklem sisteminin ¢6ziimi;

sistem = __diff (H (X2i ) XZi—l!t)! X2i) = d_iﬁ (X2i—1(t)’t)! (7.18)
diff (H (Xzi ) X2i—11t)’ X2i—1) = diff (X2i (t)’t);

seklindedir.  Yukaridaki sistemin ¢0ziimiiniin yapilabilmesi i¢in 0zel olarak

X, (t) =t —sin(t) ve x,_,(t) =1-cos(t) secilecektir.
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H (X, X514, 1) = (=14 cos(t)) * F, (1) — X *Sin(t)} (7.19)

cevap =
{"’ Xoig = Xai4 *COS(t)

(7.19) in grafigini ¢izebilmek i¢in F, (t) =t seklinde 6zel secim yapilacaktir. Sembolik

hesaplama yazilimlari ile bu bagintinin grafigi asagidaki gibi cizilir.

> with(plots);
> implicitplot3d((-1+cos(t))*t-(Xzi) *sin(t)+(Xzi-1)-(X2i-1) *cos(t), X2i=-2...2, Xpi.1 =-2...2,
t=0...Pi, numpoints=10000);

X2i1 X3i

Sekil 7.4. Hamilton denklem sistemi 1l
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7.1.3. (5.34) denkleminin ¢6ziimii

_Ofgrt), oL, (7.20)
ol oy ) ox

denklemlerinde A(x,y) =0, B(X,y)=-e* ve C(x,y)=0 dir. Ayrica e* pozitif olarak

tanimlandigindan A(X, y) = [— eﬂ]2 =e?* >0 diferansiyel denklem hiperbolik tiptedir. Bu
denkleme ait kod asagidaki gibidir.

dif =—diff (exp(A(X, y,t) *diff (L(X, y,t),y),t) +diff (L(x,y,t),X); (7.21)
dir. Coziimiin yapilabilmesi i¢in A(X,y,t) = X* +y* 6zel olarak segilirse kapali ¢oziim
asagidaki gibi elde edilir.

3

cevap = {L(x, y,t) = F,(0*F, (y)* Fy (t) —C”E—B*XZ} (7.22)

Bu ifadedeki kapali fonksiyonlar asagidaki gibidir.

diff (F,(x),X) = ¢, *exp(x*) * Fy(x),

diff (F,(y), ) =c, *exp(-y*) *F,(y), (7.23)
diff (F,(t),t) = ¢, * F, (t) / c,.

7.1.4. (5.56) denkleminin ¢6ziimii

(5.56/a) 0 — o711 x | % (556/p) M Zet|14 x 24 | D (7.24)
oy, ox; | dt oX, ox; | dt

(a) ve (b) i¢in olusan denklem sisteminin kod ve ¢6ziim asagidaki gibidir.

dif — diff (H(x,y,t),y) = —exp(A(X, y,t)) * @+ x*diff (1(x, y,t),x)*diff (x(t),1),
T diff (H(x, y,t), X) = exp(A(X, Y, 1)) * L+ x*diff (A(x, y,t), X) *diff (y(t),t)

(7.25)

(7.25) denkleminin ¢6ziimiiniin yapilabilmesi i¢in X(t) =t—sin(t) ve y(t) =1-—cos(t) ve
A(X, y,t) =t 6zel bir fonksiyon olarak segilirse asagidaki kapali ¢oziim elde edilir.
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(7.26)

o %H (X, y.t) = exp(t) *((y — Ry (1)) *cos(t) j}

+x*sin(t) -y + F (1)

(7.26) in grafigini ¢izebilmek i¢in F, (t) =t seklinde 6zel se¢im yapilacaktir. Sembolik

hesaplama yazilimlari ile bu ¢6ziimiin grafigi asagidaki gibi ¢izilir.

> with(plots);
> implicitplot3d(exp(t)*((1-cos(t))*cos(t)+x *sin(t)-y+y*cos(t)), x=-2...2, y=-2...2,
t=0...2, numpoints=50000);

Sekil 7.5. Konformal Lagrange denklemi
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7.1.4. (6.2) denkleminin ¢6ziimii

—Q[eﬂ a(L+,1)]+ oL+4)_, (7.27)
ot oy, ox

denklemlerinde A(x,y)=0 B(x,y)=-e* ve C(x,y)=0 dir. Ayrica e* pozitif olarak

tanimlandigindan  A(X, y):[—el]zz e®* >0 hiperbolik tiptedir. Bu denkleme ait kod ve

¢Ozlim asagidaki sekildedir.

dif = —diff (exp(A(X, y,t)) *diff (L(X,y,t)+ A(X,Y,1),y),1)

+diff (L(X, y,t) + A(X, y,t), X); (7.28)

(7.28) ¢oziimiin yapilabilmesi i¢in A(X,Y,t) = X*y*t 6zel secilirse kapali ¢oziim
asagidaki gibi olur.

cevap = {L(x,y,t) = F, () *F,(y) *F, (t) —(c, *x+¢,)/c, | (7.29)
Burada;

diff (F,(x),x) = ¢, *exp(x)* F,(x),

diff (F,(y), ¥) = (¢, /¢c5) *exp(=y) * F,(y), (7.30)

diff (F, (t),t) = ¢, * F, (t).

dir.

7.1.6. (6.4) denklem sisteminin ¢6ziimii

(6.4/a) W = —e{1+ X, %} 0 (6.4/b) oH+2)_ e{l+ X, 8_/1}%

: "ox | dt OX; Yox | dt
(7.31)
(6.4/a) ve (6.4/b) denklem sistemi i¢in kod ve ¢6ziim asagidaki gibidir.
diff (H(x, y,t) + (X, y,1), V)
dif = =—exp(A(x, y,1)) * (X + x*diff (A(x,y,t), x) *diff (x(t),t), : (7.32)

diff (H(x, y,t) + A(X, y,t),x)
=exp(A(X, y,1)) * (1 + x*diff (A1(X, y,1), x) *diff (y(t),t)
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(7.32) ¢oziimiin yapilabilmesi i¢in X(t) =t+sin(t) ve y(t)=1-cos(t) ve

A(X,y,t) =t*sin(t) gibi dzel alinarak,

H(x, y,t) = exp(t*sin(t)) * ((1 - cos(t))* F,(t) (7.33)

cevap = _
+ X*sin(t) — y + y *cos(t)

seklinde elde edilir. (7.33) in grafigini ¢izebilmek icin F (t) =t seklinde 6zel se¢im
yapilacaktir. Sembolik hesaplama yazilimlari ile bu ¢oziimiin grafigi asagidaki gibi

bulunur.

> with(plots);
> implicitplot3d(((1-cos(t))*t+x*sin(t)-y+y*cos(t))/exp(-t*sin(t)), x=0...2, y=0...2,
t=0...2) ;

Sekil 7.6. Korunumlu Hamilton denklemi
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BOLUM 8
ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

8.1. Arastirma Bulgulan
Analitik mekanik aragtirmacilara var olan mekanik sistemleri inceleme imkani sunar.
Mekanik sistemler i¢in dinamik hareket denklemlerinin matematiksel modellemesi analitik

mekanik kural ve 6zellikleri kullanilarak elde edilir.

Literatiirde ilk defa bu ¢alisma ile Weyl teoremi kullanilarak uzayda hareket eden
cisimlerin rotasina ait alternatifli en kisa yollar1 yani geodezikler ve dogrusal olan ve
olmayan yoriingeleri i¢in hareketi temsil eden zamana bagl adi ve kismi diferansiyel

denklemler elde edilmistir.

Ayrica bu denklem ve denklem sistemlerinin kapali ¢oziimleri sembolik hesaplama

yazilimlar1 kullanilarak ilk kez bu ¢alisma ile bulunmustur.

Bu kapali ¢ozlimlerdeki bilinmeyen fonksiyonlarin 6zel secimi ile elde edilen

fonksiyonlarin grafikleri ¢izilmistir. Arastirma bulgulari asagida 6zetlenmistir.

I. Yapilan ilk modellemede

J, 0 :iveL 0 =+ 0
B 6X2i—1 aX2i - aXZi 8XZi—l

(para) holomorfik yapilart sec¢ilmistir. M manifold, J, (para) holomorfik yapisi ve g

metrigi ile beraber temsil edilen (M,Ji,g) hemen hemen para/pseudo —Kéahler —Weyl

manifoldudur.

Ayrica @ =—deiL=—d(dJi L) simplektik 2—form ve ozel bir vektdr alani olan

semispray

0 0
OXyy o OXy

v Koig = Xoig = Xgi0 Xy =Xy

ile (M,CDL,é) hemen hemen para/pseudo—Kéhler-Weyl manifoldu i¢in mekanik
sistemdir. @, (&)=dE, dinamik  denklem  kullanilarak ~ hemen  hemen
para/pseudo —Kiahler—Weyl manifoldu (M,Ji,V,g) tizerinde Weyl —Euler—Lagrange

hareket denklemleri
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o[ oL oL _ 0| oL oL
- == |+ =0, ¥F— +—=0
Ot\ OXyi ) O%yiy O\ ONyiy ) Oy

seklinde elde edilmistir.

Il. Ayrica hemen hemen para/pseudo —Kéhler —Weyl manifoldu (M,Ji,g) nin dual

uzayl (M N g) {izerinde (M DL, X, ) mekanik sistemi

‘]:_: (dxy) = dxy, Ve J:(dxziq) = dx,

(para) holomorfik yapilari, 1-formu o, = %(i X, 0%, — X,,0X,; ), kapali 2 —formu

@, =-dQ,, Liouville 1-formu Q. = J(®,) ve Hamilton vektdr alani

Xy = Xzi—li—'_ Xai n
iy Xy

secilerek @, (X H ) =dH dinamik  formalizm  kullamlip  hemen  hemen

para/pseudo — Kihler —Weyl manifoldunun duali olan (M*,J;,g) lizerinde (M*,cDi, XH)

mekanik sisteminin Weyl —Hamilton hareket denklemleri

- OH _dxy, , O0H _dx,

Xy dt T ox,, dt

elde edilmistir.

I11. ikinci modelleme ile R*" reel uzayinda tanimli W tanjant yapisi ve g metrigi

ile beraber temsil edilen (R>",W, g) ticliisii bir Weyl manifoldu temsil eder.

Sabit W kesitsel egrilikli tanjant (tam) yapisi

olarak alinmigtir. Ayrica @, simplektik 2 —form ve 6zel bir vektor alani olan Semispray

0 0 . .
=Xi——~ Y'_a’xi:Xi: i Vi =Y
§ |8X+ I y y
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ile beraber (R>",® ,&) Weyl mekanik sistem olarak secilmistir.

®, (&) =dE, dinamik denklem hesaplamada kullanilmig ve bdylece W Kkesitsel

egrilikli konformal Weyl —Euler —Lagrange hareket denklemi olarak

_geﬂi +i=0
al® oy, ) ax

denklemi bulunmustur.

IV. Ayrica, (R*")" reel dual uzay iizerinde tanjant yapi
W™ (dx,) =e*dy,, W™ (dy;)=0

ve ¢ metrigi ile beraber Weyl manifoldu ((Rf ") W7, g) tiglisii ile ifade edilir. 1—formu

olarak @ = x,dx; +e*'y,dy, segilmistir.

Liouville 1—formu ise Q=W (w) dir. Bir simplektik kapali 2—form @ =-dQ,

Hamilton vektor alani

%Ly 2
ox.

ile ((RZ")",®@, X,,) bir mekanik sistemdir. Dinamik denklem olarak i, ®=®(X)=dH
kullanilmaktadir. ((an)*,W*, V, g) uzay formu iizerinde ((R2")",®, X,,) mekanik sistemi

ile sabit W™ kesitsel egrilikli konformal Weyl —Hamilton hareket denklemleri

dx, -1 oH dy, 1 oH

a ei[1+ X; 8’1} o dt e{1+ X; 2/1 o%
X

formunda elde edilmistir.

V. Korunumlu dinamik sistemler i¢cin F fonksiyonu Weyl yapisi olarak

F(e*g) = F(g) —dA &zdesligiyle verilmistir.
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i, ise 2—formu 1-forma doniistiren indirgeme fonksiyonu olup F =i, ve g
metrigi @, simplektik 2—formu i¢in g =®, olarak se¢ilmis ve i.®, =dE, yeniden
yorumlanmigtir. Boylece i f(el D, ): dE, dinamik denklemi elde edilmistir. Bu denklemin

sol yani igin i, (eiq)L )= I (®_)-dA olur. i (@, )=@ (&) oldugu dikkate alimnirsa
I (ei D, ) =® (&)—dA formu bulunmustur.
Dinamik denklemin sag yani degismeyecegi icin @ (é)— dA=dE, den

®L(§)=d(EL +ﬂ~)

Weyl —Euler —Lagrange fonksiyonunun dinamik formalizmi elde edilmistir. Boylece sabit

W —kesitsel egrilikli tanjant yapisi W[iJ:e’layi ve W[@yijzo ile verilen

(Rﬁn \W,V, Q) uzay formu iizerindeki (Rf",CD,_,(f, F) korunumlu mekanik sistemler igin

W —kesitsel egrilikli korunumlu Weyl —Euler —Lagrange diferansiyel denklemi

_g(eﬂ 6(L+/1)]+8(L+/1) 0

al oy, o,

seklinde elde edilmistir.

VI. (R?)" reel dual uzay iizerinde W™ (dx,) =e"dy,, W’ (dy,) =0 tanjant yapisi

korunumlu dinamik sistemler i¢in yorumlanmustir.

Weyl yapis1 igin F(e*g) = F(g) —dA 6zdesligi kullanilarak V. e benzer olarak

iXH O=d(H+21)
formunda ifade edilir.

Weyl —Hamilton fonksiyonunun dinamik formalizmi ile ((R*"),W",V,g) uzay

formu iizerindeki ((R*")",®, X,,, F) korunumlu mekanik sistemler icin sabit W " —kesitsel

egrilikli korunumlu Weyl —Hamilton diferansiyel denklemleri
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dx; -1 oH+4) dy, 1 o(H + 1)

T dt .
e{l+ X, a/q ¥ d e‘[1+ X, a/q o
OX OX;

seklinde elde edilmistir.

VII. Ayrica elde edilen (korunumlu) mekanik sistemlere ait diferansiyel denklemler

ve sistemlerin kapali ¢oziimleri Sembolik hesaplama yazilimlar1 kullanilarak bulunmustur.

Yapilan analitik hesaplama yontemi sayesinde modelleme ile elde edilen cisimlerin
hareketlerine ait diferansiyel denklemlerin sembolik hesaplama yazilimlar1 kullanilarak

kapali ¢oztimleri yapilmstir.

Ayrica bu kapali ¢oziimlerdeki fonksiyonlar 6zel secilmis ve grafikleri ¢izilmistir.

8.2. Tartisma

Glinlimiizde mekanik sistemlerin dinamik hareket tarzini analiz etmek ig¢in
Lagrangian ve Hamiltonian modelleme ¢ok yaygin ve basit bir metot olarak aragtirmacilar
tarafindan kullanilmaktadir. Arastirmacilar ¢esitli manifoldlar ve onlarin baz yapilarim

kullanarak farkli mekanik sistemleri modellemislerdir.

Literatiirde, uzayda hareket eden cisimlerin dogrusal yoriingelerini agiklayan
denklemler arastirmacilar tarafindan bulunmustur. S6z konusu olan modellemelerde
dogrusal yoriingeler incelenmis fakat dogrusalligin dis1 goz ardi edilmistir. Dogrusal ve
dogrusal olmayan ydriingeleri bulmak i¢in Weyl yeni bir 6lgiim teknigi/metrigi gelistirerek
sonradan ismi ile alinacak fiziksel alan teorisini ortaya koymustur (Weyl, 1918). Bu

teoride f cok degiskenli 6zel bir fonksiyonu temsil etmektedir.

Weyl’in fiziksel alan teorisi ¢cekim potansiyeli, genel gorecelilik ve elektromanyetik
potansiyel gibi fiziksel alanlar ilizerinedir. Bu sebeple Weyl uzayr (Weyl manifoldu)
tizerindeki bulunan denklemler farkl fiziksel alanlardaki problemlerin ¢6ziimii i¢in cismin

hareketinin ilk asamasini ve yoriinge degisikliklerini ortaya koymaya yarayacaktir.
Yapilan calismada asagidaki sira izlenmistir.
Birinci boliimde konuya giris yapilmis ve ¢alismanin avantajlarina deginilmistir.

Ikinci boliimde mekanik sistemler ile Euler—Lagrange ve Hamilton dinamik

formalizmi verilmistir.
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Ugiincii boliimde Weyl manifoldu ve yapisi tanitilmistir.

Dordiincii boliimdeki yapilan ilk ¢alisma ile potansiyel enerjisini harekete geciren
cisimlerin uzay i¢indeki goreceliligi dikkate alarak hareketin asamalarini izah etmeye
yonelik Weyl —Eule —Lagrange (4.75) ve Weyl—Hamilton (4.128) hareket denklemleri

elde edilmistir.

Besinci bolimdeki ikinci hesaplama ile evrendeki fiziksel kanun ve prensipler goz
Oniine alinarak uzayda hareket eden cisimlerin tanimlandigi yoriingelerde herhangi bir

degismeyi gosteren hareketlerinin en genel denklemleri elde edilmistir.

Bu hesaplamada A ¢ok degiskenli 6zel fonksiyonu Weyl’in teoremi e” ile mekanik
sistemlere aktarilmistir. Boylece kullanilan A4 ¢ok degiskenli 6zel fonksiyonunu igeren
tanjant yapili bir baz da Weyl manifoldlarinin mekanik sistemleri tasvir edilmistir. Yapilan
calisma ile Weyl manifoldlar1 iizerinde konformal Weyl —Euler—Lagrange (5.34) ve
konformal Weyl—-Hamilton (5.56) hareket denklemlerinin genel formlar1 ortaya

konmustur. Yani harekete ait diferansiyel denklemler bulunmustur.

Altinc1 bolimde korunumlu dinamik sistemler i¢in Weyl’in teoremi yorumlanmis ve
dinamik denklemler yeniden (6.1) ve (6.3) deki gibi elde edilmistir. A bulunan denklemler

korunumlu dinamik sistemler i¢in (6.2) ve (6.4) deki gibi bulunmustur.

Yedinci boliimde yapilan analitik hesaplama yontemi sayesinde modelleme ile elde
edilen cisimlerin hareketlerine ait diferansiyel denklemlerin sembolik hesaplama
yazilimlar1 kullanilarak kapali ¢oziimleri bulunmustur. Ayrica bu kapali ¢oziimlerdeki

fonksiyonlar 6zel se¢ilmis ve grafikleri ¢izilmistir.

Bulunan tim bu denklemler Weyl manifoldlar1 iizerinde farkli fiziksel alanlarda
karsilagilan sorunlarin ¢oziimiinde kullanilmaktadir. Ozellikle alan teorisi, kuantum fizigi,

optimal kontrol ve akiskanlar mekanigi alanlari bunlardan bazilaridir.

Fizigin kuantum ve klasik mekanik kisimlarinin ilgilendigi elektrik, manyetik ve
yercekimi alani problemlerinin dinamik olaylarina ait bir ¢dziim yontemi olarak bu tiir bir

modelleme onerilmekte ve kullanilmaktadir (Weyl, 1922 Miron, 2012).
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BOLUM 9
SONUC VE ONERILER

Mekanik sitemlere iliskin yapilabilecek ilerideki c¢aligmalar igin para/pseudo
Kéahler—Weyl manifoldlar1 iizerindeki Weyl—Euler—Lagrange ve Weyl—Hamilton
denklemleri; fizigin kollar1 olan klasik mekanik ve kuantumun ilgilendigi elektrik,

manyetik ve yercekimi alanlari ile ilgili problemlerini ¢6zmek i¢in 6nerilmektedir.

Weyl’in teorisi kullanilarak bir yenilik ve kolaylik olarak cisimlerin dogrusal

olmayan hareket rotalar1 fonksiyonel olarak bulunabilir.

Cisimlerin uzaydaki benzer hareketlerinin denklemleri i¢in Weyl analoglarini

yaparak genellestirmeler yapilabilir.

Korunumsuz dinamik sistemler icin Weyl’in bagintist1 hareket denklemlerine

aktarilabilir.

Bulunan denklemler farkli degerler ve kabuller yapilarak analitik veya matematik

i¢in gelistirilmis 6zel programlar ile ¢oziilebilir ve yorumlanabilir.

Ilgili alanlara ait Srnekler verilebilir ve geodeziklerin grafikleri gizilebilir. A
fonksiyonunun o6zel segilecek durumlarina gore denklemlerin niimerik ¢6ziimleri

bulunabilir.

Elde edilen Euler—Lagrange ve Hamilton denklemlerinin ayni egri yiizeyini

gostermesi i¢in uyumlu kapali fonksiyonlar bulunabilir.

Ayrica kapali fonksiyonlar dyle segilebilir ki ¢cok bilinen diferansiyel denklem tipleri
elde edilebilir.

Denklemlerin grafiklerde ayni goriintii elde edilebilir. Bunun igin yapilan
hesaplamalarda 6zel secilen fonksiyonlarin ayni uzaya ait goriintiiyii elde edilebilmeyi

saglayacak sekilde ayarlanabilir.
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