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SIMGELER VE KISALTMALAR

Birlesimlerin tam X -yarilatisi

X kiimesi iizerinde tanimli ikili bagintilarin yarigrubu
D’ kiimesinin D i¢indeki alt sinirlarinin kiimesi
D' kiimesinin D igindeki en biiyiik alt siniri

m elemanli birlesimlerin tam X -yarilatislerinin sinifi

Z( X, m) smifinda n .sirada olan D ye izomorf olan birlesimlerin tam
X -yarilatislerinin sinifi

D ile tanimlanan ikili bagintilarin tam yarigrubu

D nin Xl -yarilatislerinin kiimesi

By (D’) yarigrubunun sag birim elemanlarinin kiimesi

By (D) yarigrubunun idempotent elemanlarinin kiimesi

By (D) yarigrubunun regiiler elemanlarinin kiimesi

Q, Xl -alt yarilatisinin tam otomorfizmlerinin kiimesi
Q(Q)={Q'|Q’, D nin Xl -alt yarilatisi ve Q ile Q" tam izomorf}

RED)= U R(QD)
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Q'eQ(Q)
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OZET

iKiLi BAGLANTILARIN TAM YARI-GRUPLARININ SAG BiRiMLERIi VE
IDEMPOTENT ELEMANLARI

Didem YESIL SUNGUR
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Doktora Tezi
Danisman: Prof. Dr. Neset AYDIN
31/05/2013, 292

Bu tezde, X bos olmayan bir kiime olmak {izere elemanlar1
2,c2,c2,c2,cD,Z,c2,cZ,cZ,cD,
Z,cZ,c2,c2,cD,Z,cZ,cZ,cZ,cD,
2,cZ,cZ,cZ2,cD,Z,cZ,cZ,cZ,cD,
Z,cZ,c2,c2,cD,2,cZ,cZ,cZ,cD,
ZNZ, D, 2\, D, 2 N2, D, ZN\L, # O,
LN, D, L\2,#D, ZN\L, #D, Z,\Zs # D,
2N, #D, Z\Z,#<

kosullarin1 saglayan D :{ 2, 2,,2¢, 25,24, 24, 2,, Z,, D } birlesimlerin tam X -

yarilatisinin 6zellikleri belirlenmistir. D nin 6zelliklerini belirlemek i¢in D nin karakteristik
kiimeler ailesinden, karakteristik doniisiimiinden ve temel kaynak elemanlarindan

yararlanilmistir. Akabinde, D nin bu oOzellikleri yardimiyla D ile tanimlanan ikili

bagintilarin tam yarigrubu B, ( D) nin sag birim, idempotent ve regiiler elemanlarinin yapisi
tarif edilmistir. Ayrica, B, ( D) nin regiiler elemanlari ile sag birim ve idempotent elemanlari

arasindaki iligkiler gosterilmistir. Ote yandan X sonlu bir kiime iken B, ( D) nin idempotent

ve regiiler elemanlarinin sayisini veren formiil elde edilmistir.

(Calisma kapsaminda, ayrica D ye tam izomorf olan birlesimlerin tam X -

yarilatislerinin sinifi EZ(X,9) olmak {iizere bu smifin elemanlar1 karakterize edilmistir.

Bununla birlikte, bu sinifin yarilatisleri ile tanimlanan ikili bagmtilarin tam yarigruplarinin
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sag birim, idempotent ve regiiler elemanlarinin yapisi, B, (D) nin sag birim, idempotent ve

regiiler elemanlar1 yardimiyla tarif edilmistir. Sonug¢ olarak, X sonlu bir kiime iken

ZZ(X,9) smifinin yarilatisleri ile tanimlanan ikili bagintilarin tam yarigruplarinin

idempotent ve regiiler elemanlarinin sayisin1 veren formiil bulunmustur.
Anahtar sozciikler: ikili baginti, Yarigrup, Yarilatis, Sag birim eleman, Idempotent eleman,

Regiiler eleman.
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ABSTRACT

RIGHT UNITS AND IDEMPOTENT ELEMENTS OF COMPLETE SEMIGROUPS
OF BINARY RELATIONS

Didem YESIL SUNGUR

Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Science
Doctoral Dissertation in Mathematics
Advisor: Prof. Dr. Neset AYDIN
31/05/2013, 292

In this thesis, the properties of the set D :{ Z,2,,2,,2,2,,2,,2,,7Z, D }

which is the complete X-semilattice of unions satisfying the following conditions,

2,c2,c2,cZ,cD,Z,c2,cZ,cZ,cD,
Z,cZ,c2,c2,cD,Z,cZ,cZ,cZ,cD,
Z,cZ,cZ,cZ2,cD,Z,cZ,cZ,cZ,cD,
Z,cZ,c2,c2,cD,2,cZ,cZ,cZ,cD,
N2, D, LN\, #D, 2L\ #D, ZN\L #D,
LN, D, L\2,#D, ZN\L, #D, Z,\Zs # D,
2\, #D, L \Z, #,

where X is nonempty, are determined.
In order to determine these properties, we utilize the characteristic family of sets, the

characteristic mapping and base sources of D . Then, by the help of these properties of D,

the structure of the right unit, idempotent and regular elements of B, (D), that is the

complete semilattice of binary relations of D, are described. In addition, the relationships,

between the regular elements of By (D) and its right unit and idempotent elements are
presented. Beside, the formula giving the number of idempotent and regular elements of

B, (D) where X being a finite set.
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In the scope of this study, we also characterize the elements of the class X, (X ,9) .

This class is the complete X-semilattice of unions every elements of which are isomorphic
to D.
Further, the construction of the right unit, idempotent and regular elements of the

complete semigroups of binary relations, which are determined by the semilattices of the
class %, (X,9), are given in detailed form by the help of B, (D) and its elements (right
unit, idempotent and regular elements of B, (D)). Finally, the formula giving the number

of idempotent and regular elements of the complete semigroups of binary relations which

are defined by the semilattices of the class X, ( X ,9) , where X is finite.

Key Words: Binary relation, Semigroup, Semilattice, Right unit element, Idempotent

element, Regular element.
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BOLUM 1 - GiRiS Didem YESIL SUNGUR

BOLUM 1
GIRIS

Bilindigi iizere ikili bagimtilar kavrami matematigin temel kavramlarindan biridir. Ikili
bagmtilarin teorisiyle ilgili sistematik bilgiyi ilk olarak Schroder 1890°larda “Cebirsel
Mantik” kitabinda vermistir (Schroder, 1966). 20. yiiz yilin baslarinda ise Whitehead ve
Russel (1925) Schroder’in ¢aligmalarindan yola ¢ikarak yarigrup teori ¢alismiglardir. Fakat
bu teori {lizerindeki ¢alismalarin sonucglari matematigin mantik ve diger alanlarina
uygulanamamustir.

Fransiz matematikg¢i Riguet, Schroder’in teorisini modernize etmis ve uygulamaya
daha uygun hala getirmistir (Riguet, 1948, 1950). Bu teoriyi kullanarak sirali kiime
teorisini sistematik olarak olusturmustur.

Her yarigrup ikili bagintilarin yarigrubunun bir alt yarigrubuna izomorf oldugundan
yarigrup teoride ikili bagmntilarin yarigrubu énemli rol oynamaktadir. ilk kez Diasamidze
(2000) ikili bagintilarin yarigruplarini ve bu yarigruplarin énemli bir sinifi olan birlesimlerin
tam X -yarilatislerini kullanarak ikili bagintilarin yarigruplarini sistematik olarak
incelemistir. Ayrica ikili bagintilarin yarigruplarinin yapisini daha iyi anlayabilmek i¢in ikili
bagintilarin tam yarigruplarinin sag birim, idempotent ve regiiler elemanlarinin yapisini
karakterize etmistir (Diasamidze ve Makharadze 1999, 2010, 2013; Diasamidze 2001 a,b,
2003; Diasamidze ve ark., 2007).

Bu tezde Diasamidze’nin gelistirmis oldugu yontem kullanilarak, elemanlari

Z7CZ4CZ3CZICD, Z7CZ4CZ3C22CD,
Z7CZSCZ3CZICD, Z7CZSCZ3CZZCD,
ZBCZSCZSCZICD, ZSCZSCZ3CZZCD,
chZécZ3chcD, chZ6cZ3cchD,
ZNZ, D, Z\2y D, ZN\Z, D, ZN\Z, # D,
ZNZ,#+D, L\Z#+D, ZN\Z, +D, Z,\Z, # D,
ZN\Z, #D, Z\Z, D

kosullarin1 saglayan D={ Zy, Z2,, 2,2, 2,,2,, Z,, Z,, D } birlesimlerin tam X -
yarilatisine tam izomorf olan birlesimlerin tam X -yarilatislerinin smifi karakterize
edilecektir. Bu sinifin tam X -yarilatisleri tarafindan belirlenen ikili bagintilarin tam

yarigruplarinin sag birim, idempotent ve regiiler elemanlarinin yapist B, (D) nin sag birim,
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idempotent ve regiiler elemanlar1 yardimiyla tarif edilecektir. Ayrica X sonlu bir kiime iken
bu smifin tam X -yarilatisleri ile belirlenen ikili bagintilarin tam yarigruplarinin idempotent
ve regiiler elemanlarin sayisin1 veren formiil hesaplanacaktir.

Bu boliimde, tez boyunca kullanilacak olan temel tanim, kavram ve teoremler

verilecektir (Hungerford, 1997; Liapin, 1963; Clifford ve Preston, 1977; Howie, 2003).

Tamm 1.1 X kiimesinin X, (i €I) alt kiimelerinden olusan sistem asagidaki ti¢ sart
sagliyorsa {X, |  sistemine X in par¢alanisi denir.

a) Viel icin X, #O,

b) i#jicin X,NnX, =0,

o X={JX,.

iel

Tamim 1.2 S bos olmayan bir kiime olmak tizere Sx.S den § iizerine tanimli olan

fonksiyona S iizerinde bir ikili iglem denir.

Tanmim 1.3 S bos olmayan bir kiime ve “*” ise § iizerinde tanimli bir ikili islem
olsun. Eger her x, y, ze S ig¢in, (x * y) Kz =X* (y * z) oluyorsa (S, *) ikilisine bir yarigrup

denir.

Tanim 1.4 S bir yarigrup olsun.
i. VxeS§ icin x*e=x olacak sekilde e S varsa e elemanina S nin sag birim
elemani denir.

ii. Bir yeS§ i¢in y*y=y oluyorsa y elemanina S nin idempotent elemani

denir.

ili. Bir ye S i¢in y*z*y =y olacak sekilde bir ze § varsa y elemanmna S nin

regiiler elemant denir.

Tamim 1.5 X bos olmayan bir kiime olsun. X x X kiimesinin her bir alt kiimesine X
tizerinde bir ikili bagint: denir.

x, ye X ve a, X lUzerinde bir ikili bagint1 olmak tizere (x, y) €a olmas1 xay ile
gosterilecektir. Ayrica Y < X ve y €Y olmak lizere ya ve Yo ile
ya={xeX|yax|

Ve
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Ya=Uya

yeY

kiimeleri gosterilecektir.

Tanmmm 1.6 X kiimesi iizerindeki biitiin ikili bagintilarin kiimesi B, olsun. B,

13 2

lizerinde, “o” ikili islemi a, fe€ B, i¢in x,y € X olmak iizere xazfy olacak bigimde
ze X varsa x € (a of ) y olarak tanimlansin. “o” iglemi birlesme 6zelligini sagladigindan
(B s o) ikilisi bir yarigruptur.

B, yarigrubuna X kiimesi lizerindeki ikili bagintilarin yarigrubu denir.

Tanim 1.7 X bos olmayan bir kiilme ve X den X e tanimli fonksiyonlarin kiimesi

T, olsun. T, kiimesi bileske islemi ile bir yarigrupdur. Bu yarigruba tam transformasyon

yvarigrubu denir.

T, tam transformasyon yarigrubundaki fonksiyonlarmm X {iizerinde bir bagint1 oldugu

aciktir. Dolayistyla 7, , B, in bir alt yarigrubu olur.

Asagidaki teorem ile Cayley’in gruplar i¢in vermis oldugu teoremin yarigrup teoride

de var oldugu goriilmektedir.

Teorem 1.8 Her yarigrup, bir tam transformasyon yarigrubunun alt yarigrubuna

izomorftur.
Boylece her yarigrup ikili bagintilarin yarigrubunun bir alt yarigrubuna izomorf olur.

Tanim 1.9 P bos olmayan bir kiime olsun. P iizerinde yansimali, ters simetrik ve

gecismeli bir < bagitisina P tlizerinde bir kismi siralama bagintist denir. Bu durumda

(P,<) kiimesine kismi surali kiime denir.

(P,<) kismi siral1 bir kiime, x, y € P ve x < y olsun. x <a < y olacak sekilde a € P

yoksa y, x i orter denir. Bu durum asagidaki diyagram ile gosterilir.

x/y

Bu diyagrama Hasse diyagrami denir.
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Tamm 1.10 (P,<) kismi siral1 bir kiime ve R, P nin alt kiimesi olsun.

i. VyeR igin x<y oluyorsa x € P elemanina R nin alt sinir: denir.
ii. VyeRicin y<x oluyorsa x € P elemanina R nin st sinir1 denir.
iii. Bir ze R icin y<z olacak sekilde y e R yoksa ze€ R elemanina R nin

minimal elemani denir.

Tamm 1.11 (P,<) kismi sirali bir kiime olsun.

i. P den alinan her eleman ¢iftinin en kiigiik iist sinir1 varsa P ye iist yarilatis,
ii. P nin bos olmayan her alt kiimesinin en kii¢iik iist sinir1 varsa P ye tam tist
varilatis

denir.
1.1. Birlesimlerin Tam X -yarilatisleri

Tezimizin temasini birlesimlerin tam X -yarilatisleri ve bu yarilatisler ile tanimlanan
ikili bagintilarin tam yarigruplar: olusturmaktadir. Dolayisiyla bu boliimde birlesimlerin
tam X -yarilatislerinin ve bu yarilatisler ile tanimlanan ikili bagmtilarin tam yarigruplarinin
Ozelliklerinden bahsedilecektir. Bu boliimde incelenecek olan tanimlar ve teoremler
Diasamidze (2003), Givradze (2003), Diasamidze ve ark. (2007) ve Diasamidze ve
Makharadze (2010, 2013) calismalarinda detayl olarak yer almaktadir.

Tanim 1.1.1 X bos olmayan bir kiime ve X in alt kiimelerinin bog olmayan bir ailesi
D olsun. Eger D, kiimelerdeki birlesme islemine kapali ise yani her @# D'c D igin

uD'e D ise D ye birlesimlerin tam X -yarilatisi denir.

D nin biitiin elemanlariin birlesimini

D=J D

D'eD
sembolii ile gosterilir ve D, D nin en biiyiik elemanidir.

Birlesimlerin tam X -yarilatisi D kiimelerdeki birlesme islemiyle degismeli,

idempotent yarigruptur.
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D, birlesimlerin tam X -yarilatisi, TgD, teD, 3#D'cD ve « € B, olsun.

Asagidaki notasyonlar1 tanimlayalim:

a) V(D,a)={Ya|Y eD},
b) D' =D\{@}, X =2"\{D},

¢) D, ={Z'eD"|TcZ'},

d) D, ={Z'eD'|Z'cT},
e) lj',:{Z'eD'|teZ'},

fy D(T)=D\{Z'eD|TcZ}.

Not 1.1.2 D, birlesimlerin tam X -yarilatisi ve a € B, olsun. O zaman V(D,a)

birlesimlerin tam X -yarilatisi olur.

Ispat: @ # D oldugundan en az bir Y € D vardir. Buradan Yo V(D,a) olur. Simdi
bir D= D, V(D, a) icin D' = {Y eD|Yae D1} kiimesini tanimlayalim. D birlesimlerin

tam X -yarilatisi oldugundan UD'=Y"e D dir. O zaman
uD, =] Ya= ( U Y]a =(UDYa=Y'aeV (D,a)
YeD' YeD'

oldugundan V (D,a) kiimesi birlesme islemine kapalidir. O halde V' (D,) birlesimlerin

tam X -yarilatisi olur.

Tanmm 1.1.3 D birlesimlerin tam X -yarilatisi, ¢ € B, ve Y :{x e X lxa :T}

olsun. Bu durumda
V(X'.a), DeD
Vial=1V(X".a). @eV(X'.a)
V(Xa)u{@}, DeV(X'.a),DeD

olmak iizere o ikili bagintisi

a= | (5x7)

TeV[a)

biciminde gosterilebilir. Bu gosterime « ikili bagintisinin quasinormal gésterimi denir.
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Not 1.1.4 Bir o bagintisinin quasinormal gosteriminde tiim Y # & olmak zorunda
degildir. Ancak a bagntisinin quasinormal gosterimi varsa asagidakiler saglanir.

a) VI, T'eD,T#T"'i¢in Y NY =

b x=J v

TeV|a]

Tamm 1.1.5 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve D, D' kiimeleri D nin bos
olmayan iki alt kiimesi olsun. Eger D' kiimesinin her eleman1 D kiimesinin elemanlarmim

birlesimi olarak yazilabiliyorsa D kiimesine D' kiimesinin sirete¢ kiimesi denir.

Ayrica D kiimesinin hig bir 6z alt kiimesi D’ kiimesini tiretmiyorsa D kiimesine D’

kiimesinin indirgenemez tirete¢ kiimesi denir.

Tanim 1.1.6 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve D', D nin bos olmayan bir alt
kiimesi olsun. T € D' olmak iizere /(D',T)=u(D"\D; )= ise T ye D' kiimesinin limit

elemani denir.

Tamim 1.1.7 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve D', D nin bos olmayan bir alt

kiimesi olsun. 7 e D' olmak iizere /(D',T)=u(D"\D;)# ise T ye D' kiimesinin

nonlimit eleman denir.

Tanim 1.1.8 D birlesimlerin tam X -yarilatisi, D', D nin bos olmayan bir alt kiimesi
ve N(D,D")={ZeD|ZcZ',VZ' D'} olsun. N(D,D') kiimesine D' kiimesinin D
igindeki alt simirlarimin kiimesi denir. Eger N(D,D")# < ise UN(D,D")e D elemanm D’

kiimesinin en biiyiik alt simiridir ve A(D, Dt) ile gosterilir.

Tanim 1.1.9 D birlesimlerin tam X -yarilatisi olsun. Eger asagidaki kosullar

saglaniyorsa D ye birlesimlerin tam XI -yarilatisi denir.

a) VteD i¢in A(D,D,)eD,

by V&=ZeD isin Z=|JA(D,D,).

teZ
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Teorem 1.1.10 D, :{Tl,TZ,...Tj} ve P #Y c X olacak bi¢imde X, Y kiimelerini
alahm. f:X — D, enaz bir yeY i¢in f(y)=T7, olacak bi¢imdeki tim fonksiyonlarin
sayisl

5= j\X\Y\ (j\Y\ —(j—l)m)

olur.

Tanim 1.1.11 X bos olmayan bir kiime ve m ve n birer dogal say1 olsun. O zaman

a) m elemanl birlesimlerin tam X -yarilatislerinin sinifi, Z(X ,m) sembolii ile

gosterilir.
b) D, m elemanli birlesimlerin tam X -yarilatisi olsun. D, m elemanli birlesimlerin

tam X -yarilatisleri arasinda ».sirada ise D ye izomorf olan biitiin birlesimlerin

tam X -yarilatislerinin simfi 2., (X ,m) ile gosterilir.

Tanim 1.1.12 X bos olmayan bir kiime ve D birlesimlerin tam X -yarilatisi olsun.

f: X - D keyfi bir doniisiim olsun. Bu sekilde tanimlanan her bir f doniisiimii i¢in

a, = ({x}xs(x)

xeX

bi¢iminde bir ikili baginti yazabiliriz. Bu sekildeki biitin «, ikili bagintilarinin kiimesi
B, (D) olmak iizere B, (D), B, in alt yarigrubudur. B, (D) yarigrubuna birlesimlerin

tam X -yarilatisi D ile tamimlanan ikili bagintilarin tam yarigrubu denir.

Teorem 1.1.13 ¢ € B, (D) olsun. ¢ ikili bagmtisinin B, (D) yarigrubun sag birim

elemant olmasi i¢in gerek ve yeter kosul & un idempotent ve D = V(D, g) olmasidir.

Teorem 1.1.14 « ikili bagintis1 B, (D) yarigrubunun idempotent elemani olsun. O

zaman V(D,a) birlesimlerin tam X7 -yarilatisi olur.

Teorem 1.1.15 D, birlesimlerin tam X -yarilatisi olsun. B, (D) yarigrubun sag birim

eleman1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul D nin birlesimlerin X7 -yarilatisi olmasidir.

Teorem 1.1.16 D, birlesimlerin tam X -yarilatisi, Z(D) , D nin birlesimlerin tam

XI -alt yarilatislerinin kiimesi olsun. O zaman D'eX(D) i¢in EY(D'), B, (D')
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yarigrubunun sag birim elemanlarinin kiimesi ve 7, B, (D) yarigrubunun idempotent

elemanlarinin kiimesi olmak iizere Eﬁ;) (D’) ve I kiimeleri i¢in asagidakiler dogrudur.

a) Eger e D ise X,(D)= {D’ eX(D)|De D'} olmak tizere;
1) D'=D", D', D"eX,(D) i¢in EY’(D')nEY(D")=0,

1= |J EY (D),

D'eZy(D)

3) X sonlukiime ise |/ |= Z ‘ EY (D) ‘

D'eXy (D)
b) Eger D¢ D ise
1) D'# D", D', D"eX(D) i¢in E(D')nEY (D")=9,

2 1= |J EY(D),

D'ex(D)
3) X sonlukiimeise |/]= ) ‘ EV (D) ‘
D'ex(D)
Teorem 1.1.17 a€B, (D) olsun. ¢ nm B, (D) yarigrubunun regiiler elemani
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
i V(X'.a)cV(D.a),
ii. V(D,a) yarilatisi birlesimlerin tam X7 -yarilatisi

olmasidir.

Tanmim 1.1.18 D’ ve D" birlesimlerin tam X -yarilatisi, ¢ : D' — D" bire bir doniisiim

olsun. Eger her & # D, c D i¢in

p(uD,)= U o(T")

T'eDy

kosulu saglantyorsa ¢ doniisiimiine tam izomorfizma denir.

Tamm 1.1.19 a € B, (D) ve ¢:0 — D' tam izomorfizma olsun. Eger ¢ ddniisiimii
a) O=V(D,a),
b) DeV(D,a) i¢in p(B)=D veher TeV(D,a) i¢in ¢(T)a=T

kosullarini sagliyorsa ¢ doniisiimiine tam « —izomorfizma denir.
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Teorem 1.1.20 D birlesimlerin tam X -yarilatisi, & € B, (D) ve bir o € B, (D) i¢in
acooa=a olsun. Eger D(a), V(D,a)\{} yarilatisinin iirete¢ kiimesi ve e ikili

bagintisinin quasinormal gdsterimi o = U (YT”‘ xT ) biciminde ise o zaman V(D,a)
TeD(a)

birlesimlerin tam X7 -yarilatisi olur. Ayrica asagidaki kosullar1 saglayan bir
Q: V(D, a) —D'= {TJ |T eV (D, a)} tam izomorfizmasi vardir.
a) VTeV(D,a) i¢in p(T)a=T ve p(T)=To,

b) VT eD(a) igin U Y oe(T),

r'eb(a),
¢) VTe ﬁ(a)T nonlimit eleman igin Y, mgo(T) =,
d) Her Te D(a)T limit eleman igin B(T) = {Z eD(a), | Y, NT = @} olmak iizere
UB(T)=T saglanr.
Diger taraftan o € B, (D), V(D,a) birlesimlerin tam X7 -yarilatisi ve D', D nin
bos olmayan bir birlesimlerin tam X -alt yarilatisi olsun. Ayrica bir ¢: V(D, a) — D' tam

izomorfizmasi (b), (c) ve (d) kosullarin1 saglasin. Bu durumda «, B, (D) nin regiiler

elemani olur.

Tanim 1.1.21 D birlesimlerin tam X -yarilatisi, Q ve D' sirasiyla D nin
birlesimlerin tam X7 - alt yarilatisi ve X -alt yarilatisi olsunlar. Ayrica

a) aeB, (D) regiiler,

b) 0=V (D,a),

¢) ¢:Q— D' tam «a—izomorfizmasi Teorem 1.1.20 nin (b)-(c)-(d) kosullarinm

saglasin.

Yukaridaki kosullari saglayan « € B, (D) elemanlarinin kiimesi R, (Q,D') ile gosterilir.

O zaman

®(0,D')= {(p :Q— D'|bir a € B, (D) i¢in V' (D,a) =0 ve ¢, tam a-izomorﬁzma}
ve

Q(0)={0'|Q', D nin XI-alt yarlatisi ve Q ile Q' tam izomorf }

olmak tlzere
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R(O.D)= | R,(0.D) ve R(D)= | R(Q.D)

(pefD(Q,D ) Q'EQ(Q)

olarak tanimlanir.

Lemma 1.1.22 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve Q birlesimlerin tam X7 -alt

yarilatisinin tam otomorfizmlerinin kiimesi ®(Q) olsun. O zaman ®(Q)=®(Q,0Q) olur.

Lemma 1.1.23 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve Q, D' sirasiyla D nin

birlesimlerin tam X7 - alt yarilatisi ve birlesimlerin tam X -alt yarilatisi olsunlar. O zaman

®(0,0) ve ®(Q,D') denktir.

Not 1.1.24 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve Q, D' sirasiyla D nin birlesimlerin

tam X7 - alt yarilatisi ve birlesimlerin tam X -alt yarilatisi olsunlar. Lemma 1.1.22 ve

Lemma 1.1.23 den
(0.0

=|®(0)

olur.

D birlesimlerin tam X -yarlatisi olmak iizere X', (D) sembolii ile D nin

birlesimlerin tam X7 -alt yarilatislerinin kiimesi gosterilir.

Not 1.1.25 D', D"e Y, (D) ve 9, =(X, (D)xX), (D)) olsun. Eger D' ve D’
arasinda bir ¢ tam izomorfizmasi varsa D'$,, D" olarak tanimlansin. Bu durumda $,, ikili
bagmtisimn Y, (D) kiimesi iizerinde denklik bagmtis olur.

>’y (D) kiimesinin her bir 9, -denklik simfindan birer temsilci segelim ve biitiin
temsilcilerin kiimesini Y., (D) ile gosterelim. Bu durumda Q e X, (D) igin

09, ={D'e¥),(D)|Q ile D' tam izomorf |

olur.

Q varilatisine tam izomorf olan D nin X7 -alt yarilatisleri ile tanimlanan ikili

bagintilarin tam yarigruplarinin sag birim elemanlarinin kiimesi /" (Q) olsun. O zaman

re)= U e (o)

D'eQYy;

olur.

10
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Ote yandan Q yarilatisine tam izomorf olan D nin X7 -alt yarilatisleri ile tanimlanan

ikili bagintilarin tam yarigruplarinin regiiler elemanlarinin kiimesi R (Q) olmak iizere

7 (0)= U (D)

D'eQ8y,

olur.

Lemma 1.1.26 X sonlu bir kiime, D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve O ve D'
sirastyla D nin birlesimlerin tam X/ - ve X -alt yarlatisleri olsunlar. O zaman

@, y e®(Q,D') ve p#y olmak iizere R, (0,D') ile R, (0,D'") denk olur.

Lemma 1.1.27 D birlesimlerin tam X -yarilatisi, Q ve D' sirasiyla D nin

birlesimlerin tam X7 -alt yarilatisi ve birlesimlerin tam X -alt yarilatisi olsunlar. O zaman
her ¢, y e ®(0,D') ve p#y igin
R, (0.D') "R, (Q.D')=2

olur.

Lemma 1.1.28 X sonlu bir kiime, ¢ e®(Q,D') sabit bir eleman ve Q nun

otomorfizmlerinin sayisi ¢ olsun. O zaman

[R(Q.D")|=q-|R,(0.D)
olur.
Teorem 1.1.29 X sonlu bir kiime olsun. O zaman ¢ € CD(Q, D') sabit bir eleman ve
‘Q(Q)‘ =m, ise
[R(D")|=myq-|R, (0. D)
olur.

Teorem 1.1.30 R, BX(D) yarigrubunun regiiler elemanlarinin kiimesi olsun. O
zaman asagidakiler saglanir.

a) D'# D" olacak bigimdeki her D',D" e X.,, (D) i¢in R(D")nR(D") =0,

b) R= |J R(D),

D,EZXI(D)

11
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¢) X sonluise |R|= ] |R(D").
D'e¥ y (D)
Teorem 1.1.31 € B, (D) regiiler eleman olsun. & idempotent elemandir ancak ve
ancak her 7 e V(D, ) i¢in ¢(T) =T kosulunu saglayan ¢ doniisiimii, V' (D, «) nin birim

dontistimiidiir.

Teorem 1.1.32 £{(Q), B, (Q) nin sag birim elemanlarinin kiimesi olsun. O zaman

EY(Q) =R, (0.0)

olur.

Teorem 1.1.33 Q e Y, (D) i¢in asagidakiler saglanir.
a) I(D)NI(D") =D, VD' # D" 03,,,

b I'(©)= J R, (D,D),

D'eQ9y,
¢) X sonluise ‘]*(Q)‘: U ‘Rl.dD, (D',D')‘.
D'eQYy,;
Teorem 1.1.34 /, B, (D) nin idempotent elemanlarinin kiimesi olsun. O zaman

asagidakiler saglanir.

a) VD'#D"eX, (D) i¢in [(D)NI(D") =9,

b 1= |J 1'(D),

D'eXy (D)

¢) X sonluise|l|]= [

DVEZX[(D)

I*(D’)‘ .

Tanim 1.1.35 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve C (D), D kiimesinin ikiser ikiser

ayrik alt kiimelerinden olusan bir kiimeler ailesi olsun. Asagidaki kosullar saglaniyorsa

C(D) ailesine D yarilatisinin karakteristik kiimeler ailesi denir.
1. NnDeC(D),
2. UC(D)=D,

3. V@#ZeD igin Z=UC,(D) olacak sekilde C, (D)< C(D) vardur.

12
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Tanmm 1.1.36 D, birlesimlerin tam X -yarilatisi ve C (D), D nin karakteristik
kiimeler ailesi olsun. O zaman her ZeD ve D(Z)=D\{Z'eD|ZcZ'} kiimesi igin

Z=(NnD)U U X(Z’) kosulunu saglayan ;(:D—>C(D) fonksiyonuna D nin

Z'eD(2)

karakteristik doniistimii denir.

Teorem 1.1.37 D, birlesimlerin sonlu tam X -yarilatisi olsun. O zaman C (D) , D

nin karakteristik kiimeler ailesi ve y:D—>C (D) karakteristik fonksiyonu teklikle

belirlidir.

Teorem 1.1.38 D, birlesimlerin sonlu tam X -yarilatisi olsun. O zaman D nin

karakteristik kiimeler ailesi C (D) ile D nin eleman sayis1 aynidir.

D

> <7 kismi siralama bagintist ile tam list yarilatis ve bir D € 2. (X , m) birlesimlerin

tam X -yarilatisine tam izomorf olsun. Ayrica y,:D, — C(Dg) birebir ve orten doniisiim

olsun. O halde D' = {Z: X (D)u U »(T)ze Dg} olmak tizere D’ kiimesi lizerinde
TeD,(Z)

9 bagmtis, Z9Z'< D,(Z)cD,(Z") olsun. Bu durumda D' kiimesi iizerinde 9

bagintisi, kismi siralama bagintisidir.

Lemma 1.1.39 D

-, “<” kismi siralama  bagintisi ile tam st yarilatis,

Z::D; —>C(D§) birebir, drten doniisim ve Drz{szg(D)u U( );Q (T)|ZED¢}
TED: VA

olsun. O zaman D' ve D4 tam izomorf olur. O halde her Z D4 elemani tam izomorfizma

altinda goriintiileri olan

ile belirlenebilir. Her bir Z e D, elemani i¢in yazilabilen bu esitliklere D, nin formal

esitlikleri denir.

13
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Tamim 1.1.40 Z’eDg\{Dg} olsun. Z'eD,(T,) ve |D,(T,)\D,(Z') =1 olacak

sekilde en az bir 7; € D, varsa y, (Z ’) eC (Dg) elemanina D, yarilatisinin temel kaynak

elemani denir.

Not 1.1.41 D, yarilatisinin temel kaynak elemanlar1 bos kiimeden farklidir.

Ispat: e (Z ') eC (Dg) elemani D, yarilatisinin temel kaynak elemani olsun. O halde
lA)g (]]))\ZA)4 (2')={Z'} olacak sekilde en az bir T,eD, vardir. Dolaysiyla
D, (T,)= 154 (z')u{z'} olur. y,(Z')=@ oldugunu kabul edelim. y, karakteristik
doniisiim oldugundan Z'=T, olur. Dolayisiyla Z'e D, (Z') bulunur. Bu ise yz,(Z')

elemaninin D, yarilatisinin temel kaynak elemani olmast ile gelisir. O halde g, (Z ') #

olur. Yani D, yarilatisinin temel kaynak elemanlar1 bos kiimeden farklidir.

Tamm 1.1.42 Z' € D, olsun. y,(Z')= g, (Dg) veyaher Ze D, ve Z'e lA)g (Z) igin

A A

D (z)\D(Z')

>2 ise g, (Z’)EC(Dg) elemanina D, yarlatisinin yardimct kaynak

elemani denir.

Not 1.1.43 », (D) € C(Dg) elemant D, yarilatisinin her zaman yardimer kaynak

elemanidir.
Teorem 1.1.44 D, sonlu yarilatis ve Z'e€ D, elemanin drten sadece bir eleman var

olsun. O zaman y, (Z ’) eC (Dg) elemani D, yarilatisinin temel kaynak elemani olur.

Teorem 1.1.45 D, sonlu yarilatis ve Z'e D, elemamni 6rten elemanlarin sayist

ikiden biiyiik veya esit olsun. O zaman y,(Z')e C (Dg) eleman1 D, yarilatisinin yardimei

kaynak elemani olur.

14
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Teorem 1.1.46 X sonlu bir kiime, D, e, (X ,m) yarilatisinin temel kaynaklarinin
sayist 0 ve D, mn otomorfizmlerinin sayist g olsun. Bu durumda |X | =n>0 ve

‘Zn (X,m)‘ =5 ise

—l. m | p+l (_1)P+i+1‘C:::g.Cj.(a!).((p_é‘)!)_l-n
ay p; le (i-1)! -(p—i+1)!

olur.
Teorem 1.1.47 D birlesimlerin tam X -yarilatisi osun. Ayrica m>1 ve

I,cT,cT,c---cT, (1.1.1)

olmak tizere Q = {Toan-- T } , D nin birlesimlerin tam X -alt yarilatisi olsun (Sekil 1). O

2 m

zaman Q birlesimlerin tam X7 -alt yarilatisi olur.

Sekil 1. Elemanlar1 (1.1.1) kosullarini saglayan Q = {7}),Tl,...,T } nun diyagrami.

m

Teorem 1.1.48 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve m=>3 olmak {izere
0= {]},Tz,];,...,Tm} , D nin birlesimlerin tam X -alt yarilatisi olsun. Ayrica Q yarilatisinin

elemanlari
., T,e{@}, Tul,=T,ve ,cT,c--cT, (1.1.2)

kosullarini saglasin (Sekil 2). O zaman Q yarilatisinin birlesimlerin tam X7 -alt yarilatisi

olmas i¢in gerek ve yeter kosul 7, N7, =& olmasidir.

15
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" 0—O
gt

Leer,

Sekil 2. Elemanlar1 (1.1.2) kosullarini saglayan Q = {Tl,T T,...T m} nun diyagrami.

2sdyseee

Teorem 1.1.49 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve m=>3 olmak {izere
Q={7}),7],...,7_’/,...,7:M} , D nin birlesimlerin tam X -alt yarilatisi olsun. Q yarilatisinin

elemanlar1 0< j <m—3 i¢in

Iyclc-cl,cT,,,cT,,c---cT,

J+l Jj+3
IyclccTl,cl,,cTl,;c--cT, (1.1.3)
Tj+1\T/+2 i@, T/‘+2\T/+1 ;t@ ve Tj+1UT/+2 :Tj+3

kosullarimi saglasin (Sekil 3). O zaman Q birlesimlerin tam X7 -alt yarilatisi olur.

T,

T,

o1

e @O—0O

Tiia
I:i+3

I}H. T}+2

w3

1

[ o LLX]
Mo

Sekil 3. Elemanlar1 (1.1.3) kosullarini saglayan Q = {%,ﬂ,...,?},...,T } nun diyagrami.

m

Teorem 1.1.50 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve m>5 olmak iizere D nin

birlesimlerin tam X -alt yarilatisi olan Q ={7,,7,,T,,...,T,} yarilatisinin elemanlar

16
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Lel,cT,cwcT, T,cl,cT,ccT,,

Icl,clyc---cT,,T\T,#0, T,\T, #9, (1.1.4)

m> 1

TAT, #@, T\T,#@, [,UT, =T, ve T, UT, =T,

kosullarimi saglasin (Sekil 4). O zaman Q yarilatisinin birlesimlerin tam X7 -alt yarilatisi

olmas i¢in gerek ve yeter kosul 7, N7, =& olmasidir.

ase OO
o

Sekil 4. Elemanlar1 (1.1.4) kosullarini saglayan Q = {T1 1, T,,...T } nun diyagrami.

m

Teorem 1.1.51 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve m>6 olmak ilizere D nin

birlesimlerin tam X -alt yarilatisi olan QO = {T1 1,1, ..., Tm} yarilatisinin elemanlari

ILcl,cl,cl,c--cT,, I,cl,clclc---cT,,
I'cTl,cl,clyc---cl,, ,cl,cl.,cl,c---c1,,
I\T,#9, T\T, #0, T)\T, #, T,\T, # J,
LUT, =T, T,UT, =T,

(1.1.5)

kosullarini saglasin (Sekil 5). O zaman Q yarilatisinin birlesimlerin tam X7 -alt yarilatisi

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 7, N7, = olmasidir.

Sekil 5. Elemanlari (1.1.5) kosullarini saglayan Q = {7},7},7},...,7}"} nun diyagramu.

17
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Teorem 1.1.52 T, = 7, < T, < --- < T, olmak iizere Q ={T,,T,,...,T,} (m=>1), D nin

birlesimlerin tam X7 -alt yarilatisi olsun. Ayrica a € B, (D) ikili bagintisinin quasinormal

gosterimi a:LmJ(Yi“xTi) bi¢ciminde ve Q=V(D,0{) olsun. O zaman o nm B, (D)

i=0
yarigrubunun regiiler elemani olmasi igin gerek ve yeter kosul D', D nin alt yarilatisi olmak

tizere @ :Q — D' bir tam « -izomorfizmasimnin p =0,1,...m—-1 ve g=1,2,...,m i¢in
YUY uuY oe(T,), Y ne(T,) =0
kosullarini saglamasidir.

Sonu¢ 1.1.53 T, c T, c T, c---< T, olmak iizere Q={T,,T,,...,7,,} (m>1), D nin

m T m

birlesimlerin tam X7 -alt yarilatisi olsun. Ayrica a € B, (D) ikili bagintisinin quasinormal

gbsterimi & :O(K“ le.) bigiminde ve O=V(Q,a) olsun. O zaman «, B,(Q)

i=0

yarigrubunun sag birim elemanidir ancak ve ancak p =0,1,...,m—1 ve ¢ =1,2,...,m i¢in
yorto- Yol ve Y'NT, #J
kosullar1 saglanir.

Teorem 1.1.54 X sonlu bir kiime, D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve

T,cT,cT,c T, olmakiizere Q={T,,T,,...,T,} (m=>1) yanlatisi D nin birlesimlerin

m

tam X7 -alt yarilatisi olsun. Eger Q ={T,.T,,...,T,} ile D'={T,.T,,...T,| tam & -izomorf
ise |Q(Q)|=m, olmak iizere

[R(D')| = m, -(2‘“‘“ _1).(3@@,\ _ z‘fz\f")---((m 1) _mmm)_(m F1)F
olur.

Sonu¢ 1.1.55 X sonlu bir kiime, D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve

T,cT, cT,c T, olmakiizere Q ={T,,T,,...,T,} (m=>1), D ninbirlesimlerin tam X/

-alt yarilatisi olsun. O zaman Ey)(Q), BX(Q) yarigrubunun sag birim elemanlarinin

kiimesi olmak tizere
‘Eg(”) (Q)‘ — (2‘T1\To‘ _1),(3‘T2\Tl‘ _2‘T2\T1‘)“,((m +1)‘Tm\Tm71‘ _m‘Tm\Tm—l‘).(m +1)‘X\Tm‘

olur.
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Teorem 1.1.56 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve Q={T,,T,,T,,...,T,}, (m>3)
elemanlari

T.T, {3}, T, =0, UL, =T, ve ,cT,c--cT,
kosullarin1 saglayan D nin birlesimlerin tam X7 -alt yarilatisi olsun. Ustelik a € B, (D)

ikili bagintisinin quasinormal gosterimi « = U(K.“ X 7}) bi¢iminde ve Q = V(D, a) olsun.
i=1

O zaman « ikili bagintisinin B, (D) yarigrubunun regiiler eleman1 olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul D', D nin alt yarilatisi olmak tizere ¢:0Q — D' tam « -izomorfizmasinin

Y o0(T), ¥y 20(L), YUY LY 20(T,),

Y no(T) =D, (k=4,5,.,m-1ve g=4,5,.,m)

kosullarini saglamasidir.

Sonu¢ 1.1.57 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve Q:{TI,TZ, 3,...,Tm}, (m23)
elemanlari

I.T,e{Q3}, nT,=0, T,UT,=T, ve ,cT,c--cT,
kosullarmi saglayan D nin birlesimlerin tam X7 -alt yarilatisi olsun. Ustelik « € B, (Q)

ikili bagintisinin quasinormal gosterimi o = U(K“ X Z) biciminde ve Q = V(Q, 0{) olsun.
i=1

O zaman «, B, (Q) yarigrubunun sag birim elemanidir ancak ve ancak k£ =4,5,...,m—1 ve
qg=4,5,...m igin
YT ST, ¥ o, YUY U LY T, ve Y AT, %0

kosullar1 saglanir.

Teorem 1.1.58 X sonlu bir kiime veD birlesimlerin tam X -yarilatisi ve
0= {TI,T2,T3,...,TM} , (m > 3) elemanlari
I.T,e{Q3}, nT,=0, ,UT,=T, ve ,cT,c--cT,
kosullarini saglayan D nin birlesimlerin tam X7 -alt yarilatisi olsun. Eger O = {]},Tz,. T }

9t m

ile D'= {7_"1,]_"2,,7_;1} tam « -izomorf ise ‘Q(Q)‘ =m, olmak tizere
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‘R (D’) =2-m, .(4‘74\73\ _ 3\74;\73‘),..(,"\7,”\?,,,4\ —(m _l)\fm\fml\)'m‘x\fm‘
olur.
Sonu¢ 1.1.59 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve Q:{TI,TZ,Y;,...,Tm} , (m23)
elemanlari

I.T,e{Q3}, nT,=0, VT, =T, ve ,cT,c--cT,
kosullarin1 saglayan D nin birlesimlerin tam X7 -alt yarilatisi olsun. O zaman ES)(Q),

B, (Q) yarigrubunun sag birim elemanlariin kiimesi olmak iizere
‘EE:) (Q)‘ _ (4\T4\T3\ _ 35| ) ... (m\Tm\TM _ (m _ 1)\Tm\Tm—1‘ ) Xl

olur.

Teorem 1.1.60 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve m=>3 olmak {izere

Q:{T T,..T .,Tm},elemanlarl 0<j<m-3 i¢in

(RS ERNEE R RN

Iy,clic-cl,cT,,cT,,c---cT,,
ILy,clic-cl,cTl,,cT,,c---cT,
Tj+1\Tj+2 #{J, Tj+2\Tj+1 #J ve Tj+1 UTj+2 :Tj+3

kosullarin1 saglayan D nin birlesimlerin tam X7 -alt yarilatisi olsun. Ustelik a € B, (D)

ikili bagintisinin quasinormal gosterimi o = U(K“ X 7;) biciminde ve Q = V(D, a) olsun.
i=0

O zaman « i1kili bagintisinin B, (D) yarigrubunun regiiler elemani olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul D', D nin alt yarilatisi olmak tizere @:Q — D’ bir tam « -izomorfizmasinin
YUY U U UYS 20(T ), Y OYE O U UYL 20(T),
YUY U UY  UYE, 2¢(T/+2)a Yy U U uYs o ¢(Tp),
Y’ m(p(];);t S, p=0,1,2,..,m-1, g=12,...m,(p# j+2, g # j+3)

kosullarini saglamasidir.
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Sonu¢ 1.1.61 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve m=>3 olmak {izere

Qz{E),Y;,...,Y},...,Y:n} , elemanlar1 0 < j<m -3 icin

I,cliccl,cT,,cT,yc-cT,,

J+l Jj+3
T,cT,ccT,cT,,cTccT,
Tj+1\Tj+2 i@, T/‘+2\Tj+1 ;t@ ve Tj+1UT/+2 :Tj+3

kosullarmi saglayan D nin birlesimlerin tam X7 -alt yarilatisi olsun. Ustelik « € B, (D)

ikili bagintisinin quasinormal gosterimi o = U(Yf’ X Z) biciminde ve Q = V(Q, a) olsun.
i=0

O zaman «a, B, (Q) yarigrubunun sag birim elemanidir ancak ve ancak

a
w21,

oT.

a a a
VIS ARVEN) S U) § 2

a a a a
ol IS ARVENC) SR V) §

Jj+2

a a a a
Wouyrou---uY T uY,

oT,

s Yo OO OY DT,
Y'nT, #D, p=0,1,2,...,m-1, q=12,...m,(p# j+2, g # j+3)

kosullar1 saglanir.

Teorem 1.1.62 X sonlu bir kiime, D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve m >3 olmak

lizere Qz{Yg,Y],...,Y},...,Tm} , elemanlar1 0< j <m -3 igin

Iy,clic-cT,cT,,cT,,c---cT,,
ILy,clic-cTl,cT,,cT,;c---cT,
Tj+1\Tj+2 #{J, Tj+2\Tj+1 #J ve Tj+1 UTj+2 :Tj+3

kosullarini saglayan D nin birlesimlerin tam X7 -alt yarilatisi olsun. Eger O = {71),7],...,T }
ve D'={T,.T,....T,} tam a -izomorf ise |Q(Q)| = m, olmak iizere
a) j=0 (T, =1,) ise
[R(D")=2:my (27 1) (277 1) (57 =47 ).

((m + 1)\131\7,,,71\ _ m\fm\f,,,,l\ ) . (m n 1)\)(\@1\
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b) 1<j<m-3 (T, =T,) ise

[R(D)

:2.m0 (2‘TI\TO‘ _1)((J+1)T 1\ 2‘ ‘T \T; 2) (] +1)(fj+1mff+z)\fj‘
_((j+2)TI+1\Tj+2 _(] +1)‘ +1 /2) ((j+2)T/+z\T/+1 _(j+1)T/+z\T+l)
L o (R e K

olur.

Sonu¢ 1.1.63 X sonlu bir kiime, D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve m >3 olmak

lizere Q:{%,Y},...,Y},...,Tm} , elemanlar1 0 < j <m -3 icin

Iyclc-cl,cT,,,cT,,c---cT,

J+l Jj+3
I,clc-cT,cT,,cT,,c---cT,
T \T,, #D, T)\T,, #DveTl, VT,,=T,

j+3
kosullarin1 saglayan D nin birlesimlerin tam X7 -alt yarilatisi olsun. ES)(Q), BX(Q)
yarigrubunun sag birim elemanlarinin kiimesi olmak tizere

a) Jj= O( )1se

‘Eg(r) (Q)‘ — (2‘7]\T2‘ _ 1).(2‘T2\Tl\ _ 1).(5‘T4\T3‘ _4‘T4\Ts\ ) . ((m + 1)‘Tm\Tm—l‘ _m\Tm\T,,,,]\)

(1)
b) I<j<m=3 (T, =T,) ise
‘Ey)(Q)‘:(z‘T'\T‘" _1),,,((1-“)3\@1 _ij\T,/") (j+1)
.((j+2)T,+1\T,+z_(J )\T \T+z) ((]+2) T2\ Ty —(j+ )%\Tu)
'((j+5)rj+4\rj+3 _(j+4)rﬁ4xrm)m((mﬂ)fm\rml _m\rm\r,,,,]\)_(mﬂ)\xxrm\

(7,00 Ty T ‘

olur.

Teorem 1.1.64 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve m>5 olmak lizere D nin

birlesimlerin tam X -alt yarilatisi olan Q ={7,,7,,T,,...,T,} nun elemanlar

ILclclic---cIl,, ,cl,clc---cT, , T,cT,cT,c---cT,

INT,20, T)\T, #0, TT\T,#0, )\T,#0, T, UT, =T, ve T, VT, =T,
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kosullarmi saglasin. Ustelik «e€ B, (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi

Cs

o= (Yi‘" ><Tl.) bi¢iminde ve O =V (D,) olsun. O zaman & nin B, (D) yarigrubunun

1

regiiler elemani olmasi icin gerek ve yeter kosul D', D nin alt yarilatisi olmak iizere
go:Q—)D'={(/7(T1),¢7(T2),...,(p(Tm )} bir tam « -izomorfizmasinin
Y oe(T), Yy 20(T), ¥, VY 2o(T,), 1" 0¥ U UY 29(T;),
Y no(T)=@, (k=5.6,...,m-1) ve (q=4,6,..,m)

kosullarini saglamasidir.

Sonu¢ 1.1.65 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve m=>5 olmak iizere D nin

birlesimlerin tam X -alt yarilatisi olan Q ={7,,7,,T,,...,T,} nun elemanlar
ILcloclic---cT, , I,cT,cl,c---cT,,
ILcl,cTl,c---cT,,T\T,#9, T,\T, #J,
L\T,#0, T)\T,z0, T, VT, =T, ve T, T, =T

kosullarin1  saglasm. Ustelik « e B, (D) ikili bagmtisinin quasinormal gosterimi
a= U(Yi“ X 7;) bi¢iminde ve O =V (Q,a) olsun. O zaman «, B, (Q) yarigrubunun sag
i=1
birim elemanidir ancak ve ancak
YO oT, Yo, YUYy oT,, KUY U UY T,
Y NT, D, k=5,6,...,m—1ve g=4,6,...m

kosullar1 saglanir.

Teorem 1.1.66 X sonlu bir kiime, D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve m >5 olmak
lizere Q:{TI,TZ,T3,...,Tm} , D nin birlesimlerin tam X -alt yarilatisi olsun. Ayrica Q
yarilatisinin elemanlari
ILcloclic---cT, , I,cT,cl,c---cT,,
ILcl,cTl,c---cT,,T\T,#9, T,\T, #J,
T\, #0, T)\T,#0, T,UT, =T, ve T, UT, =T,

kosullarin1 saglasin. Eger QO ve D’ :{]_],7_’2,...,7_;”} tam « -izomorf ise ‘Q(Q)‘ =m, olmak

uzere
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[R(D')

T,\Ty T\t Te\Ts T,\T,_ 7,\T,,_ X\T,
=mo,(2\43\_1),(6\65\_5\6,\),,‘(m\ | (m-1) m),m\ |

Sonu¢ 1.1.67 X sonlu bir kiime, D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve m =5 olmak

m

lizere Q0= {7’1,7’2,7"3,...,T } , D nin birlesimlerin tam X -alt yarilatisi olsun. Ayrica Q
yarilatisinin elemanlari
ILcloclic---cT, , I,cT,cl,c---cT,,
ILLcl,cTl,c--cT,,I\T,#9, T,\T, #J,
\T,+#0, T)\T,#0, T,UT, =T, ve T, UT, =T,
kosullarini saglasin. EE(’) (Q) , By (Q) yarigrubunun sag birim elemanlarinin kiimesi olmak

uzere
‘ng) (Q)‘ _ (2\T4\T3\ _1),(6\T6\Ts\ _S\Q\Ts\),,,(m\Tm\TnH\ _(m_l)‘Tm\Tm—l‘).m‘X\Zn‘

olur.

Teorem 1.1.68 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve m > 6 i¢in

ILcl,cl,clyc---c1

m?

ILLcl,clicl,c---cT,,

ILcl,cl,cT,c--cT

m?>

LcT,cT,cT,ccT,

T\T, 2@, T\T, 20, T,\T,#@, T\T,#@, T,UT,=T,, T, UT, =T,

olmak iizere Q ={T,,T,,T;,...,T,}, D nin bir X -alt yarilatisi olsun. Bir « € B, (D) ikili

20539 m

bagintisinin quasinormal gosterimi o = U(K“ X Z) biciminde var ve QO = V(D,a) olsun.

i=l1

O zaman «a nm B, (D) yarigrubunun regiiler elemani olmasi i¢in gerek ve yeter kosul D’
D nin alt yanlatisi olmak iizere ¢:0—D'={p(T,),¢(T,)....e(T,)} bir tam a-

izomorfizmasinin

Y 20(T), ¥ 20(TL), 5 OY U OY 20(T,),
YUY UY OY 2p(T), KUY U uY 0e(T),
Y no(T)#@, p=6,..m—1ve g=4,57,..m

kosullarini saglamasidir.
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Sonu¢ 1.1.69 D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve m > 6 igin
ILclcl,cljc--cT,, Ticl,cl,clyc---cT

m?

ILcl,cTl,cT,c--c1T,

m?>

LcT,cT,cT,ccT,,

T\L 20, T\T, 20, T\T,#@, T,\T, #@, T, UT, =T,, T, UT, =T,

olmak iizere Q={T,T,,T,,...T,} D nin bir X -alt yarilatisi olsun. Bir a € B, (D) ikili

2 m

bagntisimin quasinormal gdsterimi o = J (Yi“ X T.) bi¢iminde var ve Q =V (0, ) olsun. O

1
i=1
zaman o, B, (Q) yarigrubunun sag birim elemanidir ancak ve ancak
YO, Y 0T, YUY UY UY oT,,
Yla UY; UY3a Uysa oI, Yla UYza U---UY; QTp’

Yq”’mTq 0, p=6,..m—1ve g=4,5,7,....m

kosullar1 saglanir.

Teorem 1.1.70 X sonlu bir kiime, D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve m > 6 i¢in
ILcl,cl,clc---cT ,I,clcl,cl,c---cT,,
Icl,cTl,cTlyc--cT,,,cl,cl,clyc---cT,,

INTL+0, \T, 20, T\TI,#0, T\T,#0, T, VT, =T,, T, VT, =T,

olmak iizere Q={TI,T L,..,T }, D nin bir XTI -alt yarilatisi olsun. Eger Q ile

s dyseeesd,,

D' = {ﬁ,fz,...,fm} tam o -izomorf ise ‘Q(Q)‘ =m, olmak iizere

[R(D)

_ 4. AT .(4@@\ _3@\@\).(4\@@\ _3\2@\).(7@@\ _6@@\)...
- 0
7,\T, I,\T,,_ X\T,
(m‘ m mfl‘_(m_l)‘ 1‘)”’1‘ ‘

olur.

Sonu¢ 1.1.71 X sonlu bir kiime, D birlesimlerin tam X -yarilatisi ve m > 6 i¢in

ILcl,cl,clyc---c1

m?

ILcl,cl,cl,c---cT,,

ILcl,cl,cT,c--cT

m?>

ILcTl,cl,cTl,c---cT

INL=0, L\T#29, T\,#9, T\, #0, TV =T, T, VI, =T
olmak iizere Q={T,,T,,7},...,7,}, D nin bir alt yanlatisi olsun. E\'(Q), B,(0)

m

yarigrubunun sag birim elemanlariin kiimesi olmak iizere
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EW :3\(ans)\T3\, QT R (4T STEL (15T gl Tl
£ (0) ( i i )

T \T, T \ T X\T,
(m\ o (m—1) m)_m\ A

olur.

Bundan sonraki boliimlerde;
» Birlesimlerin tam X -yarilatisi yerine tam X -yarilatis,

» Birlesimlerin tam X7 -yarilatisi yerine X7 -yarilatis,
» Y. gosterimi yerine Y gosterimi,

kullanilacaktir.
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BOLUM 2 - iKiLi BAGINTILARIN TAM YARIGRUPLARI
Didem YESIL SUNGUR

BOLUM 2

IKiLi BAGINTILARIN TAM YARIGRUPLARI

X bos olmayan bir kiime ve D={ Z,,2,,2,,25,2,,2,,2,,7Z, D }, X in alt

kiimelerinden olusan ve elemanlar1 asagidaki kosullar1 saglayan bir aile olsun.

Z2,c2,c2,c2,cD,Z,cZ,cZ,cZ,cD,
Z,cZ,c2,c2,cD,Z,cZ,cZ,cZ,cD,
Z,cZ,cZ,cZ2,cD,Z,cZ,cZ,cZ,cD,
Z,cZ,c2,c2,cD,2,cZ,cZ,cZ,cD, 2.1)
ZNZ, #D, LN\, D, L N\L, #D, Z\Z, # D,

LN\, #D, L \2,#D, LN\, #D, Z,\Zs # D,

N2, #D, 2 \Z,# Q.

D nin diyagrami Sekil 6 daki gibidir.

Sekil 6. Elemanlar (2.1) kosullarin saglayan D :{ 2.,2,,2.,2.,2,,2,,2,,2,,D }
nin diyagrami.

D nin her alt kiimesinin kapsama bagintisina gore bir en kiigiik iist sinir1 var

oldugundan D kiimelerdeki kapsama bagintist ile bir iist yarilatisdir. Ayrica D kiimelerdeki
birlesme islemine gére kapali oldugundan tam X -yarilatisdir ve en biiyiik eleman: D dir.

Teorem 1.1.37 den dolayr D nin karakteristik kiimeler ailesi olan C ( D) ve
7:D->C ( D) karakteristik doniistimii teklikle belirlidir. Ayrica Teorem 1.1.38 den C ( D)
kiimesinin eleman sayist D nin eleman sayisina esit oldugu biliniyor. O halde P,, P, P,,

P, P, P, P, P, ve P, kiimeleri D nn ikiser ikiser ayrik alt kiimeleri olmak iizere
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C(D)={R.R.P.,P.,P..P.P. PR}
Ve
(Dz 2,227,272, Z, Z,
Z_(Po RP P PP PP PJ
olarak bulunur.

y doniistimiinden faydalanarak her Z € D i¢in

Z=Pu |J #(T).D(Z)=D\{TeD|ZcT}
TeD(2)
formal birlesimi tanimlanabilir. Bu sekildeki formal birlesimlerin kiimesi D' ile gosterilirse,

Lemma 1.1.39 den D’ ile D tam izomorf olur. O halde D nin elemanlar1 formal

birlesimlerle ifade edilebilir. Burada

D(D)=D\{TeD|DcT}=D\{D},

D(Z,)=D\{TeD|Z,cT}=D\{Z,.Z,.Z,.,D},
:-2,.2,,D},
D(Z,)=D\{T eD|Z, -Z5,2,,2,,D},

kiimeleri kullanilarak D nin elemanlarinin formal esitlikleri,

28



BOLUM 2 - iKiLi BAGINTILARIN TAM YARIGRUPLARI
Didem YESIL SUNGUR

D=Ru |J #(T)=RURUPUPRUP,UP,UP,UP,UR,
Teb(lj)

Z = U 2(T)=P,UP,UP,UP,UP,UP,UP, UR,

Z,=PuU ;((T):PouRuP3uP4uP5uP6uP7uP8,

Z,=Pu ;((T)=P0UP4UPSUP6UP7UP$,

Z,=PuU ;((T)zPouPsuPﬁuﬂng, (2.2)

TeD(2,)

Z,=Pu ;((T)=POUP4UP6UP7UF)8,

T)=R,UP,UP,UP, UR,
T)

Z, =Py ;( =P UP UR,

Z,=P U ;((T):POUP4UP7

elde edilir.

Teorem 1.1.44 den dolayr P, P, P,, P, ve P, kiimeleri D nin temel kaynak
elemanlaridir ve bos kiimeden farklidirlar. Bununla birlikte Teorem 1.1.45 den dolay1 P, P,

ve P, kiimeleri D nin yardimci kaynak elemanlaridir ve bos kiime olabilirler. Ayrica

;((5) = P, kiimesi her zaman D nin yardimci kaynagi oldugundan bos kiime olabilir. O

8
halde U < X oldugundan |X|> 5 olur. Ayrica D yarilatisinin elemanlarinin formal

esitliklerinin icinde D nin temel kaynak elemanlarindan en az bir tanesi bulundugundan D

nin elemanlarinin hepsi bos kiimeden farklidir.

D ye tam izomorf olan tam X -yarilatislerin sinifin1 X, (X ,9) sembolii ile gosterelim.

O halde bu smiftan alinan herhangi bir X -yarilatis ile belirlenen ikili bagintilarin tam

yarigrubunu B, (D) yardimiyla karakterize edebiliriz.

X sonlu iken X, (X ,9) kiimesinin eleman sayisini bulalim.
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Lemma 2.1 De %, (X,9) ve |X|=n olsun. O zaman

‘ZZ(X,9)‘=i(10”—5-9”+10-8”—10-7”+5-6”—5”) (2.3)

olur.

Ispat: D nin otomorfizmleri,

i0|=[32122232425262728 f=[32122232425262728
> \pz 2,2, 2,2, 2,2, 2,) Dz 22 2, 2 2, Z, Z,

g:f)zlzzz3z4zszsz7zg h:52122232425262728
D2z 2z 2,2, 2, 2, Z, Z, D2z 2 2,2, 2, Z, Z, Z,

olup 4 tanedir. O halde D nin otomorfizmlerinin sayis1 q =4, temel kaynaklarin sayisi

5=5ve C= J—_!oldugundan Teorem 1.1.46 dan
ok -(j-k)!
1o e (-)"crel(81)-((p-6))-i°
(X, 9)=—- : :
‘ 2 ( )‘ q ;[2[ i—1)! -(p—i+1)!

olup gerekli hesaplamalar yapildiginda

‘Zz(X,9)‘:i(10”—5-9”+10-8”—10-7”+5-6”—5”)

olarak bulunur. m

Ornek 1 X kiimesinin eleman sayist sirastyla 5, 6, 7, 8, 9, 10 olarak alindiginda
%,(X,9) smifinin ve B, (D) nin eleman sayilarini hesaplayalim.

(2.3) esitliginde n=5, 6, 7, 8, 9, 10 sayilar1 Lemma 2.1 de yerine konuldugunda

2, (X ,9) siifinin eleman sayist sirastyla

[£,(X,9)[=30, 1350, 35700, 724500, 1953125, 192827250
olarak bulunur.

Simdi, verilen n degerleri i¢in B, (D) nin eleman sayisini sirastyla bulalim.

. (D)o} -o"
oldugundan verilen n degerleri igin
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-
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‘BX (D)‘:59049, 531441, 4782969, 43046721, 387420489, 3486784401

Simdi D X -yarilatisinin biitiin tam X -alt yarilatislerini bulalim.
Lemma 2.2 D X -yarilatisinin biitiin tam X -alt yarilatisleri

olarak bulunur.
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0N
N’
N
~
N
N
N
L”N
N
(%)
O«
)

7 {Z,,Z,,Z
26.2,2.,7,, D} {z Z..2,,Z, D}

8) {2,.2,.2,.2,,2,,D}, {2,.2,.2,.2,.2,,D}, {2,.2,.2,.Z,.2,.D},
Z,2,,25,2,,2,,D},
2,.2,,2,,2,,b}, {Z,.2,.2,.2,,0}, {2,,2,,2,.2,,D}, {Z,.2,.2,,Z,.D},
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15){2,.2,,2,,2,,Z }{zzzz ,-D}

16) z } {Z Ij} {26,25,23,22,21,5},
Z } {Z D} {28’27’25’22’Zla5}>

171{2,.2,,2.,2,,Z,, }

18){Z,,2,,2,2,.2,}, {Z,,2,,2,25,Z,},

2,.2,,2,,2,.2,,0}, {2,,2,.2,,2,.2,.D},

) {
20){2,.2,.2,,2,.2,.2,,0}, {Z,.2,.2,.2,.2,,2,,D}, {2,.2,.2,,2,,2,,Z,,D/,
}

o 1z,.2.,2,,2,,2,), 12,,2,,2,,2,,2,}, 1Z,,2,,2,,2,,Z,},
Z,,2,,2,,2,,2,}, {2,,2,,2,,2,,2,}), 12,,2,,2,,2,,2,}, {Z,,2,2,,Z,,Z,},

} {z,.2,.2,.2,.,0}, {2,.2,,2,.2,,D}, {2,.2,.2,.2,.D},
.b}. {2,.2,,2,.2,,2,.0}, {2,.2,,2,,2,,2,,D},

z 5} {2,.2,2,.2,.2, D} {2,.2,.2,.2,,2,.D},

N
(=)
N’
N
N
N
N
N
~—v—/
—~—
N
N
N
N
W)
X
—~—
N
N
N
N
N
—_——

27)ZZZZZZD}

N
R
N’
N
O’\
N
N
N
N
U
—
—~—
N
N
N
N
N
O
—

{
2
ta
{
{
{Z,
{Z,
{
{2
Z
{Z:,
23){2,.2,.2,.2,.2
{
{Zn
{Z:
ta
{2
{Ze,
{Ze,
{
2
{Z:,
{z:,
{Z,
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3 {z,.2,.2,.2,.2,.2,,0}, {Z,.2,.2,,2,.2,.Z,,D}, {2,.2,.2,.2,.Z,,Z,,D},
24.20.25.2,.2,,2,,D},

32){2,.2,,2,,2,.2,,2,,2,,0}, {2,,2,.2,,2,,Z,,Z,,Z,,D},

34){2,.2,.2,.2,.2,.2,,2,}, {Z,.2,.2,.2,.2,.2,.1,}, {2,.2,.2,.2,.2,.2,.D},

{

{

{
33){Z,.2,,2,25,2,,7,},

{
35){2,.2,,2,,2,,2,,2,,0}, {2,,2,,2,,2,,2,,2,,D}, {Z,.2,.2,,2,,2,,Z,,D},

{

Z4.2,.2,,2,.2,,Z,,D}

olur.

Ispat: D nin bir elemanl alt kiimeleri birlesim islemine kapal1 oldugundan (1) de

verilen kiimeler D nin tam X -alt yarilatisleri olurlar. D nin iki elemanli alt kiimelerinin

sayisi C; =36 dir. D nin zincir olugturan asagidaki 29 altkiimesi

(2,20, {22}, (2,20, {2,250, {2,273, {252, {252}, {25,245,
ZoZibs ZoZa}s \Zo 25} {20 Zi)s {20 Za)s {202 Z5)s {20 Zas {2,

Z
(z.2}. {2,.2,}. {2,.2,}, {Z,,2,}. {Z.2,}. {2,.D}. {Z,.D}, {Z,.D}.
{z,.D}, {z,.D}, {z,.B}, {z,.D}, {z,.D},

kiimelerdeki birlesme iglemine kapal olduklarindan D nin tam X -alt yarilatisleri olurlar.
(2,,2),12,,2,},{2,,2,}, {2,,Z,}, 1Z,,Z,}, {2,Z,), {Z4,2,) altkiimeleri ise

kiimelerdeki birlesme islemine kapali olmadigindan D nin tam X -alt yanlatisleri

degillerdir.
D nin ii¢ elemanl alt kiimelerinin sayis1 C; =84 olup bunlardan 50 tanesi;

Z4,Z3,Zl}, {24’23522}’ {25’23921}’ {25,23,22}, {Z()’Zsazl}’ {26923’22}’

7523921 > {27,23,22}, {27,24,21}, {Z7,Z4,Zz}, {27724723}9 {27925521}’
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{2,.2,.D}, {2,.2,.D}, {2,.2,.D}, {Z,.2,.D}. {Z:,2,,2,} {Z,,2,.2,} {2, 2. 2.} ,
(z,,2,,2,},12,,2,,2,} ,{2,,2,,Z,}, {zz,zl,f)},

kiimelerdeki birlesme islemine kapali oldugundan D nin tam X -alt yarilatisleridir. D nin
asagida listelenen 3 elemanh alt kiimeleri ise birlesme islemine kapali olmadigindan D nin

tam X -alt yarilatisleri degildirler.
{Z3,Z2 z {Z Z, Z} {ZS,ZZ,Zl},{Z Z4,Zl} {Z ,Z4,ZZ},{Z(),ZZ,ZI}, {26,24,21},

Z,,2,},{2,,2,,2)},

—~— —~—
N
-3
S

s

(2,,2,,2,} {2,,2,,2,},{2,.,2,,2,} ,{2,,2,,2,} ,{2,,2,,Z,},
(2,,2,,2,},12,,2,,2,},12,,2,,2,},12,,2,,2,} ,{2,,Z,,Z,},
(2,,2,,2,),12,,2,,2,) 12,,2,,2,} ,{2,,2,,2,} ,{Z,,Z,,Z,) Z
{z,.2,.0}.{z,.2,.D}, {26,25,5},{27,26,5},{28,24,5},{28,27,5}

Benzer olarak D nin geriye kalan diger alt kiimelerinin de D nin tam X -alt

yarilatisleri olduklar1 gosterilebilir.m

Lemma 2.2 de verilen D nin X -alt yarilatislerinin diyagramlar1 asagidaki gibidir.

e YRAAL

f%i/@x&x& &
%ﬁ/l\/ﬁﬁ?\/{@&&

SN A

Sekil 7. D nin X -alt yarilatislerinin diyagramlari.

Simdi D nin tam X -alt yarilatislerinden Xl -alt yarilatis olanlar1 belirleyelim.
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Lemma 2.3 Diyagrami Sekil 7 de verilen 22. diyagramdan 35. diyagrama kadar

olanlardan herhangi biri bi¢iminde olan D nin X -alt yarilatisi Xl -alt yarilatis degildir.

Ispat: Diyagramm 25 deki gibi olan S = {26,25,24,23} X -alt yarilatisini alalim. S
X -alt yarilatisinin en biiyiik elemant S= Z, dir. Teorem 1.1.37 ve Teorem 1.1.38 den
dolayr S nin karakteristik kiimeler ailesi C(S)={PF;,R,P;,R/} ve S den C(S) ye bire-bir

2,2,2, 2,

., karakteristik donilistimii teklikle belirlidir. y
RE PP

ve Orten olan ;(z(

doniisiimiinden faydalanarak her ZeS igin Z=P/U U ;((T) formal birlesimi

TeS(2)
tanimlanabilir. Bu sekildeki formal birlesimlerin kiimesi D’ ile gosterilirse Lemma 1.1.39
dan dolay1 S ile D’ izomorf olur. O halde S nin her bir eleman1 izomorfizm altindaki

goriintiileri olan formal birlesimlerle tanimlanabilir. Asagidaki kiimeler kullanilarak

A

$(z,)=S\{TeS|Z,cT}={2,,2,,Z,),
$(z,)=S\{TeS|Z,cT}={2,,2,},
$(z,)=S\{TeS|Z,cT}={2,.Z,},
$(2,)=S\{TeS|Z,cT}=1{2,,Z,},

S X -alt yarlatisinin elemanlarimin formal esitlikleri,

Z,=P'u U 2(T)=R UPR UR UP,/,

TeS(Zy)

Z,=RP'u |J x(T)=R UR UP/,

TeS(2,)

Z;=P'u |J x(T)=R ' UR UPR/,

TeS(Zs)

Z,=P'u (J #(T)=R UR UP/
TeS(Z4)
olarak elde edilir.

Ayrica Teorem 1.1.44 den dolay1 S, tam X -alt yarilatisinin temel kaynak elemanlari

P’ P, P/ olur. Oyleyse bu kiimeler her zaman bos kiimeden farkli olurlar. S X -alt

yarilatisinin yardimci kaynak eleman: P, kiimesidir. Dolayisiyla P, bos kiime olabilir.
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Simdi yukaridaki formal esitliklerden faydalanarak her teZ, igin S, kiimelerini
belirleyelim.

S, te PO’

2,,2,,2,}, teP

2,,2,,2,}, te P/

{2,,2,.Z,}, teP,.

Bu durumda A(S,S,) kiimesi

D, teP,
&, teP’
A(S,S,)= :
@, tep/

@, teP/
olarak bulunur. P/, P, ve P, kiimeleri bos kiimeden farkli oldugundan te P’, te P, ve

te P icin @=A(S,S,)¢S olur. Tamm 1.1.9 dan dolay1 S ={Z,Z,,Z,,Z,} X -alt

yarilatisi XI -alt yarilatis degildir. Benzer adimlar diyagrami Sekil 7 de 22. diyagramdan
35. diyagrama kadar olan D nin her bir X -alt yarilatisleri i¢in uygulanirsa Xl -alt

yarilatis olmadiklar1 goriiliir.m

Teorem 2.4 D={ZS,Z7,Z6,ZS,Z4,Z3,ZZ,ZI,5} tam X -yarilatisi  XI -yarilatis
degildir.

ispat: P,P,P,P,P,P,P,P ve P kiimeleri X in ikiser ikiser ayrik alt
kiimeleri ve D=P,UP, UP,UP,UP, UP,UP, UP,UP, oldugundan teD ise t, P

(i = {0,1,...,8}) kiimelerinden yalnizca birinin elemani olur. O halde (2.2) esitliginden

teP,ise D, =D,

teP ise D, ={z,.D},

teP,ise D ={Z,,D},

tePise D,={Z,.Z,.D},

teP,ise D ={Z,,Z.,2,.2,,Z,,Z,,D},
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tePS ise {26’24’23922’21’5}’
{27,25,24,23,22,21,5},
{

Z4.2,.25.2,.2,,2,,Z,,D},

te P, ise

D
D
teP, ise D,
tePise D,={Z,,2.2,,2,,Z,,Z,,Z,,D}
olarak bulunur. Buradan her bir D, kiimesinin alt sinirlarinin kiimesi

te P, ise N(D,D,) =,

teP iseN(D,D,)=1Z,.2,.24.25.2,.25.2,}.
teP, iseN(D.D,)=1{Z;.Z,.20.Z.2,.Z5.2, ).
teP iseN(D,D,)={Z,.2,.20. 2.2, 2, .
teP, ise N(D,D,)={Z},

teP, iseN(D,D,)=d,

te P, ise N(D,D,)={Z,},

teP, ise N(D,D,) =,

teP, iseN(D,D,)=2

olarak elde edilir. Bu kiimelerden faydalanarak D, kiimelerinin alt sinirlarinin en biiyiigi

teP ise A(D,D,)=27,,
teP, ise A(D,D,)=2,
teP ise A(D,D,)=2,,
teP, ise A(D,D,)=Z,,
teP ise A(D,D,)=9,
teP, ise A(D,D,)=Z,,
teP, ise A(D,D,)=0,
tePR ise A(D,D,)=¢

olarak bulunur. P, bos kiimeden farkli oldugundan en az bir t e P, vardir. Bu durumda

/\(D, Dt) ¢ D oldugundan Tanim 1.1.9 dan D tam X -yarilatisi XI -yarilatis degildir. m

Lemma 2.5 Diyagrami Sekil 7 de verilen 1. diyagramdan 10. diyagrama kadar

olanlardan herhangi biri bigiminde olan D nin X -alt yarilatisi XI - alt yarilatis olur.

Ispat: Teorem 1.1.47 den diyagramu Sekil 7 de verilen 1 den 5 e kadar olan D nin tam

X -alt yarilatisleri D nin XI - alt yarilatisleri olur.
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Teorem 1.1.49 kullanilarak diyagrami Sekil 7 de 6 dan 10 a kadar olan D nin tam X

-alt yarilatislerinin Xl - alt yarilatisler oldugu goriiliir.m

Simdi D nintam X -alt yarilatislerinden diyagrami Sekil 7-11 deki gibi olanlarin XI

-alt yarilatis olma durumunu inceleyelim.

Teorem 2.6 D nin Q={T,T,T,,T,,T,,T,T,} tam X -alt yarilatisinin elemanlar

T cT,cl,cT,cT,, T,cT,cT,cT,cT,,

T cT,cT,cT cT,, ,cT,cT,cT, T, (2.4)
T,uT =T, T,UT, =T, T\T,#J, T,\T, #,

T\T, 20, T\T,#J

kosullarini saglasin. O halde Q, Xl -alt yarilatisdir.

Ispat: Q ={T,,T,,T,,T,,T,,T,,T,} teoremde verilen kosullari saglayan tam X -alt

yarilatisi olsun. Bu durumda Q nun diyagrami Sekil 8 deki gibidir.

T,
L T,
T,
T, T,
T,

Sekil 8. Elemanlari (2.4) kosullarin1 saglayan Q = {T6,T5 T, T,,T,,T,,T,} nun diyagramu.

R, P, P, B, P, P ve P, kiimeleri T, in ikiser ikiser ayrik alt kiimeleri olmak
tizere Teorem 1.1.37 ve Teorem 1.1.38 den Q nun karakteristik kiimeler ailesi

C(Q)={P,.P.P,,P,,P,,P,,P,} ve karakteristik déniisiimii olan

(T T T, T T, T T
"lRRRRRRER

teklikle belirlidir. ¢ doniisiimiinden faydalanarak her Z € Q igin

Z=PRu (J o(T)
TeQ(2)
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formal birlesimi tanimlanabilir. Bu sekildeki formal birlesimlerin kiimesi D’ ile gosterilecek

olursa Lemma 1.1.39 den dolay1 Q ile D’ tam izomorf olur. O halde Q nun her bir elemani
formal birlesimlerle tanimlanabilir. Boylece Q nun her bir elemani i¢in asagidaki formal

esitlikler yazilabilir.

T,=RURUP,UP,UP,UP, UF,,

T,=RUP,UPUP, UPUR,

T,=PRURUP,UP,UP,UPR,

T,=RVRURUFR, (2.5)
T,=PUPRUR,

T,=FBUP,UP,,

T, =P,.

Ayrica Teorem 1.1.44 den dolayr Q nun temel kaynak elemanlart P, P,, P, ve P,
kiimeleridir ve bos kiimeden farklidirlar. Teorem 1.1.45 den P,, P, ve P, kiimeleri Q nun

yardimci kaynak elemanlaridir ve bos kiime olabilirler.

P, (i=0,1,2,...,6) kiimeleri ikiser ikiser ayrik olduklarindan teT, ise t, P

kiimelerinden yalnizca bir tanesinin elemant olur. (2.5) esitliginden faydalanilarak

Q, teP,
{0, } teP,
{0 } teP,
Q ={T,.T.T.}, teP, (2.6)
{TTTTT} teP,
{TTTTT} teP,
{TTTTTT} teP,.

kiimeleri bulunur. Ayrica (2.6) esitligi kullanilarak her bir Q, kiimesinin Q i¢indeki alt

sinirlariin kiimesi
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{ } teP,,
1,,T,,T,.T,,T,}, teP,
1,7,T,.T,.T,}, teP,
N(Q,Q)=4{T,T,T.,T,}, teP, (2.7)
{ } teP,
1,7}, teP,
{ } te P,

olarak bulunur. (2.7) esitliginden faydalanilarak her bir Q, kiimesinin alt siirlarinin en

bliyligii
T, teP,
T,, teB,
T, teP,
A(Q,Q)=1T,, teP, (2.8)
T, teP,
T,, teP,
T, teP,

olarak elde edilir. Sonug olarak her t € T, i¢in /\(Q, Qt) € Q olur.

Ayrica (2.5) ve (2.8) esitliksizleri kullanilarak
teT,=P,URUP,URUP,UP,UPR, = A(Q,Q,) = {T T T T, T, T
= JA(Q.Q)=T,

teT,
teT, =R, UPR,UP,UP,UP,UR, = A(Q, Qt):{T,T T.T50 T
U A(Q.Q)=T,

teT,
teT,=P,URUP,UP,UP,UP, = A(Q, Qt):{T T T T )
U (Q.Q)=T,,

teT,
teT, =R UP,UP,UP, = A(Q,Q)={T,.T,.T,}
= JA(Q,Q)=T,uT,UT, =T,

teTy

teT,=R,URUPR, = A(Q,Q)={T,.T,} = JA(Q.Q)=T,,

teTy
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teT,=P,UP,UP, = A(Q,Q)= = JA(Q.Q)=T,,

teTy

teT,=P,=A(Q.Q)={T}=Ur(Q.Q)=

teT,

elde edilir. O halde Tanim 1.1.9 dan Q tam XI —yarilatisdir.m

Sonug¢ 2.7 D nintam X -alt yarilatislerinden diyagrami Sekil 7-11 deki gibi olanlarin
hepsi XI - alt yarilatisdir.

Ispat: D nintam X -alt yarilatislerinden diyagranm Sekil 7-11 deki gibi olanlarin XI

-alt yarilatis oldugu Teorem 2.6 dan goriilmektedir.m

D nin tam X -alt yarilatislerinden diyagrami Sekil 7 de verilen 12 den 16 ya kadar

olanlarin Xl - alt yarilatis olmasi i¢in gerekli kosullar1 belirleyelim.

Lemma 2.8 Diyagrami Sekil 7 de verilen 12. diyagramdan 16. diyagrama kadar
olanlardan herhangi biri biciminde olan D nin X -alt yarilatisinin Xl - alt yarilatis olmasi

icin gerek ve yeter kosul minimal elemanlarinin ara kesitlerinin bos kiime olmasidir.

Ispat: D nin tam X -alt yarilatislerinden diyagrami Sekil 7 de verilen 12 den 15 ¢
kadar olanlar i¢in Teorem 1.1.48 uygulandiginda bunlarin XI - alt yarilatis olmas1 i¢in gerek
ve yeter kosulun minimal elemanlarinin ara kesitlerinin bos kiime olmasi1 gerektigi agiktir.

Teorem 1.1.51 den D nin tam X -alt yarilatislerinden diyagrami Sekil 7 de verilen 16
daki gibi olanlarin XI - alt yarilatis olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun minimal elemanlarinin

ara kesitlerinin bos kiime olmasi gerektigi aciktir.m

Simdi D nin tam X -alt yarilatislerinden diyagrami Sekil 7-17 deki gibi olanlarin XI

- alt yarilatis olma durumunu inceleyelim.

Teorem 2.9 D nin Q={T,T,T,,T,,T,,T,T,} tam X -alt yarilatisinin elemanlari

T,cT,ccT cT, ,cT,cT,cT,cT,
T cT,cl,cT,cT,, T,cT,cT,cT,cT,,
T\T, 20, T\T, 24, T\T, #0, T\T, #J,
T,uT =T, T,UT, =T,

(2.9)

kosullarim1 saglasin. O zaman Q, Xl -alt yarilatis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

T, "Ty =< olmasidir.
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Ispat: Q, teoremde verilen kosullar1 saglayan tam X -alt yarilatis olsun. Bu durumda

Q nun diyagrami Sekil 9 daki gibidir.

T
L 4
I
T,
L T,

Sekil 9. Elemanlari (2.9) kosullarim saglayan Q = {T,,T,,T,,T,,T,,T,,T,} nun diyagramu.

Ayrica Q=T, dir. C (Q)={Ri=0,1,..,6} Kkarakteristik kiimeler ailesinden ve
(o(Ti ) =P her T, € Q, karakteristik dontisiimden yararlanilarak
T,=PRURUP,UP,UP, UP,UP,,

T=RUPUPRUPUPUR,
T,=RURBUPRUP,UP,UPR,

T,=R VR URUR, (2.10)
T,=PUPUP,,

T,=RF UPR,

To=FR VP

formal esitlikler yazilabilir. Teorem 1.1.44 den P, P,, P,, P, ve P, kiimeleri Q nun temel
kaynak elemanlar1, Teorem 1.1.45 den P,, Q nun yardimci kaynak elemanmidir. Ayrica P,
da Tanim 1.1.42 den Q nun yardimci kaynak elemanidir. O halde (2.10) esitliginde yer alan
formal birlesimlerin her birinde Q nun temel kaynak elemanlarindan en az bir tanesi

bulundugundan Q nun biitiin elemanlar1 bos kiimeden farklidir.
Simdi (2.10) esitliginden teT, i¢in Q, = {Z eQlte Z} ve /\(Q,Qt) kiimelerini

bulalim.
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teP, Q=0 = /\(Q Qt) D¢Q,
teP, Q :{TQ,TO} = /\(Q,Qt):TZ,
teP, Qtz{Tl,TO} = A(Q.Q)=T,
teP, Qt:{TprTo} = A(Q,Q)=T,,
teP, Q={T,,T,.T.T,} = A(Q.Q)=T,,
teP, Q={T.T.T,,T,.,T.T,} = A(Q.Q)=T,
teP, Q —{TS,T4,T3,T2,T1,TO} = A(Q.Q)=T;

Q. XI —yarilatis olsun. Bu durumda t € P, ise A(Q,Q,)&Q olur. Buise Q nun XI -
yarilatis olmasi ile gelisir. O halde P, =& olur. (2.10) esitliginden T, N T, = P, oldugundan
T, T, =< bulunur.

Tersine T, T, =& olsun. Dolayisiyla P, =& olur. Bu durumda her teT, i¢in

/\(Q,Qt)eQ olur. Ayrica
teT,=PR,URUP,UPR,UP,UR,UP, = A(Q,Q)={T,.T,.T,,T,, T}
= [JA(Q.Q)=T, LT, =T,

teT,

teT, =R, UP,UR,UP,UR,UPR, = A(Q, Qt):{T T, T,.T,}

U (Q.Q)=T,

teT,
teT,=R,URUPRUP,UR,UP, = A(Q,Q)={T,.T,,T,,T,}

U (Q.Q)=T,,

teT,

teT,=PRUP,UPRUPR, = A(Q,Q)={T,.T,T,} = | JA(Q.Q)=

teTy

T, =R URUR =A(Q,Q)= = JA(Q.Q)=T,uT,=T,,

teTy

39

teT,=P,UP, =A(Q.Q)={T,}=JA(Q.Q)=T,,

teTy

T)=Ur(QQ)=T,

teTg

teT, =P, UP, :>/\(Q QI)

bulunur. O halde Tanim 1.1.9 den Q, Xl —yarilatis olur.m
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Sonug¢ 2.10 D nin {28,27,25,23,22,21, 5} tam X -alt yarilatisinin XI —alt yarilatis

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Z, N"Z, = olmasidir.

Ispat: Teorem 2.9 dan {28,27,25,23,22,21,5} nin X| —alt yarilatisi olmasi icin

gerek ve yeter kosulun Z, NZ, =< olmasi gerektigi elde edilir.m

Simdi diyagrami Sekil 7 de verilen 18. diyagramdan 20. diyagrama kadar olan
diyagramlardan biri gibi olan D nin tam X -alt yarilatislerinin XI — alt yarilatis olmasi i¢in
gereken kosullari belirleyelim. Kosullart daha kolay ifade edebilmek i¢in diyagrami Sekil 7

de verilen 18 den 20 ye kadar olanlarin diyagramlarini agagidaki gibi ¢izelim.

Sekil 10. D nin baz1 XI -alt yarilatislerinin diyagramlari.

Lemma 2.11 Diyagrami Sekil 10 daki diyagramlardan biri gibi olan D nin tam X -
alt yarilatislerinin XI — alt yarilatisi olmasi igin gerek ve yeter kosul Z NT =& olmasidir.
Ispat: Teorem 1.1.50 den diyagramu Sekil 10 daki diyagramlardan biri gibi olan D
nin tam X -alt yarilatislerinin Xl -alt yarilatisi olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun

ZNT = oldugu elde edilir.m

O halde Z,nZ, =D ve Z,NZ, = oldugunda Lemma 2.2 de 18 den 20 ye kadar

verilen D nin tam X -alt yarilatislerinin hepsi Xl -alt yarilatis olur.

Simdi D nin tam X -alt yarilatislerinden diyagrami Sekil 7-21 deki gibi olanlarin XI

- alt yarilatis olmasi i¢in gereken kosullar1 belirleyelim.
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Teorem 2.12 Q = {Tl,Tz,T3,T4,T5,T6,T7,T8} D nin tam X -alt yarilatisi olsun ve Q

nun elemanlari

TcTcT,cT,cT, TcT,cT,cT, T,
T,cTcT,cT,cT,, ,cT,cT,cT, cT,,
T,cT,cT,cT,cT,, ,cT,cT,cT, T,
T\T, 20, T\T,zd, T,\T, #0,

TA\T, 20, T\T, 20, T,\T, #J,

T,uT =T, T,UT, =T, T,UT, =T,

2.11)

kosullarini saglasin Q nun tam XI -alt yarilatis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T, "\ T, =&
olmasidir.
Ispat: Q={T,T,,T,,T,,T,,T,,T,,T,} tam X -alt yarilatis olsun. Bu durumda Q nun

diyagrami Sekil 11 deki gibidir.

Sekil 11

Sekil 11. Elemanlar (2.11) kosullarini saglayan Q = {T6,T5,T4,T3,T2,T1,T0} nun diyagramu.

C(Q)={R[i=12,..,8} karakteristik kiimeler ailesi ve her T, €Q i¢in ¢(T;)=P

seklinde olan ¢ karakteristik doniisiimden yararlanarak asagidaki formal esitlikler

yazilabilir.

T,=RuPUPRUPUPUPRUPUPR T, =RUP,UP,UP,

T,=RUVPURUP,UPUP,UPR ,,=R,UP,UP,UP, (2.12)
T,=RuUP,UPUP,UPRUP, UR ,,=RUR,
T5=P8UP4UP3UP2UPI aT1=P8UP4UP2‘

Teorem 1.1.44 den B, P,, P,, P, ve P, kiimeleri Q nun temel kaynak elemanlar1 ve

Teorem 1.1.45 den P, ve P, kiimeleri Q nun yardimci kaynak elemanlari olur. Ayrica
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Q:Tg oldugundan (p(Tg): P,, Q nun yardimci kaynak elemanidir. O halde (2.12)

esitliginde verilen formal birlesimlerde Q nun temel kaynak elemanlarindan en az bir tanesi

bulundugundan Q nun elemanlar1 bos kiimeden farklidir.
Simdi teT; icin Q, = {Z eQlte Z} kiimelerini bulalim. T, =R, UP, UP, UP, UP,
UP, UP,UPB ve P kiimeleri ikiser ikiser ayrik oldugundan t €T, ise t, P, kiimelerinden

sadece bir tanesinin elemanidir. O halde

teRise Q=Q ,tePiise Q=Q\Q ={T,T,.T,T,.,T,,T},
te P7 ise Qt :Q\QT7 :{TS’TG} , te P3 1se Qt :(Q\QT3 :{Tg,T7>T6>T5>T4},
te P() ise Qt :Q\QT(’ :{TS’T7} . te P2 ise Qt :Q\QTZ ={T89T75T()9T59T43T39T1}9

tePise Q=Q\Q ={T,,T,.T} ,tePise Q =Q\QT1 ={T,.T,.T,.,T,,T,.T..T,}

olarak bulunur.

Buradan A(Q,Q,) kiimeleri

D, teh,
T, teP,
T, teP,
T, teP,
MQQ)=1ryp
T,, teP,
D, teP,,
T,, teP

olarak elde edilir.

Q XI -alt yarilatis olsun. Eger te B, UP, ise A(Q,Q,)2Q olur. Bu da Tamm 1.1.9
dan Q nun Xl -yarilatis olmast ile gelisir. O halde P, U P, =& olmalidir. Sonug olarak (2.6)
esitliginden P, UP, =T, NT, = olarak elde edilir.

Tersine T,NT, =& olsun. (2.6) esitliinden B, UP,=T,N"T, = olur. Bu da
P, =P, =& olmasim gerektirir. Buradan her t e T, i¢in A(Q,Q,)€Q saglanir. Ayrica her
T.€Q (i e{l, 2,...,8}) elemaninmn, teT, olmak iizere /\(Q,Qt) kiimelerinin birlesimi

olarak yazilabildigi agiktir. Sonug olarak Tanim 1.1.9 dan Q XI -alt yarilatisdir.m
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Ohalde Z,NZ, = ve Z,"Z; = ise Lemma 2.2-21 de verilen X -alt yarilatislerin

tamam1 XI -alt yarilatis olur.

Simdi D nin tam X -alt yarilatislerinin hangi kosullar altinda tam Xl -alt yarilatisler
oldugunu belirleyelim. B, P,, P,, P, ve P, kiimeleri D nin temel kaynak elemanlari
oldugundan her zaman bos kiimeden farkli olurlar. O halde

Z,NZ, =P,

Z,NZ, =P, UP,
ZinZ, =B UP,UP,UR =,
Z,NZ,=P,UP,UP, UR, 4,

L, N, =P UPR
ZiNZ;=P,UP,UP,UR =,

Z,NZ, =P, UP,UP, £,

Z,NZ, =B UP,UP,UP, UP,UP,UR #J

olur. O zaman asagida verilen kosullar altinda D nin XI -alt yarilatisleri incelenmelidir.
1. Z,nZ,#.Budurumda Z,NZ, #< ve Z,"Z, #J dogal olarak saglanir.
20 Z,nZ, =0, 2N, #D ve Z,NL, #D.
3. ZnZ,=0,2Z,nNZ, =0 veZ,NL;#D.
4. Z,NZ2, =3, 2,2, #D ve Z,NZL =D
5. Z,nZ,=0,Z,NZ, =D ve Z,NZ,=D.
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BOLUM 3

IKiLi BAGINTILARIN TAM YARIGRUPLARININ iDEMPOTENT
ELEMANLARI

Birlesimlerin tam X -yarilatisi D ye tam izomorf olan X -yarilatislerin simifi

2, (X ,9) oldugundan bu siiftan alinan herhangi bir X -yarilatis ile tanimlanan ikili
bagintilarin tam yarigrubunun idempotent elemanlarimin yapisin1 B, (D) nin idempotent

elemanlar1 yardimiyla karakterize edebiliriz. Dolayisiyla X, (X ,9) smifinin X -yarilatisleri
ile belirlenen ikili bagintilarin tam yarigruplarinin idempotent elemanlarinin 6zelliklerini
belirlemek yerine B, (D) nin idempotent elemanlarinin 6zelliklerini belirlemek yeterlidir.
Teorem 1.1.15 den D nin her bir D' XI-alt yarlatisi ile tanimlanan B, (D')
yarigrubunun bir & sag birim elemani vardir. Ustelik Teorem 1.1.13 den ¢ idempotent olup
V(D',e)=D'" kosulunu saglar. Ayrica D'e 0,9, olacak sekilde Q, €X', (D) vardir.
Dolayisiyla Teorem 1.1.33 den dolayr B, (D') yarigrubunun sag birim elemanlariin
kiimesi olan £\ (D') ve B, (D) ninher D'c 0,9, i¢in ¥ (D',&)=D' kosulunu saglayan

& idempotent elemanlarinin kiimesi I° (Q,-) olmak tizere
re)= U (D)
D'eQ, 9y

olur. O halde X sonlu iken

re)= X |E(D)

D'e0,9y;

olarak bulunur. 2. Béliimde D nin X7 -alt yarilatislerinin

1. Z,NnZ,#D
2. Z,NZ,=0,ZNZ,#D ve Z,NZ; D
3. ZynZ,=0,Z,NZ,=0ve Z,NZ,#D
4. Z,NZ2, =D, ZNZ, D ve Z,NZ, =
5. Z,nZ,=0,Z,NZ, =D ve Z,NZ, =
kosullar1 altinda farkli oldugu gosterildi. Dolayisiyla her bir kosul altinda B, (D) nin

idempotent elemanlarinin yapisi ayr1 ayri incelenmelidir.
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3.1. Z,nZ, # D Kosulu Altinda idempotent Elemanlar

Bu boliimde birlesimlerin tam X -yarilatisi D ile belirlenen ikili bagintilarin tam
yarigrubu B, (D) nin,

ZNZ, #D

kosulu altinda idempotent elemanlarinin 6zellikleri ve X sonlu bir kiime iken B, (D)
yarigrubunun idempotent elemanlarinin sayisi bulunacaktir.

Simdi D nin tam X7 -alt yarilatislerini bulalim.

Lemma 3.1.1 Z,NZ, #< olsun. O zaman asagida verilen D nin tam X -alt
yarilatisleri X7 -alt yarilatis olurlar.
Diyagram 1, Sekil 7)

D} (
7,2}, (2,2}, {Z,2,} {Z5,Z,},
}

3 {2,.2,2,}, {2,,2,,2,}, {Z;,2,,2,}, {Z;,2,2,}, {Z,,2,,2,}, {Z,2Z4,2,},

Zs
) {Z } {Z z,,Dj,

A
: {Z .Z,,D}, {Z,,2,, D], {ZS,ZI, DY, {2..2,.D}, {Z,.2,,D},
|

4 {7.,2,,7, Z} Z,,2,,2,,7,}, {Z,,2,,7,,2,}, {Z,,Z5,2,Z,}, {Z,Z:,Z,,2,},

Z 2323, 25}y {24, Z6, 23, 2,y {243 26,2425} {24,23,21,5}, {24,23,22,5},
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5)

6)

7

8)

9)

Diyagram 5, Sekil 7);
AVAVAVAY {Z Z,.7, D} {ZS,Zz,Zl,D}, {ZS,Zz,Zl,D}, {24,22,21,5},

{
{
{
{
(
{
{
(
{
{ZG,ZZ,ZI D} {Z AVA D} {2,,2,,2,,2,} (Diyagram 6, Sekil 7);
{
{
{
{
{
{
{
{
{

) {Z,.2,,2,.2,,2,,2,,D|, {Z,.2,,2;.7;,Z,.2,,D} (Diyagram 11, $ekil 7);

Ispat: Lemma 2.5 den 1 den 10 a kadar verilen D nin tam X -alt yarilatislerinin X7 -

alt yarilatis olduklart goriiliir. Sonug 2.7 den dolayr Lemma 3.1.1 de 11 de verilen D nin

tam X -alt yarilatislerinin X7 -alt yarilatis olduklar1 agiktir.m
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Teorem 3.1.2 Q={T,,T;,T,,T,,T,,7,,T,} , D nin XI -alt yarilatisi olsun ve Q nun

50445
elemanlari
T,eT,cT,cTcT, T,cT,cTcT, T,
T,cT,cTchcT, T,cT,cT,cT,cT,
TLUT, =T, T,UT, =T, T\T,#@, T,\T, #2,
T\T,#9, T,\T, #

kosullarin1 saglasin. Ustelik bir « e B, (Q) ikili bagintis1 igin V(D,a):Q kosulu

6
saglansin ve & nin quasinormal gosterimi o = U (Yl.“ X Z) bigiminde olsun. Bu durumda «

i=0

B, (D) nin regiiler elemanidir ancak ve ancak Q dan D nin bir D’ alt yarilatisine bir ¢

tam « -izomorfizmasi
Y o0(L), Y 0¥ 2o(I;
YUY YUY OUYY 20(T),
Y UYS OYE UY OY 2 0(T),
Y ne(L) =0, Yy np(T,) =
Y ne(T) =2, X ne(T)

3

kosullarini saglar.

Ispat: V(D,a)=0Q oldugundan V(D,a), D nin XI-alt yarlatisi olur. Ayrica

@¢(Q oldugundan, V(D,a)\{&}=0 olur. D(a)={T,,T.,T,

V (D, a) \ {@} kiimesinin tiretecidir. Buradan

{1.T,.,T,,T.,T,}, D(a), ={T,.T,.T,.T.,T,},

T

(LT.T.T), D(a), 1T T},

D(a),
D(a),
D(a), ={L.T;}, D(a), ={T;}

6

olarak bulunur. Bu kiimelerin nonlimit elemanlarini inceleyelim.

52

kimesi

(3.1.1)



BOLUM 3 - iKiLi BAGINTILARIN TAM YARIGRUPLARININ iDEMPOTENT

ELEMANLARI Didem YESIL SUNGUR
T\(B(a), . T,)= T\( (B(), (T} )) T\T, 2,
zg\l(b(a)%,n)ﬂ;\(u(/) 72)) T\D=T, #,

oldugundan 7, T,, T,, T,, T, kiimeleri sirasiyla D(a)T ) D(a)T ) D(a)T , D(a)T ve

2 4 5

D (a ) . kiimelerinin nonlimit elemant olurlar.
6

(:>) ta, B, (D) nin regiiler elemani olsun. Teorem 1.1.20 den dolay1 Q dan D nin

bir D' alt yarilatisine, ¢ tam « -izomorfizmasi vardir. O zaman @ € R, (Q,D') olur. (3.1.1)
esitligi ve Teorem 1.1.20-(b) kullanilarak
Yo op(T), Yo OY 20(Ty), Y uY 29(T,),
YUY Uy U oo(T),
YOy Oy oY oYy 20(T),
YUY OYE UYS UYE 20(T)
elde edilir. ¢ tam o -izomorfizmasi oldugundan
Y OX oy Oy =(x o )u(y vy oy oe(T)ue(n) = (%)
ozelligi saglanir.
T, T, T, T,, T, kiimeleri sirastyla D'(ar),[1 , lj(a)

D(a), , D(a), ve D(oz),[6

5’ T’ Is

kiimelerinin nonlimit eleman: oldugundan Teorem 1.1.20-(c) den Y*ne(T))=J,
Y no(L)2D, Y ne(T)29, YW ne(T,)=zD ve Y no(T,)=D elde edilir.
Bununla birlikte ¥ 5 ¢(7,) oldugundan Y n¢(T,)#@ saglanr.
(<): ¢ tam « -izomorfizmasi olsun. O zaman
o(L)=p(T)we(T,) S ¥ VYUY YUY Uy uY

olarak bulunur. O halde her 7, D(a) igin

U Y"‘:Jgp

TED

kapsamasi saglanir. Dolayistyla Teorem 1.1.20 nin (a) sikki saglanmis oldu.

Ayrica Y D (p(Tﬁ) oldugundan Y m(o(Tﬁ) #( saglanir. Dolayisiyla her

1, D(a) nonlimit elemant i¢in ¥/ ’ mgo( );t & olur. O zaman Teorem 1.1.20 nin (b)

k

sikk1 saglanmis olur.
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Bunun yaninda Y no(T,) =D, Y7 no(T,) =D, Y ne(T,) =D, o(T;) co(T;).
o(T,)co(T,) ve ¢(T,)co(T,) oldugundan Y ne(T)=D, Y ne(T)=D ve
Y no(Ty)# D olur. O halde

B(T)={ZeD(a), 1% no(T) # @} ={T,,T..T,}
A%~
VB(T) =T, VT, VT, =T,
olarak bulunur. Dolayisiyla 7, € D(a), limit elemant igin Teorem 1.1.20 nin (d) sikki

saglandi. O halde «, B, (D) nin regiler elemani olur. Yani @ €R, (Q,D') olarak

bulunur.m

Sonu¢ 3.1.3 D nin 0={T,,T,,7,,T;,T,,T,,T,} XI -alt yarlatisinin elemanlari

TeT,chchcl, T,cT,cT,cT,cT,
T,eT,cT,cTcT, I,cT,cT,cT,c T,
LUT =T, T,UT,=T, T\T,#@, T,\T,#,
IT\T, 0, T\T, #J
kosullarii saglasin. Ustelik bir a e B, (Q) ikili bagmtisi i¢in V' (Q,a)=0 kosulu
6
saglansin ve o nin quasinormal gosterimi o = U (K“ X 7;) biciminde olsun. Bu durumda «
i=0
nin sag birim eleman olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
Y ST, YUY ST, YUY 2T,
YUY UY UYS OYS ST,
YUY UYS OYS OYE ST,
YT, #9, " NT, #,
YN, #0, YN, #D

olmasidir.

Ispat: Teorem 3.1.2 de ¢ tam « -izomorfizmasi1 V (D, a) nin birim doniigiimii olarak
alindiginda Teorem 1.1.31 den dolay1 o € B, (Q) eleman1 idempotent olur. Ayrica ¢ tam
a -izomorfizmasi birim déniisimken her TeQ i¢in ¢@(T)a=Ta=T oldugundan

V(Q,a)=0 olur. O halde Teorem 1.1.13 den & € B, (Q) sag birim olur.m
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Simdi B, (D) yarigrubunun elemanlarinin idempotent olmasi i¢in gereken kosullar

belirleyelim.

Teorem 314 D={Z, Z,, Z,, Zs, Z,, Zy, Z,, Z,, D | €%,(X.9)ve Z,NZ, @

olsun. o € B, (D) ikili bagintisinin idempotent olmasi1 i¢in gerek ve yeter kosul asagida

verilen bi¢cimlerde quasinormal gdsterimlerden birine sahip olmasi ve yanlarinda verilen

kosullar1 saglamasidir.

a) a=(XxT),TeD,

b) T,T'eD ve TcT' olmak lizere o =(YT“ xT)u(YT".‘ xT') bigiminde ve o
ikili bagintis1 Y" © T ve Y;' NT'# D kosullarimi saglar.

¢ T,T,T"eD ve TcT'cT" olmak iizere a:(YT“xT)u(YT".’xT')u
(¥;2xT") bigiminde ve « ikili bagntist ¥ 2T, YUYy 2T, YinT'# D
ve Y. NT"# < kosullarini saglar.

d Z Z,T7,T'eDveZcZ'cTcT'olmakiizere =(YT" xZ)u(Y;f xZ')u
(Y xT) U (¥ xT") bigiminde ve o ikili bagmnust ¥y 22, Y, VY 27",
YUY, WY 2T, Y, nZ'#D, YYNnT=#J ve Y NT'# kosullarin

saglar.

e) Z,7'\T,T'eD ve ZcZ'cTcT'cD olmak iizere « ikili bagintisinin
quasinormal gosterimi o =(YT“ xZ)u(Y;.’ xZ')u (YT“ xT)u(YT“,‘ xT')u (YO“ xﬁ)
bi¢iminde ve o ikili bagntisi Y, oZ, YUY, 2Z', Y Y, Y’ DT,
Yy OY, Y oY oT', Y,nZ'#Qd, Y'NT=0,Y . NnT'#d ve
Y* N D # & kosullarini saglar.

f) Z,2'. T, T'eD, ZcT, ZcT', T\T'#Q ve T'\T# olmak lizere

a =Y xZ) (¥ xT) (% xT")U(¥ . x(TUT')) bigiminde ve o ikili
bagintis1 Y, WY T, YUY oT'", Y NT# ve Y. NT"'# D kosullarim

saglar.
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g)

h)

D

k)

56

Z,72.T,T'eD, ZcT, ZcT', T\T'#Q, T'"\T#D ve TUT cZ'
olmak iizere & = (Y x Z)U(Y; xT)U( Y xT") U( Yy x(TUT"))U( Y5 x Z')
biciminde ve « ikili bagmmtisi YUY oT, YUY T, Yy NT#OD,
YiNT'#D ve Y, NZ'"'# D kosullari saglar.

Z.Z T, T'eD,ZcT,ZcT' ,T\T'#D, T'\T#J ve TUT' < Z' =D
olmak iizere & = (¥} x Z) (¥ xT)U( ¥ xT") U (Y x(T UT")) L

(Y5 % Z") U(¥y x D) bigiminde ve e ikili bagintist ¥y UY* 2T, ¥ Y 2T,
Y O OY Y L OY  Z VI NT 8, YiNnT'#0, Y, NZ'#D ve
Y N D # @ kosullarim saglar.

2,72, T, T'eD, ZcZ'cT, ZcZ'cT', T\T'# ve T'\T #J olmak
iizere o ikili bagintisinin quasinormal gosterimi « =(YZ"‘ xZ )U(YZ"f xZ ')u
(YT”‘ xT)u(YT”f xT')u(YT“UT, x(TuT’)) bi¢giminde ve o« ikili bagmtisi
Y 2Z, YUY, 2Z', YUY, Y oT, YyuY, OYoT', Y, nZ'#J,
YY'NT#J ve Yy NT'# O kosullarin saglar.

T, T'eD ve T cT' < Z, olmak iizere & € B, (D) nin quasinormal gdsterimi
a = (Y xT)o(YixT ) (% x Z,)u (% x Z,) (¥ x Z,)u (¥ x D)
biciminde ve « ikili bagintist ¥ o7, YUY, oT', YUY vl oZ,
YUY OO oZ, YUY oY O oZ, YinT'#3, Y'nZ, #J,
YYNZ,#D ve Y* NZ, # D kosullarini saglar.

Z,T,T'eD, ZcT,ZcT',T\T'#D, T'\T#J ve TUT'=Z, olmak
uzere o € B, (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi

= (1 x2) B XT ) 1T A1 %2, ) (1% 2,) (17 x2, ) (¥ <D)
biciminde ve o ikili bagintis1 ¥, ©Z, YUY 2T, YUY T,

Y O Oy Y Y oZ,, Y O YT oY uY o Z, Y NT #30,

YonNT'#08, Y NZ, #D ve Y* NZ, # kosullarini saglar.
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Ispat: a e B, (D) ikili bagintis1 idempotent olsun. Bu durumda B, (D) kiimesinin

tanimindan o = U ({x} x f (x)) olacak sekilde f:X — D doniislimii vardir. Dolayisiyla

xeX

her xe X i¢in f(x)e{ Zey Z1y Zgy Zsy Zyy 2y, Z,, Z,, D } olur. O halde D nin bir D'

tam X -alt yarilatisi i¢in

a:U(YTaxT)

TeD'

biciminde yazilabilir. Buradan
V(D,a)=D'=V(D',a)

olur. Teorem 1.1.14 den V(D,a) mn D nin X/ -alt yarilatisi oldugunu biliyoruz.
Dolayistyla D', D nin X7 -alt yarilatisi olur. Yani D', Z;, "Z, # & kosulu altinda D nin
Lemma 3.1.1 de verilen X7 -alt yarilatislerini tarar. O halde & idempotent elemanini (a)-(k)
da verilen quasinormal gosterimlerden birine sahiptir. Simdi de « nin yanlarinda verilen
kosullar1 sagladigini gosterelim.

a € B, (D) ikili bagintisiinin quasinormal gdsterimi (a) daki gibi ve Q, ={T’} olsun.

Lemma 3.1.1 den dolay1 Q,, D nin XI -alt yanlatisidir. Ayrica V (Q,,a)=Q, =V (D,«)

olur. € B, (D) oldugundan a = J({x}x f(x)) olacak sekilde f:X — D doniisimii

reX
vardir. @ nin quasinormal gosteriminden her x€ X i¢in f (x) € O, olarak bulunur. Bu
sekildeki f doniisiimii tek oldugundan B, (Q,) in sadece tek elemam vardir. B, (Q,)
kiimesi bileske islemine kapali oldugundan «a € B, (Q,) ikili bagintis1 hem sag birim hem
idempotent hem de regiiler elemandir. Ayrica B, (Q,) < B, (D) oldugundan «, B, (D)

yarigrubunun da idempotent elemanidir.

aeB, (D) ikili bagmtisinin quasinormal gosterimi (b) deki gibi olsun. 7', 7' e D ve

T<T' olmak iizere Q,={T,T'} olsun. a€B, (D) oldugundan a=J({x} xf(x))

xeX

olacak sekilde f: X — D doniisiimii vardir. @ nin quasinormal gosteriminden her x € X

icin f(x)eQ, olur. Dolayisiyla & € B, (Q,) olur. Lemma 3.1.1 den Q,, D nin X/ -alt
yarilatisi olur. Ayrica V(Qz, a) =0, = V(D, a) oldugu da aciktir. O halde Sonug 1.1.53 den

a nn B, (Qz) nin sag birim eleman: olmas: i¢in gerek ve yeter kosul Yo7 ve
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Y NT'#Q kosullari saglamasidir. Ustelik o, hem B, (Q,) nin sag birim eleman ise

Teorem 1.1.13 den &, hem B, (Q,) nin hem de B, (D) nin idempotent elemant olur.
aeB, (D) ikili bagmtisinin quasinormal gosterimi (c) deki gibive 7, 7', T" e D ve

TcT' <T" olmak iizere O, ={T,T",T"} olsun. a € B, (D) oldugundan f:X — D bir

déniisiim olmak iizere @ = | J ({x}x f(x)) bigimindedir. & nin quasinormal gsteriminden
xeX

her xe X i¢in f(x)eQ, olur. Dolayisiyla & € B, (Q,) olur. Lemma 3.1.1 den Q;, D nin
XI -alt yarilatisi olur. Ayrica V(Q3,05) =0, = V(D,a) oldugu da agiktir. O halde Sonug
1.1.53 den ¢ nin B, (Q3) nin sag birim eleman1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a nin
Y OT, YUY T, Yo nT'#D ve YinT"#Q kosullar saglamasidir. «, B, (0,)
iin sag birim eleman: ise Teorem 1.1.13 den &, hem B, (Q,) in hem de B, (D) nin

idempotent eleman1 olur.

aeB, (D) ikili bagintisinin quasinormal gdsterimi (d) deki gibive Z, Z', T, T'e D
ve ZcZ'cTcT' olmak iizere Q, = {Z,Z',T, T'} olsun. a@€B, (D) oldugundan

f: X — D bir doniisiim olmak lizere o = U ({x} xf (x)) bicimindedir. & nin quasinormal
xeX

gosteriminden her x € X i¢in f (x) € O, olur. Dolayisiyla o € B, (Q4) olur. Lemma 3.1.1
den Q,, D nin XI -alt yarilatisidir. Ayrica V (Q,,a)=0, =V (D,a) oldugu da agiktir. O
halde Sonug 1.1.53 den & nin B, (Q4) iin sag birim eleman1 olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul Y/ oZ, YUY D2Z', YUY OUY! DT, Y, NnZ'#D, Y NnT+D ve
Y. NT'# kosullarmi saglamasidir. Ustelik o B, (Q,) iin sag birim elemani Teorem
1.1.13 den a, hem B, (Q,) iinhem de B, (D) nin idempotent eleman: olur.

aeB, (D) ikili bagmtisinin quasinormal gosterimi (e) deki gibive Z, Z', T, T'e D
ve Zc Z'cT cT' < D olmak iizere O, = {Z,Z’,T,T',D} olsun. & € B, (D) oldugundan

f: X — D bir doniisiim olmak {lizere o = U ({x} x f (x)) bigimindedir. & nin quasinormal
xeX

gosteriminden her x € X i¢in f(x)e Qs olur. Dolaysiyla & € B, (Q;) olur. Lemma 3.1.1

den Q,, D nin X/ -alt yarilatisidir. Ayrica V(Qs,a) =0, = V(D,a) oldugu da agiktir. O
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halde Sonu¢ 1.1.53 den & nin B, (QS) in sag birim elemani olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Y)>oZ, Y;OY,2Z', YUY, OY'DT, YUY, Y Y DT', Y, nZ'#J,
YYNT#3, YiNT'#D ve ¥ nD# D kosullarmi saglamasidir. Ustelik o B, (O;) in

sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den &, hem B, (QS) inhemde B, (D) nin idempotent

elemani olarak bulunur.

aeB, (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi (f) deki gibi olsun. Z, Z', T,
T'eD, ZcT, ZcT', T\T'#Q ve T'\T #Q olmak iizere O, ={Z,T,T",TUT'} ile
gosterilirse Lemma 3.1.1 den dolayr (,, D nin XI-alt yarlatisidir.. o€ B, (D)

oldugundan f: X — D bir déniisiim olmak iizere o = | J ({x} x f (x)) bicimindedir. & nin

xeX

quasinormal gosteriminden her x € X i¢in f (x) € O, olur. Dolayisiyla a € B, (Qé) olur.
Ayrica V(Qs,a) =0, =V (D,a) oldugu da agiktir. Sonug 1.1.61 den @ nin B, (Q;) nin
sag birim elemani olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Y,/ Y’ oT, YUY  oT',
Y NT#Q ve Yy NT'# D kosullarii saglamasidir. Ustelik a, B, (Q,) nin sag birim

elemani ise Teorem 1.1.13 den « , hem B, (Qé) ninhemde B, (D) nin idempotent elemant

olur.

aeB, (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi (g) deki gibi ve
Z,2'. T, T'eD, ZcT,ZcT',T\T'#3,T'"\T # ve TUT' = Z' olmak lizere
Q,={Z,T,T',TUT',Z'} olsun. a € B, (D) oldugundan f:X — D bir doniisiim olmak

uzere a = U ({x} x f (x)) bicimindedir. & nin quasinormal gdsteriminden her x € X icin
xeX

f (x) € O, olur. Dolayisiyla a € B, (Q7) olur. Lemma 3.1.1 den dolay1 Q,, D nin X7 -alt
yarilatisidir. Ayrica V(Q7,a) =0, = V(D,a) oldugu da aciktir. O halde Sonug 1.1.61 «
nin B, (Q,) nin sag birim elemani olmas igin gerek ve yeter kosul Y WY o T,

Y OY T, YYNT#D, Y, nT'#+Q ve Y, nZ'# < kosullarini saglamasidur.
Ustelik &, By (Q,) nin sag birim eleman ise Teorem 1.1.13 den &, hem B, (Q,) nin

hem de B, (D) nin idempotent eleman: olarak bulunur.
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aeB, (D) ikili bagitisinin quasinormal gdsterimi (h) daki gibive Z, Z', T, T'e D,
ZcT,ZcT',T\T'#Q, T'\T#@ ve TUT cZ D olmak iizere O, ={Z,T,T",TUT'}

olsun. & € B, (D) oldugundan f:X — D bir doniisiim olmak tizere o = J({x}x f(x))

xeX

bicimindedir. @ nin quasinormal gosteriminden her x € X i¢in f (x) € O, olur. Dolayisiyla
aeB,(Q) olur. Lemma 3.1.1 den dolay1 Q;, D nin X/ -alt yarilatisidir. Ayrica
V(Qy,a)=0, =V (D,a) oldugu da agiktir. O halde Sonug 1.1.61 den & nmn B, (Q;) in
sag birim elemani olmast igin gerek ve yeter kosul YUY T, YUY  oT',

a a a a
YYZ UYT kJ)IT' UYTUT'

VY Z, Y NT#2D, YiNT 0, YinZ' #D ve Y ND#J
kosullarin saglamasidir. Ustelik o B, (Q;) in sag birim elemant ise Teorem 1.1.13 den «
hem B, (Q;) in hem de B, (D) nin idempotent elemant olur.

aeB, (D) ikili bagintisinin quasinormal gdsterimi (i) deki gibive Z, Z', T, T'e D,
ZcZ'cT,ZcZ'cT', T\T'#D ve T'\T #Q olmak iizere Q, :{Z,Z',T,T',TUT'}

olsun. @ € B, (D) oldugundan f:X — D bir déniisiim olmak iizere o = J ({x} xf(x))

xeX

bi¢cimindedir. & nin quasinormal gosteriminden her x € X i¢in f (x) € O, olur. Dolayisiyla
aeB, (Qg) olur. Lemma 3.1.1 den dolayr Q,, D nin XI-alt yarlatisidir. Ayrica
V(Qy,a)=0, =V (D,) oldugu da agiktir. O halde Sonug 1.1.61 den « ikili bagintisinin
B, (Q,) vyar grubunun sa birim elemami olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Y oZ, YO, oZ, Yy O, uY o, YUY, Y, T, Yy nZ'+D, YT #J
ve Y NT'#Q kosullarmin saglanmasidir. Ustelik den @ nin B, (Qg) un sag birim

elemant ise Teorem 1.1.13 den o , hem B, (Q,) un hem de B, (D) nin idempotent elemant

olur.

aeB, (D) ikili bagmtisinin quasinormal gdsterimi (j) deki gibi ve 7, T'e D ve
T cT' cZ, olmak tizere Q,, = {T,T’,Z3,ZZ,ZI,D} olsun. Lemma 3.1.1 den dolay1 Q,,, D
nin X/ -alt yanlatisidir. @ € B, (D) oldugundan f:X — D bir doniisiim olmak iizere
o= U({x}x f (x)) bicimindedir. & nin quasinormal gosteriminden her xe€ X igin

xeX
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f(x)€Q, olur. Dolayisiyla & € B, (Q,,) olur. Ayrica V(Q,,)=0,, =V (D, ) oldugu
da agiktir. O halde Sonug 1.1.61 den & nin B, (Q,,) un sag birim elemani olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul Y’ OT, YUY, oT', YUY uY'2Z, YUY oY uY'oZ,
YUY oY uY oZ, YInT'#20, YnNZ,#D, Y, NZ,#8 ve Y'NZ #D
kosullarini saglamasidir. Ustelik o, B, (Q,,) un sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den
o ,hem B, ( Qm) un hem de B, (D) nin idempotent eleman: olur.

aeB, (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi (k) deki gibi ve Z, T, T'e D,
ZcT,ZcT , T\T'#@, T\T#3 ve TUT =Z, olmak iizere 0, = {Z,T,T’,Z3,Zz,Zl,D}

olsun. @ € B (D) oldugundan f:X — D bir déniisiim olmak iizere a = | J ({x}x /(x))

xeX

bicimindedir. & nin quasinormal gosteriminden her x € X i¢in f (x) € Q,, olarak bulunur.
Dolayisiyla @ € B, (Q,;) olur. Lemma 3.1.1 den dolay1 Q,,, D nin X -alt yarilatisidir.
Ayrica V(Q,,,a)=0,, =V (D,a) oldugu da agiktir. O halde Sonug 3.1.3 den & nm
B, (Q”) yarigrubunun sag birim elemani olmasi igin gerek ve yeter kosul Y, ©Z,
Y OYoT, Y, uY. oT', Yoy uYy vy vy oz, YuYuYy v uY*oZ,
YNT2D, YinT 2D, Y nZ,#D ve Y,* nZ, # D kosullar saglamasidir. Ustelik o
B, (0,,) in sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den «, hem B, (Q,,) in hem de B, (D)

nin idempotent elemant olur.m

Lemma 3.1.5 Q={T6,T T,,T Tz,Tl,TO}, D nin XI-alt yarilatisi ve Q nun

sodys s,

elemanlari
T,eT,cT,cT,cT, T,cT,c T, T,
TcT,cTchcT, T,cT,cT,cT,cT,
UL =Ty, T,UT,=T,, T\T,#@, T,\T, # &,
TN\T,#0, T\T,#O

kosullarini saglasin. O zaman

L AT TN\ T (T L)\, GG, LT, X\ T, |

kiimesi X in parcalanisi olur.
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Ispat: (2.5) deki formal esitliklerden
Pﬁ:(T4mT)\T P =T\Ti, P, =T,\T,,
P3:(TlmT)\T P =T\T,, B=T,\T,, B, =T,

olarak elde edilir. Ayrica C(Q)={R,,F, ,PZ,P3,P4,PS,Pﬁ} Q nun karakteristik kiimeler
6
ailesi oldugundan P, ler ikiser ikiser ayrik ve UB =T, oldugunu biliyoruz. Dolayistyla
i=0
LT TN\ T T (T N T)\LL TG, LT, X\ T |

kiimesi X in parcalanigi olur.m

Lemma 3.1.6 X sonlu bir kiime, Q={T},T;,7,,T;,T,,7,,T,} kiimesi D nin X7 -alt

yarilatisi olsun ve O nun elemanlar1
T,cT,chcTcT, T,cT,cTcT, T,
T,cT,cT,cT,cT, T,cT,cT,cT,cT,
T,UT, =T, T,UT, =T, \T, #@.T,\T; # @,
T\T, #O3,T.\T, #D.
kosullarim saglasin. Ayrica bir f:X — D déniisimiinin 7, ~T,, T,\7,, T,\T,

(T NT, )\7_’ T,\T,, T\T, ve X\T, kiimeleri iizerine kisitlams1 asagidaki gibi olsun.

fo: 0T > {Ti),
fi: T\ T —>{T,,T,} veJaeT,\T, i¢inf,(a)=T,,
fo T \T, > {T,,T,} ve3beT,\T, i¢inf,(a)=T,,

f3: TLATN\L {1, 1.1}
fo:T\T, {1, 1,,T,,T,,T,} ve3ceT,\T, iginf,(c)=T,,
fo:T\T, > {T,,T,,T,,T,,T,} ve3d e T\ T, iginf;(d) =T,
£, X\T, > 0.

/—\

O zaman [ =(f,, f, />, fss fa» f5. f5) ayrik doniisiimlerin sirali sistemi olup bu sekildeki

ayrik doniisiimlerin sirali sistemlerinin kiimesi F olmak {izere ‘R¢, (Q,D')‘ = |F | olur.

Ispat: a € R (O, D') olsun. Budurumda « € B, (D) regiiler ve ¥ (D,a) = Q olur. Teorem

3.1.2 den dolayr O dan D nin D’:{(p(]})),(p(Tl),g)(]}),(p(]}),¢(E),¢(7;),¢(7;)} alt

yarilatisine bir ¢ tam « -izomorfizmasi
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Y op(T), Yo OY 20(Ty), Y VY 29(T,),
Yo Y vy vy vy oce(T),
Y2 OUY O OY Y oe(T),
Y no(T) =D, Y ne(T,)#
Yy no(T,) 2D, Y7 ne(T,)

#J,
= Q.
kosullarini saglar. Ayrica i € {O, L..., } icin (p( ) ler 7_: ile gosterilirse

D':{T 1.,1,,1,,1,,T,,T, } olur ve « regiiler eleman1 asagidaki kosullar1 saglar.

0°%1 45459
Y oI, YUY oI, ¥ vy 2T,
YUY OYE UY UYY o,
YUY OYE UYS UYe ST,
YT 2D, Y/ T, =2,
YONT, 2D, YT, #Q.
0O ve D' tam « -izomorf olduklarindan D", XTI -alt yarilatisinin diyagrami Sekil 12

deki gibidir.

L

|
NI

Py
wd|

L

Sekil 12. Elemanlar1 (2.4) kosullarini saglayan Q yarilatisine tam « -izomorf olan D’

yarilatisinin diyagramu.

Ayrica tam « -izomorfizm altinda ayrik kiimelerin goriintiisti ayrik ve D' < D

oldugundan {7, NT,, T\T,, T\T, (LAT)\T, T\, T\T,, X\T,} kimesi de X in

parcalanisidir. @ € B, (D) oldugundan « ikili bagmtisi bir £, : X — D doniistimii ile

tammlidir. f,, déniisiimiinin 7, N 7,, T\T,, T\T,, (L AT)\T,, T\, T\T, ve X\T,
kiimeleri tizerine kisitlanist sirasiyla f;,, fi.> fous> fous> Saus Jou V€ S, Olsun. Simdi ¥*

kiimelerinden faydalanarak f, , 1., f>,> fiu> faus f5o V€ fs, dOniisimlerinin 6zelliklerini

bulalim.
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te 7_; AT, olsun. T.NT, cY” oldugundan ¢ € ¥ olur. Dolayistyla ta =T, olur. O
halde her r e T, N7, i¢in f,,(¢)=T, bulunur.

teT\T, olsun. T,\T, c T, c Y U Y oldugundan ¢ e ¥ U Y olur. Dolayisiyla her
teT,\T, i¢in f,, (1)=tae{T,,T;} olur. Ayrica Y/ "T,#Q oldugundan en az bir
t, € Y NT, vardir. Buradan t,a =T, ve t, T, olur. ¢, € T, oldugunu kabul edelim. O zaman
T, cYf UY” oldugundan tae{T;,T,} olur. Bu ise Ty ¢{T;,7,} oldugundan ta =T,
olmast ile gelisir. O halde ¢ ¢ 7, dir. Yani ¥* "7, < T, \T, olur. Sonug olarak en az bir
t, e T,\T, i¢in f,,(1,)=ta =T, olur.

teT\T,=>T,\T cT,cY* VY oldugundan V¢ eT,\T, igin f,, (1)=ta e{T,.T,}
olur. Bununla birlikte ¥* N7, # @ oldugundan en az bir ¢, € Y," N7, vardir. Buradan
t,a=T, vet, €T, olur. t, e T, oldugunu kabul edelim. O zaman T, c ¥* UY oldugundan
t,a €{T,,T,} olur. Buda T, ¢{T},T.} oldugundan t,a =T, olmast ile gelisir. O halde 1, & T,
dir. Yani YT, cT,\T, olarak bulunur. Sonug¢ olarak en az bir t,eT,\T, igin

fro () =t,a =T, oldugu elde edilir.

foo(t)=ta e {7;’];’7:1’7;’]}} olarak bulunur. Ayrica ¥y NT, # @ oldugundan en az bir
t,e Y NT, vardir. Buradan t,a =T, vet,eT, olur. t,e7, oldugunu kabul edelim. O
zaman T, YUY YUY UY” oldugundan noe{T,,T;,T,,T;,T,} olur. Bu ise

45435

T, ¢{T,,T.,T,,T;,T,} oldugundan t,@ =T, olmasi ile gelisir. O halde #, ¢7, dir. Yani

teT\T,cT YUY UYS UYFfUY®  oldugundan her (eT\T, igin
fio (1) =ta e{T,,T,T,,T,,T,} olarak bulunur. Bununla birlikte ¥“ N7, # < oldugundan en
azbir t, € ¥, T, vardir. Buradan t,a =T, vet, €T,. t, € T, oldugunu varsayalim. O zaman

T,cYfuYs oYy uyy uYyy oldugundan  tae{T,,T,.7,,7,,T,} olur. Bu da
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T, ¢{T,.T,.T,,T,,T,} oldugundan geliskidir. O halde ¢, ¢ 7, dir. Yani ¥, "7, = T;\T, olur.
Dolayistyla en az bir ¢, e T, \ T, i¢in f;, (t,) =t,a =T, olarak elde edilir.

teX\T,=> X\T,c X =Y UY*UY UYf Uy UYFUY* oldugundan  her
te X\T, i¢in f,,(t)=tae {7;,7;,];,];,]‘2,]},73} olarak bulunur.

O halde [, =(fousfra> Sous fras Saa> Jus Joa ) €F olur. Boylece R, (Q,D') kiimesinin
her o elemanna karsilik bir f, = ( Jows Jras Joas Fras Ja> Ssas féa) ayrik doniistimlerin sirall
sisteminin var oldugu goriliir.

Simdi f =(f,./;, fs> f3> fas f5o f3) €F olsun. Bu durumda F kiimesinin tanimindan,

f:X—>D dénisiminin 7,7, T,\T,, T,\T,

w

kiimeleri iizerine kisitlaniglar
fo: LT~ (T,
fi:T\T, —{T,. T3} ve da e T,\T, i¢inf, (a)=T;,
o T\T, > T, T,} ve 3beT,\T; iginf, (a)=T,,
LH(LATNE T T T, T
Jo AT 5T, 11,11, ve 3e e BT, iginf, (¢) =T,
fi:T\T, >{T,.T,,T,.,T,.,T,} ve3d e T\T, i¢inf,(d) =T,
fi:X\T, > 0.

5

Bu doniistimlerden faydalanarak

p=U({xpf ()

xeX

ikili bagintisin1 tanimlayalim. A ikili bagintist f doniisiimii ile tanimlandigindan
peB, (D) olur. Ayrica f nin tanimindan dolay1 da f(x):xﬂ olur. ie{O,l,...,6} icin

Yiﬁ kiimelerinin tanimindan

p=U( <1,)

biciminde yazilabilir. Ayrica tam « -izomorfizma altinda V(D,a) nin {ireteci

D(a)={T,,T,,T,,T,,T,,T,} kiimesinin gdriintiisii olan D'(a):{Y_;,T T, E,Tz,f} kiimesi
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kiimeleri sirasiyla D'(a)f , D’(a)f ) b'(a)f ) Ij'((x)f ve D'(a)f kiimelerinin nonlimit

elemant olur. Simdi nonlimit elemanlarin sagladig: 6zellikleri bulalim.
teLc N, = f(1)=fi(1)=tp=T,>te¥/ =T ¥/,
teTL=(T\L)V(LnT)= f(1)=tp el T} = 1e¥ vY > T c Y/ Y/,
teT, =(T\L)U(LnT)= f(1)=tBe{l, . T} =>teY/ VY =T, ¥/ UY/,
(T =(TAT) (B T)\E) T UT, = £ (1) =1 e (T T T T

stey/vur/oyf oy oy

S AN AN A AW 7
tel =(T\L)V(LAT\EL)uT,uT, = f()=tBe{T,.L.T,.T,.T,}

steY/ vy oy oy oy’

=Ty oY/ oy oYl uY/
ozellikleri elde edilir.
Ayrica en az bir ae T,\T, icin f, (a)=T, oldugundan a Y/ NT; olarak bulunur.
Buradan Y/ NT,#@ olur. Benzer olarak f,, f, ve f, doniisiimlerinin &zellikleri
diisiiniildiigiinde Y/ NT, 2D, Y/ NT, # D ve Y’ NT, # D elde edilir. Sonug olarak

Y oI, ¥/ uY! oI, ¥/ Y/ oI,
Yoyl oy vy uy! of,
Yoyl oy oy vy of,

YT 20, Y/ nT,#0, Y NT,#3, Y/ NnT,

olur. V(D,,B)={Yﬂ|YeD } , TB= Uxﬂ, D'cD ve f donisiimiiniin 6zellikleri

xel,
dikkate alindiginda
Lp=T,=T,eV(D.p),
TLA=T,0T,=T,=T,eV(D,p),
LPp=T,VT,=T,= T,V (D),
Lp=(LVL)p=TpVT=T,0T,=T,=>T,eV(D,p),
LAp=T, 0L, UT,UT,UT, =T, =T, eV (D,f),

T{IB=T6UT;UT;‘UT;UT{ ZTI :>T;€V(D9ﬂ)a
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LB=(TVL)B=TBVUT,p=T,VT, =T, =T,V (D,p)
olarak elde edilir. Dolayisiyla O < V(D, p ) olur. Ote yandan

ZeV(D,f)=Z=YB, 3IYeD
=z=Yp={JyB=Jr(y)e0

yeY yeY

olur. O halde ¥ (D, 8) = O olur. Sonug olarak ¥ (D, ) =Q elde edilir.
Ayrica her TeV(D,B) i¢in ¢(T)B=TB=T oldugundan ¢ tam J-
izomorfizmasidir. Teorem 3.1.2 den feR, (Q,D’) elde edilir. Yani F nin her bir

elemanina karsilik R, ( 0, D') kiimesinde bir regiiler eleman vardir.
Simdi o,B€eR, (Q,D') ve a # f olsun. Bu durumda o ya karsilik f, (t):ta
olacak sekilde f, =(fous fras fous fras fras foar foo) SITall sistemi ve B ya karsihk

f,(t)=1p olacak sekilde f, =(f0ﬂ,flﬂ,f2ﬂ,j§ﬂ,ﬁﬁ,f5ﬂ,f6ﬂ) sirali sistemi vardir. f, = f,

olsun. O zaman her € X igin f, (l) =fs (t) olur. Bu ise her 7 € X i¢in ta =t olmasimni

gerektirir. Buradan a = § elde edilir. Bu da kabulimiiz ile ¢elisir. O halde f, # f, olur.
Sonug olarak R(p(Q,D') ile F arasinda bire-bir esleme vardir. Dolayisiyla

= |F| olur.m

R, (0.D)

Teorem 3.1.7 X sonlu bir kiime ve Q ={7},T;,7,,T,,T,,T,,T,} , elemanlar
LcTl,clycl,cl, ycT,cT,cT, 1,
Lchclclicl, IycTl,cT; T, T,

Lol =T, LUI, =T, T\T,#3,[)\T, 0,
TN\T, #O,T,\T, #<

kiimeleri tam o -izomorf ise Q(Q)=m, olmak iizere

‘R(D') =m, ,4.(2‘75\3‘ _1),(2@1\?5‘ _1)_4‘(f2f‘fl)\f3‘ ,(S‘fz\fl‘ _4‘fz\fl‘)_(5‘fl\f2‘ _4‘fl\f2‘)_7‘X\T0‘

olur.
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ispat: Lemma 3.1.6 dan, R, (Q,D') niin eleman sayisi, ¥ kiimesindeki birbirinden
farklr sirali sistemlerin sayisina esittir. Teorem 1.1.10 dan faydalanarak birbirinden farkli
yazilabilecek f,, 1., f,, 5, f,, f5 ve f, fonksiyonlariin sayisi sirayla
T,AT)\T|

L\T, \T, \T, \T, X\T,
A AT A

1, 2R g, Ry gl
olarak bulunur. O halde

‘Rw (Q’D,)‘ _ (2\@\2\ _1),(2\6@\ _1),4\(Tzﬂﬁ)\fz\ ,(S\fz\ﬁ\ _4\fz\m),(5\f]\fz\ _4\f]\fz\),7\x%\

olarak elde edilir.

Ayrica Q nun otomorfizmleri,

g (B L LTL LT (LT LT T,
LT L L) \LLT, LT T)
LLLLLLT)  (TLLLLTT
= A\~ =
*lnrnrnnrno LT, , T, 1T,

olup dort tanedir. Teorem 1.1.29 dan dolay1

‘R(D’) =m, .4.(2@@4‘ _1).(2@\@\ _1).4‘@“@@‘ .(S‘TZ\TI‘ _4\@@1\)'(5@\@\ _4‘TI\T2‘).7‘X\TO‘

olarak elde edilir.m

Sonu¢ 3.1.8 O={T,,T.,7,.,T,,T,,T,,T,}, D ninXI -alt yarilatisi olsun ve Q nun
elemanlari
Licl,cl,clicT, IycT,cT,cT, T,
Lcl,cclicl, T,cT,cT, T, 1,
Lol =T, VI, =T, T\T, #3,T,\T, # 9,
TN\T, #0,T,\T, 2.

kosullarini saglasin. Eger X sonlu bir kiime ise B, (Q) nun sag birim elemanlariin sayisi
‘Eg) (Q)‘ _ (2\TS\T4\ _1) ,(2\T4\Ts\ _1) . 4\(T2“Tl)\T3\ ,(S\Tz\T]\ _4\T2\Tl\ ) ,(S\TI\Tz\ _4\T1\Tz\ ) . 7\X\To\

olur.

ispat: Teorem 1.1.32 den dolay1 E{(Q)= R, (Q.0) olur. Teorem 3.1.7 de D'=Q

olarak alinirsa

‘Ridg (Q’ Q)‘ = ‘Rw (Q’ Q)‘

olur. O halde Teorem 3.1.7 den dolay1
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‘Eﬁ(’) (Q)‘ _ (2\Ts\m _1) ,(2\T4\Ts\ _1) 4lBon)| ,(S\Tz\m _4\T2\Tl\),(5m\m _ 4l ),7\X\Tn\

olarak bulunur.m

X sonlu bir kiime olsun.
ZNZ, #D

kosulu altinda B, (D) yarigrubunun idempotent elemanlarinin sayisin1 bulalim.

Lemma 3.1.9 X sonlu ise

1*(Q1)\=9

olur.
Ispat: Her bir '€ 0,4,, i¢in |B,(Q))|=1 ve

R CARCAREARCARFARCARCAREARE)

oldugundan

1*(Q1)\=Q§9 1(Q)=1+1+++1=9
vy 9

olarak bulunur.m

Lemma 3.1.10 X sonlu olsun. O zaman

I (Q2 )‘ _ (2\21\23\ n 2\21\24\ n 2\21\25\ n 2\21 \Zg| n 2\21 \Z,| n 2\21\28\ _ 6) . 2\)(\21\ n
2\22 \Zy| n 2\22\24\ i 2\22\25\ n 2\22 \Zg| n 2\22 \Z,| n 2\22\28\ 6) . 2\){\22\ n
2‘23\24 2‘23\25 2‘23\26‘ + 2‘23\27‘ + 2‘23\28‘ _ 5) ) Z‘X\Zs‘ + (2‘24\27‘ _ 1) . 2‘X\Z4‘ +

(
(
(2\25\27 " 2\2 AR 2) ) Z\X\zs\ " (2\25\28\ _1) ] Z\X\zé\ "

Z\D\zl\ \D\zz\ \D\z3\ n 2\5\24\ N Z\D\zs\ + Z‘D\ZG‘ + 2\[)\27\ + Z\D\ZS\ _ 8) ) Z\X\D\
olur.

Ispat: Sonug 1.1.55 den dolayr Q, ={T,T"} XI -alt yarilatisi ile belirlenen B, (0, )

yarigrubunun sag birim elemanlariin sayisi ‘Ey) (Qz) = (Z‘T'\T‘ —1) 2% olarak bulunur.
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Bu durumda

Q2'9X1:{{ }’{23922}’{Z4’ZI}’{Z4’ZZ}9{Z4’Z3}9 ZS,ZI},{ZS,ZZ},
AR A R AR A RN R R R
R e R R e A A s

(2D}

ve ‘I*(Qz)‘: > ‘EE(")(D’)‘ oldugundan

D'e0,8y;

I (Q2 )‘ _ (2\21\23\ " 2\21\24\ n 2\21\25\ n 2\21 \Zy| n 2\21\27\ n 2\21\28\ _ 6) ) 2\){\21\ "
(2\22\23\ n 2\22\24\ " 2\22\25\ " 2\22\2(,\ " 2\22\27\ " 2\22\28\ _ 6) ) 2\){\22\ "
(2\23\24\ n 2\23\25\ n 2\23\26\ n 2\23\27\ " 2\23\23\ _5) ) Z\X\z3\ +(2\Z4\Z7\ _1).2\)(\24\ n
(2\25\27\ " 2\25\28\ _ 2) ) Z\X\zs\ " (2\25\28\ _1).2\)(\26\ "
(ZD\Z1 n 2\D\22\ n Z\D\z3\ n 2\D\z4\ N Z\D\zs\ + Z‘D\ZG‘ + Z\D\L\ + 2\15\28\ _ 8) ) Z\X\D\

olarak elde edilir.m

Lemma 3.1.11 X sonlu olsun. O zaman

‘[* (Q3 )‘ _ (2\23\24\ _1)_(3\21\23\ _2\21\23\)_3\)(\21\ +(2\23\z4\ _1)_(3\22\23\ _2\22\23\)_3\;(\22\ N

(2\23\25\ _1).(3\21\2_.,\ _2\21\23\).3\)(\21\ +(2\z3\25\ _1)_(3\22\2_.,\ _2\22\23\).3\)(\22\ N

(2\23\26\ ) (3\21\23 2\21\21) 3\)(\2\ (2\23\26\ 1) (3\22\23 2\22\23) 3\)(\22
(2\23\27\ _1) (3\21\23 2\21\23) 3\)(\21 (2\23\27 1) (3\22\23 2\22\23) 3\)(\22
(2\24\27\ _1) (3\21\24\ 2\21\24) 3\)(\21 _'_(2\24\27 1) (3\22\24\ 2\22\24) 3\)(\22\
(2\24\27\ _1) (3\23\24\ 2\23\24\) 3\X\z3 +<2\Z;\Z7 _1) (3\21\25 2\21\25) 3\)(\21
(2\25\27\ _1) (3\22\25 _ \zz\z\) \X\z2 ( \ZS\Z7 _ ) ( \z A \zg\zs) \X\Z;
(2\23\23\ _1) (3\21\23 2\21\23) 3\)(\21 +(2‘Z3\Z* _1) (3\22\22 2\22\23) 3\)(\22
|Z\z] |Z,\Zs] |Z,\Zs] [X\z,] |Z5\ 2] |Z,\Z4] |Z,\Z] |X\Z,|
(275 1) (355 A ) gAL (5A) (355 g ) L
(2\25\28\ _1) (3\23\25 2\23\25) 3\)(\23\ +<2\26\ZS\ 1) (3\21\26 2\21\26\) 3\)(\21
(2\25\28\ _1) (3\22\2( 2\22\2() 3\)(\22\ (2\2(\28 _1) (3\23\2( 2\23\25) 3\X\23\ n
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2\21\23 1 3\0\21\ _2D\Zl) 3‘X\D‘ 2\22\23 ) (3D\Zz _25\22).3‘“5 n

)
(7 -2,
( )

3\0\21\ _2\13\21\ 3\X\D\ + 2\22\24\ 1 (30\22 _213\22).3)(\[) 4

3\0\23\ _2\1)\22 3\)(\[)\ 4

(30\2I _Z\D\zl\ )'3)(\13 N

|x\D|
_l_

-3

3\0\21\ _2\[)\21\ 3\)(\[)\ N

3\0\23\ _2D\Z;) 3\X\D\

( \D\zs\ _Z\D\zs\ ).3)(\[) 4

l4\Z| 1) 3D\Zl_2D\ZI) 3‘X\D‘ 2\22\23 ~1)- (315\22_25\22),3X\D+

2‘23\28 -1 3‘D\Z3‘ 3‘X\D‘ 2‘25\28 _ )

3\0\2(,\ _2\13\26\ 3\X\D\

)
(e (3742 )
(2\23\24\ 1) (3%_ ZD\Z) P + szl\zs _1)
(2\22\4 1) (3D\Zz B 25\z2) gt 2‘21\25 1)
(2\21\25 1) (3D\Zl _213\21).3)(\1) +(2\z2\zé _1)
(2\23\26 1) (30\4 ~ 2[3\23) gt (2\21\27 _1)
(2\4\27 1) (31)\22_ 2D\Zz) Al (2\23\27 _1)
(2\24\27 1) (3D\Z4_2D\Z4) gt (2\25\27 _1)
(-1
(2 0-1)
(1)

(3741274,
ez _ ) )

olur.

( \[)\25\ _2\[)\25\ )'3\)(\5\ +

Ispat: Sonug 1.1.55 den faydalanarak Q, ={T,T",T"} XI -alt yarilatisi ile tanimlanan

B, (Q3) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi

‘E&r) (Q3) _ (2\T'\T\ _ 1) ) (3\T"\T'\ B 2\T"\T'\ ) . 3\X\T"\

olarak bulunur. Bu durumda

0.9, ={2,.2,,2,}.{2,,2,,2,} {Z;.Z,.Z,}
Z,,2,,2,} {Z,,2,,2,} {Z,.,Z, Z}{ Z
Z,.,Z, Z} 2,,2,,2,},12,,2,,2,} {Z,.Z,. Z,
}{Z Z Z} {Z.,Z Z},{Zg,Z6,Z3

2

D'eQs8y

ve ‘I* (0, )‘ = EY (D’)‘ oldugundan
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2\23\25 _

2\23\26 |

2\23\27 1

2\24\27 1
2\25\27 ~1

(27-1)
(2701
(271-1),
(21
(21
(21-1),
(27 1)
(2°1)
(2-)
(21)
(2-1)
(27 -1)
(20-1),

2\2 \Zg _1 3\21\25 2\21\25 3\)(\2I +(2‘Z \Z| 1) (3\22\25 2\22\25

2\25\28 1

2\25\28 -1

2‘21\21 -1 3‘[)\21‘ 2‘D\Zl‘ ) 3‘X\D‘ 2‘22\2%

2\21\24 1

\23\24\

(
(
(
(
(
|
(
§

3\21 \Zs|

3\21\23

3\23\24\

(
(
(37
(
(

3\22\25

3\21 \Zy|

3\23\25

2\21\23 3\)(\21 (2\23\25 _

)
i)
)

( 3\22\23

( 3\22 VA
(

2\21 \Z;

)
)
oz )
)
)
)

3\)(\21
3\)(\21 n 2\23\27 1 3\22\23

2\23\24 3\X\z3 " 2\25\27 _1) 3\21\25

( (
3\)(\22 (2\25\27 1) (3\23\25

)
)
2\24\27 _1 3\21\24\ 2\21\24 3\)(\2I _|_(2\24\27 1) (3\22\24 2\22\24\)
)
)

2\22\25
2\21\23 3\)(\21 (2\&\23 1 (3\22\21

3\X\z3 (2\2(\2x _1) (3\21\2(

)
)
2\23\25 )
)

I (Q3 )‘ _ (2\23\24\ _ 1) ) (3\21\23\ _ oz ) gl (2\23\24\ _ 1) _ (3\22\23\ _olz7| ) ANzl

2\22\23) 3\X\Zz\ n

2‘22 \Zs 3‘X\Zz‘

2\22 \Zy| 3\)(\22
3\)(\22
2\21 \Zs| 3\X\Zl
2\22 \Zs

3\)(\23

2\22 \Zy| 3\)(\22

2\21\2( 3\)(\21

)
)3
)

3\22\26 2\22\26 3\)(\22 (2\26\28\ _1 (3\23\25 2\23\26\)_3\X\z3\+

3\0\21\ 20\21) 3\)(\0\ 2\22\24\
\0\23\ D\z3) \X\D\ \zl\z\ 1)
3\0\22\ B 2D\zz) 3\)(\0\

2\21\25 ~1 30\21_2D\Zl) 3‘X\D‘ 2\22\4 1)

1)
1)

(30\22 2D\Zz) 3\)(\0\
(30\22 _2\[)\22\ )_3)(\[) +
(30\21 _2\5\21\ ) . 3\X\D\ +

72| _ ) (30\23 _2\[3\23\ .3\)(\[3\ N

(3D\Z2 3 Z\D'\ZZ\ ).3X\D N

2\23\2( 1 3\1)\23\_2\15\23\ '3‘X\D‘+ 2\21\27 ~1). (30\21_215\21 _3\X\D\+

2\24\27 1

\zz \Z| 1

(2 1=1)
(1)
(1)
(2\22\27 1)(
Call
(1)
( M

1)

olarak elde edilir.m
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3\0\22\

3\0\24\ _

3\0\23\ B

)
2P
)

3\X\D\

2\D\z4\ ‘ 3\X\D\ 2\25 \Z|

(
+ (2‘2*\27
g

)
2o,
)

3\0\25\ _2\13\2(\ 3\){\0\

1) (30\23 _215\23).3)(\13 +
) (3D\z5 B 2\13\25\ ).3X\D N

1 3\0\21\ _2\[)\21\ \X\D\ ‘Zz\zs _1)_(30\22 _2\[)\22\ )_3)(\[) N

3\)(\1)\ A _1).(30“\25 _2\[3\25\ ).3)(\13 +
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Lemma 3.1.12 X sonlu olsun. O zaman

‘I* (Q4 )‘ _ (2\24\27\ _ 1) . (3\23\24\ _ 2\23\24\ ) .(4\2,\23\ _3\2,\23\ ) .4\)(\21\ " (2\24\27\ _ 1)‘
(3\23\24\ _2\23\24\)_(4\22\23\ _3\22\23\)‘4\)(\22\ +(2\zs\z7\ _1)‘(3\23\25\ _2\23\25\)_
(4\21\23\ _3\21 \Z;| ) . 4\)(\2,\ 4 (2\25\27\ _ 1) .(3\23\25\ _ 2\23\25\ ) . (4\22\23\ _3\22\23\ ).4\)(\22\ n
(2\25\23\ _ 1) . (3\23\25\ _ 2\23\25\ )‘(4\2, \Zy| _3\21\23\ ) . 4\){\21\ i (2\25\28\ _ 1)_
(3\23\25\ _2\23\25\)'(4\22\23\ _3\22\23\)‘4\)(\22\ +(2\z(,\zg\ _1) _(3\23\26\ _2\23\26\)_
(4\21\23\ _3\21 \Zy ) . 4\){\2,\ " (2\26\28\ _1)‘(3\23\25\ _ 2\23\26\ ) .(4\22\23\ _3\22\23\ ) . 4\){\22\ "
(2\23\24\ _1)'(3\21\23\ _2\21\23\).(4\1:3\2[\ _3\[3\2,\).4\)(\1:3\ +(2\z3\z4\ _1).
(3\22\23\ _2\22\23\)_(4\5\22\ _3\5\22\)‘4\)(\[3\ +(2\23\zs\ _1)_(3\2,\23\ _2\2,\23\)'
(4\13\2,\ B 3\0“\2,\ ) ] 4\X\D\ +(2\Z3\zs\ _1)'(3\22\23\ _ 2\22\23\ ) ) (4\D\Zz\ _3\1“)\22\ ) ) 4\X\D\ +
(2\23\26\ _1) .(3\2,\23\ _2\2,\23\)'(4\13\2,\ _3\13\2,\).4\)(\13\ +(2\z3\zﬁ\ _1)‘
(3\22\23\ _2\22\23\)_(4\[)\22\ _3‘D\22‘)‘4‘X\D‘ +(2\23\z7\ _1)_(3\21\23\ _2\21\23\ )
(4\[3\2,\ B 3\1‘)\2,\ ) ) 4\)(\13\ +(2\z3\z7\ _ 1) .(3\22\23\ _ 2\22\23\ )'(4@\22\ _3\13\22\ ).4\)(\[)\ +
(2\24\27\ _1)_(3\21\24\ _2\21\24\)‘(4\[)\21\ _3\[)\2,\)_4\)(\[)\ +(2\z4\z7\ _1)‘
(3\22\24\ _2\22\24\ )'(4\5\22\ _3\D\zz\ ) '4‘X\D‘ +(2\zs\zg\ _1)'(3\2,\25\ _ 2\21\25\ )
(4\5\21\ _3\D\ZI\ )‘4\)(\15\ + (2\24\27\ _ 1) ) (3\23\24\ _ 2\23\24\ ) .(4\13\23\ _3\[)\23\ ) ) 4\)(\15\ +
(2\25\27\ _1)_(3\2,\25\ _2\2,\25\)_(4\5\21\ _3\5\21\)‘4\)(\5\ +(2\25\z7\ _1)_
(3\22\25\ _2\22\25\)'(4\[)\22\ _3\15\22\).4\)(\1:3\ +(2\25\Z7\ _1).(3\23\25\ _2\23\25\)'
(4\13\23\ _3\D\z3\ ) ) 4\)(\13\ + (2\23\23\ _ 1) ) (3\21\23\ _olzz| ) ) (4\15\21\ _3\5\21\ ) ) 4\)(\13\ +
(2\23\23\ _1).(3\22\23\ _2\22\23\).(4@\22\ _3‘E\22‘).4‘X\D‘ +(2\zj\zg\ _1).
(3\22\25\ _ 2\22\25\ ) ) (4\[)\22\ _3\13\22\ ).4\)(\[)\ N (2\25\23\ _1) ) (3\23\25\ _ 2\23\25\ )
(4\[)\23\ _3\13\23\)‘4\)(\5\ +(2\26\zx\ _1).(3\21\26\ _2\21\26\)‘(4\[)\2]\ _3\5\2,\)_4\)(\[)\ N
(2\26\28\ _1) _(3\22\26\ _2\22\20\).(4\5\22\ _3‘D\22‘)'4‘X\D‘ +(2\z(,\zg\ _1).

(3\23\25\ _ 2\23\26\ ) .(4\13\23\ _3\13\23\ ) ‘ 4\)(\15\

olur.
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Ispat: Sonug 1.1.55 den dolay1 Q, :{Z Z'\T,T ’} XI -alt yarilatisi ile tanimlanan
B, ( Q4) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi

‘Eg(r) (Q4) _ (2\2'\2\ _ 1) ] (3\7\2'\ _ 2\T\z'\ ) ] (4\7'\T\ _ 3\7'\7\ ) ) 4\X\T'\

olarak bulunur. Bu durumda
Q43X[:{{Z7JZ4’Z Z} {Z ,Z4,Z3,Zz},{Z7,Z5,Z3,Zl},{Z7,ZS,Z3,Zz},
2,25, 23 2 {25, 25,24, 2y} {2, 24, 24, 2, } { 2, 2, 24, 2, }
Z,,2,,Z,,D {ZZZD ZZZD}{ZZZD}

f
Z,.2,.2,.D}.{2,.2,.2,.D}.{Z,.2,.2,,D} | Z,.2,.Z,,D},
}

{ it
{ Df. {

{ } {
{2,.2,.2,.D}, {2,.2,.2,,D
{ Dy {

{ Dy {

{

{2,.2,,2,.D}, DI RVAVAVANI
Z,.2,,2,,D},|2,.2,.2,,P}.|Z,.2,.2,,D} |2,,2,.Z,,D},
Z,.2,.2,,D},|2,,2,,2,,D}.12,.2,.2,.D}.{Z,.2,.2,.D},

{ |

2,20,2,,D},{2,.2,,2,,D}},

ve ‘I*(Q4)‘: > ‘Ey)(D')‘ oldugundan

<G8,
(0] = (2771 1) (354 g 4). (4412 g8} g0l (571 1),

(3\z R I \z\) i (2\25\27\_1),(3\23\25\_2\23\25\).
(\Z\z\ 3 2d). \X\z\+(2\zs\z7\_1),(3\23\25\_2\23\25\).(4\22\23\_3\22\23\).4\)(\22\ N
(270 21 (3040 g ). (4208 32l g0l (g0 ).

(3\23\25\ _2\23\4\)'(4\22\23\ _3\22\23\)‘4\;(\22\ +(2\z(,\zg\ _1) .(3\23\2(,\ _2\23\26\).
(4\z]\z3\_3\z]\z.s\). 47| +(2\zazs\_1).(3\z}\z5\_ szg\z@\).(mzz\z}\_3\22\23\). PLEA
(2\23\24\ _1).(3\21\23\ _ szl\zsw).(4\f>\zl\ _3\f>\zl\), Plag +(2\zs\z4\ _1).

(3\22\23\ _plzz ) . (4\5\22\ _3P| ) piaC i (2\23\25\ _ 1) . (3\21\23\ _plaz| )

(4@\4 _3\5\4)_ 40 (277 1) (377 zwzz\zsw).(éﬂb\zz\ _3\D\zz\).4\m\ .
(2\23\26\ _1) ,(3\2.\23\ _2\2.\23\),(4\13\21\ _3\15\21\), 40 +(2\zsxz6\ _1),

(3\22\23\ _plzz ) . ( 4Pzl _ 50z ) aC i ( Wz 1) . (3\21\23\ _plz ) :

(4@\2]\ _3\@21\). A0 (271 1) (3 2\@\4\).(4@\22\ _3\5\22\).4\X\D\ .

(2\24\27\ _1)_(3\21\24\ _2\21\24\)‘(4\[)\21\ _3\5\2,\)_4\)(\5\ +(2\z4\z7\ _1)‘
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(3\22\24\ 2\22\24) ( \D\zz\ D\zz)‘4X\D+(2ZS\zg_1).(321\25_221\25).

( A0El o) ) A (e ) (3 g ).(45\23 o ) L
(25 1) (37 g ). ( 4Pl _ D\Zl). 4\X\D\+(2\zs\zyw_1).

(377 -7 %). ( 4Pzl _ 4Pz ) 400 (271 1) (32 g ).
(415\23 gz ) A0l (25 ) (0 g )_(413\21 g ) A
(2\4\4\ _1),(3\22\4\ _ oz )( 42| _ 4Pz ) 40 +(2\zs\zsw _1).

(377 97 ). ( 4Pzl _4fpz ) 400l (2741 1) (377 g 7).
(4@4 4Pz ) 4100 (5] 1) (350 g ).(4@21 _yp| ) 4l
(2\26\28\ _1).(3\22\26\ _ 222\26).(415\22 _315\22), 4ol +(2\z(,\zs\ _1),

(3\23\26\ 2\23\26) ( \D\Z3\ D\Z3)_4X\D'

olarak bulunur.m

Lemma 3.1.13 X sonlu olsun. O zaman

I (Qs )‘ _ (2\24\27\ _1).(3\23\24\ A )_(4\21\23\ _ 3z ).(S‘D\Zl‘ _4\13\21\ ) _ S\X\D\ N

N AW A B ACA N WA AN 3\22\23\)'(5\15\22\ _4\15\22\ ) . S‘X\ﬁ‘ N
2\25\27 1 3\23\2; 2\21\25 4\21\23\ 3\21 \Z, (S\D\Zl\ _4\13\21\ ) _ S‘X\D‘ +
2\25\27 1 3\23\2; 2\21\25 4\22\23 3\22\23 (S\D\Zz\ _4\D\Zz\ ) _S\X\D\ n

(2771-1) (

(2471 ( )

(241-) ( )

( Sl7\2| _ 1) ( 47zl 44z ) ( S\D\zl\ B 4@\;\ ) ) S\X\é\ N
(2% ( )

(21, ( )

(21, ( )

3\23\2S _ \Z;\Zs 4\22\23 _ \zz\zx

( )
( )
( )
(3\23\2S 2\2;\2s )
2\25\28 _1 ( ) (5D\z2 _4\[)\22\ ) ' S\X\D\ N
ez _y (3\23\26\ \Z;\zé) PLACARIR AR (SD\Z'—4D\Z')~5X\D+
(3\23\26\ o172 ) PIACARIRARY (SB\ZZ _4\D\zz\)'5\X\D’\

olur.

Ispat: Sonug 1.1.55 den dolay1 Q; = {Z ,Z\.T,T ',D} XI -alt yarilatisi ile tanimlanan

B, (QS) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi
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_ (2\2'\2\ _ 1) _ <3\T\z'\ _ o7 ) _ <4\T'\T\ _3lri ) ' (SD\T’ B 4\D\T'\ ) . S‘X\D‘

£Y (o)

olarak bulunur. Bu durumda
0.9 ={{2:,2,,2,,2,,D},{2,.2,,2,,2,,D} | 2,,2,,2,,2,,D} |2,, 2, 2,, Z,., D},

(2,2,,2,,2,,D} {2, 2,,2,, 2,,D} {2, 2,,2.,2,, D} 2, 2,,2,,2,,D}|,

ve ‘I*(QS)‘: > ‘Ey)(D')‘ oldugundan

D'eQsy;

‘I* (Qs )‘ _ (2\24\27\ _ 1) ) (3\23\24\ _ 2\23\24\ )_(4\21\23\ _ 3\2,\23\ ) ] (S\D\Zl\ _ 4\[')\2[\ ) ) S‘X\D‘ +

4723 _ 3\22\23\).(5\[)\22\ B 4\13\22\ ) ' S‘X\D‘ N

3\2 \Zy| 2\2 \Z,y|

() <
(2\2\2\ 1) 322 _ 5717 (4\2\23\_3\2\2\)(S\D\Z.\_4\D\Z.\),5\X\D\+
(2\2 VA 1) ( ) (S\D\z\ A ) sl
(2\2 % 1) (4\2 2| _ 3\21\2\) (S\D\Z\_ 4\0\2\)_ kool
(271-1), ( )
( ) ( )

1) ( )

3\2 3\Zs| 2\2_ \Zs| 4\2 VA _3\2 \Zs|

3\2 $\Zs| 2\2‘ VA 4\2 AR 3\2 VA

ol2\2) _q (5\0\22\ B 4\[')\22\ ) _ S‘X\D‘ N

( )
( )
( )
(3\2 aAvAR 2\2‘ \Zs \)
( )
21Z6\2| 4 (3\2 2| _ ol23\2 \) 419\5| _ 5207 (S‘D\Zl‘ _4‘D\Zl‘).5‘X\D‘ n

(3\z APARS \) 4%z _ 5212 (S\D\Zz\ _ 4\D\Zz\), 5l

olarak elde edilir.m

Lemma 3.1.14 X sonlu ise
‘1* (Q6 )‘ — (2‘26\25‘ _ 1) . (2‘25\25‘ _ 1) . 4‘X\Zz‘ +6- (2‘22\21‘ _ 1) . (2‘21\22‘ _ 1) . 4‘X\D‘ +
(2\25\24\ _1)_(2\24\25\ _1)_4\)(\23\
olur.
Ispat: Sonu¢ 1.1.63-(a) dan dolayr O, ={Z,T,T".,TUT'| XI-alt yanlatisi ile
tanimlanan B, (Qﬁ) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi

‘Eg(’) (Qé) _ (Z\T\T'\ _ 1) ) (2\7'\7\ _ 1) o)

olarak bulunur. Bu durmda
08y = {20202, 2,},{2,,2,,2,,D} |2, 2,,2,,D}{ 2, 2., 2,,D} {2, 2,,2,, D}

(2,2,,2,,D},{2,,2,,2,,D} {Z,,2:,2,,Z.}},
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ve ‘I*(Qé)‘: Z

D'eQs%y

EY (D’)‘ oldugundan

‘[* (Qs )‘ _ (2\2(,\25\ _1).(2\25\26\ _1).4\X\zg\ n 6,(2\22\21\ _1)'(2\21\22\ _1)_4\)(\15\ N

(2\25\24\ _l)'(2\24\25\ _1)_4\)(\23\

olarak bulunur.m

Lemma 3.1.15 X sonlu ise

[17(0,)| = (277 ~1)- (24 1) (54 % g2 shol
(2524 1) (2l ). (5] giml). 5ol
(22 1) (227 1) (574 - gl). gl
(2502 1) (22 1) (574 g 50
(2\24\25\ _1) (2\25\24\ _1)_(515\23 _413\23)_5;(\13 N
(zwza\zs\ _1).(2\25\2(\ 1).(513\23 _ 4D\Zs). e

olur.

Ispat: Sonug 1.1.63-(a) dan dolayr Q, :{Z,T, T',TUT’,Z'} XT -alt yarilatisi ile
tanimlanan B, (Q7) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayist

‘Eg(r) (Q7 ) _ (2\T\T'\ _ 1) ) (2\T’\T\ _ 1) ) (5\2'\(Tur')\ _ 4\2’\(TuT')\ ) . S\X\z'\

olarak bulunur. Bu durumda
Q7‘9X1 :{{27,25,24,23,21},{28,26,25,23,21},{Z7,ZS,Z4,Z3,ZZ},
{Zg,zé,zs,zs,zz},{27,25,24,23,5},{28,26,25,23,5}},

EY (D’)‘ oldugundan

ve ‘I*(Q7)‘: Z

D'e0;8y
‘1* (Q7 )‘ _ (2\25\24\ _1).(2\24\25\ —l)~(5‘z‘\z~“ _4\2,\23\).5\)(\21\ N
2l%6\7 _1)_(2\25\25\ _1)_(5\2,\23\ _4\21\23\)_5\)(\21\ +

(
2\25\24\_1 . 2\24\25\_1 . 5\22\23\_4\22\23\ .S\X\Zz\_l_
(257 1) (27 1) )
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(2\26\25\ _1)_(2\25\26\ _1)_(5\22\23\ _4\22\23\).5\)(\22\ "
(2\24\25\ _1).(2\25\24\ _1).(513\23 _413\23).5)(\15 N
(2\26\25\ _1).(2\25\25\ _1)_(5[)\23 _4[)\23).5)(\[)

olarak elde edilir.m

Lemma 3.1.16 X sonlu olsun. O zaman

‘I*(Qg)‘:(2‘25\24‘—1)-(2‘2“\25‘—1)-(5‘2‘\23‘— \21\23) ( ‘D\Zl‘ D\Zl)_6X\D+
( ) )57 =) (7874 ) 6
(2\26\4\_1) (2\25\4\ ) (S\ZM _ \22\23) ( \D\zz\ D\Zz)‘ 6\)(\13\ N
(22

5§22 _ 4202 ) (6D\Zl _Sﬁ\Zl).6X\ﬁ

2\25\24\_1 . 2\24\25

2\25 \26\

2\26\25\ 1

olur.

Ispat: Sonu¢ 1.1.63-(a) dan ng{Z,T,T',TuT’,Z’,D} XI -alt yarilatisi ile

tanimlanan B, (QS) yarigrubunun sag birim elemanlariin sayisi

) _ (2\T\T'\ _ 1).(2‘T'\T‘ _1) _ (5\2'\(Tur')\ _ gz )~(6‘1§\Z" _S\D\z'\ ) . 6\){\5\

olarak bulunur. Bu durumda

EY (0,

Oy, :{{27,Z5,Z4,Z3,Zl,5},{Z7,ZS,Z4,Z3,Zz,D},{28,26,25,23,22,5}

(2,2,,2,,2,,2,,D}},
I' (0 )‘ ‘E D')| oldugundan
D'eQgdy;
I (2\25\24\ 2202 _1). (545 _ 422 )_(6D\z1 _S\D\z]\ ) ‘ 6\){\[)\ N

)
()
i)
)

(2 1)
(2\24\25 1) (5\22\23 _ g\l ).(65\22 _S\D\zz\ ) . 6\){\[)\ N
(2\25\2( 1) (5\22\23 _ 4%\ )'(6D'\Zz _S\D“\Zz\ ) _ 6\)(\0'\ N
(2\25\2( 1) (5\21 \zi| _ gl )-(615\21 3 S\D\Zl\ ) . 6\)(\13\

2\25 \Zs|

olarak bulunur.m
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Lemma 3.1.17 X sonlu ise

" (0,)|= (2\23\24\ _1) lznz)z| (37—l (3 g ). sy
(2\2 312 1) (2022 (3\2 A _ ol \zw) (3\2\22\_2\21\22\).5\X\D\+
(2\2 312 1) Alz0z)z (3\2 4| _ ol \zw) (3\2\22\_zwzl\zz\).S\X\D\ +
(2\2 0\ 1) Hlzanz)z (3\2 2| _ ol \zw) (3\2\22\_2\21\22\).5\)(\5\
(2\2 $\Z| 1) Slz0z)2 (3\2 2| _ ol \zw) (3\2\22\_2\21\22\).5\)(\5\ +
(2\2 $\Z| 1) Slznz)z (3\2 4| _ ol \zw) (3\2\22\_zwzl\zz\).S\X\Du
(2\2 2| 1) Slz0z)z (3\2 2| _ ol \zw) (3\2\22\_2\21\22\).5\)(\5\ +
(2\2 2 1) NZ02)2| (3\2 2| _ sl \z\) (3\2\22\_zwzl\zz\).s\m\
(2\2 2| 1) 22022 (3\2 2| _ ol \z\) (3\Z\zz\_2\21\22\).5\)(@\

olur.

Ispat: Sonug 1.1.63-(b) den dolay1 Q, :{Z,Z',T,T',TUT'} XTI -alt yarilatisi ile
tanimlanan B, (Qg) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayist

‘ EV(0,)|= ( Szl _ 1) lrer)z] ( Tl _ o ) , (3\r'\r\ ol ) g

olarak bulunur. Bu durumda
08y =1{20.2,,2,,2,,D}2,,2,,2,,2,,D} {2, 2., Z,,2,, D} Z,, 2, Z,, Z,, D},

{Z AVAVA D} {Z 25,22,21,13},{27,24,22,21,13}{27,23,22,21,13},
{

Z0,2:,2,,2,,D}},
ve ‘I *(Q9)‘=DI;9 EY (D’)‘ oldugundan

7,\Z Z,\Z Z\Z Z\Z X\D
3‘ 1‘_2‘ ‘ 3‘ 2‘_2‘1 2‘ 5‘ ‘+

VAVA (Z,nZ,)\Z Z,\Z, YAVA Z\Z 7,\Z X\D
AZ| ). o202\ 2| (202 _nl2\a]\ (58\%] _slazl) 50D
2\2 \Zy| 1 2\ (2,12,)\Z4] 3\22\21\ _ 2\22\2\

320z| _ ozl ), g0l

(Z,nZ)\Z: 7,\Z Z,\Z Z\Z Z\Z X\D
2‘ N2 )\Z| 3\ 1\_2\ i 3\ z\_2\12\ ,5‘ ‘_,_

(27 1) 2570 ) )
(21 1)- 27 ) )
(2\2 7] 1) N(Z:n7) 7| (3\2 4| _ ol \z\) (3\2 2| _Z\ZI\ZZ‘).S‘X\D‘+
(27 1) 257 ) )
(270 1)- 2 ) )
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2\ 2,n2,)\Z4| 3\22\21 A 3\21\22 2\21\22) S\X\D\

)
)
)
)

(2\25\27

\X\D\
+

2\23\26\ 2\ 2,0Z)\2| 3\zz\zl 2\22\21 3\Zl\z2 2\21\22 S\X\D\

\24\27 _1 2\ Z,NZ)\Z,] (3\22\21 _ \zz\zl

(
(3\21\22 _ \zl\z2
(
(

1)
(27-1) )5
P 2\ AAVAN 32\2 _ o5\l (54\Z] _ o2z S\X \D|
(271-) )
(27%-1) )

olarak bulunur.m

Lemma 3.1.18 X sonlu olsun. O zaman
" (0)|= (2\24\27\ _1).(3\23\24\ _olzz) ) 3Znz)z| .(4\21\22\ _ 32\ )
(4\22\21\ _3%vl ) 60 ( l7\2| _ 1) . (3\23\25\ AR ) Al@nz)z)
(4\21\22\ _3\z1\zzw).(4\zz\zm _3\22\21\).6\)(\5\ +(2\zs\zx\ _1).(3\23\25\ _2\23\25\).
3z07) 7] ( PLACARPAEY ) . ( PLACRPARS ) 65 ( ez _ 1) :

(3\23\4\ _olz\| ) A zoz) ] ( 445l sz 2 ) , ( 4%\2l _ s\ ) 652
olur.

Ispat: Sonug 1.1.63-(b) den dolay1 Q,, = {T 1r,7,,2,Z D} XI -alt yarilatisi ile

tanimlanan B, (Qlo) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayis1
‘EE{”) (QIO )‘ — (2”'\” _ 1) . (3‘23\7‘ _ 2‘23\“ ) . 3‘(22“21)\23‘ . (4‘21\22‘ _ 3‘21\22‘ ) . (4‘22\21‘ _ 3‘22\21‘ ) . 6‘X\D‘
olarak bulunur. Bu durumda
00y = {{27,24,23,Z2,Zl,[)},{Z7,ZS,Z3,Zz,ZI,D},{28,25,23,22,21,5},

(2,2,2,2,,2,,D}},

ve ‘I*(Qlo)‘: > ‘EE(")(D’)‘ oldugundan

DGt
(0, )‘ _ (2\24\27\ _1).(3\;,\24\ _olzzy ) 3zn7) 2] .(4\2,\22\ 32\ )
( 422 _2:\2) ) 67 (2\25\27\ _ 1) , (3\4\4\ o7z ) Azrz2)z)
(4\21\22\ _3\21\22\).(4\22\21\ _3\22\21\).6\)(@\ +(2\z5\z8\ _1).(3\23\25\ _zwzs\zs\).
3z:07) 2| ( 42z _ 322 ) . ( 47:2| 3212 ) A ( ez _ 1) :

(3\23\26\ _ol#z ) . 3\(zzmzl)\23\ ' ( PR EATA ) . ( 4%\2 _4l%\2 ) ' 6\X\D\

olarak bulunur.m
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Lemma 3.1.19 X sonlu ise

I (Q“ )‘ _ (2\25\24\ _ 1) . (2\24\25\ _ 1) J\Zn2)2)| .(5\22\21\ _ 4=\ ) ) (S\Z, \zo| _ glz2 ) . 7\X\D\

_'_(2\26\25\ _1)_(2\25\26\ _1)_4\(zzmzl)\z3\ ‘(5\22\21\ _4\22\21\)_(5\21\22\ _4\21\22\)_7\)(\[)\

olur.

ispat: Sonu¢ 3.1.8 den dolay1 @, = {Z,T,T’,Z3,ZZ,ZI,D} XI -alt yarilatisi ile
tanimlanan B, (Q“) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayis1
‘ EV (0, )‘ _ ( Tl _ 1) , ( Il 1) #rn) 7| ( 524 _ 472 ) , ( 5202 _ 4202 ) D)
olarak bulunur. Bu durumda
0.9y ={{2,2,.2,,2,,2,,2,,D}{2,,2,, 2,.2,, 2,,7,, D||

Ve

)= Y V(D)

D'eQ 9y

oldugundan

I’ (Q“ )‘ _ (2\25\24\ _1) ) (2\24\25\ _1).4\(zzmzl)\z3\ '(5\22\21\ _4\22\21\)_(5\2,\22\ _4\2,\22\ ) ) 7\X\D\

_{_(2\2(,\25\ _1).(2\25\26\ _1).4\(zzmzl)\23\ _(5\22\21\ _4\22\21\)_(5\21\22\ _4\21\22\)'7\)(\13\

olarak bulunur.m

Teorem 3.1.20 X sonlu bir kime ve Z;NZ,#J olsun. O zaman B, (D) nin

idempotent elemanlarinin sayisi

11

175 =2.

i=1

r(o)

olur.
. 11
Ispat: Teorem 1.1.34-(c) den dolay: |/,|= Z‘I (Qi)‘ olur.m
i=1

Lemma 3.1.1. de verilen D nin tam X -alt yarilatislerinin hepsinin biitiin kosullar

altinda X7 -alt yarilatisler oldugunu biliyoruz. Dolayistyla diger kosullar altinda B, (D) nin

idempotent elemanlar1 bulunurken Teorem 3.1.4 de verilen quasinormal gdsterimlere sahip
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olan idempotent elemanlar disinda ki B, (D) nin idempotent elemanlar1 incelenmelidir.

Diger kosullar altinda X sonlu iken bu tiir idempotent elemanlarin sayisinin

11

|17 (0)

ile toplam1 B, (D) nin idempotent elemanlarinin sayisin verir.

32. Z,nZ2, =D, Z,NnZ,#D ve Z,NnZ,#J Kosullar1 Altinda idempotent

Elemanlar

Bu béliimde birlesimlerin tam X -yarilatisi olan D ile belirlenen ikili bagintilarin tam
yarigrubu B, (D) nin,
N2, =8, Z,N2,#D ve Z,NZ, %
kosullart altinda idempotent elemanlarininin 6zellikleri ve X sonlu iken idempotent

elemanlariin sayisi belirlenecektir.

Lemma 3.1.1 de verilen D nin tam X -alt yarilatislerinin hepsinin biitiin kosullar

altinda X7 -alt yarilatisler oldugunu biliyoruz. Bundan dolay1
N2, =D, Z,NZ,#D ve Z,NZ;#D

kosullar1 altinda bunlar disinda kalan D nin tam X7 -alt yarilatislerini bulalim.

Lemma 3.2.1 Z,NZ, =0, Z,NZ,#0 ve Z,NZ;# olsun. O zaman asagida

verilen D nin tam X -alt yarilatisleri X7 -alt yarilatis olurlar.

1) {ZS,Z7,ZS} (Diyagram 12, Sekil 7);
221,232}, {24, 2,,2,2,), 124, 2,,2,Z,), {28,27,25,13}
Diyagram 13, Sekil 7);

3) {%,.2,.2,,2,,D}, |2, 2,,2,,2,,D}, {2, 2,,2,,2,,D}, {2, 2,,2,2,,2,},

4)

N

DY, {2.2,,Z,,7,,Z,,D} (Diyagram 15, Sekil 7);

Z.,2,,2,,2,,7Z, D} Diyagram 16, Sekil7);

)
(
{
2,.2,,2:,2,,2,} (Diyagram 14, Sekil 7);
%
5) {
{

6) {Z.7,.2,,2,,7,,7,,D} (Diyagram 17, $ekil 7);
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Ispat: Lemma 2.8 den 1 den 5 e kadar verilen D nin tam X -alt yarlatisleri X7 -alt

yarilatis olurlar. Sonug 2.10 dan dolay1 {ZS,Z7,ZS,Z3,ZZ,ZI,D} tam X -alt yarilatisi, D

nin X7 -alt yarilatisi olur.m

Teorem 3.2.2 Q={T,,T;,7,,T,,T,,7,,T,}, D nin XI -alt yarilatisi olsun ve Q nun

621Ls>
elemanlari
LcT,cTcTcT, ,cT,cTcT, T,
T,cT,cT,cT,cT, T,cT,cT,cT,cT,
\T,#0, T\T, #0, T,\T, # O, T \T, # <,
T,uT,=T, T,0T, =T,

kosullarin1 saglasin. Ustelik bir « € B, (Q) ikili bagintis1 icin V(D, a) =0 kosulu
6
saglansin ve & nin quasinormal gosterimi o = U (K.“ X 7}) bigiminde olsun. Bu durumda «
i=0
B, (D) nin regiiler elemanidir ancak ve ancak Q dan D nin bir D' alt yarilatisine bir ¢
tam « -izomorfizmasi
Y2 20(T,). Y2 20(T). YUY OY7 U 20(Ty),
YUY YUY U 20(Ty),
YUY O O Y oe(T),
Y no(T)=d, Y ne(T,) =3, Y ne(T,) #2.

kosullarini saglar.

Ispat: V(D,a)zg oldugundan V(D,a), D nin XI -alt yarilatisi olur. Ayrica

@¢(Q oldugundan, V(D,a)\{&}=0 olur. D(a)={T,,T,T,,T,,T,,T;} kimesi

V(D,a)\{&} kiimesinin iiretecidir. Buradan

B(a), =T .. 1.1} . D(a), ={L,.1.T,.T..T,)

D(a), ={\L.T.L.T} . D(a), ={T.T.T,} (3.2.1)

olarak bulunur. Bu kiimelerin nonlimit elemanlarini inceleyelim.

83



BOLUM 3 - iKiLi BAGINTILARIN TAM YARIGRUPLARININ iDEMPOTENT

ELEMANLARI Didem YESIL SUNGUR
T (D(a), 1) =T\ (V[ D(a), \{1})) =T\ # 2
\(B(),, 1) =T\ (o(B(a), ML} =T\ T 2 2,
T(B(a), 1) =T\ ((B(e), (T} =T\ T, 22,
(D), 1) =T\ (w(B(a), T})) =T\ T, =2,
T\ (B(a), ) =T\ ((B(a), (T} =T \2 =T #2,
T\(B(a), 1) =T\ (V(B(2), \(T})) =T\ @ =T, 2
oldugundan 7, T,, T,, T,, T, kimeleri sirasiyla D(a)T],D'(a)TZ,D'(a)T},D(a)E ve

D (a )T kiimelerinin nonlimit elemani olurlar.

6

(:>): a, B, (D) nin regiiler elemani olsun. Teorem 1.1.20 den dolay1 Q dan D nin

bir D' alt yarilatisine, ¢ tam « -izomorfizmasi vardir. O zaman « € R, (Q,D’) olur. (3.2.1)

esitligi ve Teorem 1.1.20-(b) kullanilarak

Y 20(T). ¥ 20(T), YUY VY 20(T,),
YUY Oy oY op(n), YO oY vy vy uYyy oe(l),

(3.2.2)
YUY UY OYTUY oo(T),
Y ne(h)#3, Yy ne(L)=D, ' ne(T)# 2
elde edilir. ¢ tam o -izomorfizmasi oldugundan
YUY OY 20(T)ve(T)=9(T)
ozelligi saglanir.
1, T, T,, T,, T, kiimeleri sirasiyla D(oz)r1 , D(O()Tz , D(oz)T3 , D(Ol)TS ve D(O()T(

kiimelerinin nonlimit eleman: oldugundan Teorem 1.1.20-(c) den dolay1 ¥* ﬁ(p( )7& D,
Y no(L)2D, YYne(h)=D, YW ne(T,)#Dd ve Y no(T,)#< elde edilir.
Bununla birlikte (3.2.2) den Y O qp(]”é)ve Y7 o go(TS) oldugundan Y m(p( )i D ve
Yy m(o( );t@ saglanir.

(<:) : @ tam ¢ -izomorfizmasi olsun. O zaman

o(T.)=0(T,)Up(T,) C V7 VY X7 UYS Uy
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olarak bulunur. O halde D(«)={T;,T;,T,.T,,T,,T;} iireteg kiimesi ve her 7, € D(a) i¢in

U ¥ 20e(7)

T'eb(a),,
kapsamasi saglanir. Dolayisiyla Teorem 1.1.20 nin (a) sikki saglanmis olur.

Ustelik ¥ 2 ¢(7;) ve ¥ 2 ¢(T%) oldugundan Y no(T;) =D ve Y nop(T,) # D
saglanir. Dolayisiyla her T € D(a)T nonlimit elemant i¢in YN (p(T ) = olur. .
Dolayistyla Teorem 1.1.20 nin (b) sikki saglanmis olur.

Bunun yaninda ¥ no(T,) =D, Y no(T,) =D, o(T,)c ¢(T,) ve o(Ty) c o(T,)

oldugundan Y mgo( )7&@ Yy m(p( 4)7&@ olur. O halde

B(T,)=|Z e D(a), 1Y no(T,)# D ={T,,T.}
UB(T,)=T, VT, =T,

olarak bulunur. Dolayistyla T, eD(a)T limit elemani i¢in Teorem 1.1.20 nin (d) sikki

4

saglanmis olur. O halde «, B, (D) nin regiiler elemant olur. Yani o € R, (Q,D') olarak

bulunur.m

Sonu¢ 3.2.3 D nin Q= {T6,T5,T L,T,,T,T } , XI -alt yarilatisinin elemanlari
T,cT,cT,cTcT, T,cT,ccT, T,
T,eT,cT,cTcT, T,cT,cT,cT,cT,

T,UT, =T, T,UT,=T,,T\T, #@.T,\T, # 2.
T\T, #3,T.\T, # .

kosullarmi saglasin. Ustelik bir a € B, (Q) ikili bagintist igin V(Q,a)=Q kosulu

6
saglansin ve o nin quasinormal gosterimi o = U (K“ X 7}) formunda olsun. Bu durumda «
i=0

nin sag birim olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
YO OT, ¥ 2T, YUY UYS U o,
YUY OYE YUY DT,
Y OYS Y OYE UYS oT,
YT, #0, YN, 20, Y NT, #J

olmasidir.

85



BOLUM 3 - iKiLi BAGINTILARIN TAM YARIGRUPLARININ iDEMPOTENT
ELEMANLARI Didem YESIL SUNGUR

Ispat: Teorem 3.2.2 de ¢ tam « -izomorfizmas1 V (D, a) nin birim doniigiimii olarak
alindiginda Teorem 1.1.31 den dolay1 o € B, ( Q) eleman1 idempotent olur. Ayrica ¢ tam
o -izomorfizmast birim doniisiimken her T eQ igin (o(T )a =Ta=T oldugundan

V(Q,a) =0 olarak elde edilir. Teorem 1.1.13 den o € B, (Q) sag birim olur.m

Teorem 3.1.4 verilen sekilde quasinormal gosterimi olan ikili bagintilar
ZyNZ, =8, Z,NZ, #D ve Z,NZ,#D
kosullar1 altinda B, (D) yarigrubunun idempotent elemanlaridir. O halde bunlar disinda
quasinormal gdsterime sahip olan B, (D) nin idempotent elemanlarin ozelliklerini

belirleyelim.

Teorem 324 Z,NZ, =D, Z,NZ,#D ve Z,NZ;#D olsun. a € B, (D) ikili

bagintisinin idempotent olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagida verilen bigimlerde
quasinormal gosterimlerden birine sahip olmasi ve yanlarinda verilen kosullar1 saglamasidir.

a) I, T7eD, TNnT'=0, T\T'#J ve T'\T #J olmak lizere « ikili bagintisinin
quasinormal gosterimi o = (YT‘” xT )U(YT“, xT’)u (YT‘CT, x(TuT ’)) big¢iminde ve
a ikili bagintis1 ¥* T ve Y ©T' kosullarini saglar.

by I,T'ZeD, TNT'=0, T\T'#J, T'\T#J ve TUT'<Z olmak lizere
a =Y xT)O (Y xT)U(¥ . x(TUT")) (¥ xZ) bigiminde ve « ikili
bagmtist ¥' T, Y oT'" ve Y] nZ # < kosullarini saglar.

¢) IT'2,Z2eD, TNT'=03, T\T'#3, T'\T=DB ve TUT' cZcZ'
olmak iizere & = (¥ xT) U (¥ xT") U (¥ x(TOT"))U(Yy xZ) (Y5 x Z')
biciminde ve ¢ ikili bagmtis1 ¥,* o7, ¥ oT', Y, OY Y OWY) D Z,
Y NZ#D ve Y, NZ'# D kosullarini saglar.

d) Te{Z,.Z} olmakiizere o =(Y; x Z, ) U(¥s x Z, ) U( ¥ x Z ) U (¥ x Z, )L
(YT" xT)u (YO" xﬁ) bi¢iminde ve « ikili bagintis1 ¥* o Z, Y o Z,,
WOy oYYy oZ, oYy oY vy oYy o, Y nZ, #0,

YY AT #D ve Y N D # @ kosullarmi saglar.
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e) T,T'e|Z,2,,2,2,} , TNT' =B, T\T'#B, T'\T D ve TUT' = Z,
T, T'e{Z,,Z, Z;,Z,} olmak iizere & ikili bagmtisinin quasinormal gdsterimi
a = (Y xT) O (Y x T (X x (TUT")) U (5 x 2, ) u(¥ x Z, ) u( ¥y x D)

bi¢iminde ve « ikili bagintis1 ¥’ o T, Y 2T, YUY, OY .

uYy oZ,,
YYOuYnuYy oY oZ, YnZ,#3 ve Y NZ, #J kosullarini saglar.

f) o nin quasinormal gosterimi o = (Yg"‘ ng)u(Y;" ><Z7)U(Y5"’ xZS)u (Y;" X Z3)
U(YQ“ xZZ) U(YI" le)u (YO“ xD) biciminde ve & ikili bagintis1 %’ D7,
Ve D7, YUY UR Y 27, KUR UK O UY 57,
) O) 0 HC) L) A= VAR Al VA JGRD ANaVAE GRS AN VAL 10

kosullarin1 saglar.

Ispat: aeB, (D) ikili bagintis1 idempotent olsun. Bu durumda BX(D) kiimesinin

tanimindan & = U({X} xf (X)) olacak sekilde f:Xx — D doniisiimi vardir. Dolayisiyla

xeX
her xeX icin f(x)e{ Zgy Zry Zgy Zsy Zyy Zyy Z,, Z,, D } olur. O halde D nin bir [J

alt yarilatisi i¢in

o= (5 x7)

TeD'

biciminde yazilabilir. Buradan

V(D,a)=D'=V(D,a)
olur. Teorem 1.1.14 den V(D,a) nin D nin X/-alt yarlatisi oldugunu biliyoruz.
Dolayisiyla D', D nin XI -alt yarilatisi olur. Yani D' X -alt yarlatisi, Z,NZ, =,
Z,NZ,#D ve Z,NZ,# kosullar1 altinda D nin Lemma 3.2.1 de verilen X7 -alt

yarilatislerini tarar. O halde o idempotent elemanini (a)-(f) da verilen quasinormal
gosterimlerden birine sahiptir. $Simdi de o nin yanlarinda verilen kosullari sagladiginm

gosterelim.

aeB, (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi (a) daki gibi olsunve 7, T'e D,

T\T'#QD, T'\T#D ve TNT'=O olmak iizere O, :{T,T',TUT'} olsun. a € B, (D)
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oldugundan f:X — D bir doniisiim olmak lizere & = U({X}X f (X)) bi¢imindedir. &

xeX

nin quasinormal gésteriminden her xe X igin f (x) €, olur. Lemma 3.2.1 den dolay1
O,,, D nin X-alt yanlatisi olur. Ayrica V(le,a) =0, :V(D,a) oldugu da agiktir.
Dolayisiyla aeBX(le) olur. O halde Sonu¢ 1.1.57 den @ nin BX(QQ) nin sag birim
elemani olmasi igin gerek ve yeter kosul o« nin Yo7 ve Y. 2T  kosullarini
saglamasidir. Ustelik o, BX(QH) nin sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den & hem
B, (le) nin hem de B, (D) nin idempotent elemant olur.

aeB, (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi (b) de ki gibi ve 7, T', Ze D,
T\T'#D, T'"\T#J, TUT'cZ ve TNT'=J olmak iizere O, :{T,T',TUT',Z}

olsun. & € B (D) oldugundan a = | J({x}x f(x)) olacak sekilde f:X — D doniisiimii

xeX

vardir. @ nin quasinormal gosteriminden her xe X i¢in f (x)eQ13 olarak bulunur.
Dolayisiyla a € B, (Q,;) olur. Lemma 3.2.1 den dolay1 O,;, D nin X7 -alt yarilatisi olur.
Ayrica V(Q;5,@)=0,; =V (D,a) oldugu da agiktir. O halde Sonug 1.57 den « ikili
bagintisinin B, (QB) yarigrubunun sag birim eleman1 olmasi icin gerek ve yeter kosul
Y oT, Y oT' ve Y/NZ#Q kosullarmi saglamasidir. Ustelik o, B,(Q;)
yarigrubunun sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den &, hem B, (Q,;) nin hem de
B, (D) nin idempotent eleman olur.

aeB, (D) ikili bagitisinin quasinormal gosterimi (c) deki gibive T, 7', Z, Z'€ D,

T\T'+J, T'\T+J, TuTl'cZcZ' ve I'nT' =0 olmak  iizere
O, ={T,T',TUT',Z,Z'} olsun. a € B, (D) oldugundan f:X — D bir donlisiim olmak

iizere o = J ({x} x f (x)) bigimindedir. & nin quasinormal gosteriminden her x € X igin
xeX

f(x)€Q, olarak bulunur. Dolayisiyla & € B, (Q,,) olur. Lemma 3.2.1 den dolay1 Q,,, D
nin X7 -alt yarilatisi olur. Ayrica V(Q,,a)=0, =V (D,a) oldugu da agiktir. O halde
Sonug 1.1.57 den dolay1 & nin B, (QM) iin sag birim elemani olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul Y7 oT, Y. oI, Y/ OY i uY:

"= TUT'

VY 2Z, Y nZ#QD ve Y, NZ'#J
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kosullarimi saglamasidir. Ustelik ¢, B, (Q,,) iin sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den
@, hem B, (Q,,) iinhem de B, (D) nin idempotent elemant olur.

aeB, (D) ikili bagmtisinin quasinormal gosterimi (d) deki gibi ve T e{Zz,Zl}
olmak iizere Q, ={ZS,Z7,ZS,Z3,T,E} olsun. @€ B, (D) oldugundan f:X — D bir

dontisiim olmak tlizere « = U ({x} X f (x)) bi¢imindedir. @ nin quasinormal gosteriminden
xeX

her xe X i¢in f(x)e O, olarak bulunur. Dolayisiyla & € B, (Q;;) olur. Lemma 3.2.1 den
dolayt O;; D nin XI -alt yarilatisi olur. Ayrica V (Q,;,a) =0, =V (D,a) oldugu agiktir.
Sonug 1.1.57 den & nin B, (Q,5) iin sag birim elemani olmasi igin gerek ve yeter kosul
YWY oZ Y oZ, Y[JuYuYSuYy oZ, YJuYuY v vy o, Y nZ, #J,
Y'NT#D ve ¥ nD =@ kosullarmi saglamasidir. Ustelik &, B, (Q;) iin sag birim

cleman ise Teorem 1.1.13 den «, hem B, (Q;;) inhem de B, (D) nin idempotent elemani

olur.

aeB, (D) ikili bagmntisinin quasinormal gosterimi (e) deki gibi ve TNT'=O,
T, T'e{Z.Z,,Z,2,}, T\T'#&, T\T#Q& ve TUT'cZ; olmak iizere
oy ={T,T’,TuT’,Zz,Zl,l3} olsun. @€ B, (D) oldugundan f:X — D bir doniisiim

olmak lizere o = U({x}x f (x)) bicimindedir. @ nin quasinormal gosteriminden her
xeX

xe X i¢in f(x)e O olarak bulunur. Dolayisiyla & € B, (Q,;) olur. Lemma 3.2.1 den O,
nin D nin X7 -alt yarlatisi oldugu elde edilir. Ayrica V (Qy,a) =0, =V (D,a) oldugu da
aciktir. O halde Sonug 1.1.57 den « ikili bagmtisinin B, (Qlé) yarigrubunun sag birim
elemani olmast igin gerek ve yeter kosul ¥ o7, Y7 27", Y/ OY UYy . uY,"DZ,,
Y OYi oY VYD Z, Y NZ,#D ve Y NZ # D kosullarim saglamasidir. Ustelik
o ikili bagintis1 B, (Qm) yarigrubunun sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den o, hem
B, (Q,s) nin hem de B, (D) nin idempotent elemani olur.

aeB, (D) ikili  bagintisinin  quasinormal gosterimi  (f) deki gibi ve

0, :{ZS,Z7,ZS,Z3,ZZ,Zl,13} olsun. e B, (D) oldugundan f:X — D bir doniisim
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olmak {lizere « = U({x}x f (x)) bicimindedir. & nin quasinormal gdsteriminden her
xeX

x€ X igin f(x)e 0, olarak bulunur. Dolayisiyla & € B, (Q,,) olur. Lemma 3.2.1 den Q,,
D nin X7 -alt yanlatisi olarak bulunur. Ayrica V (Q,;,a)=0,, =V (D, a) oldugu agiktir. O
halde Sonug 3.2.3 den « ikili bagintisinin B, ( Qn) yarigrubunun sag birim elemani olmasi
icin gerek ve yeter kosul Y*>oZ, Y >2Z, Yoy vy vy oz,
Yoy oy oy vy oz, YuryuyuyuY oz, YYnZ, 3, YnNZ,#Jd ve
Y, N Z, # @ kosullarmi saglamasidir. Ustelik « ikili bagmtis1 B, (Q,,) yarigrubunun sag
birim elemani ise Teorem 1.1.13 den «, hem B, (Q17) nin hem de B, (D) nin idempotent

elemani olur.m

Lemma 325 0={T,.7.,7,.,T,,T,.,T,,T,}, D nin XI-alt yarlatisi ve Q nun

elemanlari
T,eT,cT,cTcl, I,cT,cT,cT,c T,
TeT,cTcTcl, T,cT,cTcT, T,
L\T,#0, T\T, =90, T,\T, # 0, T\T, # O,
T,UT, =T, T,UT, =T,

kosullarini saglasin. Bu durumda
{T. L (T, AL)\T, T\T, T\ T, X\ T, }

kiimesi X in parcalanisidir.

Ispat: O, XI -alt yarilatis oldugundan Teorem 2.9 dan dolay1 7, N7, = P, =& olur.
P, =& oldugundan (2.10) daki formal esitliklerden
P =T, P=T, LUPR=(T,"L,)\T,, B,=T\T,, R=T,\T;

olarak elde edilir. Ayrica C(Q)={F,, R, B, P, P,,P.,F,}, O nunKkarakteristik kiimeler ailesi

6
oldugundan P ler ikiser ikiser ayrik ve UR =T, oldugunu biliyoruz. Dolayistyla

i=0
LT TN\ T T (T N T)\LL GG, LT, X\ T |

kiimesi X in parcalanigi olur.m
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Lemma 3.2.6 X sonluve D nin X/ -alt yanlatisi olan Q ={T;,T;,7,,T;,7,,7;,T,} nun

elemanlari
LcT,cTcT T, ,cT,cTcT, T,
T,cT,cT,cT,cT, T,cT,c,cT,cT,
T\T,#9, T\T, #0, T,\T, # O, T \T, # <,
T,uT, =T, T,0T, =T,

kosullarini saglasin. Ayrica f: X — D doniisiimiiniin 7_”6, ]_’5, (7_"2 mY_"l )\ _4, _2 \7_"1 , 7_"1 \T,

ve X\7, kiimeleri iizerine kisitlanig1 agagidaki gibi olsun.

fo: Ty > {T,
ST —>{T},
LG AT\, > {T,.T,,T,.T,} ve Ja e T,\T, icinf, (a) =T,

S DAL AT T T T ve 3be DT, ginf (b) =T,
fi:T\T, > {T,,T,,T,.,T,.T,} ve3IceT\T, i¢inf,(c)=T,,

6215

f:X\T, > T T, T T, T, T}
O zaman f = ( Jos Jis fos Jos fao f5) ayrik doniisiimlerin sirali sistemi olup bu sekildeki ayrik

doniigiimlerin siralt sistemlerinin kiimesi F olmak {izere ‘R¢ (Q,D')‘ = |E | dir.

Ispat: a<€R,(0,D') olsun. Bu durumda @ eB, (D) regiler, V(D,a)=0Q olur.
Dolayisiyla Teorem 322 den dolay1 0 dan D nin
D':{qy(To),qy(T]),q)(Tz),gp(ﬂ),go(]}),q;(]‘s),go(n)} alt yarlatisine bir ¢ tam «-
izomorfizmast

Y 20(L). Y 20(L). Yo 0¥ OYS UY 20(T),

Y:UY;ZUY;ZU)GQUY;;)Q)(T;)a

YUY UYUYS UK 2(T),

Y ne(h)#3, Y ne(L) =D, ¥ ne(L) =D

kosullarm1  saglar. Ayrica ie{O,l,...,6} icin (p(T) ler T ile gosterilinirse

1 1

D'= {TO,];,TZ,Ts,E,TS,TG} olur ve o regiiler eleman asagidaki kosullar1 saglar.

Yy oI, Yo, ¥ vy vy vy of,
YUY YUY Y T, Y UYS UYS UYS U o,

YT 20, YF T, #D, Y NT, # 2.
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QO ve D' tam « -izomorf olduklarindan D', XI -alt yarilatisinin diyagrami Sekil 13

deki gibidir.

—h!I

o)

Sekil 13. Elemanlar1 (2.9) kosullarini saglayan Q yarilatisine tam « -izomorf olan D’

yarilatisinin diyagramu.

Ayrica tam ¢« -izomorfizm altinda ayrik kiimelerin goriintiisii ayrik ve D'< D

oldugundan {7_’6, T, (7_"2 mfl)\ﬁ, T,\T, T\T,, X\Y_})} kiimesi de X in parcalanisidir.
aeB, (D) oldugundan « ikili bagmntis1 bir f : X — D doniisiimii ile tanimhidir. f
déniisiimiiniin 7, 7, (T, nT)\T,, T\T, T\T, ve X\T, kiimeleri iizerine kisitlams:
strastyla  f; s fis fous fous Jaw V€ fs,olsun. Simdi Y” kiimelerinden faydalanarak
Jows Sras foas fyas fau VE fs, dOniisiimlerinin 6zelliklerini bulalim.

t e T, olsun. T, < ¥/ oldugundan 7 € ¥;* olur. O halde her t € T, i¢in f,, (¢)=ta =T,

olarak bulunur.

teT, olsun. T, c Y oldugundan ¢ € ¥;* olur. Buradan her ¢ € T i¢in f,, (¢)=ta =T,
olur.

te(T,NT\T, olsun. (LNAT\T,cT,nT ¥ UY VYUY oldugundan her
te (7_"2 m]_})\ﬁ icin f,, (t)=ta e{T,T;,T,,T,} olarak elde edilir. Ayrica ¥," NT,#D ve
T,=T,UT, c Y* UY® oldugundan en az bir ¢, € ¥;* N T, vardir. Buradan t,a =T, ve t, € T,.
olur. ¢ €T, oldugunu kabul edelim. O zaman 7,=T7,UT, cY¥*UY" oldugundan
ta e{T,,T,} olur. Buise T, ¢{T,T;} oldugundan t,& =T, olmast ile ¢elisir. O halde ¢, ¢ 7,
olur. Yani ¥ N7, c T, \7, olur. Sonug olarak en az bir t, e ,\T, i¢in f,,(1,)=t,a=T,

olarak bulunur.
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teT,\T, olsun. T,\T, c T, c YUY  UYS UYS UY oldugundan V¢eT,\T, igin
fro (t)=ta €{T,,T,,T,,T,,T,} olarak bulunur. Bununla birlikte ¥, "7, # & oldugundan en
az bir t, e Y,* N T, vardir. Buradan t,a =T, vet, € T, olur. t, € T, oldugunu kabul edelim.
T YUY vy uYyuY” oldugundan tae{T,,T,,T,,T,,T;} olur. Bu da
T, ¢{T,,T,,T,,T,,T,} olmasiilegelisir. O halde ¢, ¢ 7, dir. Yani ¥;* N7, = T, \T, olur. Sonug
olarak en az bir ¢, € T, \T; i¢in f;, (¢,)=t,a =T, oldugu elde edilir.

teT\T, olsun. T\T,c T, cY* UY* UY* UYS UY” oldugundan her z € T, \T, igin
fro(t)=ta e{T,,T,,T,,T,,T;} olarak bulunur. Ayrica ¥ T, #< oldugundan en az bir
t,e¥*NT vardir. Buradan t,a@=T vet,eT, olur. t,eT, oldugunu kabul edelim.
T,cYfuYy vyl vy vy oldugundan ta e{T,,T.,7,,T,,T,} olur. Bu ise
T, ¢{T,.T..,T,,T,,T,} oldugundan t,a =T, olmasi ile gelisir. O halde ¢, 7, dir. Yani
Y,* T, = T,\T, olur. Dolayisiyla en az bir ¢, € T;\7, i¢in f,, (#,)=t,a =T, olarak bulunur.

te X\T, olsun. X\T,c X =Y UY* UY, UY  UY  UY* UY® oldugundan her
te X\T, i¢in f;,(¢)=tae{T,,T,,T,,T,,T,,T,,T,} olarak bulunur.

O halde f, =(fous fras frasSsus Jaus Jsu ) €F olur. Béylece R (Q,D') kiimesinin her
a elemanmna Karsihk bir £, =(fy,. fius fous fras fras Jfso) ayrik doniigiimlerin  siral

sisteminin var oldugu goriiliir.

Simdi f =( Jos Jfis fas fos fuo fs) €F olsun. Bu durumda F kiimesinin tanimindan,

f:X —> D doniisimiinin T, T, (T mT)\]_’ T,\T, T\T,, X\T, kiimeleri {izerine

kisitlanislart
fO:I_;—>{T6},
ST > {1,
(L ATNT, > {T,.T,,T,.T,} ve Jae T\ T, icinf, (a) =T,
fi:T\T, >, 1,.T,.T,,T,} ve3beT,\T, i¢in f;(b)=T,,
fo:T\T, > {T,,T,,T,.,T,.T,} ve3ceT\T, i¢inf,(c)=T,,
fi: X\T, > {T,,T,,1,.T,,T,,T;}.
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ozelliklerini saglar. Bu doniistimlerden faydalanarak /= U ({x} x f (x)) ikili bagintisini

xeX

tanimlayalim. £ ikili bagintis1 f° doniislimii ile tanimlandigindan S € B, (D) olur. Ayrica

f nm tanimindan dolayr da f (x) =xf olur. ie {0,1,...,6} icin Y’ kiimelerinin
6

tanimindan f = U(Ykﬂ X Tk) biciminde yazilabilir. Ote yandan ¢, tam « -izomorfizmasi
k=0

alinda  V(D,a) nm iireteci olanD(a)={T,,T;,T,,T;,T,,T;} kiimesinin goriintiisii

D'(a). ve

I

oldugundan T, 7,, T,, T,, T, kiimeleri sirastyla D,(a)f]’ D'(oz)sz D'(a)

E b
D'(a)f kiimelerinin nonlimit elemani olur. $imdi nonlimit elemanlarin sagladigi

ozellikleri bulalim.
(T = £(0)= (1) =th=T, > 1<V =TV,
(€T = 1()= () =1p=T. >tV =T,V

tel,=(T\L,)uT, VL (L AT)\T)uT, T, = f(t)=tB (T, T..T,.T,}
>teY/ vyl oy oy!
=>TLcy/ur/ vy vy,

teT,=(T\T)O((LATN\T )L UT, = f(1)=tf (T, T,.T,. T, T}
Stey/ vyl vy uyf oy,
=TLcy/urfurfurf oy,

(el =(I\L)((LAT)\L)TuT = £ () =15 e (T, T T LT
=tey/wy/ vy vy vy’

=Ty oy oy oyl uy/
ozellikleri elde edilir.

Ayrica en az bir ae T\T, i¢in f,(a)=T, oldugundan a €Y/ N7, olarak bulunur.
Buradan Y/ NT,#Q olur. Benzer olarak f, vef, doniisiimlerinin &zellikleri

diisiiniildiigiinde Y/ N T, # @ ve ¥/ NT, # D elde edilir. Sonug olarak
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Y oI, ¥/ oI, Y/ uy/ vy uY! of,
y/Yoyfouyf oy vyl o,
yYoyfouylouy/ vy o1,

YT 20, Y/ ", #0, Y/ T, #J

olur. V(D,,B) ={Yﬂ|YeD } , TB= Uxﬂ, D'cD ve f donisimiiniin 6zellikleri

xeT,
dikkate alindiginda
LB=T,=T,eV(D.p),

Lp=T,=>T, eV (D.p),

Lp=TpULp=T,0T,=T,=T,cV(D.f),

Lp=(T\T,)uT, =TT, UT,UT, =T, > T, eV (D, ),

LA=T, VLV, U, VT, =T,=T, eV (D,p)

Ip=T,ul,UT,UT,UT, =T, =T eV (D,p)

LB=(TuT)B=TAUTB=T,UT,=T,=T,eV(D,p)
elde edilir. O halde Q V(D,ﬂ) olur. Ote yandan

Zev(D,f)=Z=Yp, ¥ eD
=z=yp=yp=Ur(»)c0

yeY yeY

olur. O halde V(D, p ) < Q olur Sonug olarak V(D, p ) = Q elde edilir.

Ayrica her TEV(D,,B) icin (p(T),BzTﬂ:T oldugundan ¢ tam p-
izomorfizmasidir. Teorem 3.2.2 den SeR, (Q,D') elde edilir. Yani F nin her bir
elemanina karsilik R, (Q, D') kiimesinde bir regiiler eleman vardir.

Simdi «,BeR, (Q,D’) ve a# [ olsun. Bu durumda « ya karsihik f, (t):ta
olacak sekilde [, =(fy,s frs fous fras Sras Joa ) sirall sistemi ve B ya karsihik S5 (1)=tB
olacak sekilde f, = ( Jops Jrgs Japs g Japs S ﬂ) sirali sistemi vardir. f, = f, olsun. O zaman

her te X igin f,(1)=f,(¢) olur. Bu ise her t€X igin ta=t¢f olmasim gerektirir.

Buradan « = f elde edilir. Bu da kabuliimiiz ile gelisir. O halde f, # f, olur.
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Sonug olarak R(p(Q,D') ile F arasinda bire-bir esleme vardir. Dolayisiyla

= |E| olur.m

R, (0,D)

Teorem 3.2.7 X sonluve Q= {T T, T4,T3,T2,7],]})} , elemanlar1 agsagidaki kosullari

675>

saglayan
Lcl,cl,chcl, ,cT,cLcl,cT,
Lcl,ch,chcl, ,cT,cLcT,cT,
L\T,#9, T\T, #93, T,\T, # O, T \T, #J,
T,UT, =T, T,UT, =T,

izomorf ise Q(Q)=m, olmak iizere
‘R(D')‘ =m, _4.(4@\@‘ _3@\74‘ )_4‘@“?1)\?3‘ _(S‘fz\m _4@@1\ ),(S‘fl\fz‘ _4‘fl\f2‘ ) . 7‘X\T0‘
olur.

ispat: Lemma 3.2.6 dan, R, (Q,D') niin eleman sayisi, ¥ kiimesindeki birbirinden

farkli sirali sistemlerin sayisina esittir. Teorem 1.1.10 dan faydalanarak birbirinden farkli

yazilabilecek f,, f,, f,, f;, f, ve f; fonksiyonlarinin sayisi sirayla

(L, )\T, T\T, T\T, T\, T\ T\T, T\T, X\T,
|, 1, AEORVE] (BT RSB R SR R )

olarak bulunur. O halde
R, (0.0) = (4\@@\ A ) 4B ,(5\fz\ﬁ\ _ g ) : (S\fl\fz\ _ g0l ) AT

olarak elde edilir.

Ayrica Q nun otomorfizmleri,

w [FELLLTL)  (LLLTLLTE
*\nrnrnrnrnny) " \LLTLLTTT

LLLLLLL) | (LLLTLLTLT
*nrnnnrnr) "\nrnnnnrg

olup dort tanedir.
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Teorem 1.1.29 dan dolay1
‘R(D')‘ = m, ,4.(4‘73\5\ _3@\@\),4‘(@“?1)\?3‘ _(S\fz\m _4\@@1\).(5\?‘\@\ _4‘fl\f2‘),7‘X\T0‘

olarak elde edilir.m

Sonu¢ 3.2.8 X sonlu bir kime, Q={T;,T;.7,,T;,7,,T,T,} D ninXI -alt yarilatisi

6>75°
olsun ve Q nun elemanlari

Lcl,clychct, ,cT,cT,cT, T,
T,cT,cT,cT,cT, T,cT,cT,cT,cT,
\T,#0, T\T, #0, T,\T, # O, T \T, # <,
T,uT, =T, T,UT, =T,

kosullarini saglasm. O zaman B, (Q) nun sag birim elemanlarinin sayisi

‘Eﬁ(’) (Q)‘ _ (4\T3\T4\ A ) BB _(S‘Tz\m _ gl ) . (5\n\fz\ _4qnnl ) AT

olur.

ispat: Teorem 1.1.32 den dolay: E\ (0)=R, io (0,0) olur. D'=Q olarak alirsa
‘Rl.dg (0, Q)‘ = ‘Rw (Q,Q)‘ olur. O halde Teorem 3.2.7 den dolay1

‘Eﬁ(’) (Q)‘ _ (4\T3\T4\ A ) BB _(S‘Tz\m _ gl ) . (5\n\fz\ _4nnl ) AT

olarak bulunur.m
Simdi X sonlu bir kiime olsun.

N2, =8, Z,NZ, #D ve Z,NZ, %

kosullar1 altinda B, (D) yarigrubunun idempotent elemanlarininin sayisini bulalim.

Lemma 3.2.9 X sonlu ise

(le )‘ \X\Zs

olur.

Ispat: Sonug 1.1.59 dan dolayr Q,, ={T,T",T UT'} XI -alt yarlatisi ile tanimlanan

B, (0,,) yarigrubunun sag birim elemanlarinin say1s

3\X\(Tur')\

‘Egrr) (Q12) =

olarak bulunur. Bu durumda
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0,% :{{Zsazwzs}}
ve ‘I*(le)‘z Z

D'eQ, 9y

(le )‘ 3\X\Z5

olarak elde edilir.m

EY (D')‘ oldugundan

Lemma 3.2.10 X sonlu olsun. O zaman

(Q13 )‘ ( \21 \Zs _3\21\25\ ) ) 4\X\z,\ n (4\22\25\ _3\22\25\ )_4\)(\22\ +(4\Z3\zs\ _3\23\25\ ) ) 4\X\z3\ n

(413\25 _3\5\25\ ).4)(\[)

olur.

Ispat: Sonug 1.1.59 dan faydalanarak Q,, = {T T\1TUT".Z } XI -alt yarilatisi ile

tanimlanan B, (le) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi

‘Eg(r) (QIS) _ (4\2\(Tur’)\ _3\2\(TuT’)\ ).4\)(\2\

olur. Ustelik

Q139X1 :{{28’27’25521}’{ZS’Z7’ZS’ZZ}’{ZS’Z7’ZS’Z3}’{ZB’Z7’ZS’D}}

re)= X V()

D'eQ39y

I (Q13 )‘ — (4‘21\25‘ _3‘21\25‘),4‘/\/\21‘ +(4‘Zz\zs‘ _3‘22\25‘),4‘)(\22‘ +(4‘Zz\zs‘ _3‘23\25‘),4‘/\/\23‘ +

(45\25 _3\[)\25\ ) . 4\X\D\

oldugundan

olarak elde edilir.m

Lemma 3.2.11 X sonlu ise

I (Q14 )‘ _ (4\21\25\ _321\25)_(513\2, _41:3\2[).5)(\13 N (4‘22\25

_3\22\25\ )

S I T E R ) P

AvA VA AYA _ |2,\z, . |X\z,] YAVA _ YAVA .
(47l =320 (57151 - g 2. 50 (450 35 )
(

5‘22\23 4‘22\21) S‘X\Zz‘

olur.

98



BOLUM 3 - iKiLi BAGINTILARIN TAM YARIGRUPLARININ iDEMPOTENT
ELEMANLARI Didem YESIL SUNGUR

Ispat: Sonu¢ 1.1.59 dan dolayr Q, ={T.T".TUT',Z,Z'} XI-alt yanlatisi ile

tanimlanan B, (Q14) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi

‘Eg) (Q14) _ (4\2\(Tur’)\ _3\2\(TuT’)\ ) _ (5\2'\2\ _ 47 ) 5%\

olarak bulunur. Bu durumda
0.9 ={{2%.2,.2,,2,,D}.{2,,2,,2,,2,,D}.|2,, 2,,2,,2,,D},
(20,2,,2,2,,2,} (2. 2,.Z,.Z,, 2, } |,

I*(QM)‘: > ‘E@(D’)‘ oldugundan

D'eQ4%y

& (Q14)‘ _ (4\21\4\ _321\25).(55\21 _413\21).5;(\15 + (4\22\25\ _S\ZZ\ZS\)_
5\D\z | 40\22) S\X\D\ (4\23\25\ pIAS )-(5[)\23 _4\[)\23\ ) ‘ S\X\D\ N

(4\21\25 3\2 \Zs \) (5\21 AR 4\21\23\ ) ) S\X\zl\ +(4\Z3\zs\ _3\23\25\ )
(

5\22\23 _ \22\23) S\X\zz\
elde edilir.m

Lemma 3.2.12 X sonlu olsun. O zaman

I (le )‘ _ (4\23\25\ _ 3%\ ) . (5\21\23\ _ 4% ) ) (615\2‘ _ S\D\zl\ ) ) 6\)(\13\ N

( 475l _ 522\ ) _ ( 57\ _ 472 ) _ ( 6Pzl _ 5Pzl ) g*
olur.

Ispat: Sonug 1.1.59 dan dolayr Q= {Z Z,,2,,2,,T D} XI -alt yarlatisi ile

tanimlanan B, (Q1 5 ) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayis1

_ (4\23\25\ _3\23\25\ )‘(S\T\Zﬂ _4\T\z3\ )_(6\13\7\ _S\D\T\ ) . 6\){\[)\

£0(05)
olur. Ustelik

QlSngI :{{28’27525723’21’5}’{ZS’Z7’ZS’Z3’ZZ’D}}

re)= Y [0 (o)

D'eQs89y

oldugundan
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1 (0,)| = (47139 5) (57040 g} (6757 4) .6

( 475l _ 572\ ) _ ( AT ) _ ( 6Pzl _ 5Pzl ) g*
olarak elde edilir.m

Lemma 3.2.13 X sonlu olsun. O zaman

I (QIG )‘ _ 3‘(sz21)\25‘ '(4\21\22\ _3\21\22\).(4\22\21\ _3\22\2,\ ) ) 6\X\D\

olur.

Ispat: Sonug 1.1.71 den dolay: O :{T,T’,TUT',ZZ,ZI,D} XI -alt yarilatisi ile
tanimlanan B, (Qm) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi
‘Eﬁ;) (O )‘ _ 3(Znz)rer) .(4\21\22\ _34\z| ) : (4\22\21\ _ 3%\ ) 6"\
olarak bulunur. Bu durumda

Qedq = {{ZsaZszaZzaZl’D}}

Ve

I'(00)= X |EY(D") oldugundan

D'eQ,c9x

I (Qm )‘ _ 37z ,(4\21\22\ _34\2| ) . (4\22\21\ _32'z| ) . 6\X\D\

olur.m

Lemma 3.2.14 X sonlu olsun. O zaman

I (Q17 )‘ _ 4\(zzmzl)\z3\ _(4\23\25\ _3\23\25\ ).(5\22\2,\ _4\22\21\ ).(5\21\22\ _4\21\22\ ) ) 7\)(\13\

olur.

Ispat: Sonug 3.2.8 den dolay1 Q,, :{ZS,Z7,ZS,Z3,ZZ,Zl,l§} XI -alt yarilatisi ile
tanimlanan B, (Qn) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayis1

_ 4\(zzmzl)\z3\ -(4\23\25\ _3\23\25\ )_(5\22\21\ _4\22\21\ )_(5\21\22\ _4\21\22\ ) ) 7\){\[)\

£ ()
olur. Ustelik

Q17‘9X1 :{{ZgaZsz’Zs:Zz’Zl’D}}

ve

I*(Qn)‘: > ‘E@(D’)‘ oldugundan

D'eQy79y
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I (Q17 )‘ _ 4\(szzl VA _(4\23\25\ _ 3%\ ),(5\22\21\ _ 4=\ ).(5\21\22\ _ 47z ) . 7\){\[)\

olarak elde edilir.m

Teorem 3.2.15 X sonlu bir kime ve Z,NZ, =0, Z,NZ,# veZ,NZ, #D

olsun. O zaman B, (D) yarigrubunun idempotent elemanlarinin sayisi

17

|1D| = le I’ (Qi)‘
olur.
17
Ispat: Teorem 1.1.34-(c) den dolay1 |/,,|=>_|I" (Ql.)‘ elde edilir.m
i=1
332,n2,=3,2,nZ, =D ve Z,NZ, #J Kosullar1 Alinda idempotent
Elemanlar

Bu boliimde birlesimlerin tam X -yarilatisi D ile belirlenen ikili bagitilarin tam
yarigrubu B, (D) yarigrubunun
ZNZ, =38, ZyNZ, =D ve Z,NZ #D
kosullar1 altinda idempotent elemanlarininin 6zellikleri ve X sonlu iken idempotent

elemanlarinin sayisi belirlenecektir.

Lemma 3.1.1. de verilen D nin tam X -alt yarilatisleri
N2, =8, Z,NZ, =8 ve Z,NZ,#D
kosullart altinda da D nin X7 -alt yarilatisleri olduklarindan bunlar disinda kalan D nin X7

-alt yarilatislerini bulalim.

Lemma 33.1 Z,NZ,=3,Z,NZ, =0 ve Z,NZ,# olsun. O zaman asagida

verilen D nin tam X -alt yarilatisleri X7 -alt yarilatis olurlar.

vy {Z.Z2,.Z,}, {Z,,Z,,Z;} (Diyagram 12, Sekil 7);
2) {28924523’21}9 {ZS’Z4’Z39ZZ}’ {ZS’Z79ZS’ZI}9 {ZS’Z7’ZS9ZZ}’

(Z,2,,2,, 7.}, {28,24,23,5}, {28,27,25,5} (Diyagram 13, Sekil 7);
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3) {2.2,.2..2,,D}, {2,.2,.2,.2,,D}, {2,.2,.2,.2,.D}, {2,.2,.2,.7,.D},
24,25, 25, 23,D}, {2, 2,,25, 25,2, \ 24,27, 25, 25, 2,
Diyagram 14, Sekil 7);

4) 28,27,25,23,21,15}, {28,27,25,23,22,15} (Diyagram 15, Sekil 7);

5) {Z.2,.2,,2,.2,,D}, {Z,,2..2,.2,,7,,D} (Diyagram 16, Sekil 7);

7 {%.2,,Z;,Z,,Z,} (Diyagram 18, Sekil 7);

8) {2.2,2.2,, 2,2}, {24, 2,2, 2,,2,, 2, 12,.2,.2,,2,.2,.D)

{
(
{
{
6) {Z.2,.2,2,,2,,7,,D} (Diyagram 17, Sekil 7);
{
{
(Diyagram 19, Sekil 7);
{

9 {2,.2,.2,.2,,2,.2,,D}, {2, 2,. 2., 2,.Z,,Z,,D} (Diyagram 20, Sekil 7);

10) {Z,.7,.2,.2,,2,,7,,Z,,D}, (Diyagram 21, Sekil 7)

Ispat: Lemma 2.8 den dolay1 1 den 5 e kadar verilen D nin tam X -alt yarilatisleri
XI -alt yarilatis olurlar. Sonug¢ 2.10 dan {28,27,25,23,22,21,13} tam X -alt yarlatisi, D
nin X7 -alt yarilatisi olur. Lemma 2.11 den 7 den 9 a kadar verilen D nin tam X -alt

yarilatisleri X7 -alt yarilatis olurlar. Teorem 2.12 den 12 de verilen D nin tam X -alt

yarilatisi X7 -alt yarilatis olur.m

Teorem 3.3.2 0={1,,7,,1,.,T,,T;,T,,T,,T;} kiimesi D nin X7 -alt yarilatisi olsun ve
0O nun elemanlari
LeT,clcl,cl, T cLcT,cT,
Lel,clcl,cl, TcT,cLcl,cT,
\T,#9, T\T,#0, T,\T, #,
T\T,#9, T\T, #0, T\T, #0,
T,UT, =T, T,UT, =T,, T,UT, =T,

kosullarmm saglasmn. Ustelik bir « € B, (Q) ikili bagmtist icin V(D,a)=Q ve a nimn

6
quasinormal gosterimi & = U(Y,a X 7:) bigiminde olsun. Bu durumda« , B, (D) nin regiiler
i=0

elemanidir ancak ve ancak Q dan D ninbir D' alt yarilatisine bir ¢ tam & -izomorfizmasi
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Y oe(h), V' 20(L), Y VY 29(T,),
KUY UYS UYS U OYS 29(T,),

KUY OYS UYS U OYS 2(T),

Y ne(T) 2D, ¥ 0o(T) 2D, Y7 no(L) 2D

kosullarini saglar.
ispat: ¥ (D,a)=0 oldugundan V' (D,a), D nin XI -alt yarilatisidir. Ayrica & ¢ O

oldugundan, ¥ (D,a)\{@}=0 olur. D(a)={T,T,,T,,T,,I.,T;,T,}  kiimesi

V(D, a) \ {@} kiimesinin Uretecidir. Buradan

D(a), ={1}, D(a), ={L}, D(a), ={7.T,,T.},
D(a), ={L.T.}. D(a), ={T.T,.T,.T,. T}, (3.3.1)
D(a)

{T.0,.,T,.T,.T,,T,}, D(a)

:{];,7—'2,7—'3:7197—;’7-'7}

3
Ts

olarak bulunur. Bu kiimelerin nonlimit elemanlarini inceleyelim.

T(D(a), ) =T \(V(D(e), \{1}))=1\2 =T, » 2,

\(B(a),, ) =T\ ((B(a), (1)) =T\ 22,

T\ (B(a), 1) =T V(D) 1)) =TT =2,

T\(B(a),, ) =T\ ((B(a), (1)) =T\ T, # 2,

T\(B(a), 1) =T\ (V(B(a), (1)) =T\ =2,

T\(B(a), 1) =T\ V(B(a), (T})) =T\ T =2,
(B(a) (), \{T:}

D (a )T kiimelerinin nonlimit elemant olurlar.

5

(:>) ta, B, (D) nin regiiler eleman1 olsun. Teorem 1.1.20 den dolay1 Q dan D nin

bir D’ alt yarilatisine, ¢ tam « -izomorfizmasi vardir. O halde & € R, (Q, D') olur. (3.3.1)

esitligi ve Teorem 1.1.20-(b) kullanilarak
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Y op(T), ¥, 20(T), 1" OY VY 29(T),
YUY 20(T,) 1 Y UY U OYf 2o(T,).
YUY UYF OY OYE OYE 2(T,),
YUY UYE UYS OYS OYE 2 (T,

(3.3.2)

elde edilir. @ tam « -izomorfizmasi oldugundan

YUY UL oY VY (1) ue(T)=9(T)
ve

YOy OY OY VY oo(T)ue(T,) = ¢(T)
Ozellikleri saglanir.

T, T, T, T,, T, kiimeleri sirasiyla Ij(a)r , E(a)r , D(a)T , D(a)T ve Ij(a)r

2 4 6 7

kiimelerinin nonlimit eleman oldugundan Teorem 1.1.20-(c) den dolayr ¥” Ne(T}) =%,
Y op(L)=8, Y ne(L)#D, Y ne(T)#D ve Y ne(L)#D elde edilir.
Bununla birlikte (3.3.2) den Y* 2¢(T,) ve Y," 2¢(T,)oldugundan Y Ne(T}) =D ve
Y np(T,) # D saglanr.
(<:): @ tam « -izomorfizmasi olsun. O zaman
o(T)=0(T)ve(T) X VY Y VY VY
olarak bulunur. O halde D(«) ={7,,T,.T,.T,,T,T,,T,} her T, € D(a) igin

U Yy Q(P(Tk)

r'eb(a),
0zelligi saglanir. Dolayisiyla Teorem 1.1.20 nin (a) sikk1 saglanmis olur.

Ustelik ¥* 2¢(T}) ve ¥, 2¢(T,) oldugundan ¥* Ne(T}) %D ve ¥, ng(T,) =D

bulunur. Dolayisiyla her T €D(a), nonlimit elemam igin Y Ng(T)#QD olur.
Dolayistyla Teorem 1.1.20 nin (b) sikki saglanmus olur.

Bunun yaninda ¢(7;) < ¢(T) < ¢(L:), 9(T) < o(T) ve o(T;) < o(T5)
oldugundan Y* no(T,) =D, ¥ no(L) =D, Y ne(T) =D, Y, ne(T) =D,

Y (L) #D ve Y no(T;) #D olur. Boylece
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B(1)={zeD(a), |¥ no(L) =@} ={1.1,}
ve

B(T,)={Z e D(a), 1Y no(T,) 2| = (T, T,.T,.T,)
elde edilir. Buradan

UB(L) =T, VT, =T, ve UB(T;)=T, VT, =T,

olarak bulunur. Dolayisiyla 73, T, swrasiyla D(a), , D(a), kiimelerinin limit elemamn

oldugundan Teorem 1.1.20 nin (d) sikk: saglanir. O halde «, BX(D) nin regiiler elemani

olur. Yani @ € R, (Q, D') elde edilir.m

Sonu¢ 3.3.3 QZ{YI,TZ,];,YL,TS,E,E,E} D nin XTI -alt yarilatisi ve @ nun

elemanlari
Lol cLcT,ch, TcLcLcT cT,
Lel,clcl,cl, hcT,cLcl,cT,
T\T,#9, T\T,#0, T)\T, # O,
L\T, #9, T\T, #<4, T,\T, # O,
T, UT, =T, T,UT, =T,, T,UT, =T,

kosullarin1 saglasin. Ustelik bir aeBX(Q) ikili bagintis1 igin V(Q,a)zQ ve a nin
6
quasinormal gosterimi & = U(Y,“ X i) bi¢giminde olsun. Bu durumda o nin sag birim
i=0
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
YOI, Y, o1, Y, VY o1,
YUY UY OYS U Y ST,
YUY UYE Y UYS UYY o,
YnT,#3, YN, #0, Y NT,#O

olmasidir.

Ispat: Teorem 3.3.2de @ tam o -izomorfizmasi V(D, a) nin birim doniistimii olarak

alindiginda Teorem 1.1.31 den dolay1 ox € B, (Q) eleman1 idempotent olur. Ayrica ¢ tam
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a -izomorfizmasinin birim doniisiim olmasi durumunda her 7' € Q igin (o(T )a =Ta=T

oldugundan V(Q, a) =0 olarak elde edilir. Teorem 1.1.13 den a € B, (Q) sag birim olur.m

Teorem 3.1.4 verilen bicimde quasinormal gosterimi olan ikili bagintilar

ZNZ, =0, Z,NZ,#D ve Z,\Z; #D
kosullar1 altinda da BX(D) yarigrubunun idempotent elemanlaridir. Simdi bu bigimde

quasinormal gosterime sahip olmayan B, (D) nin idempotent elemanlarini belirleyelim.

Teorem 334 Z.NZ, =D, Z,NZ,#D ve Z,NZ;#D olsun. a € B, (D) ikili

bagintisinin idempotent olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagida verilen bigimlerde
quasinormal gosterimlerden birine sahip olmasi ve yanlarinda verilen kosullar1 saglamasidir.

a) I, TeD, TNnT'=0, T\T'#J ve T'\T #J olmak lizere « ikili bagintisinin
quasinormal gosterimi o = (YT‘” xT )u(YT“, xT’)u (YT"{)T, x(TuT ')) bi¢ciminde ve
o ikili bagintis1 ¥" T ve Y;r ©T' kosullarini saglar.

by I, 7' ZeD, TNT'=0, T\T'#J, T'\T#J ve TUT' < Z olmak lizere
a =Y xT) (Y xT)U(¥ x(TUT")) (¥ xZ) bigiminde ve « ikili
bagmtis1 ¥' T, Y' oT" ve Y nZ # < kosullarini saglar.

¢) I,T7T'.2,2eD, TNT'=03, T\T'#3, T'\T=D ve TUT' cZcZ'
olmak iizere & = (¥ xT) (¥ xT") U (¥, x(TOT))U(Y xZ) (Y5 x Z')
biciminde ve o ikili bagintis1 ¥,* o T, Y 2T, Y Y, OY: Y] DZ,
Y NZ#D ve Y, NZ'# D kosullarini saglar.

d) Te{Z,,2} olmakiizere o =(Y; x Z, ) U(¥s x Z, ) U( ¥ x Z ) U (¥ x Z, )L
(YT" xT)u (Yo" XD) bi¢iminde ve « ikili bagintis1 ¥* o Z, Y o Z,,
WOy oYy vy oZ, LYy oYy vy vy o, Y NnZ,#0,
Y NT #D ve Y* N D # @ kosullarmi saglar.

e) T,T'e|Z,2,,2,2,}, TNT' =B, T\T'#B, T'\T D ve TUT'  Z,
T, T'e{Z,Z,,Z,Z,} olmak iizere « ikili bagintisinin quasinormal gosterimi
a =Y xT)u(¥ T ) o (¥

TUT'

x(TuT'))u (YZ“ sz)u(YI“ le)u(YO“ xD)
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g)

h)

)

biciminde ve « ikili bagintis1 ¥ o T, Y o T', Y/ VY VY . VY D Z,,

YUY uYs

o WY D Z, Y NZ, D ve Y* NZ, # D kosullarini saglar.

o nin quasinormal gosterimi o = (Yg" xZS)u(Y;” ><Z7)U(YS“ st)u (Yf‘ ><Z3)
U(YZ" sz) u(Yl"‘xZI)u X XD) bi¢iminde ve « ikili bagintis1 ¥ D Z,,

Y 2 Z,. YUY YUY D7, YUY UYS UY UY 27,

) ALU) A1 U) A U) ALU) Al VARD Al VAR SO ANQVAE OIS AN VAL 30

kosullarini saglar.

Z,72',TeD, ZNnT=Q3, Z'cT, ZuZ'VT=27Z,, Z\Z'#D ve Z'\Z#J
olmak iizere o =(Y; xZ) (Y5 xZ')u(Ys , x(20Z"))u(¥f xT)U(¥ x Z,)
bigiminde ve « ikili bagmntis1 Y oZ, Y oZ', YUY 2T ve Y/ NT#J
kosullarini saglar.

Z,7'e{2,7,}, 2#2', Te{Z,2,}, 2’ T, ZnT=0, 2"e{Z,,7,,D} ve
ZUZ'UT =Z; olmak iizere o =(Y; xZ)u(Y5 xZ2') (¥, x(Z20Z))
U(YT"xT)u(Ig“xZJu(YZ”i xZ”) bigiminde ve « ikili bagmntis1 ¥ o Z,

Y, 27, Y, Y T, Y/ NnT# ve Y,.nZ"# kosullarini saglar.

Z,2'e{Z,Z,},Z#2' ,Te{Z,2,},2' T, ZNT =0, Z"e{Z,,Z,} ve

ZUZ'UT =Z, olmak iizere o = (Y} x Z) U (Y} x Z') U (¥}

g x(ZuZ’))u
(%7 xT) U (¥ x Z,) (Y5 x 2") U (¥, x D) bigiminde ve & ikili bagmtist
Y DZ, YioZ, YUY oT, Y UYsuYs

a (24 a 14
2o VY VYUY D77,

YeNT#D, YinZ"#D ve Y D #Q kosullarim saglar.
Z,2'€{Z,2,}, Z# 2" ,Te{Z,Z,}, Z' T ve T NZ = olmak iizere
a=(YxZ) (¥ xZ' ) (Y5, x(Z0Z')) (¥ xT)u(¥5 x Z, ) (¥ < Z,)
V(% xZ,)u (¥ x D) bigiminde ve & ikili bagintist Yy 2 Z, Y 2 Z',

Y, oY oT, Y YUY,

[24 a (24
o UYE U U 27,

YUY oY, YO O o Z, Y, NnT=#3, Y, NZ, #D ve

Y NZ, # D kosullarini saglasin.
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Ispat: a e B, (D) ikili bagintis1 idempotent olsun. Bu durumda B, (D) kiimesinin

tanimindan o = U ({x} xf (x)) olacak sekilde f:X — D doniislimii vardir. Dolayisiyla

xeX
her x€ X i¢in f(x)e{ Zey Z1y Zgy Zgy 24y 2y, Z,, Z,, D } olur. O halde D nin bir D'

alt yarilatisi i¢in

a:U(YT“xT)

TeD'

biciminde yazilabilir. Buradan

V(D,a)=D'=V(D',a)
bulunur. Teorem 1.1.14 den V(D,ar) min D nin X/ -alt yarilatisi oldugunu biliyoruz.
Dolayisiyla D', D nin X7 -alt yarilatisi olur. Yani D', Z,NZ, =0, Z,NZ, #D ve
Z,NZ, # kosullart altinda D nin Lemma 3.3.1 de verilen X7 -alt yarilatislerini tarar. O

halde o idempotent elemanini (a)-(j) da verilen quasinormal gdsterimlerden birine sahiptir.

Simdi de @ nin yanlarinda verilen kosullar1 sagladigini gsterelim.

a € B, (D) ikili bagintisinin quasinormal gdsterimi (a) daki gibi olsunve T, 7" € D,
T\T'#&, T'\T #& ve TNT' = olmak iizere Q,, ={T,T",TUT'} olsun. a € B, (D)

oldugundan f: X — D bir déniisiim olmak iizere o = | J ({x} x f (x)) bi¢imindedir. & nin

xeX

quasinormal gosteriminden her x € X igin f (x) € Q,, olur. Lemma 3.3.1 den dolay1 Q,,,
D nin X7 -alt yarilatisidir. Ayrica V( le,a) =0, = V(D, a) oldugu da agiktir. Dolayisiyla
a € B, (0,) bulunur. O halde Sonug 1.1.57 den & nmn B, (Q,,) nin sag birim eleman:
olmast i¢in gerek ve yeter kosul @ ni Y* T ve Y, o T’ kosullarim saglamasidir. Ustelik
a, B, (le) nin sag birim eleman: ise Teorem 1.1.13 den o hem B, (le) nin hem de
B, (D) nin idempotent eleman olur.

aeB, (D) ikili bagmtisinin quasinormal gosterimi (b) de ki gibi ve 7, T', Ze D,
T\T'#D, T'"\T#Q, TUT'cZ ve TNT'=@ olmak iizere Q,={T,T",TUT',Z}

olsun. o € B, (D) oldugundan a = J({x}x f(x)) olacak sekilde f:X — D déniisiimii

xeX

vardir. @ nin quasinormal gosteriminden her xe X i¢in f (x)eQ13 olarak bulunur.
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Dolayistyla @ € B, (Q,;) olur. Lemma 3.3.1 den dolayr Oy, D nin X/ -alt yarilatisi ve
V(05.a)=0,=V(D,a) oldugu da agiktir. O halde Sonug 1.57 den « ikili bagmtisinin
B, (Q,;) yarigrubunun sag birim eleman1 olmasi igin gerek ve yeter kosul ¥ o7, ¥ o T
ve Y/ NZ =@ kosullarmi saglamasidir. Ustelik o, B,(Q,;) yarigrubunun sag birim

elemani ise Teorem 1.1.13 den «, hem B, (QB) nin hem de B, (D) nin idempotent
elemani olur.

aeB, (D) ikili bagintisinin quasinormal gdsterimi (¢) deki gibive 7, T', Z, Z' € D,
T\T'+J, T'"\T+J, TuUT' cZcZ' ve InT'=9 olmak  lizere
0, = {T,T',TUT', Z,Z'} olsun. a € B, (D) oldugundan f:X — D bir donlisiim olmak

iizere o = J ({x} x f (x)) bigimindedir. & nin quasinormal gosteriminden her x € X igin
xeX

f(x)€Q, olarak bulunur. Dolayisiyla & € B, (Q,,) olur. Lemma 3.3.1 den dolay1 Q,,, D
nin X7 -alt yarilatisi ve ¥ (Q,,,@) =0, =V (D, ) oldugu da agiktir. O halde Sonug 1.1.57
den dolayr & nin B, (Q,,) iin sag birim elemam olmas i¢in gerek ve yeter kosul ¥ o T,
Yo oI, Yy Yl uYy WY DZ, Y7 NZ+D ve Y] NZ'# D kosullarini saglamasidir.
Ustelik o, B, (Q,,) iin sag birim eleman ise Teorem 1.1.13 den «, hem B, (Q,,) iin hem
de B, (D) nin idempotent eleman: olur.

aeB, (D) ikili bagitisinin quasinormal gosterimi (d) deki gibi ve T € {Zz, Z1}

olmak iizere QISZ{ZS,Z7,ZS,Z3,T,D} olsun. @ €B,(D) oldugundan f:X — D bir

doniisiim olmak lizere o = U ({x} x f (x)) bicimindedir. & nin quasinormal gosteriminden
xeX

her xe X i¢in f (x) € Q5 olarak bulunur. Dolayisiyla « € B, (le) olur. Lemma 3.3.1 den
dolayt Q5 D nin XI -alt yarilatisi ve V(Qs,a)=0;5 =V (D,a) oldugu agiktir. Sonug
1.1.57 den a nm B, (le) iin sag birim elemani olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
YW oZ Y oZ, YJWuY oY vy oZ, Y uY vy vy vy o, ' NnZ, #30,
Y'NT#D ve ¥ "D =@ kosullarmi saglamasidir. Ustelik -, B, (Q,5) iin sag birim

eleman ise Teorem 1.1.13 den «, hem B, (Q;) inhem de B, (D) nin idempotent elemani

olur.
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aeB, (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi (e) deki gibi ve TNT' =,
T, T'e{Z,.Z,,Z,,Z,}, T\T'#D, T'\T #& ve TUT' C Z; olmak iizere
O = {T,T’,TUT’,ZZ,ZI,D} olsun. & € B, (D) oldugundan f:X — D bir doniisiim

olmak lizere o = U ({x} X f (x)) bi¢imindedir. @ nin quasinormal gosteriminden her
xeX

xeX i¢in f(x)eQ, olarak bulunur. Dolayisiyla « € B, (Q,s) olur. Lemma 3.3.1 den
O, min D nin X/ -alt yarilatisi ve V (Q,,@) =0, =V (D, a) oldugu da agiktir. O halde
Sonug 1.1.71 den o ikili bagintisinin B, (Q16) yarigrubunun sag birim elemani olmasi
icin gerek ve yeter kosul ¥* o7, Y7 o 7T', Y/ Y Y, VY, " oZ,,
YYOY oYy VY oZ, YYNZ, D ve Y* NZ, # < kosullarini saglamasidir.
Ustelik o ikili bagintis1 B, (Q,;) yarigrubunun sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den
o ,hem B, ( Qlé) nin hem de B, (D) nin idempotent eleman: olur.

aeB, (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi (f) deki gibi ve

0, ={ZS,Z7,ZS,Z3,ZZ,Zl,D} olsun. & € B, (D) oldugundan f: X — D bir doniisiim

olmak lizere o = U ({x} x f (x)) bicimindedir. & nin quasinormal gosteriminden her
xeX

xe X i¢in f(x)eQ, olarak bulunur. Dolayisiyla a € B, (Q,;) olur. Lemma 3.3.1 den
Q,, D nin XI -alt yanlatisi ve V (Q,,,a)=0,, =V (D,a) oldugu agiktir. O halde Sonug
3.2.3 den « ikili bagintisinin B, (QW) yarigrubunun sag birim elemani olmasi igin gerek
veyeterkosul ;" o Z,, V" o Z,, YUY U VY oZ, U OO VY o7,
YOy ooy oYy oZ, Y nZ, 20, Y, NZ,#D ve Y|“ NZ # D kosullari
saglamasidir. Ustelik o ikili bagintisi B, (Q,,) yarigrubunun sag birim eleman ise
Teorem 1.1.13 den &, hem B, (Qn) nin hem de B, (D) nin idempotent eleman1 olur.
aeB, (D) ikili  bagintisinin  quasinormal gosterimi  (g) deki gibi ve
0s=1{2,2',Z0Z"T,Z,} olsun. a € B, (D) oldugundan f:X — D bir doniisiim olmak

lizere a = U ({x} xf (x)) bicimindedir. @ nin quasinormal gosteriminden her x € X i¢in
xeX

f(x)€Q,; olarak bulunur. Dolayisiyla & € B, (Qy) olur. Lemma 3.3.1 den Q,;, D nin
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XI -alt yanilatisi ve V (Q,) =0, =V (D, ) oldugu da agiktir. Sonug 1.1.65 den & nin
B,(Qg) in sag birim elemam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Yy 2Z, Y. 27, YiuYS 2T ve Y NT#QD kosullanm saglamasidir. Ustelik «,

B, (ng) in sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den &, hem B, (ng) nin hem de B, (D)
nin idempotent elemant olur.

aeB, (D) ikili bagintisinin  quasinormal gosterimi (h) deki gibi ve
0,=1{2,2',20Z2'T,Z,,Z"} olsun. aeB,(D) oldugundan f:X — D bir doniigim

olmak {lizere « = U({x}x f (x)) bicimindedir. & nin quasinormal gdsteriminden her
xeX

xeX igin f(x)eQ, olarak bulunur. Dolayisiyla & € B, (Q,,) olur. Lemma 3.3.1 den
dolay1 Q,,, D nin XI -alt yarilatisi ve ¥ (Q,,)=0,, =V (D, ) oldugu da agiktir. Sonug
1.1.65 den & nmn B, (Q,,) nin sag birim elemani olmas igin gerek ve yeter kosul Y, o Z,
YioZ, YEOY! T, Y NT #D ve Y nZ"# D kosullarim saglamasidir. Ustelik «,

’

B, (Q,,) nin sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den «, hem B, (Q,,) nin hem de B, (D)

nin idempotent elemanidir.

aeB, (D) ikili bagintistnin  quasinormal gosterimi (i) deki gibi ve
QZO:{Z,Z’,ZUZ’,T,Z3,Z”,D} olsun. Lemma 3.3.1 den dolaytr Q,,, D nin X/ -alt
yarilatisi olarak bulunur. o € B, (D) oldugundan f:X — D bir doniisiim olmak iizere

a= U({x}x f (x)) bigimindedir. & nin quasinormal gdsteriminden her xe€ X igin
xeX

f(x) € 0y, olarak bulunur. Dolayisiyla & € B, (Q,,) ve V (O, ) =0y, =V (D,a) oldugu
da aciktir. Sonug 1.1.65 den « ikili bagmtisinin B, (on) yarigrubunun sag birim elemant
olmast  i¢in  gerek ve  yeter  kosul Y)2Z, Y, 27, Y, Y’ oT,
Y OYEOYE VY OYEUYE D Z", Y nT#D, YinZ'#D ve Y nD#J kosullarim
saglamasidir. Ustelik o, B, (Q,,) nin sag birim eleman: ise Teorem 1.1.13 den ¢, hem

B, (0O,,) nin hem de B, (D) nin idempotent eleman: olur.
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aeB, (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi (j) deki gibi ve
0, = {Z,Z’,ZUZ',T,Z3,ZZ,ZI,D} olsun. ¢ € B, (D) oldugundan f: X — D bir

déniisiim olmak iizere o = | J ({x} x f (x)) bi¢imindedir. @ nin quasinormal
xeX

gosteriminden her x € X igin f (x) € ,, olarak bulunur. Dolayisiyla « € B, (QZI) olur.
Lemma 3.3.1 den dolay1 Q,,, D nin XI -alt yarilatisi ve V (Q,,,a)=0,, =V (D, )
oldugu da agiktir. Dolaysiyla & € B, (Q,,) olur. Sonug 3.3.3 den & nmn B, (Q,,) in sag
birim eleman1 olmasi igin gerek ve yeter kosul Y o Z, Y, o Z', Y, 0¥’ 2T,

Yy OY,uY; Y OYuY,  oZ,, YUY, VY,

a a a
Lo VY VYUY D7),

YYNT#D, Y, NZ,#D ve Y NZ, # D kosullari saglamasidir. Ustelik o, B, (0,,)

in sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den &, hem B, (Q,,) nin hem de B, (D) nin

idempotent elemani olur.m

Lemma 3.3.5 X sonlu ve D nin X7 -alt yarilatisi olan Q ={7,,T,,7,,T,.T,,T;,T;,T;}

nun elemanlari
LelcLcl,cl, cT,cT,cT,cT,
Lcl,cl,cT,cT, T,cT,ccT,cT,
\T,#9, T\T, #90, T,\T, # J,
LC\T, #9, T\T, #4, T,\T, # J,
T,UT, =T, T,0T, =T, T,UT, =T,

kosullarini saglasin. Bu durumda

o

{L.L,T\L,(T, ",)\IL T\, T\ T, X\ T,

kiimesi X in parcalanisidir.
Ispat: O, XI -alt yarilatis oldugundan Teorem 2.12 den dolay1 7, "7, =B UPR, =0
olur. Bu durumda R =P =C olur. O halde (2.12) deki formal esitliklerden
B=T, Pb,=T\T,, B,=T, R =(T,"NT[,)\T., B, =T,\T,, P, =T,\T, olarak elde edilir.

Ayrica C(Q)={PR,P,P,,P,P,P,P,}, O nun karakteristik kiimeler ailesi oldugundan P

6
ler ikiser ikiser ayrik ve UB =T, oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

i=0
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IS ARSI A AV R AV LY

oo

kiimesi X in pargalanisi olur.m

Lemma 3.3.6 X sonluve D nin X7 -alt yarilatisi olan Q={7,,T,,T,,T,.T;,T;. T, T;}

201435
nun elemanlari
Lel,cT,cT,cT, T cT,cT,cT, T,
T,cT,cT,cT,cT, ,cT,cT,cT,cT,
L\T,#0, T\T,#0, T\T, #Q,
T\T,#9, T\T,#0, T,\T, # D,
T,UT,=T, T,0T, =T, T,UT, =T,

kosullarmi saglasin. Ayrica f: X — D doniisiimiiniin 7,, 7,, 7,\T;, ( N 7)\T5,

(=)}
_—

]

-

T,\T, ve X \T, kiimeleri iizerine kisitlanis1 agagidaki gibi olsun.

fi:T > {1},

fo:T, > 1T},

f3:7_"4\7_"3 —>{Tz,7;} VeElael_;\Y_“3 i(;inf3(a)=T4,
(TN \E {1 L LT T

[o:T\T, > {1, 1,1, T, T, T} ve 3b e TAT, gin s (b) =T,

fo T\, 5L 0L TL T | ve 3ce AT, ginfi () =T,
£ X\T, > Q.

—

O zaman f =(f,, f,. fs» f4> f5. fo» f3) aynik doniisiimlerin sirali sistemi olup bu sekildeki

ayrik doniisiimlerin sirali sistemlerinin kiimesi F olmak {izere ‘R(o (Q,D')‘ = |F | dir.

Ispat: aeR (O,D') olsun. Bu durumda « € B, (D) regiiler, ¥ (D,a)=0 olur.
Dolayisiyla Teorem 3.3.2 den dolay1 0 dan D nin
D'={o(1).0(L.).0(L.).0(L.).0(T;).0(T).0(T:). (T )} alt yanlatisine bir ¢ tam a -
izomorfizmasi
1 20(h), ¥ 20(%), 0¥ 20(T)),

UYS UV UYSUYS OY 2(T,),
YT UYE UYSUYS O OYY 2e(T),
N

o(T,)2D, Y no(T) %D, Y ne(T,) =D
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kosullarini saglar. Ayrica i € {l, 2,...,8} icin (p( l.) ler T ile gosterilinirse

1

D' = {TI,TZ,T3,T4,T5,T6,T7,7;} olur ve « regiiler eleman1
Y of, ¥ o, ¥, vy o1,
YUY OYE OV UY U o T,
YUY UY UYS UY Y o,
YT, 20, Y'NT,#3, YN, 2D
kosullarin1 saglar.
QO ve D' tam « -izomorf oldugundan X7 -alt yarilatisinin diyagrami Sekil 14 deki

gibidir.

Ryl

Pl

ol

Sekil 14. Elemanlari (2.11) kosullarini saglayan Q yarilatisine tam « -izomorf olan D'

yarilatisinin diyagrami.

Ayrica tam « -izomorfizm altinda ayrik kiimelerin goriintiisii ayrik ve D' < D
oldugundan {T],Y_"Z,Y_; \7_"3,(7_"6 mﬁ)\l_’s,ﬁ \T,,T, \T;,X\Tg} kiimesi de X in
parcalanisidir. o € B, (D) oldugundan « ikili bagmtis1 bir f, : X — D doniislimii ile
tanmlidir. f,, déniisiminiin 7, 7,, T,\T, ([, "L\, T\T,, T\T, ve X\T,
kiimeleri lizerine kisitlanist sirastyla f,, £, fins faus fous Jou V€ S, Olsun. Simdi ¥

kiimelerinden faydalanarak £, f,,, fiu> fins> fsas Jou V€ J7, dOniisiimlerinin 6zelliklerini

bulalim.

teT olsun. T, = ¥ oldugundan € Y,* = ta =T, = VteT, i¢in f,,(¢t)=T, olur.

teT, olsun. T, c ¥y oldugundan ¢ € ¥, olur. O halde ta =T, dir. Buradan V¢ eT,
icin f,,(t)=T1, olur.

teT,\T, olsun. O zaman T,\T,cT,cYS VY oldugundan VteT,\T, igin

fro (t)=ta €{T,,T,} olur. Ayrica Y NT, # & oldugundan en az bir ¢, €Y' 7T, vardir.
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Buradan ta =T, vet, €T, dir. t,eT, oldugunu varsayahm. T, c ¥, UY; oldugundan
tae{T,T,} olur. Bu da T, ¢{7T,,T,} oldugundan geliskidir. O halde ¢, ¢7, dir. Yani
Y? NT, = T,\T, olur. O halde en az bir igin ¢, e T,\T, f;, (t,) =t,@ =T, olur.

4

te(T,nT,)\T; olsun. O zaman (T, "T,)\T, <

Bl

e E= NI ARSI AN AVl 4
oldugundan Vi e (T, T, )\T, icin f,, (1) =ta e{T,,T,,T,,T,,T,} olur.

teT,\T, olsun. O zaman T,\T, =T, Cc¥" VY, U UY  UY  UY® oldugundan
VieT\T, i¢in f,,(t)=tae{l,,T,,T,,T,,T,,T;} olur. Bununla birlikte YT, #D
oldugundan en az bir t, € Y* N T, vardir. O halde t,a =T, ve t, €T,. t, € T, oldugunu kabul
edelim. 7, c ¥ UY UY Y UYS UYS oldugundan t,a € {7},TZ,T3,E,7;,T7} olur. Bu
ise T, ¢{l.,T,,T,,T,,T;,T,} oldugundan geliskidir. O halde ¢, ¢7, dir. Yani
Y* NT, < T,\T, olur. O halde en az birt, e T,\T, f;,(t,)=t,a =T, olur.

teT,\T, olsun. O zaman T,\T, c T, CY* Y UYS UY  UY* UY" oldugundan
VieT,\T, i¢in f,, (1)=tae {1,1,,1,,T,,T,,T,} olur. Bunun yaninda Y NT, #J
oldugundan en az bir t, e Y" NT, vardir. O halde t,a =T, vet,eT,. t,eT, oldugunu
varsayalm. 7, c ¥* UYy UY UY UYS UYS oldugundan t,a €{T,,T,,T,,T,,T;,T;} olur.
Bu da T, ¢{T,T,,T,,T,,T.,T;} oldugundan geliskidir. O halde 1, ¢7, dir. Yani
Y NT, cT,\T, olup enaz bir 1, e T,\T, i¢in f;, (t,)=t,c =T, olur.

te X\T, olsun. O zaman X\T,Cc X =Y UYS UY  UY U UY U UY®
oldugundan Vs e X\T, i¢in f,, (t)=ta €{I.T,,T,1,.T;,T,,T,,T;} olur.

O halde [, =(f1,s fous frws foas fous Sous 1o ) €F dir. Boylece R,(Q,D') kiimesinin

her & elemanma karsilik bir f, =(f,,, fou> fras fra> foas foas foo ) ayTik doniisiimlerin sirali

sisteminin var oldugu goriiliir.

Simdi f =( Jis fos fao Sas f50 S f7) € F olsun. Bu durumda F kiimesinin tanimindan,

f:X > D dénisiminin T, T,, T\T, (I, nL)\L, T\T,, T\T,, X\T, kiimeleri

tizerine kisitlaniglari
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fi: T > {1,
fiT, > (T3},
fi:T\T, > {T,,T,} veJaeT,\T, i¢inf,(a) =T,
(TN E)\L {1, T, T, T, T}
[t TANT, > LG LT T T ve3b e TT, iin f () =T,
fo :T\T, > {T,,T,,T,,T,,T;,T,} veIc e T,\T, i¢inf, (c)=T,,
£ X\T, > 0.

Ozelliklerini saglar. Bu doniisiimlerden faydalanarak

p=U{xps(x)

xeX

ikili bagintisin1 tanmimlayalim. g ikili bagintis1 f doniisiimii ile tanimlandigindan
peB, (D) olur. Ayrica f nin tanimindan dolay1 da f(x):xﬂ olur. ie{l,2,...,8} icin

Y/ kiimelerinin tanimindan

8
p=U(r/ ;)
k=1
biciminde  yazilabilir. Ote yandan @, tam a -izomorfizm  oldugundan

D'(a)={T.7,.T,.T,.T,.T,.T,} kiimesi de D' niin iireteci olur. Ayrica T;, T, T, T, T,

kiimeleri sirasiyla D"(a)f, l'j'(oz)f2 , Zj’(a)i , D"(a)f ve D"(a)f kiimelerinin nonlimit

elemanidir. O halde nonlimit elemanlarin sagladig: 6zellikleri bulalim.
(T = 1(1)

=h()=tp=T=tey/ =T Y’
tel,= f(t)=f(t)=tf=T,=>te¥/ =T, Y/,

teT,=(T,\T,)uL,= f(t)=tpe{l,.T,} > teY/ VY =T, ¥/ UY/,
tel,=(T\L)V((LAL)\L)uT = f(1)=tp (T, T, T, T,. T, T,}

=>tel Voo vy oy’

=T, C YUY UY UY UXS UY
el =(L\L)V(LNEN\L) T = f(1)=1B {1, 1,1, T, T., Ty

=tel VY VY vy uYSuYy”

=T, C YUY YUY UYEUY
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elde edilir. Ayrica en az bir a € T,\T; icin f, (a)=T, oldugundan a €Y/ T, dir. Buradan

Y/ NT,#@ dir. Benzer olarak f; vef, doniisiimlerinin 6zellikleri diisiiniildiigiinde
Y/ T, #D ve Y/ NT, # D elde edilir. Sonug olarak

Y/ oI, Y/ 2T, Y/ uy/ o7,

¥ oY, oY Y, OY! UY! oT,,

¥ oYy oY Y, uY! Y, ST,

YT, #3, Y T, 2D, Y/ NT, #J

bulunur. V(D,B)={YB|YeD}, T,B=|JxB, D'c D ve f déniisiimiiniin 6zellikleri

xeT;

dikkate alindiginda
Tp=T,=TeV(D.p),
Lp=T,=T,eV(D,p),
Tp=(LVTL)B=TpVULB=T,0T,=T,=T,cV(D,p),
T.A=((T\T)VL)B=(T,\T) BUT,B=T,0T, =T, = T,eV (D, p),
B=(LUT,)B=TVTp=T,0T, =T, =T, eV (D,p),
=TV, UL UT, U, UT, =T, =T, eV (D,f),
Lp=T, 0, UL, UT,UT,UT, =T, =T, eV (D,f),
LA =(T,VuT,)B=TBUT,B=T,0T, =T, = T, eV (D,p)

v

elde edilir. O halde Q V(D, p ) olur. Ote yandan

ZeV(D,B)=>Z=YpB, YD
=z=Yp={JyB=Jr(y)e0

yeY yeY

oldugundan V' (D, 8) < Q bulunur. Sonug olarak V' (D, £)=Q elde edilir.

Ayrica her TEV(D,,B) icin (p(T),BzTﬂ:T oldugundan ¢ tam f-
izomorfizmasidir. Teorem 3.3.2 den SeR, (Q,D') elde edilir. Yani her bir ayrik
dontigiimlerin sirali sistemine karsilik gelen R, (Q, D’) kiimesinde bir regiiler eleman vardir.

Simdi «,B€eR, (Q,D’) ve a# [ olsun. Bu durumda « ya karsiik f, (t):ta
olacak sekilde f, :( JrasSous Faas Sans Fsus fous fm) sirali sistemi ve f  ya karsihik

/5 (t)=1p olacak sekilde f =(ﬂﬂ,f2ﬂ,f3ﬂ,ﬂﬂ,f5ﬂ,f6ﬂ,ﬁﬂ) sirali sistemi vardr. f, = f;
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olsa her te X i¢in f, (t) =/ (t) olur. Bu ise her € X i¢in ta =¢f olmasim gerektirir.

Buradan « = £ elde edilir. Bu da kabuliimiiz ile ¢elisir. O halde f, # f, dur.

Sonug olarak Rw(Q,D') ile F arasinda bire-bir esleme vardir. Dolayisiyla

R, (0.D)

= |F| olur.m

Teorem 3.3.7 X sonlu ve D nin X7 -alt yarilatisi olan 0 ={T1,,7,,1,,7,,T,,T;,T,,T,}

25435 L45L55 65147,
nun elemanlari

LelcLcTl,cl, cT,cT,cTcT,

Lcl,cl,cT,cT, T,cT,ccT,cT

\T,#9, T\T, #9, T,\T, # J,

T\T,#0, T\T,#0, T,\T, #0,

T,uT =T, T,UT,=T,, T,UT, =T,

Q(Q) =m, olmak iizere
[R(D")|=m,- 2,(2@.\@\ _1), §|(BT )| .(6@\@\ _ 5\@@\),(6\@@\ _ Sm\m)_gwx@\
olur.

ispat: Lemma 3.3.6 dan, R, (Q,D') niin eleman sayisi, ¥ kiimesinde ki birbirinden

farkli siral1 sistemlerin sayisina esittir. Teorem 1.1.10 dan faydalanarak birbirinden farkl

yazilabilecek f, f,, 13, f,, /s fs ve f; fonksiyonlarinin sayisi sirayla

11, (zmxm_l), 5\(%@)\@\, (6@\72\_5\@\@\), (6\@?7\_5\@\@\), g
olarak bulunur. O halde

R, (0.D)|= (zm\ﬁ\ _1). 577 ,(6@@\ _ S\E\m),(dfé\m _ 5‘“‘). R

olaral elde edilir.

Ayrica O nun otomorfizmleri,

T, T,
id, =
LWL LT

olup iki tanedir. Teorem 1.1.29 dan dolay1
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[R(D')

=m, ,2,(2\5\2\ _1).5‘@(@)\@‘ -(6@@ _S‘E\fa‘),(dfa\m _S\E\E‘)_S\X\TX‘

olarak elde edilir.m

Sonug 3.3.8 X sonlu ve D nin X/ -alt yanlatisi olan 0={T,,T,,1,,7,,T,,T;,T,, T}

nun elemanlari
LelcLcTl,cl, cT,cT,cTcT,
Lcl,cl,cT,cT, T,cT,ccT,cT
\T,#9, T\T, #9, T,\T, # J,
T\T,#0, T\T,#0, T,\T, #0,
T,uT =T, T,UT,=T,, T,UT, =T,

kosullarmi saglasin. O zaman B, (Q) nun sa birim elemanlarmin saysi
‘Eﬁ(’) (Q)‘ _ (2‘T4\T3‘ _1).5\(T7m%)\n\ -(6‘””‘" _5\T7\T6\).(6\T6\T7\ _S\Q\Tv\),g\X\Q\
olur.
Ispat: Teorem 1.1.32 den dolayr EY'(Q)=R, (Q,Q) dur. D'=0Q olarak alinirsa
‘Rl.dg (Q,Q)‘ = ‘Rw (Q,Q)‘ olur. O halde Teorem 3.3.7 den dolay1

‘Eﬁ{) (Q)‘ _ (2\5%\ _1),5\(%&)\&\ _(6\T7\T6\ _5\T7\T6\),(6\T6\T7\ _S\Q\Tﬁ),g\X\Tg\

olarak bulunur.m

Simdi X sonlu bir kiime ve

N2, =0, ZNZ, =8 ve Z,NZ,#D

olsun. Bu durumda B, (D) yarigrubunun idempotent elemanlarininin sayisini bulalim.

Lemma 3.3.9 X sonluise

I (le )‘ _ 3\)(\23\ n 3\)(\25\

olur.

Ispat: Sonug¢ 1.1.59 dan dolay1 7, T'e D, T\T'#@ ve T'\T #J olmak iizere
0, ={T,T,TUT'} XI-alt yarlatisi ile tammlanan B, ((Q,,) yarigrubunun sag birim

elemanlarinin sayist

£ (0,)

_ 3\X\(TuT')\
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olur. Bu durumda

Q12’9X]={{ZS’Z4’Z3}’{289Z7’ZS}} ve I*(Qu)‘: Z ‘E)(:)(D’)‘

D'eQ 9y
oldugundan

I (le )‘ _ 3\)(\23\ n 3\)(\25\

olarak elde edilir.m

Lemma 3.3.10 X sonlu olsun. O zaman

I (Q13 )‘ _ (4\2l \z| _ 422y ) 40zl (4\22\23\

_ 3‘22\23‘ ) . 4‘/\/\22‘ +
(4\21\25 3\21\25 ) 4\)(\21\ +(4\22\25\ _3\22\25\ ) ) 4\)(\22\ N
(4\23\2 | g%\ ) 4Nzl +(413\23 _3\D\Z3\ ) ' 4\)(\[)\ N
(40\25 3D\25) 4\X\D\

olur.

Ispat: Sonug¢ 1.1.59 dan faydalanarak 7, 7', ZeD, T\T'#QJ, T'\T#J ve

TUT' < Z olmak iizere O, ={T,T,TUT',Z} XI -alt yarilatisi ile tanimlanan B, (Q,;)

yarigrubunun sag birim elemanlariin sayisi

£ ()

olarak bulunur. Ustelik

_ ( 4\2\(rur')\ _3\2\(rur')\ ) 47

0% = (20,2, 2,2} (2,,2,,2,,2,} 20,2, 25,2} | 20,2, 25, Z,)
(2,.2,,2,,2.}.{2,,2,,2,,D},{2,,2,,2,,D}|

re= X gV ()

D'e039y

oldugundan

It (QB)‘ _ (4\21\23\ _3\21\23\ ) ) 4\)(\21\ +(4\zz\z3\ _3\22\23\ ).4\)(\22\ "
(4\21\25\ _3\21\25\ ) ) 4\)(\21\ +(4\zz\zs\ _3\22\25\ ) ) 4\)(\22\ n
(4\23\25\ pIA ).4\)(\23\ +(4D\Z3 _3\[)\23\ )‘4)(\[) N
(4D\z5 _3\13\25\ ) . 4\X\D\

olarak elde edilir.m
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Lemma 3.3.11 X sonlu olsun. O zaman

I (Q14 )‘ _ (4\21\25\ _3\21\25\ ).(SD\ZI _4\13\21\ ).5)(\[3 4 (4\21\23\ _3\21\23\ )

(SD\ZI _4‘5\21‘ ) ) S‘X\D‘ +(4\Zz\23\ _3%\%| )_(55\22 _ 4‘D\ZZ‘ ) .
101 (4751 gm0 o).
(4\23\25\ _3\2_.,\25\ )_(SD\L, _4\5\2_.,\ ) ‘ S\X\D\ +(4\z_.,\zs\ _3\23\25\ )

5\21\23\ _4\21\23\ _S\X\Zl\ n 4\23\25\ _3\23\25\ . 5\22\23\ _4\22\23\ _S\X\zz\
( )5 M )

olur.

Ispat: Sonu¢ 1.1.59 dan dolay1 T, 7', Z,Z'eD, T\T'#Q, T'\T#J ve
TUT'cZcZ' olmak tizere Q, ={T,T',TUT', Z,Z'} XI -alt yarilatisi ile tanimlanan

B, (Q14) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayist

£ (Q.)

_ (4\2\(Tur')\ _3\2\(TuT’)\ )_(5\2'\2\ _4\2'\2\ ).S\X\Z’\
olur. Ustelik
0.9 ={{2%.2,.2,,2,,D},{2,,2,,2,,2,,D} {2, 2,,2,,2,,D} {2, Z,,2,,2,, D},
(24.2,,24,2,,D} {2, 2., 23, 2., 2,} (2,2, 24,2, 2, })

I*(QM)‘: > ‘EE(")(D’)‘ oldugundan

D'eQ, 9y

Ve

I (Q14 )‘ _ (4\2,\25\ _3\21\25\ )_(5[)\2l _4\13\21\ )-SX\D 4 (4\21\23\ _3\21\23\ )
(513\2l _4\13\21\ ) . S\X\D\ N (4\22\23\ _3\22\23\ )_(SD\Z2 _4\13\22\ )
S‘X\D‘ +(4\Zz\zs\ _322\25)_(5D\Zz _4D\ZZ)_5X\D +
(4\23\25\ _3\23\25\ )‘(55\23 _4\13\23\ ) . S\X\D\ +(4\z3\25\ _3\23\25\ )

(5‘21 YA 4‘21\23‘ ) . S‘X\Zl‘ + (4‘23\25‘ _ 3‘23\25‘ ) . (5‘22\23‘ _ 4‘22\23‘ ) . S‘X\Zz‘
olarak elde edilir.m

Lemma 3.3.12 X sonlu ise

I (le )‘ _ (4\23\25\ _ 3%\ )_(S\Zl EARPTAA )'(6D\Z‘ B S\D\zl\ ) . 6\X\D\ N

( PIEACARIPAT ) : ( 52\ 4| _ 4212 ) _ (6D\Zz _gp'z| ) g*

olur.
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Ispat: Sonug¢ 1.1.59 dan dolayr Q= {ZS,Z7,ZS,Z3,T,D} XI -alt yarilatisi 1ile
tanimlanan B, (Q1 5) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayis1

_ (4\23\25\ _ 3% )_(S\T\z3\ _ 4zl ).(6‘D\T‘ _S\D\T\ ) _ 6\)(\0“\

£ (0:)
olarak bulunur. Bu durumda

058y :{{ZS,Z7,ZS,Z3,Z1,D},{Zg,Z7,Z5,Z3,ZZ,D}}

)= X [V

D'eQs89y;

ve oldugu kullanilarak

(0, )‘ _ (4\23\25\ _q%\z| ) . (5\21\23\ _ 457 ) _ (615\21 _ 4P ) L

(4\23\25\ _ 3% )'<5\22\23\ A )-(615\22 B S\D\Zz\ ) . 6\X\D\
olarak elde edilir.m

Lemma 3.3.13 X sonlu ise

I (Q16 )‘ _ 3\(zzmzl)\z3\ _(4\21\22\ _3\21 VA ) ) (4\22\21\ _3\22\21\ ) ) 6\X\D\ +

3\(zzmzl)\25\ '(4\21 \Zy| _3\21\22\ ).(4\22\21\ _3\22\21\ ) ) 6\){\[)\

olur.

Ispat: Sonug 1.1.71 den dolayr T, T'€{Z,Z,,Z,Z,}, T\T'#QD, T'\T#Q ve
TUT' cZ, olmak lizere Q, ={T,T’,TuT',Zz,Zl,D} XTI -alt yarilatisi ile tanimlanan
B, (Q1 6) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi

‘ EY (0, )‘ _ @z ( 44zl _ 4202 ) : ( 474l _ 422 ) A
olur. Ustelik

Q16‘9X1 ={{ZgaZsz’ZzaZlaD}e{ZgaZszaZzaZlaD}}

Ve

I*(Qlé)‘: > ‘EE(")(D’)‘ oldugundan

D'eQ,¢9x
I (Q16 )‘ _ 3\(zzmzl)\z3\ _(4\21\22\ _3\21 VA ) ) (4\22\21\ _3\22\21\ ) ) 6\X\D\ +

3\(zzmzl)\25\ '(4\21 \Zy| _3\21\22\ ).(4\22\21\ _3\22\21\ ) ) 6\){\[)\

olarak bulunur.m
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Lemma 3.3.14 X sonlu olsun. O zaman

I (Q17 )‘ _ 4\(zzmz])\23\ _(4\23\25\ _3\23\25\ ).(5\22\21\ _4\22\21\ ) ) (5\21\22\ _4\21\22\ ) ) 7\X\D’\

olur.

Ispat: Sonug¢ 3.2.8 den dolay1 0, :{28,27,25,23,22,21,5} XI -alt yarilatisi ile
tanimlanan B, (Qn) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayis1

‘Eg(r) (Qn) _ 4\(zzmzl Nz _(4\23\25\ _ 3%\ ).(5\22\21\ _ 4%\l )'(5\21\22\ _ 47l ) _ 7\X\D\

olarak bulunur. Buradan

09y ={{2:,2,,2,,2,,2,,2,,D}|

Ve

I *(Qw)‘ = > ‘Eg) (D’)‘ oldugu kullanilarak

D'eQy79y

It (Q” )‘ _ 4\(zzmzl)\zs\ _(4\23\25\ _3\23\25\ )‘(5\22\21\ _4\22\21\ ) ) (5\21\22\ _4\21\22\ ) ) 7\)(\13\

olarak elde edilir.m

Lemma 3.3.15 X sonlu olsun. O zaman

I (Q18 )‘ = (2\24\25\ _ 1) 50z

olur.

Ispat: Sonug 1.1.67 den dolay1 Z, Z', TeD, Z'cT, ZOWZ'UT=Z,, Z\Z'#+ D,
Z'\Z#J ve ZNT = olmak lzere ngz{Z,Z',ZuZ',T,Z3} XTI -alt yarilatisi ile

tanimlanan B, (ng) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayis1

00|21 1)

olarak bulunur. Ustelik

Oy = {{ZS’Z79ZS9Z4’Z3}}

ve ‘I* (le)‘ = z

D'eQis8x
ACSRCERER

elde edilir.m

EV (D)

oldugundan
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Lemma 3.3.16 X sonlu olsun. O zaman

I (ng )‘ _ (2\24\25\ —1)~(6‘Z‘\Z“‘ _5\21\23\),6\)(\21\ +<2\z4\25\ —1)-(6‘22\23‘ —5‘22\23‘)-6‘)(\22‘ +

(2\24\25\ _1).(6D\Z3 _S\D\z3\ ) ) 6\)(\[)\

olur.

Ispat: Sonug¢ 1.1.67 den dolayn Z, 7', T,Z"eD, Z'cT, ZUZ'UT=1Z,,
ZI\Z'#D,7\Z+D,Z,cZ" ve ZNT =D olmak iizere Q,, ={2,2',207Z'T,Z,, 2"}
XI -alt yarilatisi ile tanimlanan B, (ng) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi

‘ EV(0,)= ( Hlrizozy _ 1) _ ( §2%l _ 5212 ) 671

olarak bulunur. Ustelik

Q19‘9X1 ={{28927725’24523’21}a{ZS’ZszaZprZz}7{Zsaz7azsaz4azseb}}

Ve

I’ (Q19 )‘ = Z ‘E)({,) (D')‘ Oldugundan

D'eQy99y;

I (ng)‘ _ (2\24\25\ _1) '(6‘21\23‘ _ga\l ) .61l +(2\z4\25\ _1) _(6\22\23\ AT ) o

(2\24\25\ _1) . ( 6\13\23\ B 5\13\23\ ) . 6\X\D\

olarak bulunur.m

Lemma 3.3.17 X sonlu olsun. O zaman

I (on )‘ _ (2\24\25\ _1) ) (6\21\23\ _gnl ) _ (715\2, B 6\D\zl\ ) ' 7\)(\1:3\ N

(2\24\25\ _ 1)_(6\22\23\ _ 5%\l ) . (713\22 B 6\D\zz\ ) . 7\){\[)\

olur.

Ispat: Sonu¢ 1.1.67 den 0, = {Z,Z’,Z vz',T,2,,2", D} X -alt yarilatisi ile
tanimlanan B, (on) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi

‘Eg(r) (on) _ (Z\T\(2uz')\ B 1) _ (6\2"\23\ _ 5\2”\23\ ) ) (7D\Z” B 6\[)\2”\ ) . 7\X\D\

olarak bulunur. Buradan

0%y ={{28,27,25,24,23,21,5},{28,27,25,24,23,22,5}}
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Ve

I"(Qy )‘ = > ‘E&”(D’)‘ oldugu kullanilarak

D'eQy08y;

I (on )‘ _ (2\24\25\ _1) ) (6\21\23\ _ 5%\l ) . (713\2l 3 6\13\21\ ) ‘ 7\)(\15\ N

(2\24\25\ _ 1)_<6\zz\z3\ _§%\4| ) . (7\[)\22\ B 6\[)\22\ ) . 7\X\D\

olarak bulunur.m

Lemma 3.3.18 X sonlu olsun. O zaman
‘I(QZI )‘ _ (2\24\25\ _1) ) 5\(zzmzl)\z3\ _(6\21\22\ _ 5\21\22\ )-(6‘22\2“ _ S\ZZ\ZI\ ) ) S\X\D\

olur.
Ispat: Sonug 3.3.8 den dolay1 Z, Z'e{Zg,Z7}, VA VAN Te{Z6,Z4}, Z'cT ve
ZNT = olmak iizere Q,, :{Z,Z’,ZuZ’,T,Z3,Zz,Zl,D}, XTI -alt yarilatisi ile

tanimlanan B, (Qzl) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayis1

_ (2\24\25\ _ 1) ) 5\(zzmzl)\zs\ _(6\21 \Z,| 5\21 \Z,| ) ) (6\22\21\ _ 5\22\21\ ) ) S\X\D\

£ (0,))
olur. Bu durumda

Q21‘9X1 :{{28727’25724’23’22’21’D}}

Ve

F(@)= X |5V (o) oldugundan

D'eQy9y;
71(0)|= (2\z4\zsw _1) 5lznz)2| ,(6\zlxzz\ _ 5%\ ) (6\22\4\ _ 5%\l ) g2l
elde edilir.m
Teorem 3.3.19 X sonlu bir kime veZ,NZ, =3, Z,NZ, =0 ve Z, NZ,#D

olsun. Bu durumda B, (D) nin idempotent elemanlarinin sayisi

|1D|:Z

i

rQ)

21
=1
olur.

21
Ispat: Teorem 1.1.34-(c) den dolay1 |]D| =Z‘I* (Q,)‘ olur.m
i=1
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34.2,n2,=0,Z,nZ, #D ve Z,nZ, = Kosullar1 Altinda idempotent

Elemanlar

Bu boliimde birlesimlerin tam X -yarilatisi D ile belirlenen ikili bagmtilarin tam
yarigrubu BX(D) nin
ZNZ, =38, Z,NZ, #D ve Z,NZ, =
kosullart altinda idempotent elemanlarinin 6zellikleri ve X kiimesinin sonlu olmasi
durumunda idempotent elemanlarinin sayisi belirlenecektir.

Lemma 3.1.1. de verilen D nintam X -alt yarilatislerinin hepsi biitiin kosullar altinda

XI -alt yarilatisler oldugundan
ZiNZ, =8, Z;NZ, D ve Z,NZL, =

kosullar1 altinda bunlar disinda kalan D nin tam X7 -alt yarilatislerini bulalim.

Lemma3.4.1 Z,NZ, =D, Z,"Z, #D ve Z, "Z, =D olsun. Bu durumda asagida
verilen D nin tam X -alt yarilatisleri X7 -alt yarilatislerdir.
1 {2,.2.,2)}, {Z,,Z,,Z;} (Diyagram 12, Sekil 7);
Z,,2,23,2,}, {Z2,,24,2,,2,}, {Z,,2,,25,2,}, {Z,,2,,Z,,Z,},
{Z A D} {ZS,Z7,ZS,D} (Diyagram 13, Sekil 7);
3) {%,.2,.2,,2,,D}, {Z,, »D}, 12,.2.,2,,2,,D}, {Z,,2,, 2., 2,,D},
}, (24,2,,2,,2,,2,), 12,,7,,Z,,Z,,7,)(Diyagram 14, Sekil 7);
4) , {24.2,,2,,2,,2,,D} (Diyagram 15, $ekil 7);
6) {Z.2,.2;,2,,7,,7,,D} (Diyagram 17, Sekil 7);
N {Z.Z,,Z,,Z;,Z,} (Diyagram 18, Sekil 7);

8)

)
{Z,
{
(2.2
{Z D}

5) {Z Z4.2,,2,,2,,D}, {Z,,2,.2,,2,,7,,D} (Diyagram 16, Sekil 7);
{
{
(24:2,,20, 2,2, 2.}, {2,2,,2,, 25,25, 2.}, {24, 2,.2,, 25,2, D}
(Di
{2
{2
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Ispat: Lemma 2.8 den D nin tam X -alt yarilatislerinden 1 den 5 e kadar verilenler

XI -alt yarilatislerdir. Sonu¢ 2.10 dan dolay1 {28,27,25,23,22,21,13}, D nin X7 -alt

yarilatisidir. Lemma 2.11 den dolayr D nin tam X -alt yarilatislerinden 7 den 9 a kadar
verilenler X7 -alt yarilatis olurlar. Teorem 2.12 den dolay1 12 de verilen D nin tam X -alt

yarilatisi X7 -alt yarilatis olur.m
Teorem 3.1.4 verilen bicimde quasinormal gosterime sahip olan ikili bagintilar
ZNZ, =0, Z,NZ, #D ve Z,NZ, =D
kosullar1 altinda da B, (D) yarigrubunun idempotent elemanlaridir. Simdi bu bigimde

quasinormal gosterime sahip olmayan B, (D) nin idempotent elemanlarini belirleyelim.

Teorem 342 ZNZ, =D, Z,NZ, 2D ve Z,NZ =D olsun. a e B, (D) ikili

bagintisinin idempotent olmasi icin gerek ve yeter kosul asagida belirtilen quasinormal
gosterimlerden birine sahip olmasi ve yanlarinda verilen kosullar1 saglamasidir.

a) T,7'eD, TNT'=0,T\T'#D ve T'\T #J olmak lizere « ikili bagintisinin
quasinormal gosterimi o = (YT" xT ) U (YT”,‘ xT ') U (YT‘CT, x(TuT ')) big¢iminde ve
a ikilibagintis1 ¥' o T ve Y, ©T' kosullarin1 saglar.

by I,T'ZeD, TNnT'=0, T\T'#J, T'\T#J ve TUT'< Z olmak iizere
o =(Y xT)o(YE xT) (%, x (T UT"))U(Y5 xZ) bigiminde ve o ikili
bagintist ¥ 7T, Y o T" ve Y N Z # O kosullarimi saglar.

o) T,.7,2,2eD, TAT' =3, T\T'#D, T'\T%«B ve TUT' cZcZ'
olmak iizere & = (¥ xT) U (¥ x T") U (¥ x(TOT"))U(Y5 xZ) (Y5 x 2')

bi¢iminde ve « ikili bagmmtis1 ¥ o T, ¥ 2T, Y7 OY, U

a
TuT’UYZ QZ’

Y)NZ#D ve Y, NZ'# D kosullarini saglar.

d) Te{Z,Z} olmak iizere a:(YZ"‘xZS)u(YZ”f ><Z7)u(Y5"><Zs)u(YS“><Z3)u
(% xT)u (% x D) bigiminde ve « ikili bagmuist ¥ 2 Z, ¥ 2 Z,,
) ANU) ASU) ANV) ARV AR ALU) ANV) ARV ARV Aol MRS AN VAL JIGR

Y*NT #@ ve Y "D #Q kosullarini saglar.
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e) T,T'e|Z,2,,2,2,}, TNT' =B, T\T'#B, T'\T D ve TUT'  Z,
T, T'e{Z,,Z, Z;,Z,} olmak iizere & ikili bagmtisinin quasinormal gdsterimi
a = (Y xT) O (Y x T (X x (TUT")) U (% x 2, ) u(¥“ x Z, ) u( ¥y x D)

bi¢iminde ve o ikili bagintis1 ¥ o T, ¥ oT', Y/ Y, UY

a
TUT’UYZ 2ZZ’

Y OYuYy

VY DZ, Y, NZ, D ve Y* NZ, # D kosullarini saglar.

f) o nin quasinormal gosterimi o = (Yg" xZg)u(Y;” ><Z7)U(Y5‘” xZS)u (Yf’ X Z3)
U(Y;‘ xZZ) u(Yfz le)u Yy xD) bi¢iminde ve o ikili bagintis1 ¥* o Z,,
YD Z,, YUY OV UY D7, KUY UY UY LY, D7,

KOy Oy Oy Oy oZ, Y NZ, 2D, Y, NZ, =D ve V' NZ #D

7 5
kosullarini saglar.

g) Z,Z,TeD, ZNnT=Q, Z'cT, ZUZ'UT=2Z,, Z\Z'#QD ve Z\Z+J
olmak iizere & = (¥} xZ) U (Y xZ' )0 (Y5, x(Z20Z")) (Y7 xT) U (¥ x Zy)
bigiminde ve « ikili bagmtist Y o Z, Y, 2 Z', Y, Y 2T ve Y/ NT#J
kosullarini saglar.

h Z,2'elz,Z,),2%2,Tel{Z,2,}),2' cT,ZNnT=0, Z"e{Zz,Zl,D} ve

ZUZ'UT =Z, olmak iizere a =(Y; xZ)U(Y; xZ')u( Y

e x(202")
(Y xT) U (% x Z, ) (Y5 x Z") bigiminde ve ¢ ikili bagintist Y, 2 Z,
Yo7, Y, Y oT, YPNT#Q ve Y. nZ"# kosullarini saglar.

) Z,72e€{Z,2,},2+7,Te{Z,2,},2' cT,ZNT=0, Z"e{Z,,Z,} ve

ZuZ'UT =Z, olmak lizere o :(YZ" xZ)u(YZ"f ><Z’)U(YOZ

g x(ZuZ'))u
(YT“ xT)u (Yf ><Z3)U(Yz”i xZ") U(YO“ XD) bigiminde ve ¢ ikili bagintisi
Y oZ YioZ, YEUYS oT, Y UYs Yy

a a a "
o WYy WY UY,, o727,

YYNT#D, YENZ"#D ve Y* D= kosullarini saglar.
i) Z, Z’e{ZS,Z7}, Z¢Z',TG{Z6,Z4}, Z'cT ve TNZ = olmak tlizere
a=(YxZ)u(YixZ')o(Ys, x(Z20Z")) (Y xT)o(¥ < Z,)u(Yy x Z,)

U(YI“ le)u(YO"‘ XD) bigiminde ve « ikili bagintis1 ¥, o Z, Y, 7',
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Y, oY oT, Y Y, Y,

[24 a a
o UYE U UYS 27,

Y Y, Y,

oy VYO OY D Z, Y NT+D, Y, NZ,#D ve

Y nZ, # < kosullarmi saglar.

Ispat: o e B, (D) ikili bagintisi idempotent olsun. Bu durumda B, (D) kiimesinin

tanimindan o = U ({x} x f (x)) olacak sekilde f:X — D doniisiimii vardir. Dolayisiyla

xeX
her xe X igin f(x)e{Zg, Zy, Zgy Zsy Zyy Zyy Zyy Z,, D } olur. O halde D nin bir D'

alt yarilatisi i¢in

a= U(YT"’XT)

TeD'

biciminde yazilabilir. Buradan

V(D,a)=D'=V(D',a)
olur. Teorem 1.1.14 den V(D,a) nin D nin X7 -alt yarilatisi oldugunundan D', D nin X7
-alt yarilatisi olur. Yani D', Z,NZ, =D, Z,NZ, #D ve Z,NZ, # kosullar altinda

D nin Lemma 3.4.1 de verilen X7 -alt yarilatislerini tarar. O halde & idempotent elemanini
(a)-(j) da verilen quasinormal gosterimlerden birine sahiptir. Simdi de @ nin yanlarinda

verilen kosullar1 sagladigin1 gosterelim.

a € B, (D) ikili bagintisinin quasinormal gdsterimi (a) daki gibi olsun ve T, T"e D,
T\T'#&, T'\T #& ve TNT' = olmak iizere Q,, ={T,T",TUT'} olsun. a € B, (D)

oldugundan f: X — D bir déniisiim olmak iizere o = | J ({x} x f (x)) bicimindedir. & nin

xeX

quasinormal gdsteriminden her x € X i¢in f (x) €(Q,, ve Lemma 3.4.1 den dolay1 Q,,, D
nin X7 -alt yarilatisi olur. Ayrica V(le,a) =0, = V(D,a) oldugu da agiktir. Dolayisiyla
a € B, (0,) olur. O halde Sonug 1.1.57 den & nin B, (Q,,) nin sag birim eleman: olmas
igin gerek ve yeter kosul @ nmn Y* 2T ve Y7 T’ kosullarim saglamasidir. Ustelik «,

B, (0,,) nin sag birim eleman ise Teorem 1.1.13 den & hem B, (Q,,) nin hem de B, (D)

nin idempotent elemant olur.

aeB, (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi (b) de ki gibi ve 7, T', Ze D,

T\T'#D, T'"\T#Q, TUT'cZ ve TNT'=@ olmak iizere Q,={T,T",TUT',Z}
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olsun. @ € B, (D) oldugundan a = J ({x} x f (x)) olacak sekilde f: X — D doniisiimii

xeX

vardir. @ nin quasinormal gosteriminden her xe€ X icin f ()C)EQ13 olarak bulunur.
Dolayisiyla o € B, (Qn) ve Lemma 3.4.1 den dolay1 Q,;, D nin X/ -alt yarilatisi olur.
Ayrica V(Q5,@)=0,; =V (D,a) oldugu da agiktir. O halde Sonug 1.57 den « ikili
bagmtisinin B, (Q13) yarigrubunun sag birim elemani olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Y 2T, Y/ oT' ve Y/NZ#Q kosullanm saglamasidir. Ustelik «, B,(Q;)
yarigrubunun sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den «, hem B, (Q,;) nin hem de
B, (D) nin idempotent elemant olur.

a € B, (D) ikili bagmtisinin quasinormal gosterimi (c) deki gibive T, T", Z, Z' e D,

T\T'#J, T'\T+J, Tul'cZcZ ve TNnT'= olmak  lizere
Q,={T.T'\TUT'",Z,Z'} olsun. a € B; (D) oldugundan f:X — D bir doniisiim olmak

uzere o = U ({x} x f (x)) bicimindedir. @ nin quasinormal gdsteriminden her x € X i¢in
xeX

f(x) €0, olarak bulunur. Dolayisiyla « € B, (Q,,) ve Lemma 3.4.1 den dolayr Q,,, D
nin X7 -alt yarilatisi olur. Ayrica V(Q,,a)=0, =V (D,a) oldugu da agiktir. O halde
Sonug 1.1.57 den dolayr & nin B, (Q,,) iin sag birim elemani olmast i¢in gerek ve yeter
kosul Yo7, Y. T, YUY UY: WY 2Z, Y/ NnZ+D ve Y, NZ'#J
kosullarini saglamasidir. Ustelik , B, (Q,,) iin sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den
a,hem B, (Q,,) iinhem de B, (D) nin idempotent elemant olur.

aeB, (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi (d) deki gibi ve T e{Zz,Zl}

olmak iizere lez{Zg,Z7,ZS,Z3,T,D} olsun. a €B,(D) oldugundan f:X — D bir

déniisiim olmak iizere @ = | J ({x}x f(x)) bigimindedir. & nin quasinormal gsteriminden
xeX

her xe X i¢in f(x)€Q; ve a € By (Q;) olur. Lemma 3.4.1 den dolay1 Q,; D nin XI -
alt yarilatisi ve V' (Q,5,a) =05 =V (D, ) oldugu agiktir. Sonug 1.1.57 den & nin B, (Q;)

iin sag birim eleman1 olmast icin gerek ve yeter kosul Y oZ, Y >2Z,

YWYy oy vy oz, Yooy oy vy o, YYnZ,#0, YPNT#0D ve
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Y N D # @ kosullarini saglamasidir. Ustelik o, B, (Q5) tin sag birim eleman ise Teorem
1.1.13 den a, hem B, (Q,;) in hem de B, (D) nin idempotent elemani olur.
aeB, (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi (e) deki gibi ve TNT' =,
T, T'E{ZS,Z7,Z6,Z4}, T\T'#D, T'\T#J ve TUT' < Z, olmak lizere
Q= {T,T’,TuT’,Zz,Zl,E} olsun. & € B, (D) oldugundan f:X — D bir doniisiim

olmak lizere o = U ({x} x f (x)) bicimindedir. & nin quasinormal gosteriminden her
xeX

xeX i¢in f(x)eQy ve a €B,(Q;) olur. Lemma 3.4.1 den O,y min D nin X7 -alt
yarilatisi oldugu ve V' (Q,,a) = Q,s =V (D, ) oldugu da agiktir. O halde Sonug 1.1.71
den « ikili bagintisinin B, (Qlé) yarigrubunun sag birim elemani olmasi igin gerek ve
yeterkosul Y o T, Y, oT', Y/ Y Y WY, oZ, YUY Y, uY*2Z,
Y NZ,#D ve Y,* NZ #O kosullarim saglamasidir. Ustelik « ikili bagmtis1 B, (Q,;)
yarigrubunun sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den «, hem B, (Q1 6) nin hem de
B, (D) nin idempotent eleman olur.

aeB, (D) ikili  bagintisinin  quasinormal  gosterimi  (f) deki gibi ve

0, ={24.2,,2,,2,,2,,Z,,D} olsun. aeB,(D) oldugundan f:X — D bir doniisim

olmak lizere o = U({x}x f (x)) bicimindedir. @ nin quasinormal gosteriminden her
xeX

xeX i¢in f(x)eQ, ve aeB,(Q,) olur. Lemma 3.4.1 den O, D nin XI -alt yarilatisi
ve V(Q,;,a)=0,, =V (D,a) oldugu agiktir. O halde Sonug 1.1.65 den « ikili bagintisinin
B, (0,;) yarigrubunun sag birim eleman: olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¥ > Z,
Vi DZ,, YUY OXUY DZ,, KUY UX OY UYY D7, KUY Y UK LY 27,
, YNZ, 2D, Y NZ, 2D ve Y NZ #J kosullarim saglamasidir. Ustelik o ikili
bagintis1 B, (Q,,) yarigrubunun sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den a , hem B, (Q;,)
nin hem de B, (D) nin idempotent elemant olur.

aeB, (D) ikili bagintisinin  quasinormal gosterimi  (g) deki gibi ve

0s={2,2',Z0Z"T,Z,} olsun. a € B, (D) oldugundan f:X — D bir doniisiim olmak
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uzere o = U ({x} x f (x)) bicimindedir. @ nin quasinormal gdsteriminden her x € X i¢in
xeX

f(x)teg ve aeB, (ng) olur. Lemma 3.4.1 den Q4, D nin X[ -alt yarilatisi ve
V(Qy.a) =0 =V (D,a) oldugu da agiktir. Sonug 1.1.65 den & nin B, (O, ) in sag birim
elemani olmasi igin gerek ve yeter kosul Y, o Z, Y, 2 Z', YUY 2T ve Y NT #J
kosullarini saglamasidir. Ustelik &, B, (Q;) in sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den
a,hem B, (Q) nin hem de B, (D) nin idempotent elemani olur.

aeB, (D) ikili  bagintisinin  quasinormal gosterimi  (h) deki gibi ve
Oy :{Z,Z',ZUZ',T,Z3,Z”} olsun. « eBX(D) oldugundan f:X — D bir doniisiim

olmak {lizere « = U({x}x f (x)) bicimindedir. & nin quasinormal gdsteriminden her
xeX

xeX i¢in f(x)eQ, ve @ €B,(0,) olur. Lemma 3.4.1 den dolay1 O,,, D nin X7 -alt
yarlatisi ve V(Q,,a)=0,, =V (D,a) oldugu agiktir. Sonug 1.1.65 den & nmn B, (Q,,)
nin sag birim elemani olmasi igin gerek ve yeter kosul Y/ o Z, Y, oZ', YUY 2T,
Y NT#D ve Y.NZ"#D kosullarini saglamasidir. Ustelik &, B, (Q,,) nin sag birim

elemani ise Teorem 1.1.13 den «, hem B, (Q,) nin hem de B, (D) nin idempotent

elemanidir.

aeB, (D) ikili bagintistnin  quasinormal gosterimi (i) deki gibi ve
QZO:{Z,Z’,ZUZ’,T,Z3,Z”,15} olsun. Lemma 3.4.1 den dolay1 Q,,, D nin XI -alt
yarilatisi olarak bulunur. o € B, (D) oldugundan f: X — D bir donilisim olmak {izere

a= U({x}x f (x)) bi¢imindedir. & nin quasinormal gdsteriminden her xe€ X igin
xeX

f(x)€Q,, olarak bulunur. Buradan « € B, (Q,)) ve V(Qy,a)=0, =V (D,) oldugu
aciktir. Sonug 1.1.65 den o ikili bagmtisinin B, (on) yarigrubunun sag birim elemant
olmast i¢in gerek ve yeter kosul Y 2Z Y, 27, Y, Y oT,

o o o
v OYs UYL,

VYUY UYEDZ", Y T#D, YinZ'#D ve Y nD#Q kosullarim
saglamasidir. Ustelik o, B, (Q,,) nin sag birim eleman: ise Teorem 1.1.13 den o, hem

B, (0,,) nin hem de B, (D) nin idempotent elemant olur.
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aeB, (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi (j) deki gibi ve
0, = {Z,Z’,ZUZ',T,Z3,ZZ,ZI,D} olsun. ¢ € B, (D) oldugundan f: X — D bir

déniisiim olmak iizere o = | J ({x} x f (x)) bi¢imindedir. & nin quasinormal
xeX

gosteriminden her x e X i¢in f(x)e 0, ve a € B, (0, ) olur. Lemma 3.4.1 den dolay1
0,,, D nin XI -alt yanlatisi olur. Ayrica V (Q,,,a)=0,, =V (D,a) oldugu da agiktir.
Dolayistyla o € B, (Q,,) olur. Sonug 3.3.3 den @ nin B, (Q,,) in sag birim eleman
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Y o Z, Y, o Z', Y, uY' T,

YUY, UY,

a a a a a a
Ly VYUY VY o7, Y, uY, UY,

a a a
Lo VY VYUY D7,

YYNT#D, Y, NZ,#D ve Y* NZ, # D kosullarii saglamasidir. Ustelik o, B, (0,,)

in sag birim eleman ise Teorem 1.1.13 den &, hem B, (Q,,) nin hem de B, (D) nin

idempotent elemani olur.m

Simdi X sonlu bir kiime iken B, (D) yarigrubunun
N2, =38, Z,NZ, =D ve Z,NZ, =

kosullar1 altinda idempotent elemanlarinin sayisini bulalim.

Lemma 3.4.3 X sonlu ise

I (Q12 )‘ _ 3\X\Z3\ n 3\)(\25\

olur.

Ispat: Sonug 1.1.59 dan dolay1 7, T'eD, T\T'#@ ve T'\T #J olmak iizere
Q, ={T.T',TUT'} XI-alt yarlatisi ile tammlanan B, ((Q,,) yarigrubunun sag birim
elemanlarinin sayisi
0 (0,)
olarak bulunur. Ayrica

0,9 = {{27’26’23} ’{ZS’Z7’Z5}}

_ 3\X\(TuT')\

\~

o)=Y |E(D)

D'eQ,8y
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oldugundan

I (le )‘ _ 3\)(\23\ n 3\)(\25\

olarak elde edilir.m

Lemma 3.4.4 X sonlu olsun. O zaman
I (Q13 )‘ _ (4\21\23\ _3\21\23\ ) ] 4\)(\21\ " (4\22\23\ _3\22\23\ ).4\)(\22\ +(4\zl\25\ _3\21\25\ ) ) 4\)(\21\ "
(4\22\25\ _3\22\25\ ) _4\)(\22\ n (4\23\25\ _3\23\25\ )_4\)(\23\ " (415\23 _3‘5\23‘ ).4)(\15 +

(4[)\25 _3\D\zj\ ) ‘ 4\)(\[)\

olur.

Ispat: Sonu¢ 1.1.59dan 7, T, ZeD, T\T'#D, T'\T #& ve TUT' < Z olmak
iizere Q, ={T,T",TUT',Z} XI-alt yarlatisi ile tanimlanan B, (Q,;) yarigrubunun sag

birim elemanlarinin sayisi

£ (0)

_ (4\2\(Tur')\ _3\2\(Tur')\ ) .4\)(\2\

olarak bulunur. Ustelik
0,9y = {{Zsz:ZSoZl}’{27926923722}9{28327925921}:{Zsozwzsazz}’{Zsoszs:Za}’
(2,,2,,2,,D},{2,,2,,2,,D}}

\(

ros)= X [ (o)

D'eQ;39y

oldugundan
I (Q]3 )‘ _ (4\21 \Zy| 3\21\23\ ) 4%l (4\22\23\ _ 3\22\23\ ) 457l (4\21 \Zs| 3\21 \Zy] ) 4l
(4\22\25\ _3\22\25\ ).4\)(\22\ + (4\23\25\ _3\23\25\ )_4\)(\23\ N (413\23 _3\D\z3\ )_4)(\13 N

(4[)\25 _3D\z5)‘4)(\[)

olarak elde edilir.m

Lemma 3.4.5 X sonlu olsun. O zaman

I (Q14 )‘ _ (4\21 28| _ 4J2\7| ) ) (SD\ZI _ 4\13\21\ ) ) S\X\D\ N (4\2,\23\ _ 3| )

(7o al). 5 (a5t
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(4\22\25\ _3‘22\25 ) ( ‘D\ZZ‘ D\ZZ),SX\D _}_(4‘23\25‘ _3‘23\25‘).
(5[)\23 _4\13\23\ ) _ S\X\D\ + (4\23\25\ _ 3%\ )_(5\21\23\ _ 472 ) 5zl
(4‘23\25‘ _ 3‘23\25‘ ) . (S‘Zz\zs‘ _ 4‘22\23‘ ) . S‘X\Zz‘

olur.

Ispat: Sonu¢ 1.1.59 dan dolay1 T, 7' Z,Z'eD, T\T'#Q, T'\T#J ve
TUT' <ZcZ' olmak iizere Q, ={T.T,TUT',Z,Z'} XI-alt yarilatisi ile tammlanan

B, (Q1 4) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi

‘Eg) (Q14) _ (4\2\(Tur')\ _3\2\(TuT’)\ ) ) (S\Z'\z\ _ 47 ) .57

olarak bulunur. Burada
0.% ={{28,27,25,21,[)},{27,26,23,21,[)},{27,26,23,22,[)},{28,27,25,22,[)},
(24.2,,24,2,,D} {2, 2,, 25,2, 2,} ( 24,2, 24,2, 2, })

I*(QM)‘: > ‘EE(")(D’)‘ oldugundan

D'eQ, 9y

I (Q14 )‘ _ (4\21\25\ _3\21\25\ ).(5[)\2l _4\1:”)\21\ ).SX\D (4\2,\23\ 3\21\23 )
S‘D\Zl‘ 4D\Zl) S‘X\D‘ (4\22\23 3\22\23 (SD\ZZ _4D\ZZ).5X\D n
4‘22\2‘ 3‘22\25 ) (SD\ZZ 4D\22) S‘X\D‘ + 4‘23\25 3‘23\25 )

( (
(SD\Z3 D\Zg) \X\D\ +(4\z3\25 _3%\%| ) (5\21\23 _ 452 ) gz
(

4\23\2\ \23\25 ) ( \22\23\ _4\22\23\)_5\)(\22\

olarak bulunur.m

Lemma 3.4.6 X sonlu ise

I (le )‘ _ (4\23\25\ _ 3%\ ) ) (S\ZI \Z| _ yl70\ 2| ) _ (6D\Z‘ B S\E\zl\ ) _ 6\){\13\ N

( PEACAREATY ) , ( 524 _ 41212 ) _ ( 6\l _ 49z ) g

olur.

Ispat: Sonug 1.1.59 dan dolayr Q, = {Z Z,,2,,2,,T D} XI -alt yarilatisi ile

tanimlanan B, (le) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi
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_ <4\23\25\ _3\23\25\ )_(S\T\Z3\ _4\T\z3\ )_(6D\T _S\D’\T\ ) ' 6‘X\D‘

E0(05)

olarak bulunur. Ayrica

058y :{{28,27,25,23,21,15},{28,27,25,23,22,15}}

]*(le)‘: Z

D'eQ59y

ve

EY(D')

oldugundan

I (Q15 )‘ _ (4\23\25\ _3\23\25\ )_(S\ZI YA 4\21\23\ )-(6[)\21 B S\D“\zl\ ) . 6\){\13\ N
(4\23\25\ _ 3\23\25\ ).(5\22\23\ _ 4\22\23\ )-(6[)\22 B S\D\zz\ ) - 6\){\13\

olarak elde edilir.m

Lemma 3.4.7 X sonlu ise
I (Q16 )‘ — 3‘(22021)\23‘ . (4‘21\22‘ _ 3‘21 \Z,| ) . (4‘22\21‘ _ 3‘22\21‘ ) . 6‘X\D‘ +

3Bz z| ( 47zl _ 4202 ) _ ( VAP AR ) 652

olur.

Ispat: Sonug 1.1.71 den dolayr T, I"e{Z,Z,,Z.,Z,}, T\T'#Q, T'\T#J ve
TUT' cZ, olmak tizere Q, :{T,T’,TUT',Zz,Zl,D} XI -alt yarilatisi ile tanimlanan
B, (Q16) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayist

£ (0,)

olarak bulunur. Burada

— 3‘(22 NZNTVT)| . (4‘21\22‘ _ 3‘21\22‘ ) . (4‘22\21‘ _ 3‘22\21‘ ) X 6‘X\D‘

Oy :{{Zsz:ZaaZzaZpD}’{ZgaZszaZzaZl:D}}

I*(QIG)‘Z Z

D'eQis%y

ve

EY (D’)‘ oldugundan

I (Qm )‘ _ 3\(ZmzI NZ| ,(4\21\22\ _ 3\21\22\ ) . (4\22\21\ . 3\22\21\ ) ) 6\){\[)\ N
3\(zzmzl)\25\ . (4\2l \Z| _ 5202 ) . (4\22\21\ _3%\l ) . 6\){\5\

olarak bulunur.m

Lemma 3.4.8 X sonlu olsun. O zaman

I (Q17 )‘ _ 4\(zzmzl)\23\ _(4\23\25\ _3\23\25\ )_(5\22\21\ _4\22\21\ ) . (5\21\22\ _4\21\22\ ) ) 7\X\D\

olur.
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Ispat: Sonug 3.2.8 den dolay1 Q,, :{ZS,Z7,ZS,Z3,ZZ,ZI,E} XTI -alt yarlatisi ile
tanimlanan B, (Qn) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayis1

_ 4\(zzmzl)\z3\ .(4\23\25\ _3\23\25\ ).(5\22\21\ _4\22\21\ )_(S\Zl\zz\ _4\21\22\ ) ) 7\){\13\

£ (0,)
olarak bulunur. Bu durumda

Q17‘9X1 = {{Zg,Zsz’ZvaZl’D}}

Ve

I*(Q”)‘: > ‘E(r) (D’)‘ olmast kullanilarak

X
D'e0,9y

I (Q17 )‘ _ 4\(zzmz,)\z3\ _(4\23\25\ _3\23\25\ )‘(5\22\21\ _4\22\21\ ) ) (5\21\22\ _4\2,\22\ ) ) 7\X\D\

olarak elde edilir.m

Lemma 3.4.9 X sonlu olsun. O zaman

I (ng )‘ _ (2\26\25\ _1) ) S\X\Z3\

olur.
Ispat: Sonug 1.1.67 den dolayr Z, Z', TeD, Z'cT, ZOZ' VT =Z,, Z\Z'# D,
Z\Z#D ve ZNT = olmak iizere Q={Z,2',Z0Z',T,Z,} XI-alt yarilatisi ile

tanimlanan B, (ng) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayis1

_ (2\T\(2u2')\ _ 1) ) 5\){\23\

E0(0.)
olarak bulunur.
Q18‘9X1 :{{28527’26525523}}

Ve

rol= 3 [E(D)

D'eQi39y

oldugundan
I (ng )‘ _ (2\26\25\ _1) . S\X\Zs\

olarak bulunur.m
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Lemma 3.4.10 X sonlu olsun. O zaman

I (ng )‘ _ (2\26\25\ —1)-(6‘21\23‘ —S‘Z‘\Z3‘)'6‘X\Z" +(2\26\25\ —1)-(6‘22\23‘ —5‘22\23‘)'6‘)(\22‘ +

(2\26\25\ _1) . (6[)\23 B S\D\zs\ ) . 6\)(\[)\

olur.

Ispat: Sonug¢ 1.1.67 den dolayi Z, Z',T,Z"eD, Z'cT, ZUZ'UT=Z,,
ZI\Z'#D, Z'\Z+D, Z,cZ" ve ZNT =& olmak tizere Q,,={2,2",207Z'T,Z,, 2"}

XI -alt yarilatisi ile tanimlanan B, (ng) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi

‘ EY) (0,)|= ( Hlrizozy _ 1) _ ( §74l _ g2z ) g7

olarak bulunur. Bu durumda
Q19‘9X7 ={{28’27’26’25523’21}’{28’27526’25323’22}’{28’27’26325’23’5}}

ve

re,)= Y [V ()

D'eQy48y;

olmas1 kullanilarak

I (ng )‘ _ (2\26\25\ _1)_(6\21\23\ —5‘21\23‘)~6‘X\Z“ _l_(z\zﬁ\zs\ —1)-(6‘22\23‘ —5‘22\23‘)~6‘X\ZZ‘ +

(2\26\25\ _1) ' (613\23 B 5\13\23\ ) ) 6\)(\[)\

olarak bulunur.m

Lemma 3.4.11 X sonlu olsun. O zaman

I (on )‘ _ (2\26\25\ —1)-(6‘2'\23‘ _ 52zl ).(7\5\21\ _ 6\15\2[\ ) . 7‘X\D‘ N

(2\26\25\ _ 1)-(6‘22\23‘ _ 5%z ).(7[)\22 B 6\[)\22\ ) ‘ 7\){\5\

olur.

Ispat: Sonug 1.1.67 den dolay: 0, = {Z,Z’,Z uZ’,T,Z3,Z",D} XI -alt yarilatisi ile
tanimlanan B, (on) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayis1

_ (Z\T\(2uz')\ . 1) ) (6\2”\23\ _ 57"z ) ) (7\D\Z"\ _ 6‘D\Z”‘ ) ) 7\)(\0“\

E0(0.)

olarak bulunur. Bu durumda
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Oy ={{28,27,26,25,23,21,13},{ZS,Z7,ZG,ZS,Z3,22,D}}

velr'(0u)= X |5 (D)

D'e0y 8y

olmasi kullanilarak

‘I* (Q20 )‘ _ (2\26\25\ _1).(6\21\23\ _521\23)‘(7[)\21 —6D\Zl)-7X\D N

(2\26\25\ _1)_(6\22\23\ _ 5%z ).(7[)\22 B 6\[)\22\ ) . 7\)(\5\
olarak bulunur.m

Lemma 3.4.12 X sonlu olsun. O zaman
‘[* (QZI )‘ _ (2\26\25\ _1)'5\(zzmzl)\z3\ _(6\21\22\ _ 5\21\22\ )_(6\22\21\ _ S\ZZ\ZI\ )_S\X\D\

olur.

Ispat: Sonug 3.3.8 den dolay1 Z, Z'e{Z,,Z,}, Z#Z', Tel{Z,Z,}, Z'cT ve
ZNT = olmak iizere Q,, :{Z,Z’,ZUZ',T,Z3,ZZ,ZI,D}, XI -alt yarilatisi ile
tanimlanan B, (Q2 l) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi

‘ EY (0, )‘ _ ( ozl _ 1) 5lznz)\2)| ,(6\21 2| _ g4z ) , (6\22\21\ _ gl ) g2l
olarak bulunur. Ustelik

08y ={{2,.2,,2,.2..2,,2,.2,, D}

ve ‘1*(Q21)‘: > ‘Eﬁ;)(D')‘ olmast kullanilarak

D'e0,, 9y

I& (Q21 )‘ _ (2\2(,\25\ _ 1) . 5\(szz1 VA _(6\21\22\ _ 522 ) ) (6\22\21\ _ 5%\l ) ) 8\X\[>\

olarak bulunur.m

Teorem 3.4.13 X sonluve Z,NZ, =0, Z,NZ, #0 ve Z,NZ, = olsun. Bu

durumda B, (D) nin idempotent elemanlarinin sayisi

|1D|:;‘[*(Qi)‘

olur.

Ispat: Teorem 1.1.34-(c) den dolay: |/,|= i‘[ (0 )‘ olur.m
i-1

139



BOLUM 3 - iKiLi BAGINTILARIN TAM YARIGRUPLARININ iDEMPOTENT
ELEMANLARI Didem YESIL SUNGUR

352,n2,=3,2,nZ,=D ve Z,nZ, =D Kosullar1 Altinda idempotent

Elemanlar

Bu boliimde birlesimlerin tam X -yarilatisi D ile belirlenen ikili bagmtilarin tam
yarigrubu B, (D) nin,
ZNZ, =3, Z;NZ, =D ve Z,N\Z,=D
kosullart altinda idempotent elemanlarinin 6zellikleri ve X kiimesinin sonlu olmast
durumunda idempotent elemanlarinin sayis1 belirlenecektir.

Lemma 3.1.1. de verilen D nin tam X -alt yarilatislerinin hepsi biitiin kosullar altinda

XI -alt yarilatisler oldugundan bunlar disinda kalan
ZNZ, =D, Z,NZ, =D ve Z,NZ;, =D

kosullar1 altinda D nin tam X -alt yarilatislerini bulalim.

Lemma3.5.1 Z,NZ, =0, Z,NZ, = ve Z, N"Z, =D olsun. Bu durumda asagida
verilen D nin tam X -alt yarilatisleri X7 -alt yarilatislerdir.

Y {Z,,Z,Z}, {Z.2,,Z,}, {Z,Z,,Z;} (Diyagram 12, Sekil 7);

2) {Z,,2,2,,2,}, {Z,,Z,2,,2,}, {Z.Z,,Z,,2,}, {Z4,2,,2,,2,}, {Z,2,, 2, Z,},
(22,,2,,2,}, {2,,2,.2,,2,}, {Z,,2,2,,D|, {2,,2,,2,,D}, {2,.2,,Z,,D}
(Diyagram 13, Sekil 7);

3) {2.2,.2,,2,,D}, {2,.2,,2,,2,,D}, {Z,.2,.2,,2,.D}, {Z.2,.2,,Z,,D},
{22,,2,,2,,D}, {2,,2,,2,,2,,D}, {2,,2,,2,,2,,D}, {Z,,Z,, 2,2, 2,},
{Z4,2,,2,,2,,Z,} (Diyagram 14, Sekil 7);

4 {2,.2,.2.,2,,2,,D}, {£,.Z,.Z,.7,.Z,,D} (Diyagram 15, Sekil 7);

5) {27,26,23,22,21,15}, {28,24,23,22,21,15}, {28,27,25,22,21,15}

(Diyagram 16, Sekil 7);
6) {Z.2,.2,,2,,7,,Z,,D} (Diyagram 17, Sekil 7);
N {Z.2,.25,2,,Z,}, {Z,,Z,,Zs,Z;, Z,} (Diyagram 18, Sekil 7);
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8) {Z,.2,,2,,2,,2,,2,} {Z,Z,,Z:,2,,2,,Z,} {24, Z,, 25, Z5, 2y, 2.},

{
(20,2,,2,.2,.2,,2,}, 2,.2,.2.,2,.2,,D}, {Z.2,.2,.Z,.Z,,D}
(Diyagram 19, Sekil 7);
9 {Z.2,.25.2,,2,,2,,D}, {Z2,,2,,2.2,,2,,2,,D}, |2, Z,.2,,2,,7,,2,, D},
{28,27,26,25,23,22,13} (Diyagram 20, Sekil 7);
10) {28,27,25,24,23,22,21,15}, {28,27,26,25,23,22,21,5} (Diyagram 21, Sekil 7)
Ispat: Lemma 2.8 den D nin tam X -alt yarilatislerinden 1 den 5 e kadar verilenler
XI -alt yarilatislerdir. Sonu¢ 2.10 dan dolay1 {28,27,25,23,22,21,13}, D nin X7 -alt

yarilatisidir. Lemma 2.11 den dolayr D nin tam X -alt yarilatislerinden 7 den 9 a kadar
verilenler X7 -alt yarilatis olurlar. Teorem 2.12 den dolay1 12 de verilen D nin tam X -alt

yarilatisi X7 -alt yarilatis olur.m

Teorem 3.1.4 verilen sekilde quasinormal gosterimi olan ikili bagintilar
N2, =D, Z,NZ, =D ve Z,NZ;, =D
kosullari altinda da B, (D) yarigrubunun idempotent elemanlaridir. O halde B, (D) nin bu

bicimde gdsterimi olmayan idempotent elemanlarini belirleyelim.

Teorem 3.52 Z,NZ, =0, Z,NZ, =D ve Z,NZ = olsun. a € B, (D) ikili

bagintisinin idempotent olmasi icin gerek ve yeter kosul asagida belirtilen quasinormal
gosterimlerden birine sahip olmas1 ve yanlarinda verilen kosullar1 saglamasidir.

a) T, 7'eD, TNT'=0,T\T'# ve T'\T # D olmak lizere « ikili bagintisinin
quasinormal gosterimi o = (YT"’ xT)u(Yﬁ xT')u (YT”’UT, x(TuT')) bigiminde ve
o ikili bagintis1 ¥," T ve Y;' ©T' kosullarini saglar.

b) 7.7, ZeD, TNnT'=0, T\T'=J, T'\T # ve TUT' = Z olmak lizere
o= (Y xT) (% xT) (¥ x(TUT))u(Yf xZ) bigiminde ve o ikili
bagmtist ¥' T, Y' oT" ve Y NZ # < kosullarini saglar.

¢) I,T'.2,2eD, TNT'=3, T\T'#3, T'\T=B ve TuUT' cZcZ

olmak iizere & = (¥ xT) (¥ xT") U (¥ x(TOT"))U(Yy xZ) (Y5 x Z')
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bi¢iminde ve « ikili bagmtis1 ¥ o T, ¥ 2T, Y7 Y, VY WY DZ,
Y)NZ#D ve Y, NZ'# D kosullarini saglar.

d) Te{Z,Z} olmak iizere a = (Y;Z xZg)u(YZ”f ><Z7)U(YS"’ xZS)u(YS‘” ><Z3)u
(% xT)u (% x D) bigiminde ve « ikili bagmust ¥ 27, ¥ 2 Z,,
WOy oY vy oZ, Loy oYy vy oYy o, Y nZ,#0,
Y*NT #@ ve Y* "D #Q kosullarini saglar.

e) T,T'e{Z,2,,24,2,}, TNT'=B, T\T'#B, T'\T#B ve TUT'  Z,

T, T'e{Z,Z,,ZZ,} olmak iizere « ikili bagintisinin quasinormal gdsterimi
a = (Y xT)O (Y xT YO (Y . x(TUT"))u (% x 2, )u(¥ x Z,)u( Yy x D)

bigiminde ve « ikili bagintis1 ¥;" o T, Y oT', Y/ Y, UY

a
TuT’UYZ 2ZZ’

YUY uYy

VYD Z, Y NZ, 2D ve Y NZ, # D kosullarini saglar.

f) o nin quasinormal gosterimi o = (Yga xZg)u(Y;’ ><Z7)U(YS" xZS)u (Yf‘ ><Z3)
U % xZ,) (% xZ,)u( ¥y xD) bigiminde ve a ikili bagmtist ¥ 2 Z;,
Y oZ, JuYyuyyuYy oz, Yoy oy vy vy o7z,
) ALC) S1U) 4 U) ALU) Al VARD Al VAR JGID ANQVAE OIS AN VAL 30
kosullarini saglar.

g Z2,72,TeD, ZnNnT=3, Z'cT, ZuZ'VT=2,, Z\Z'#J ve Z'\Z#D

olmak lizere o = (YZ"’ xZ)u(YZ",’ xZ')u(Y”

yASVA

x(20Z"))u(¥F xT) (¥ x Z,)
bigiminde ve « ikili bagmntis1t Y oZ, Y, oZ', YUY 2T ve Y/ NT#J

kosullarin1 saglar.

hy Z,7'e{Z.Z,}, Z#Z ., Te{Z,Z,}, 2’ cT,ZnT =0, 2"€{Z,.2,,D} ve
ZUZ'UT =Z, olmak iizere o = (Y xZ)u(Y5 xZ') (¥, x(Z2UZ'))
V(X xT)u (% xZ, ) (¥ x Z") bigiminde ve « ikili bagmtis Y5 2 Z,
YEDZ, YEOYS ST, Y NT 2D ve YiNZ"#Q kosullarini saglar.

) Z,72e€{Z,2,},2+7 ,Te{Z,Z,},2'cT, ZNT=0, Z"e{Z,,Z,} ve

ZUZ'UT =Z, olmak iizere o = (Y} x Z) U (Y} x Z') U (¥}

ASyA

x(ZuZ’))u
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(YT“ xT)u (Yf ><Z3)U(Yz”i xZ") U(YO"‘ XD) bi¢iminde ve « ikili bagintisi

Y oZ YioZ, YEUYi ST, YA uYs uYy

7oy VY VY VYL 22",
YNT %D, YENZ"#D ve Y* N D # @ kosullarmi saglar.

D Z,7e{Z.Z,},Z+72 ,Te{Z,Z,},Z T ve TNZ = olmak iizere
a=(YxZ)o(YixZ' ) (Y, x(Z20Z")) (Y7 xT) (¥ x Z,)u(Yy x Z,)
U(¥%“xZ,)u(Yy x D) bigiminde ve ¢ ikili bagmntist Yy 22, Y5 7',

Y, oY oT, Y YUY,

a a a
o UYE U UYS 27,

a a a
YUY, Y, ,

VYUY U o Z, Y nNT#0,Y,NZ,#0 ve

Y nZ, # < kosullarin saglasin.

Ispat: aeB, (D) ikili bagintis1 idempotent olsun. Bu durumda B, (D) kiimesinin

tanimindan o = U ({x} x f (x)) olacak sekilde f:X — D doniislimii vardir. Dolayisiyla

xeX
her xe X i¢in f(x)e{ Zey Z1y Zgy Zgy Zyy Zy, Z,, Z,, D } olur. O halde D nin bir D'

alt yarilatisi i¢in

a= U(YT"’XT)

TeD'

bigiminde yazilabilir. Buradan V(D,a) =D'= V(D',a) olur. Teorem 1.1.14 den V(D,a)

nin D nin X7 -alt yarilatisi oldugundan D', D nin X7 -alt yarilatisi olur. Yani D',
ZNZ, =D, Z,NZ, #D ve Z,NZ, # kosullari altinda D nin Lemma 3.5.1 de verilen

XI -alt yarilatislerini tarar. O halde « idempotent elemanini (a)-(j) de verilen quasinormal
gosterimlerden birine sahiptir. Simdi de @ nin yanlarinda verilen kosullar1 sagladigini

gosterelim.

a € B, (D) ikili bagintisinin quasinormal gdsterimi (a) daki gibi olsun ve T, T"e D,
T\T'#&, T'\T #& ve TNT' = olmak iizere Q,, ={T,T",TUT'} olsun. a € B, (D)

oldugundan f: X — D bir déniisiim olmak iizere o = | J ({x} x f (x)) bi¢imindedir. & nin

xeX

quasinormal gdsteriminden her x € X i¢in f (x) €(Q,, ve Lemma 3.5.1 den dolay1 Q,, D

nin X7 -alt yarilatisi olur. Ayrica V(le,a) =0, = V(D,a) oldugu da agiktir. Dolayisiyla
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a € B, (0,) olur. O halde Sonug 1.1.57 den & nmn B, (Q,,) nin sag birim elemani olmast
igin gerek ve yeter kosul @ nmn Y* T ve Y7 T’ kosullarim saglamasidir. Ustelik «,

B, (0,,) nin sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den & hem B, (Q,,) nin hem de B, (D)

nin idempotent elemant olur.

a € B, (D) ikili bagintisinin quasinormal gésterimi (b) de ki gibi ve T, T', Ze D,
T\T'+J, T'"\T#Q, TuT'cZ ve TNT'= olmak lizere Q13={T,T',TUT',Z}

olsun. ¢ € B, (D) oldugundan «a = U ({x} xf(x)) olacak sekilde f:X — D doniislimii

xeX

vardir. @ nin quasinormal gosteriminden her xe X i¢in f(x)eQ,; olarak bulunur.
Dolayisiyla € B, (Q13) olur. Lemma 3.5.1 den Q,, kiimesinin D nin X7 -alt yarilatisi ve
V(Qs5.a)=0,=V(D,a) oldugu agiktir. O halde Sonu¢ 1.57 den « ikili bagmtisinmn
B, (Q13) yarigrubunun sag birim elemant olmasi igin gerek ve yeter kosul ¥’ 7, ¥" o T"
ve Y/ NZ# @ kosullarim saglamasidir. Ustelik a, B, (Q13) yarigrubunun sag birim

clemani ise Teorem 1.1.13 den «, hem B, (Q,;) nin hem de B, (D) nin idempotent

elemant olur.

aeB, (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi (c) deki gibive 7, T', Z, Z' e D,
T\T'#J, T'"\T#J, Tul'czZcZ' ve INnT'= olmak  tlizere
0, ={T.T"'\TUT'",Z,Z'} olsun. a € B, (D) oldugundan f:X — D bir doniisiim olmak

lizere a = U ({x} x f (x)) bi¢imindedir. @ nin quasinormal gosteriminden her x € X igin
xeX

f(x)eQ, ve a€B,(Q,) olur. Lemma 3.5.1 den dolay1 Q,, D nin X7 -alt yarilatisi olur.
Ayrica V(Q,.a) =0, =V (D,a) oldugu da agiktir. O halde Sonug 1.1.57 den dolay1 «
nn B, (Q,) in sag birim eleman olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Y7 oT,
Y, oT', YV OY Y WY DZ, Y NZ+D ve Y, NZ'# D kosullarini saglamasidir.
Ustelik a, B, (Q,,) iin sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den &, hem B, (Q,,) iin hem
de B, (D) nin idempotent elemani olur.

a e B, (D) ikili bagintisinin quasinormal gdsterimi (d) deki gibi ve Te€{Z,,Z}

olmak tizere lez{Zg,Z7,ZS,Z3,T,D} olsun. a €B,(D) oldugundan f:X — D bir
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doniisiim olmak lizere o = U ({x} x f (x)) bicimindedir. & nin quasinormal gosteriminden
xeX

her xe X i¢in f (x) € Q5 olarak bulunur. Dolayisiyla « € B, (le) olur. Lemma 3.5.1 den
dolay1 Q5 kiimesinin D nin X7 -alt yarilatisi ve V (Q,5,a) = 0,; =V (D, ) oldugu agiktir.
Sonug 1.1.57 den & nin B, (Q,5) iin sag birim elemani olmasi igin gerek ve yeter kosul
YWoZ Y'oZ, Y¥JWuYyuYy vy oZ, Y uYy vy vy vy o, Y nZ,#0,
Y'NT#D ve ¥ D =@ kosullarmi saglamasidir. Ustelik &, B, (Q;) iin sag birim

eleman ise Teorem 1.1.13 den «, hem B, (Q;5) inhem de B, (D) nin idempotent elemani

olur.

aeB, (D) ikili bagmtisinin quasinormal gosterimi (e) deki gibi ve TNT'=J,
T, T'e{Z.Z,,Z,2,}, T\T'#&, T\T#Q& ve TUIT'cZ; olmak iizere
O ={T,T’,TUT’,ZZ,ZI,Z§} olsun. @€ B, (D) oldugundan f:X — D bir doniisiim

olmak {lizere « = U({x}x f (x)) bicimindedir. & nin quasinormal gdsteriminden her
xeX

xeX igin f(x)eQ4 ve a€B,(Q,) olur. Lemma 3.5.1 den Q,; nin D nin X7 -alt
yarilatisi oldugu elde edilir. Ayrica V(Qm,a) =0 = V(D,a) oldugu da acgiktir. O halde
Sonug 1.1.71 den « ikili bagmtisinin B, (Qlé) yarigrubunun sag birim eleman1 olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul Y or, Y, oT', YYuYiuYyr L uY oZ,,

Y OY vy

e OY D Z, Y NZ, 2D ve Y NZ, # D kosullarini saglamasidir. Ustelik

a ikili bagmtis1 B, (Q,¢) yarigrubunun sag birim eleman ise Teorem 1.1.13 den &, hem
B, (Q,s) nin hem de B, (D) nin idempotent elemani olur.

aeB, (D) ikili  bagintisinin  quasinormal gdsterimi  (f) deki gibi  ve
0, :{ZS,Z7,ZS,Z3,ZZ,ZI,5} olsun. @ €B, (D) oldugundan f:X — D bir ddniisiim

olmak {lizere « = U({x}x f (x)) bicimindedir. @ nin quasinormal gdsteriminden her
xeX

xeX i¢in f(x)eQ, ve a€B,(0,;) olur. Lemma 3.5.1 den O, D nin XI -alt yarilatisi
olarak bulunur. Ayrica V (Q,,,a)=0,, =V (D, ) oldugu agiktir. O halde Sonug 3.2.3 den

o ikili bagintisinin B, (Qn) yarigrubunun sag birim elemani olmasi i¢in gerek ve yeter
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kosul Y*>oZ, Y'oZ, Yuoruryuy'oZz, XY ouruYyuryuYoZz,
oy uryuy vy oz, YYnZ, 0, YYnZ,#D ve Y 'NZ #< kosullarim
saglamasidir. Ustelik ¢ ikili bagintis1 B, (QW) yarigrubunun sag birim elemani ise Teorem
1.1.13 den a, hem B, (Q,,) nin hem de B, (D) nin idempotent elemani olur.

aeB, (D) ikili  bagintisinin  quasinormal gosterimi  (g) deki gibi ve
0s={2,2',Z0Z"T,Z,} olsun. a € B, (D) oldugundan f:X — D bir doniisiim olmak

lizere o = U ({x} x f (x)) bi¢gimindedir. @ nin quasinormal gosteriminden her x € X igin
xeX

f(x) € Qy olarak bulunur. Dolayisiyla € B, (Q4) olur. Lemma 3.5.1 den O kiimesinin
D nin XI -alt yarilatisi ve V (Qy,@) = Qs =V (D, ) oldugu agiktir. Sonug 1.1.65 den «
nn  B,(Qg) in sag birim elemam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Yy 2Z, Y. 27, YiuYS 2T ve Y NT#QD kosullaim saglamasidir. Ustelik «,

B, (Qy) in sag birim eleman ise Teorem 1.1.13 den « , hem B, (Q;) nin hem de B, (D)

nin idempotent elemant olur.

aeB, (D) ikili bagintisinin  quasinormal gosterimi (h) deki gibi ve
0,={2,2',Z0Z7"T,Z,,Z"} olsun. a€B,(D) oldugundan f:X — D bir doniisiim

olmak lizere o = U({x}x f (x)) bicimindedir. @ nin quasinormal gosteriminden her
xeX

xeX i¢in f(x)eQ, ve @ €B,(0,) olur. Lemma 3.5.1 den dolay1 Q,,, D nin X7 -alt
yarilatisi olur. Ayrica ¥ (Q,,) = 0,y =V (D, ) oldugu da agiktir. Sonug 1.1.65 den & nin
B, (0,) nin sag birim elemam olmasi igin gerek ve yeter kosul Y oZ, Y, o7
YUY oT, Y NT#@D ve Y. NZ"#D kosullarini saglamasidir. Ustelik «, B, (Q,,)

nin sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den &, hem B, (Q,) nin hem de B, (D) nin

idempotent elemanidir.

aeB, (D) ikili bagintistnin  quasinormal gosterimi (i) deki gibi ve
QZO:{Z,Z’,ZuZ’,T,Z3,Z”,5} olsun. Lemma 3.5.1 den dolayr Q,,, D nin XI-alt

yarilatisi olarak bulunur. o € B, (D) oldugundan f:X — D bir doniisiim olmak {izere

146



BOLUM 3 - iKiLi BAGINTILARIN TAM YARIGRUPLARININ iDEMPOTENT
ELEMANLARI Didem YESIL SUNGUR

o= U({x}x f (x)) bicimindedir. & nin quasinormal gosteriminden her xe€ X igin
xeX

f(x)e0Qy ve aeB,(0y) olur. Ayrica V(Q,,a) =0, =V (D,a) oldugu da agiktir.
Sonug 1.1.65 den ¢ ikili bagmtisinin B, (Q,,) yarigrubunun sag birim elemani olmas igin
gerek ve yeter kosul ¥, o Z, Y, o Z', Y, VY 2T, YUY, VY, YUY Y. oZ",
Y nT#0, YinZ'#D ve ¥ ND#Q kosullarini saglamasidir. Ustelik a, B, (Q,,) nin
sag birim elemani ise Teorem 1.1.13 den «, hem B, (Q, ) nin hem de B, (D) nin
idempotent eleman1 olur.
aeB, (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi (j) deki gibi ve
0,, :{Z,Z',ZuZ',T,Z3,ZZ,Zl,13} olsun. & € B, (D) oldugundan f:X — D bir

déniisiim olmak iizere o = | J ({x} x f (x)) bi¢imindedir. & nin quasinormal
xeX

gosteriminden her x € X igin f (x) € ,, olarak bulunur. Dolayisiyla « € B, (QZI) olur.
Lemma 3.5.1 den dolay1 Q,,, D nin XI -alt yarilatisi ve V (Q,,,a)=0,, =V (D, )
oldugu agiktir. Dolayisiyla a € B, (QM) olur. Sonu¢ 3.3.3 den o nmn B, (QZI) in sag
birim eleman1 olmasi igin gerek ve yeter kosul Y o Z, Y, o Z', Y, 0¥’ 2T,

YUY, VY,

a a a a a a
Ly WYY U oZ,, Y, uY, UY,

(24 a o
Lo VY VYUY D7,

YYNT#D, Y, NZ,#D ve Y* NZ, # D kosullarii saglamasidir. Ustelik o, B, (0,,)

in sag birim eleman ise Teorem 1.1.13 den « , hem B, (Q,,) nin hem de B, (D) nin

idempotent elemani olur.m

X sonlu bir kiime olsun.

Z.NZ,=0,Z,NZ, =0 ve Z,NZ, =D

kosullar1 altinda B, (D) yarigrubunun idempotent elemanlarinin sayisin1 bulalim.

Lemma 3.5.3 X sonlu ise

1 (0u) =237 4 37

olur.
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Ispat: Sonuc 1.1.59 dan dolay1 T, T'e D, T\T'#& ve T'\T # olmak iizere
Q, ={T.T',TUT'} XI-alt yarlatisi ile tammlanan B, (Q,,) yarigrubunun sag birim
elemanlarinin sayisi
£0(0)
olarak bulunur. Ustelik

0,9 = {{Z7926’Z3}’{Z8’Z4’Z3}’{ZS’Z7’ZS}}

_ 3\X\(Tur')\

Ve

I*(le)‘z > ‘ES)(D')‘ olmasi kullanilarak

D'eQ, 9y

I'(Qp)|=2-3"41 4304

olarak elde edilir.m

Lemma 3.5.4 X sonlu olsun. O zaman
I (Q13 )‘ =2. (4‘21\23‘ _ 3‘21\23‘ ) . 4‘X\Zl‘ +2. (4‘22\23‘ _ 3‘22\23‘ ) . 4‘X\Zz‘ +
(4\21\25\ _3\21 \Zy| ) 402l (4\22\25\ _3\22\25\ ).4\)(\22\ n

(4\23\25\ _ 3| ) 40zl 2.(413\23 _3\0'\23\ ) ‘ 4\X\D\ N (413\25 _3\5\25\ ) _ 4\)(\5\

olur.

Ispat: Sonu¢ 1.1.59 dan faydalanarak 7, 7', ZeD, T\T'#Q, T'\T#J ve
TUT' < Z olmak iizere O, ={T,T',TUT',Z} XI -alt yarilatisi ile tanimlanan B, (Q,;)

yarigrubunun sag birim elemanlariin sayisi

£ ()

_ ( 4\2\(rur')\ _3\2\(rur')\ ) 47

olarak bulunur. Burada
0.9 =112,.2,,2,,2}.{2,.2,,2,,2,} 2,,2,,2,,2,} {2, 2,,2,.Z,},
(24.2,,20, 2.} {2, 2,. 25, 2,} {24, 2,, 25, 2,} {2, 2, Z,, D,
(2,.2,,2,,D},{2,,2,,2,,D}|

re)= ¥ &)

D'e038y

oldugundan
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I (le)‘ _ 2‘(4\21\23\ _3\21\23\)_4\)(\21\ +2_(4\zz\z3\ _3\22\23\)_4\)(\22\ N
(4\2, \Zi| _ 4122 ) 40l (4\22\25\ _ 3%\ ) Az

(4\23\25\ _ 3%z ) LA 2.(413\23 _3\D\z3\ )_4)(\[) N (413\25 _3\[)\25\ ) ‘ 4\)(\[)\
olarak elde edilir.m

Lemma 3.5.5 X sonlu olsun. O zaman

I'(0,)= ( 4zl _ sz ) (SD\ZI _ 4> ) sl 2.(4\21\23\ _3%2 )
(5'”1 4P ) g (478l _yn ).( N TANCEA ) S|,
( A PPARY ) ) ( 5Pzl _ 402 ) sl ( 4l7\%s| _ 4122 ) _
(5[)\23 B 4\D\z3\ ) ) S\X\D\ + (4\23\25\ _ 3| ) ) (S\ZI\Z3\ _ gl ) 5l

A A P AV A RN B AVA R AVARN D VA
(475 =35 %). (s 4715

olur.
Ispat: Sonu¢ 1.1.59 dan dolay1 7,7, Z,Z'eD, T\T'#QD, T'\T#J ve
TuT'cZcZ' olmak lizere Q,, = {T,T',TuT', Z,Z'} XI -alt yarilatisi ile tanimlanan

B, (Q1 4) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi

‘Eg(r) (Q14) _ (4\2\(Tur')\ _3\2\(TuT')\ ).<5\z'\z\ _ 47 )‘S‘X\Z’\

olarak bulunur. Bu durumda
0.% :{{28,27,25,21,15} 12,.2,2,,2,,D}{2,,2,,2,,2,,D},{ 2, 2,,2,,2,, D},
(20,2,,2,,2,,D} |2, 2., 2,,2,,D} {2, Z,, 2, 2,, D} {2, 2., 25, 2, 2,
{Zs’ZszaZsz}}

Ve

I*(QM)‘: > ‘Eg(")(D’)‘ olmast kullanilarak

D'eQ, 9y
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I (Q14 )‘ _ (4\21\25\ _3\21\25\ )_(513\2] _4\13\2]\ ) ‘ S\X\D\ + 2'(4\21\23\ _3\21\23\ )
(513\21 _4\13\21\ ) . S\X\D\ + 2.(4\22\23\ _3%\% )_(SD\Z2 _4\[)\22\ )_SX\D N
<4\zz\zs\ _3\22\25\ ).(515\22 _4\13\22\ ).SX\D' +(4‘ZS\ZS‘ _3\23\25\ )

(513\23 _4\15\23\ ).SX\D +<4\23\25\ _ 3% )_(5\21\23\ _ 4zl ) L5zl
(4\23\25\ _3\23\25\ ).(5\22\23\ _4\22\23\ )_S\X\zz\

olarak elde edilir.m

Lemma 3.5.6 X sonlu ise

I (le )‘ _ (4\23\25\ _ 3%\ ) ) (5\21\23\ _ 4% ) . (615\21 _ S‘D\Zl‘ ) ) 6\)(\15\ N

(4\23\25\ _ 3% )'(5\22\23\ A )-(615\22 B S\D\Zz\ ) . 6\X\D\

olur.

Ispat: Sonug 1.1.59 dan dolayr Q= {28,27,25,23,T,13} XTI -alt yarilatisi ile
tanimlanan B, (Q1 5) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi

‘ngr) (le) _ <4\23\25\ _3\23\25\ )_(S\T\Z3\ _4\T\z3\ )_(6D\T _S\D’\T\ ) ' 6‘X\D‘

olarak bulunur. Bu durumda

058y :{{28,27,25,23,21,15},{28,27,25,23,22,15}}

rey)= Y (D)

D'eQs9y
I (le )‘ _ (4\23\25\ _3%%| ),(5\21\23\ _ 45zl )-(6[)\21 _ S\D\Zl\ ) ) 6\X\D\ N

(4\23\25\ _ 3\23\25\ ).(5\22\23\ _ 4\22\23\ )-(65\22 B S\D\zz\ ) . 6\)(\[)\

ve oldugundan

olarak elde edilir.m

Lemma 3.5.7 X sonlu ise
I (Qm )‘ _9. 3\(zzmzl)\z3\ _(4\21\22\ _3\21\22\ ).(4\22\21\ _3\22\21\ ) ) 6\){\15\ +

370z ( 44zl _ 4202 ) _ ( 4%\l _ 474 ) 652

olur.
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Ispat: Sonug 1.1.71 den dolay1 T, T"€{Z,,Z,,Z,,Z,}, T\T'#Q&, T'\T#Q ve
TUT'cZ, olmak iizere Q, = {T,T’,TUT',ZZ,ZI,D} XI -alt yarilatisi ile tanimlanan
B, (Qlé) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi

‘Eﬁ(’) (O )‘ — 3@z .(4\21\22\ _3a\z| ) : (4\22\21\ _ 3%\ ) 6"

olarak bulunur. Ustelik

09y =\{%:,20,2,,2,,2,,D} | 2,2, 2,,2,,2,,D},{2,.2,,2,,2,,7,, D}

r(Q0)= X [EV (D)

D'eQi6%y,
I' (9 )‘ _ 9 .3l@ra)zl ( 44\%| _ 4202 ) . ( 4%\l _ 422 ) 650

3\(zzmzl)\zs\ _(4\21\22\ _3\21\22\ )_(4\22\21\ _3\22\21\ ) ) 6\X\D’\

ol ve olmasi kullanilarak

elde edilir.m

Lemma 3.5.8 X sonlu olsun. O zaman

I (Q17 )‘ _ 4\(zzmz])\23\ _(4\23\25\ _3\23\25\ )_(5\22\21\ _4\22\21\ ) ) (5\21\22\ _4\21\22\ ) ) 7\X\D’\

olur.

Ispat: Sonug 3.2.8 den dolay1 Q,, :{28,27,25,23,22,21,5} XTI -alt yarilatisi ile
tanimlanan B, (Qn) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayis1

‘Eg(r) (Qn) _ 4\(zzmzl WA _(4\23\25\ _3\23\25\ ).(5\22\21\ _ 4%\l )'(5\21\22\ _ 42l ) _ 7\X\D\

olarak bulunur. Bu durumda

Ql7'9Xl - {{ZS’ZﬂZsaZPZZ’Zl’D}}

Ve

ro,)= > [E)(D)

D'eQy7 9y

oldugundan

I (Q17 )‘ _ 4\(zzmz])\23\ _(4\23\25\ _3\23\25\ )_(5\22\21\ _4\22\21\ ) ) (5\21\22\ _4\21\22\ ) ) 7\X\D’\

olarak elde edilir.m
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Lemma 3.5.9 X sonlu olsun. O zaman

I (ng)‘ _ (2\24\25\ _1)_5\)(\23\ +(2\zé\z5\ _1)_5\)(\23\

olur.

Ispat: Sonug 1.1.67 den dolay1 Z, Z', TeD, Z'cT, ZWZ'UT=Z,, Z\Z' +J,

Z'\Z#J ve ZNT = olmak lzere ngz{Z,Z',ZuZ',T,Z3} XT -alt yarilatisi ile

tanimlanan By (ng ) yarigrubunun sag birim elemanlarinin say1sl
‘Eg(r) (le ) = (Z‘T\(ZUZ,)‘ - 1) .50\

olarak bulunur. Burada 0,9, ={{%,2,,2,,2,.2,} {Z,, 2,,2,, 2. Z,}} ve

re)= X &)

D'eQi39y

olmas1 kullanilarak ‘I (O )‘ = (2‘2“\25‘ — 1) 5%l (2‘26\25‘ —~ 1) .54l olarak bulunur.m

Lemma 3.5.10 X sonlu olsun. O zaman

I (ng )‘ _ (2\24\25\ —1)~(6‘Z‘\Z3‘ _5\21\23\)_6\)(\21\ +<2\Z4\Zs\ _1)_(6\22\23\ _5\22\23\)_6\)(\22\ +
(2\2(,\25\ _1)_(6\21\23\ —5‘21\23‘)-6‘)(\2“ +<2\zﬁ\zs\ —1)-(6‘22\23‘ —5‘22\23‘)~6‘X\22‘ n

(2\24\25\ B 1)'(6D\Z3 _5\5\23\ ) . 6\){\13\ +(2\z(,\25\ B 1)~(6D\Z3 _5‘5\23‘ ) . 6\)(\13\

olur.

Ispat: Sonug 1.1.67 den Z, Z', T, Z"eD, Z'cT, ZOUZ'UT=Z,, Z\Z'#J,
ZN\Z#D, Z,cZ" ve ZNT = olmak iizere Q,={Z,2',Z0Z'T,Z,,Z"} XI-alt

yarilatisi ile tanimlanan B, (ng) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi

‘Eg(’) (Qw) _ (2\T\(2uz')\ B l) ) (6\2"\23\ _ 52z ) 671

olarak bulunur. Buradan
Q19‘9X1 = {{ZS7Z77ZS’Z4’Z37ZI} ’{ZS’Z7’ZS’Z4’Z37Z2} :{Zsaszé:ZsaZle} >
{28,27,26,25,23,22},{28,27,25,24,23,13},{28,27,26,25,23,5}}

Ve

re,)= Y [V (D)

D'eQ98y
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oldugundan

I (ng )‘ _ (2\24\25\ —1)-(6‘2‘\23‘ _5\21\23\ ) ) 6\)(\21\ +(2\24\zs\ _1)_(6\22\23\ _5\22\23\ ) ) 6\)(\22\ n
(2\26\25\ _1)_(6\21\23\ _5\21\23\)_6\)(\21\ +(2\ZG\ZS\ —1)~(6‘22\Z3‘ _5\22\23\)_6\)(\22\ +

(2\24\25\ —1)-(6[)\23 _5\[)\23\ ) ) 6\X\D\ +(2\zf,\zs\ _1)_(65\23 _5\5\23\ ) . 6\)(\1:‘)\

olarak bulunur.m

Lemma 3.5.11 X sonlu olsun. O zaman

I (on )‘ _ (2\24\25\ _1).(6\21\23\ g2\ ) ( \D\zl\ D\zl).7xuﬁ N

( \24\25 1) ( \Zz\Zz _ \Zz\Zz) (7D\22_6D\ZZ).7X\[) +
(2‘26\25 _ ) (6‘21\23 _ ‘ZI\ZE) (75\21 _6D\Zl).7X\D +
(2‘26\25 _ ) (6‘22\23 S‘Zz\zz) (7D\ZZ _6D\ZZ).7X\D

olur.

Ispat: Sonug 1.1.67 den faydalanarak Q,, = {Z z2.207.T1,2,,2" 13} XT -alt

yarilatisi ile tanimlanan B, (on) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi

( \r\ (zuz') l)-(6‘Z”\Z3‘ _ 52"z ) ( \D\Z\ D\Z").7X\D

£ (0.)
olarak bulunur. Bu durumda
Oy = {{28527’25’24’23521’5}7{Z8’Z7’ZS’Z4’ZS’ZZ’D}’

{28,27,26,25,23,21,5},{28,27,26,25,23,22,5}}

o= > BV (D)

D'e0y %y

oldugundan

(on ( a2 _1) (6‘21\2’ _ \Z,\Zx) (7D\zl —6‘D\Z“)-7‘X\D‘ N
( ) (6\Zz\Zz 522 )
(2\2(\2; _1) (6\21\23 _ 52z ) (713\2l —6D\Z')-7X\D N
(27 -1) )

6%\%l _ 5%\2| (7D\Zz—6D\ZZ)-7X\D

‘ZA AR 1

(70'\22 B 6\15\22\ ) . 7\X\D\ N

2\26\25 .

olarak bulunur.m
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Lemma 3.5.12 X sonlu olsun. O zaman

1(0,)|= (2\24\25\ _ 1) 5 %n2)2| ,(6\4\22\ _ gzl ) (6\22\21\ _ g%z ) gl
(2\26\25\ _1). 5l7nz) 2| (67 s (%14 -5 ).8\X\D\
olur.

Ispat: Sonug 3.3.8 den dolay1 Z, Z'e{Z,,Z,}, Z#Z', Te{Z,Z,}, Z'<T ve
ZNT=@ olmak iizere Q, ={2,2.20Z.T.Z,.,7,.2,,D}, XI-alt yanlatisi ile
tanimlanan B, (Q,,) yarigrubunun sag birim elemanlarmin sayist

‘ EV (0, )‘ _ ( 277 _ 1) 5(znz) 2 (677 s (674l ). g2l

olarak bulunur. Ustelik

0,9 ={{Zg,Z7,ZS,Z4,Z3,ZZ,Zl,E},{Zg,Z7,Zé,ZS,Z3,ZZ,Zl,D}}

Ve

I*(Qzl)‘= > ‘Eﬁ:)(D')‘ oldugundan

D'e0,, 9y
‘](Q21 )‘ = (2\24\25\ _ 1) . 5\(szzl)\23\ . (6\2I \Z| _ gl20\2| ) ) (6\22\21\ _ g%\ ) . 8\){\15\ +

(2\26\25\ _ 1) ) 5\(zzmzl \Zy| _(6\21\22\ _ 54z ) ) (6\22\21\ _5%'4l ) ) S\X\D\

olarak elde edilir.m

Teorem 3.5.13 X sonlu ve Z,NZ, =0, Z,NZ, =0 veZ,NZ,= olsun. Bu

durumda B, (D) nin idempotent elemanlarmnin sayis

21

|1D|:Z

i=l1

' (Q)
olur.

21
Ispat: Teorem 1.1.34-(c) den dolay1 |ID| = z

i=1

I'(o )‘ olur.m
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BOLUM 4

IKiLi BAGINTILARIN TAM YARIGRUPLARININ REGULER
ELEMANLARI

Birlesimlerin tam X -yarilatisi D ye tam izomorf olan X -yarilatislerin smifi

2, (X ,9) oldugundan bu sininftan alinan herhangi bir tam X -yarilatis ile belirlenen ikili
bagintilarin tam yarigrubunun regiiler elemanlarinin yapisini By ( D) nin regiiler elemanlar1

yardimiyla karakterize edebiliriz. Dolayisiyla ZZ(X,9) smifinin X -yarilatisleri ile
belirlenen ikili bagmtilarin tam yarigruplarmin regiiler elemanlarinin  6zelliklerini
belirlemek i¢in B, (D) nin regiiler elemanlarinin 6zelliklerini belirlemek yeterlidir.

Bu bolimde Teorem 1.1.20 den faydalanarak B, (D) yarigrubunun regiiler

elemanlarinin yapisint ve X sonlu iken regiiler elemanlarinin sayisi i¢in formiil
arastirilacaktir.

2. Bolimde D nin XI -alt yarilatislerinin

1. Z,nZ,#0D
20 Z,nZ,=0,2,nNZL,#D ve Z,NL, #D
3. ZnZ,=0,2ZnZ, =0 veZ,NL,#D
4. Z,NZ2, =30, Z,NL,#D ve Z,NL, =D
5. Z,nZ,=D0,Z,NZ, =0 ve Z,NZ, =D
kosullar1 altinda farkl: olduklar: gosterildi. B, (D) nin regiiler elemanlarinin sayis1 D nin

Xl -alt yarilatisleri kullanilarak bulundugundan kosullar degistikce regiiler elemanlarin

say1st da degisecektir. Bu ylizden bu béliimde B, (D) yarigrubunun regiiler elemanlarin

sayisinit yukarida verilen kosullar altinda ayr1 ayr1 inceleyecegiz.
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4.1. Z,N Z, #J Kosulu Altinda Regiiler Elemanlar

Bu boliimde birlesimlerin tam X -yarilatisi D ile belirlenen ikili bagitilarin tam
yarigrubu B, (D) nin,
Z,NZ,#D
kosulu altinda regiiler elemanlarininin 6zellikleri ve X kiimesinin sonlu olmasi durumunda

regiiler elemanlarinin sayisi belirlenecektir.

Teorem 4.1.1 Z,NZ,#< olsun. Asagida verilen bigimlerde quasinormal
gosterimlerden birine sahip olan o € B, (D) ikili bagintisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul V (D,a) tam X -yarilatisinden D nin bir tam X -alt yarilatisi olan D’ ye bir

@, tam « -izomorfizmasinin verilen kosullar1 saglamasidir.
1)  « nin quasinormal gosterimi ¢ = X xT, T € D bi¢imindedir.

2) T,T'eD veTcT' olmakiizere @ nin quasinormal gdsterimi
a= (YT‘” xT ) U (YT“. xT ') bi¢iminde olsun. O zaman ¢, tam « -izomorfizmasi
Y/ 29(T) ve Y/ no(T')# D kosullarn saglar.

3) T,T,T"eD veTcT'cT" olmak iizere @ nin quasinormal gosterimi
o= (YT“ xT ) u(YT”f xT ') U (YT”f, xT ") bi¢iminde olsun. O zaman ¢, tam « -
izomorfizmast Y 2¢(T), YUY 20(T'), Y7 ne(T) =D ve
Yi. Ne(T") # & kosullarini saglar.

4) Z,2',T,T'eDveZcZ'cTcT'olmakiizere @ nin quasinormal
gosterimi o = (YT“ xZ ) U (YTCf xZ ') U (YT“ xT ) U (YTC.‘ xT ') bigiminde olsun. O
zaman ¢, tam o -izomorfizmasi Y,” D (D(Z) , Y, OYS o (D(Z') ,

YUY O 20(T), Y, ne(Z) =D, Y ne(T)=2D ve Y. no(T') =D
kosullarini saglar.

5) 2,2 T, T'eDveZcZ'cTcT'c D olmak iizere & nin quasinormal
gosterimi @ = (Y, xZ)U (Y xZ") U (Y xT ) U(¥ xT )u (Y x D)

bigiminde olsun. O zaman ¢, tam « -izomorfizmast Y, D go(Z) ,
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6)

7

8)

9)

10)

YUY, 2p(Z'), YUY O 2p(T), Y, UY, YUY oe(T),
Ying(Z) 2D, Y np(T) 2D, Y np(T')#Dve Y (D)= D

kosullarini saglar.

Z,2,T,TeD,ZcT,ZcT', T\T'#Q ve T'\T # & olmak iizere & nin
quasinormal gosterimi a = (Y, xZ ) U (Y xT ) U (Y xT)U(Y; . x (T UT'))
bigiminde olsun. O zaman ¢, tam « -izomorfizmast Y;* UY," 2 ¢(T),

Yo OYE 20(T), Y np(T)=Dve V2 no(T')# D kosullarini saglar.
Z,2,T,TeD, ZcT,ZcT, T\T' 2D, T"\T#D ve TUT' cZ’
olmak iizere @ mn quasinormal gosterimi

a =Y xZ) (Y xT ) (Y xT YUY x(T UT")) U(Y x Z') bigiminde
olsun. O zaman ¢, tam « -izomorfizmast YUY 2 ¢(T), Y7 UY 2o(T'),
Y no(T)2D, Y np(T') =D ve Yf ne(Z')# D kosullarim saglar.
2,2, T, T'eD, ZcT,ZcT, T\T'2@3,T\T#DB ve TUT'cZ'cD
olmak iizere & mn quasinormal gosterimi

a=(YxZ) oY xT)O(Y xT) U (Y x(TUT))u (Y x Z')u (Y x D)
bigiminde olsun. O zaman ¢, tam & -izomorfizmasi

YUY 20(T), Y, UY op(T'), YUY UYS UYL OYS 2e(Z'),

Y np(T) 2D, Y np(T) =3, Y7 np(Z')#D ve Y, np(D) =2
kosullarini saglar.

Z,2,7T,T'eD,ZcZ'cT,Z2cZ2'cT' ,T\T' #D ve T'\T #J olmak
lizere o nin quasinormal gosterimi

a=(Y;xZ)U(Y;xZ )Y xT )Y xT') U (Y x(T UT')) bigiminde
olsun. O zaman ¢, tam « -izomorfizmast Y;* D ¢(Z), Y UY; 2¢(Z'),
YUY OY 2(T), Y, UY, Y oe(T'), Y, ne(Z') =D,

Y np(T)=D ve Y no(T")# D kosullarini saglar.

T,T'eD ve T cT'c Z, olmak iizere @ mn quasinormal gosterimi

a = (Y xT ) (Y xT Yo (Y % Z,)u (Y x Z, ) u(Y“ xZ, ) u (Y < D)
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bi¢iminde olsun. O zaman ¢, tam « -izomorfizmas: Y;* 2 ¢(T),

YUY 2o(T'), YUY UYY 20(Z,), Y uYS uYS Yy oe(Z,),

YUY OYSOY e(Z), YUY LY oe(Z,),

YUY OYSOYY 2e(Z,), YUY OYSOY 2e(Z)), Y ne(T) =D,

Y Np(Z,)2DB, Yy np(Z,)#D ve Y, No(Z,)#D kosullarini saglar.
11) Z,T,T'eD,ZcT,ZcT',T\T'#0, T'"\T#J ve TUT'=Z, olmak

lizere @ nin quasinormal gosterimi

a=(Y;xZ)o(Yy xT)O (Y xT)u(Yy xZy)u (Y5 < Z,) u(Y x Z,)u

(YO‘” X 5) bi¢iminde olsun. O zaman ¢, tam o -izomorfizmasi

YS 20(2), YE UV 20(T), Y UYE 2p(T)),

YUY OYSOYS O oe(Z,), YUY UYSOYY UY oe(Z),

Y ne(T)2D, Y ne(T) =D, Y, ne(Z,) =D ve Y no(Z,)#D

kosullarini saglar.

Ispat: a B, (D) ikili bagintis1 regiiler olsun. Bu durumda B, (D) kiimesinin

tanimindan o = U ({x} x f (X)) olacak sekilde f :X — D doniisiimii vardir. Buradan her

xeX
xe X igin f(x)e{ z.,2,,2,,2,2,,2,,2,,2,, D } olur. Ayrica her T € D igin Y

kiimelerinin tanimindan dolay1

a=J (Y xT)

TeD'

olacak bi¢imde D nin bir D’ tam X -alt yarilatisi vardir. Buradan
V(D,a)=D'=V(D',a)

elde edilir. Ustelik Teorem 1.1.17 den V(D,a), D nin Xl -alt yarilatisidir. O halde

yukaridaki esitlikten D', D nin XI -alt yarilatisi olur. Yani D', Z;, " Z, # & kosulu altinda

D nin Lemma 3.1.1 de verilen XI -alt yarilatislerini tarar. O halde « regiiler elemaninin

quasinormal gosterim (1)-(11) de verilen quasinormal gdsterimlerden biri gibidir. Simdi ¢,

tam « -izomorfizmasinin verilen kosullart sagladigini gosterelim.
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a € B, (D) ikili bagintisininin quasinormal gosterimi (1) deki gibi ve Q, = {T} olsun.
Lemma 3.1.1 den dolayr Q,, D nin XI -alt yarilatisidir. Ayrica V (Q,,&)=Q, =V (D, )

olur.a € By (D) oldugundan a = J({x}x f (x)) olacak sekilde f:X — D doniisiimii

xeX

vardir. @ nin quasinormal gosteriminden her X e X igin f (X) € Q, olarak bulunur. Bu
sekildeki f doniisiimii tek oldugundan B, (Q,) in sadece tek elemam vardir. B, (Q)
kiimesi bileske islemine kapali oldugundan o € B, (Q,) ikili bagintis1 hem sag birim hem
idempotent hem de regiiler elemandir. Ayrica B, (Q,) < B, (D) oldugundan «, B, (D)

yarigrubununda regiiler elemanidir.

a €B, (D) ikili bagintisininin quasinormal gosterimi (2) deki gibiyani T, T'e D ve
T cT' olmak lizere o = (YT“ xT ) u(YT”f xT ') bi¢iminde olsun. Q, ={T,T'} dersek Lemma
3.1.1 den dolay1 Q,, D nin Xl -alt yarilatisi ve V (D,a) =Q, olur. Teorem 1.1.52 den «

nin B, (D) nin regiiler eleman1 olmasi igin gerekli ve yeterli kosul V(D,a) X -
yarilatisinden D nin bir X -alt yarilatisi olan D’ ye bir ¢, tam « -izomorfizmasinin

Yy 2¢(T) ve Y no(T')# & kosullarin saglamasidur.

a eB, (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi (3) deki gibiyani T, T, T"e D
ve TcT'cT" olmak iizere o= (YT“ xT ) U (YT",‘ xT ')U(YT”,‘, xT ") bigiminde olsun.
Q, = {T,T’,T"} dersek Lemma 3.1.1 den dolay1 Q,, D nin Xl -alt yarlatisi ve
V(D,a)=Q; olur. Teorem 1.1.52 den &, B, (D) nin regiiler elemanidir ancak ve ancak
V(D,a) X -yarilatisinden D nin bir X -alt yarilatisi olan D' ye bir ¢, tam «-
izomorfizmast Y 29(T), YUY  20(T'), Y ne(T)zd ve Yine(T") D

kosullarini saglar.

a e B, (D) ikili bagintisinin  quasinormal gosterimi (4) deki gibi yani
Z,2,7,T'eD ve Z<Z'cT <T' olmak iizere & =(Y;"xZ) U (Y5 xZ') (V" xT U
(YT", xT ') bi¢iminde olsun. Q, :{Z,Z',T,T'} dersek Lemma 3.1.1 den dolay1 Q,, D nin
XI -alt yarilatisi ve V (D,a)=Q, olur. Teorem 1.1.52 den « nin B, (D) nin regiiler

eleman1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V (D,a) X -yarilatisinden D nin bir X -alt
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yarlatisi olan D’ ye bir ¢, tam « -izomorfizmasinm Y, 2¢(Z), Y, UY; 2¢(Z'),
YUY O 20(T), Y. ne(Z') 2D, Y ne(T)=D ve Y np(T')#D kosullarini
saglamasidir.

a B, (D) ikili bagintisinin  quasinormal gosterimi  (5) deki gibi yani
Z,2,7,T'eD ve ZcZ'cTcT'cD olmak iizere a=(YxZ)u(VixZ')u
(YT“ xT ) U (YT“, xT ') U (YO" X 5) bigiminde olsun. Q, = {Z, Z'T,T, 5} dersek Lemma
3.1.1 den dolayr Q,, D nin XI -alt yarilatisi ve V (D,a) =Q, olur. Teorem 1.1.52 den «,
By (D) nin regiiler elemanidir ancak ve ancak V (D, a) X -yarilatisinden D nin bir X -alt
yarilatisi olan D’ ye bir ¢, tam «-izomorfizmast Y, O (D(Z) , YUY, D (D(Z') ,
YUY O 20(T), YUY, OYSUY 2e(T), Yo ne(Z)2D, Y ne(T)=d,
Y7 N (o(T ') zd ve Y, N (p( 5) # & kosullarini saglar.

a e B, (D) ikili bagintisinin  quasinormal gosterimi (6) daki gibi yani
2,2, T, T'eD,ZcT.,ZcT', T\T'#J ve T'\T # olmak lizere

a =Y xZ) oY xT)O(Y < T ) (Y o x(TUT"))
bigiminde olsun. Q, = {Z,T,T',T UT'} dersek Lemma 3.1.1 den dolay1 Q,, D nin XI -alt
yarilatisi ve V (D,a) =Q, oldugu aciktir. Teorem 1.1.60 dan « nin B, (D) nin regiiler
elemant olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V (D,a) X -yarilatisinden D nin bir X -alt
yarilatisi olan D" ye bir ¢, tam « -izomorfizmasimin Y," UY;" D (p(T), YUY D (p(T ‘) ,
Y no(T)=Bve Y ne(T')# D kosullarn saglamasidur.

a e B, (D) ikili  bagintisinin  quasinormal gdsterimi  (7) deki gibi yani
2,2, T, T'eD, ZcT,ZcT', T\T'#0, T'\T#J ve TUT'cZ' olmak {lizere
o= (Y xZ) o (YT ) (Y xT)U(Yr x(TUT)) U(Y£=xZ')  bigiminde  olsun,
Q= {Z,T,T',T UT',Z’} dersek Lemma 3.1.1 den dolay1 Q,, D nin Xl -alt yarilatisi ve
V(D,a)=Q, oldugu agiktir. Teorem 1.1.60 dan & nmn B, (D) nin regiiler eleman: olmast

icin gerek ve yeter kosul V (D,a) X -yarilatisinden D nin bir X -alt yarilatisi olan D’ ye
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bir ¢, tam «-izomorfizmasmin Y, UY 2¢(T), Y, UY 20(T'), Y ne(T)=D,
Y np(T') 2D ve Yy no(Z')#D kosullarini saglamasidir.

a e B, (D) ikili bagintisinin  quasinormal gosterimi  (8) deki gibi yani
Z,2,7,TeD, ZcT,ZcT, T\T'#B,T"\T#@ ve TUT'cZ'c D olmak iizere
a =Y xZ) oY xT )oY xT) U (Y x(TUT)) (Y xZ') (Y, x D) bigiminde
olsun. Q, = {Z,T,T',T UT'} dersek Lemma 3.1.1 den dolay1 Q,, D nin XI -alt yarilatisi
ve V(D,a)=Q, oldugu agiktir. Teorem 1.1.60 dan & mn B, (D) nin regiiler eleman:
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V (D, a) X -yarilatisinden D nin bir X -alt yarilatisi olan
D' ye bir ¢, tam «-izomorfizmasmin YUY 29(T), Y, UY 2e(T),
Yy OYS OYS UYL OYS 2e(Z'), Y ne(T)=D, Yine(T)2D, Y, ne(Z')2d
ve Y, N go( 5) # & kosullarint saglamasidir.

aeB, (D) ikili bagintisinin  quasinormal gosterimi  (9) daki gibi yani
2,2, T, T'eD, ZcZ'cT, ZcZ'cT' , T\T'#J ve T'\T # olmak lizere
a=(Y;xZ)U(Y7xZ )oY xT) (Y& xT ) U (Y x(TUT'))  bigiminde  olsun.
Q,={Z,Z".T,T,TUT'} dersck Lemma 3.1.1 den dolay1 Q,, D nin XI -alt yarilatisi ve
Vv (D, a) =Q, oldugu agiktir. Teorem 1.1.60 dan o nin B, (D) nin regiiler eleman1 olmasi
i¢in gerek ve yeter kosul V (D,a) X -yarilatisinden D nin bir X -alt yarilatisi olan D’ ye
bir ¢, tam « -izomorfizmasmm Y, 2¢(Z), Y, UY, 2¢(Z'), Y7 UY, UY 29(T),
YUY, OYE 2e(T'), Y ne(Z') =D, Y ne(T)=D ve Y no(T') =D kosullarini
saglamasidir.

a e B, (D) ikili bagmntisinin quasinormal gosterimi (10) daki gibi yani T, T'e D ve
TcT'cZ, olmak iizere a=(Y, xT)O (Y =T )u(Y, xZ,)u(Y, xZ,) (V"= Z,)
U(YO" X 5) bi¢iminde olsun. Q,, = {T,T’, Z,,2,,Z,, 5} dersek Lemma 3.1.1 den dolay1 Q,,
D nin XI -alt yarilatisi ve V (D,) =Q,, oldugu agiktir. Teorem 1.1.60 dan & nin B, (D)

nin regiiler eleman1 olmasi igin gerek ve yeter kosul V (D,a) X -yarilatisinden D nin bir

X -alt yarilatisi olan D’ ye bir ¢, tam « -izomorfizmasinin
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Y op(T), Y UYs oo(T'), YUY U o0(Z,),

YUY OYSOYY 0e(Z,), YUY OYS U oe(Z),

YUY OYS oe(Z,), YUY LY, OY) 0e(Z,),

Y OYS O OY T 20(Z), Y ne(T) =D, Yy ne(Z,) =D,

Y np(Z,) =D ve Y, no(Z,)#D
kosullarin1 saglamasidr.

a € B, (D) ikili bagintismin quasinormal gosterimi (11) deki gibi yani

Z,T,T'eD,ZcT,ZcT , T\T'#@, T\T#D ve TUT' = Z, olmak iizere
a =Y xZ)o (Y xT Yo (Y xT ) (Y xZ,)u (Y5 xZ,) u(Y,* < Z,)u (Y, x D)
bigiminde olsun. Q, ={Z,T,T',Z,,Z,,Z,,D} dersek Lemma 3.1.1 den dolay1 Q,, D nin
XI -alt yarilatisi ve V (D,@) =Q,, oldugu agiktir. Teorem 3.1.2 den @ nin B, (D) nin

regiiler eleman1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V (D, a) X -yarilatisinden D nin bir X -
alt yarilatisi olan D’ ye bir ¢, tam « -izomorfizmasinin

Y, D (o(Z), Y, OUY 2 Q)(T), Y, OUY 2 (/)(T'),

YUY OYS YUY 2e(Z,), Y OYSOYTOYS UY oe(Z),

Y ne(T)2D, Y ne(T) =D, Y, ne(Z,) =D ve Y," nop(Z,) =D

kosullarini saglamasidir.m

Lemma 4.1.2 X sonlu olsun. O zaman

R*(Ql)‘=9

olur.

Ispat: aeB, (D) regliler elemanmin quasinormal gosterimi =X xT, T €D

biciminde olsun. Bu durumda

Q1'9X| :{{Zs}’{z7}’{26}’{25}’{24}’{23}’{22}’{21}’{5}}

oldugundan

R(Q)= X [R@Q)

=14+1+---+1=9
%/_J
Q'eQ % 9

olarak bulunur.m
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Bir o € B, (D) regiiler elemaninin Teorem 4.1.1-(2) deki gibi quasinormal gosterimi
var olsun. Bu durumda Q, ={T,T'} oldugundan
Qzlgm :{ Z3a 1}’{23’22}’{24’21}’ Z4= 26 Z4a

{Z,.Z { {2,.2,}.{Zs.Z
{ZS’ZS}’{Z6’ZI}’{Z6’ZZ ,{26, 3 ’{szl}:{zwzz} {27523}
12,2 { {202,142 24

}
z.2.)
AN AR AN N ARE SR
12.0}.(2.55). (2.5} 2..0].{2.0.2,.0}.z..5. (2.5}
(

olur. Dolayisiyla ‘Q Qz)‘ 29 bulunur. Ayrica Q, nin tam otomorfizmi sadece birim

30

9

2

déniisiim oldugundan |®(Q,)|=1 olur. Ote yandan
D/ ={Z,,D}, Dy ={Z,,D}, D; ={Z,,D}, D, ={Z,,Z,}, D; ={Z,.Z,},
D, ={z,,2,}, D, ={z,,2,}, D, ={Z,,2,}, D, ={Z,,Z,}, D}, ={Z,,Z,},
, D, ={2,,2,}, D},={2,,Z,}, D}, =1Z,,Z,}, D/ ={Z,,Z,},

..D}. D, ={z,.B}, D}, ={z,.D}, D}, ={z,.D},

olur.

Lemma 4.1.3 X sonlu olsun. O zaman
‘R* © )‘ _ 29,(2\5\28\ _1),2X\D +29.(2\D\27\ _1).2X\D _29.(25\25 —l)~2‘x®\

olur.

Ispat: Z,cZ,72'eD ve Z<Z' olmak iizere D'={Z,Z'}€Q,9,, ve aeR(D’)
olsun. Teorem 4.1.1-(2) den « regller elemaninin quasinormal gosterimi

= (YT“ xT ) U (YTCf xT ') bi¢cimindedir ve Q, ile D' tam « -izomorf olduklarindan Y;* ©Z
ve Y2 NZ'# D kosullari saglanir. Ote yandan Z, = Z ve D, D nin en biiyiik elemant

oldugundan Y, 2Z,, Y "D# @ her zaman saglanir. O halde D1’={Zg,5} dersek
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D/eQ,9, ve aeR(D/) ve R(D')cR(D/) olur. Sonu¢ olarak i=12,..,20 i¢in
R(D/)< R(D)) olur.

Benzer olarak Z,cZ,Z'eD,ZcZ' olmak iizere D'={Z,Z'}€Q,9, ve
ae R(D') olsun. Teorem 4.1.1-(2) den o regiiler elemanmin quasinormal gosterimi
a= (YT‘” xT ) U (YT",’ xT ') bi¢imindedir ve Q, ile D" tam « -izomorf olduklarindan Y;* ©Z
ve Y2 NZ'# D kosullari saglanir. Ote yandan Z, = Z ve D, D nin en bilyiik elemant
oldugundan Y 2Z,, YD # @ her zaman saglamr. O halde D} = {27, 5} dersek
D;eQ,%, ve aeR(D;) olur. Boylece R(D')cR(D;) elde edilir. Sonug olarak

i=21,...,29 igin R(Di') c R(D;) bulunur. O halde
R(Q)=R(D/)VR(D;)

olur. Buradan ‘R* (Q, )‘ = ‘R ( Df)‘ + ‘ R(D;)

- |R(D))"R(D;)| elde edilir.
Simdi & € R(D/)"R(D;,) olsun. O zaman

aeR(D))NR(D)) &Y 2Z, YiNnD=Dve Y 27, Y, nD#Q
SY 2Z,Y 5 ND#d
< aeR(D;)
gerektirmesinden R(D/)R(D;)=R(D;) olur. R(D;) yukaridaki esitlikte
R(D/)NR(D;}) yerine yazilirsa
R(Q)[=[R(E)|+[R(B;)-|R(DY)]
elde edilir. Teorem 1.1.54 den

‘R(Dll)‘ — 29.(2‘5\28‘ _1).2)(\5 ,

R(D2)|=29-(2%1-1)-2%,

R(Dg|=29- (27711} 27
olarak bulunur. Boylece
‘R* (Qz )‘ _ 29'(25\28 _1),2X\D + 29'(2\5\27\ _1)'2X\D _29.(25\25 _1).2‘X\|5‘

olur.m
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Bir o € B, (D) regiiler elemaninin Teorem 4.1.1-(3) deki gibi quasinormal gosterimi
var olsun. Bu durumda V (D, a) =Q, = {T,T',T "} oldugundan

Q% ={{2..2,.2,}.{2,.2,.2,}.{Z..2,.Z,
z,,2,,2),12,,2,,2,},{2,,2,,2,
z,,2,,2,},12,,2,,2,},{2,,Z,,Z,
Y 124,24,2,} 12,2, Z,

—_— o~
PO
N
N N N
N N N
N

olur. O halde ‘Q(Q3)‘:43 dir. Ayrica Q, lin tam otomorfizmi sadece birim doniisim
oldugundan ‘CI)(Q3 )‘ =1 olur. Ote yandan

D/ ={Z,.Z,.D},D; ={Z,,Z,,D}, D} ={Z,,Z,,D}, D, ={Z,.Z,.D},

1

D;={z,.Z,.b}, D; ={,,Z,,D},D; ={Z,.Z,,D}, D; ={Z,,Z,,D},
D, ={z,.2,.D}, D, ={Z,.Z,,D}, D}, ={Z,.Z,,2,}. D}, ={Z,.Z,.Z,},
D1,3 = ZS’Z3’ZI > D1’4 :{25,23,22 5 DI,S :{26923921}’ Dl,() :{wazaazz}a

olarak gosterilir ise
43

R*(Q3):UR(D;)

i=1

olur.
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Lemma 4.1.4 X sonlu olsun. O zaman

R"(Q,)|=|R(D/)|+|R(D})|+|R(D \ R(D;)|+|R(D3)]|+|R(D)[+
\R(Dv’)\+\R 0)|+[R(D)|+[R(D, )| +[R(D;) R (D; )|+
2-R(D5)~R(D;) -[R(D; mR(D)—\R(D;)mR(D;)\—

IR(D;)NR \ IR(D;)NR(D})[~|R(D;)"R(Dy)|-
[R(D5)AR(D})[-[R(D;) AR(D;)|~ [R(D;) R(D} )
IR(D;)"R(D;)|-|R(D;)"R(D;)|~|R(D;) "R(D; )|~|R(D;) nR(Dy, )

olur.

Ispat: Z,cZ ve ZcZ'<Z" olmak iizere D'={Z,2",2"} €Q,9,, ve aeR(D’)
olsun. Teorem 4.1.1-(3) den «a regiler elemaninin quasinormal gdsterimi
= (YT"‘ xT)u(YT”f xT ') U(YT"ﬁ xT ") bi¢iminde olur ve o« regiiler elemani igin
Y 2Z, YUY 2Z, Y N2 2D ve YAnZ"# D ozellikleri saglamir. Ote yandan
Z,c Z ve D, D nin en biiyiik eleman oldugundan Y,* 2 Z,, Y, UY, 22", Y N2 # T
ve YN D#@ her zaman saglanr. D"= {Zg, Z', 5} dersek, o zaman
D"= {ZS,Z', 5} €Q,9, ve aeR(D") olur. Bdylece R(D')c R(D") olarak elde edilir.
Ayrica D" ={Z,Z',Z,} €Q,9, veya D" ={Z,,Z',Z,} €Q,9, XI -alt yarlatisleri i¢in de
benzer adimlar uygulandiginda R(D") < R(D") oldugu goriiliir.

Benzer olarak Z,cZ ve ZcZ'cZ" olmak iizere D'={Z,Z2",Z"}€Q,9, ve
ace R(D') olsun. Bu durumda Q, ile D’ tam « -izomorf olduklarindan Teorem 4.1.1-(3)
den «a regiiler elemaninin quasinormal gosterimi o = (YT“ xT ) U (YT",’ xT ') U (YT",’, xT ")
biciminde olur ve «a regiiler elemani i¢in Y 2 Z, YUY 2Z', Y\ NZ'# ve
Y5NZ"# D ozellikleri saglanir. Ote yandan Z, = Z ve D, D nin en biiyik eleman
oldugundan Y 2Z,, YUY 2Z' , Y2 NZ'#D ve YD # @ her zaman saglanir. O
halde D'= {Z7,Z', Ij} dersek, o zaman D'= {27,2’, 5} €Q9, ve aeR(D") olur.
Boylece R(D)cR(D") olur.  Ayrica D"={Z,,2",Z,} €Q,9,, veya
D"={2,,2".Z,} €Q,9,, Xl -alt yarilatisleri i¢in de benzer adimlar uygulandiginda

R(D")<= R(D") oldugu gbriiliir. O halde
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R(D,) = R(D;), R(D;) = R(DY). R(Df) < R(D;), R(Dss) = R(D;),
R(D:) < R(D;). R(Diy) < R(D;), R(DL) < R(D;). R(DYs) < R(D;),
R(Dj) = R(D)), R(D;)) = R(D;), R(D;) = R(D)), R(D;;) = R(D;),
R(D)=R(D;), R(D;) = R(B;), R(Dy,) < R(DS), R(DS,) = R(D;),
R(D) = R(D}), R(DL) = R(DS). R(Dj) < R(D). R(Ds) < R(D;),
R(Di,)=R(D;) (D7), R(DS,) = R(D;),
(D)) =R(B)
( )

olur. Simdi bu birlesimde yer alan kiimelerden arakesitleri bos kiime olanlar1 ve birbirine

esit olanlar1 belirleyelim.
R(D))NR(D;)# D olsun. O halde bir & € R(D/)"R(D;) vardir. O zaman
aeR(D))NR(D)) =Y 2Zy, YUY 22, Y NZ#D, YinD =D,
Y 2Z, YUY 2Z, VN2, =D, YiND # D
=Y 2Z, Y NY  2Z,NY =D

olur. Bu da a nin quasinormal gdsteriminde ki Y;* kiimelerinin ayrik olmas ile ¢elisir. O

halde R(D])~R(D;)= olur. Benzer olarak
R(D;)"R(D;)=2. R(D})"R(D})=2, R(D})AR(D()=2,
R(D;)NR(D;)=2, R(D;)"R(D},)=2, R(D;)"R(D})=2,
R(D;)NR(D})=2, R(D;)"R(D,)=2, R(D;)"R(D},)=2,
R(D{)AR(D)=2, R(D.)~R(D})=2. R(D,)"R(D},) =2
olduklart gériiliir. & e R(D])"R(D;) olsun. O zaman
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ELEMANLARI

"D =D ve

o
T

JNR(D)) =Y, 2Z, YUY 2Z, Y NZ %D, Y.

i
1

aeR(D

SZ, YUY 2Z, YENZ 2D, YEND =D

57, Y UYE 27, Y NZ =D,

a
T

Y.

NZy,#D, YoND#D

a
T

a
T

Y.
Y.

=

57, YUY 27, YENZ, %D, YEND =2,

a
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=Y.
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a
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3
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)NR(D

3

!
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o7,
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1
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1
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olarak
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’

9

!

!

'
'
9

!

4
R(D

)JNR(D
)NR(D

)

'
9
’
1

!
!

)JNR(D
)=R(D
)JNR(D
JAR(D:
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3
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3
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)AR(D,

i
2

R(D
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'
2

R(D

1)"R(D;)nR(D;)=R(D;)nR(D;)"R(D,

R(D

i
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'
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’
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R(D})R(D{)~R(D;)AR(D}) = R(D)) R(D;)~R(D}) R(D})
~R(D})R(D})R(D})
~R(D)R(D.)R(D})R(D()
= R(Dl’)mR(DS’)mR(D;)mR(Dl’O)
= R(Dl’)mR(D;)mR(Dl'O)
- R(D)R(D})R(D{)R(D})
- R(D()R(D;)R(D;)"R(D})R(D)
~R(D[)~R(D})R(D!)~R(D;)AR(D})
= R(D{)mR(D;)mR(D;)mR(Dé)mR(D{o
= R(D)R(D;)R(D})R(D)R(D),
~R(D)R(D{)R(D}) R(D}) nR(D;) AR (D} ).
R(D;)R(D})~R(D}) = R(D})R(D;)AR(D;)R(D).
R(Dg)NR(D;)NR(D,) =R(D;) "R(D;)"R(D{)"R(D}y)
olduklar goriiliir. O halde
[R™(Qu)|=[R(D))]+[R(D;)[+[R(D)]+[R(D;)|+|R (D)] +[R (D )|+
[RD)[+[R(D)+[R(D;) +[R (DY) +[R(D5) R(Dy)| +
2R(D;) "R(D})-[R(B)) R (DX ~[R(D}) " R(D;)| -
[R(D5)AR(D;)|~[R(D;) R(D;)|=[R(D{) R(D;) -
‘R(D3)ﬁR(D]'O)‘—‘R(D;)KWR(D‘;)‘— ‘R(D;)mR(Dl,o)‘
[R(D;) N R(D;)|=[R(D;)~R(D;)[~[R(D;) "R(D; )| ~[R(D;) nR(D},)

olarak bulunur.m

Lemma 4.1.5 D'= {Y,Y', 5} , D"= {Yl,Yl’, 5} , D'=D" ve Y/2Y' olmak iizere
D',D"e{D/,D;,...,D/;} olsun. aeB, (D) ikili bagntisinn quasinormal gdsterimi
T.T'.T"eD ve TcT'cT" olmak iizere & = (Y, xT)U (Y% xT") U(Y;*xT") bigiminde
olsun. O zaman « € R(D')"R(D") ancak ve ancak

Y oY UY, YA OUYI DY, Y NY =D, YiND 2D

olmasidir.
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Ispat: Teorem 4.1.1-(3) den
aeR(D')NR(D")< aeR(D') ve 2 e R(D")
SYE oY, Y UYE YL YEAY 2D, YEND =D ve
Y oV, Y OUYE DY, YYD, YD =D
SYF YUY, Y UYI oY, YEAY 2D, YEND =D

olarak bulunur.m

Lemma 4.1.6 D'#D" ve Y/2Y' olmak iizere D'={Y,Y’,D}, D"={V,.Y,,D}
e{D/,D;,...,D},} ve X sonlu olsun. Bu taktirde

‘R (D) R( D”)‘ _ 43 pln(voron)) _(2\Y’\(YuY1)\ _ 1) , (3\'5“(4 _ [P ) .30
olur.

ispat: Y/2Y" olmak iizere D' = D", D'={Y,Y',D}, D"={Y,,Y,,D} {D/,D,..., Dj,}
ve a €R(D')NR(D") olsun. & €B, (D) oldugundan « ikili bagintist bir f,: X — D,
f, (t)=ta doniisiimi ile belirlidir. {Y UY,, Y/\(Y UY,), D\Y/, X \D} kiimesinin X in
pargalamsi oldugu agiktir. f, déniisimiinin Y UY,, Y/\(YULY,), D\Y/ ve X\D

o

kiimelerine kisitlanig1 sirasiyla f,,, f,,, f,, ve f, olsun. Simdi Lemma 4.1.5 kullanilarak

la? a

fo,» f,, f,, ve f,, .doniisimlerinin 6zelliklerini belirleyelim.

0> "la? a

1. teYUY, olsun. Y UY, cY;” oldugundan teY;” ve ta =T elde edilir. O halde
fo, (t)=T her teY LY, olur.

2. teY\(YUY,) olsun. teY/\(YUY,)cY/'cY LY olup teY LY dir. Y/
ve Y, kiimelerinin tanimindan her teY/\(Y UY,) i¢in f(t)e{T.T'} olur.
Ayrica Y" NY'# < oldugundan en az bir t'€Y’ i¢in t'a=T' olur. t'eY LY,
oldugunu kabul edelim. t'eY UY, < Y;” oldugundan t'« =T olur. Buda T #T’
oldugundan t'a =T’ olmasi ile gelisir. O halde en az bir t'eY"\(Y LY,) i¢in

f, (t')=T" olur.
3. teD\Y/ olsun. Bu durumda D\Y/cDcY”UYZUY%=X oldugundan

teY UYSUY: ve tae{T,T,T"} olur. O halde her teD\Y, igin
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f,, (1) e{T,T"T"} olarak bulunur. Ayrica Y/ N\ T"# oldugundan en az bir
t"eT" icin t'a=T" olur. t"eY’ olsun. t"eY/cY,"UY," oldugundan
t"a € {T,T'} olur. Buise t"a =T" olmast ile gelisir. O halde en az bir t" € D\,
igin f,, (t")=T" olur.

4. teX\Dolsun.te X\Dc X =Y UY;Y UY,* oldugundan ta € {T,T",T"} olur.

O halde her te X \D igin f,, (t)e{T,T'T"} olur.

O halde keyfi bir aeR(D)NR(D") regiler elemanma karsilik yukaridaki
ozellikleri saglayan (f,,,f,f,,,f,,) biciminde bir sirali sistem vardir. Simdi asagidaki
dontistimleri tanimlayalim.

fo:YOY, > {T},
oY \(YOY,) > {T.T'} veenazbir t'eY'\(Y UY,) i¢in f (t')=T",
f,:D\Y/— {T.T".T"} veenazbirt"eD\Y, i¢in f,(t")=T",
f,: XAD > {T,T.,T"}
olsun. Bu dontigiimler yardimiyla f doniisiimiinii
f(t), teY LY,
()= fi(t), tevA(YuY,),
f,(t), teD\Y,,
f,(t), te X \D.

bigiminde tanimlayalim. Bu durumda {Y OY,, Y\(Y UY,), DY/, X\ [3} kiimesi X in

pargalanisi oldugundan f : X — D tanimli olur.

A =U(xx 1 (x))

xeX
olsun. O halde Y/ ={t|tg=T}, Y/ ={t[tB=T'} ve Y/ ={t|tf=T"} oldugundan f ikili
bagintisi
B=(YxT)u(Y xT")u(Y xD)
bi¢ciminde yazilabilir.
XeY UY, olsun. Bu durumda f doniisiimiiniin tanimindan X8 =T olur. O halde

xeY/ bulunur. Yani Y/ 2Y UY, bulunur. Benzer olarak f doniisiimiiniin ve Y/
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kiimesinin tanimindan Y/ UY/' 2Y," oldugu elde edilir. Ayrica en az bir t'eY'\(Y LY,)
igin f (t')=T" oldugundan Y/ "Y'= @ elde edilir. En az bir t"e D\Y, i¢in f,(t")= D
oldugundan Y "D # @& olarak bulunur. O halde Lemma 4.1.5 den B e R(D)nR(D")
olur.

Simdi @, B R(D')NR(D") ve a # £ olsun. Bu durumda « yakarsihk f, (t)=ta
olacak sekilde f,=(f,,,f,,f,,,f;,) swal sistemi ve g ya karsilik f,(t)=tf8 olacak

sekilde f, = ( fo ., ., f sirali sistemi vardir. f, = f, olsun. O zaman her te X i¢in

08> 18> Zﬂ’fSﬂ)

f, (t) =f, (t) olur. Buda her t € X i¢in ta =tf olmasim gerektirir. Buradan « = £ elde

edilir. Bu ise kabuliimiiz ile ¢elisir. O halde f, = f, dur.

Sonu¢ olarak R(D')nR(D") ile f,=(f,,,f,.f,.f,) bicimindeki ayrk
doniisiimlerin siralr sistemlerinin kiimesi arasinda bire-bir bir esleme vardir. $imdi bu f,
f ,f

larin sayisin1 bulalim. Teorem 1.1.10 dan f f,, doniisiimlerinin say1s1 sirastyla

O’ "la® 2a°

1 2\(Y]'\(Yuvl))\(Y'\(YuY]))\ .(Z‘Y'\(YUYI)‘ _1) 3\5\\(,1 _ 2\5\\(11 3\><\|5\

olarak bulunur.
Bu sayilarm T cT'cT” (T,T',T” 5 D) olmak iizere Q, = {T,T',T"} X1 -alt yari
latisinin secilisinden bagimsiz oldugu goriiliir. Dolayisiyla D nin Q, e tam izomorf olan 43

tane XI -alt yar1 latisi oldugundan her biri i¢in yazilabilecek birbirinden farkli f_ larin sayisi
(A ). (3050 500
olur. Buradan
‘R (D")AR( D")‘ _ 43 plneeron)) (2\Y’\(YuY1)\ _ 1) _ (3'5\“1 _ ol ) .3%'0l
olarak elde edilir.m
Lemma 4.1.7 X sonlu olsun. O zaman

R(D))"R(D;)| =43-27% (27 —1)-(3° 4 )-3“j

IR(D;)"R(D;)

— 43.9%\% _(2\25\28\ _1)_(35\23 _25\23)_3X\D

R(D;)"R(D})|=43-2%%/.(2%% —1).(3"5\22‘ —2'5\22).3“D
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(30\2, 25\21) 3\X\D\

‘R(Dé)m R(D;)‘:43.2\21\Za 9l2:\2Zi| _ )
‘R(Dé)m R(Dé )‘ —43.0%'%l 2\2 v 1) (30\23 NCE 3\)(\5‘

3\0\21\ _ 2\0\21\ 3\X\D\

R(D)R(D))|=43-2%21. (225 -1). (3“2—2'5\22)3”’
[R(D;)R(D},)|=43-272I. (2% 1) )

[R(D;)R(D;)|=43-2% %272 _1). (3“2—20\Z 30

[R(D{)~R(D;)

—43.9'2l 2\2 1\ 1) (3\0\21\ _25\2,)_3X\D

R(D)NR(D},)

_43.9/2'2l 2\2\2\ 1 (3\0\21\_2\5\21\ 3\X\D\

[R(D;)"R(D;)

_ 43.922 | 2\2 Z 4 (3D\23_2D\23 3‘X\D‘

[R(D;)"R(D))[=43-2% 2] (2%%] (3“2 Pz} 5ol

‘R(Dé)mR(Dl’o) =43~2‘Z‘\Z‘ 2‘23\27 _

) |

) |
R(D1)AR(DY)|= 43:20 5 (2251 1) (30415021}

) |

1) )

(3D\z, 2\5\21\ 3\x \D|

olur.

D; ={2,.2,,0}, D}, ={Z,.Z,.D}

XI - alt yarilatisleri icin Lemma 4.1.6 uygulandiginda istenen elde edilir.m

Teorem 4.1.8 X sonlu olsun. O zaman

‘R(Q3)‘=43-(226\28_1).(35\26_25\26),3X\D 43 (2\2 1z, 1) (35\25_25\25).3X\5+
43-(223\28—1)-(3“3—25\23)-3X\D+43 (277-1). (30\22_25\22).3X\D N
43 '(2‘21\28‘— ) (3D\Z‘ ZD\Z') 3% 4 43. 2‘Z 2| 1) (3[’\25 2“*) X0l
43-(224\27—1)-(35\24—25\24)-3“%43 (221 -1). (30\23 2°%).94.

43'(2\22\27\_ ) (3D\z2 20\22) 3\X\D\ 43. 2\2 \Z| (3D\ZI_ZD\ZI)_3X\D+
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43_2\22\23\ '(2\23\25\ _1)_(3@\22 _25\22)'3X\I5 +2'43_2\zl\z3\ '(2\23\25\ _1)
.(35\21 _25\21)‘3X\D _43.9/%:'% _(2\26\28\ _1)‘(3Dz3 _2\o\za\ ).3)(\5 3
43_2\23\25\ '(2\25\28\ _1)_(35\23 _2I5\Z3)‘3X\I5 _43.2\22\23\ _(2\23\28\ _1)
.(35\22 _26\22).3X\D _ 4392 .(2\23\28\ _1).(35\21 _25\21).3X\5 3
43_(2‘23\25‘ _1),(35\23 _2’[3\23),3)(\Ij _43,2‘21\23‘ ,(2‘23\25‘ _1)

.(35\21 _25\21)‘3X\D _43.(2\22\25\ _1)_(35\22 _26\22)_3X\D 3
43_(2‘21\25‘ _1)_(35\21 _25\21),3X\D _43_2‘23\25‘ ,(2‘25\27‘ _1)

.(35\23 _25\23)‘3X\D _43.9%2 _(2\24\z7\ _1).(35\23 _25\23)

,3‘”5‘ _43.9%\% ,(2\23\27\ _1),(3D\Zz _2'5\22),3X\D _

43.92'2 _(2\23\27\ _1)_(35\21 _25\21)‘3X\D

olur.
Ispat: Lemma 4.1.4, Teorem 1.1.54 ve Lemma 4.1.7 den istenen elde edilir.m

a e B, (D) regiiler elemaninin Teorem 4.1.1-(4) deki gibi quasinormal gosterimi var
olsun. Bu durumda
\Y (D,a) =Q, = {Z,Z’,T,T'}
oldugundan

Q4'9XI :{{27,24,23,21},{Z7,Z4,Z3,Zz},{27,25,23,21},{27,25,23,22},
Z26,26,24,ZY 424,20, 20,2, {246, 26, 24,2} {2, 26, 24, 2, ),
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Ayrica Q, lin tam otomorfizmi sadece birim doniisiim oldugundan ‘QD(Q4 )‘ =1 olur.

Ote yandan

D), ={Z,.2,.Z,,D}, D}, ={Z,.2,,Z,,D}, D},={Z,,2,.Z,.D},
Dj; = Z7’Z4’22’D}’ D/, :{2732492135} . D :{2792372295}3
Dl,6 = Z7 2332135}9 D1'7 ={Z7,Z4,Z3,Zl}, D1'8 ={Z7,Z4,Z3,Zz},

olarak gosterirsek,
30
R'(Q)=UR(D))

i=1

olur.

Lemma 4.1.9 X sonlu olsun. O zaman

olur.

Ispat: Z,cY, ve Y,cY,cY,cY, olmak iizere D'= {Yl,YZ,Y3,Y4} €Q,9, ve

aeR(D') olsun. Teorem 4.1.1-(4) den « ikili bagintisinin quasinormal gosterimi
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o= (YT" xZ ) u(YT".‘ xZ ') U(YT" ><T) u(YT", xT ') bigiminde olur ve Q, ile D' tam o -
izomorf  olduklarindan Y, DY, Y, UY,/ DY, YUY, UYF DY, Y,.NY,zd,

Y AY, =D ve Y NY, = D kosullart saglanir. Ote yandan Z, Y, ve D, D nin en biiyiik

elemant oldugundan

Y, DZ,, YUY, DY, YUY, uY DY,

YAAY, 2B, Y A, 2D, Y ND#Q
her zaman saglanir. O halde D" = {ZS,YZ,Y3, D} €Q,9, ve aeR(D") olur. Dolayistyla
R(D')cR(D") elde edilir. Benzer olarak T €{Z;,Z;} ve T'e {ZZ,ZI, Ij} olmak iizere
D" ={T.Y,.Y,,T"} €Q,9, i¢inde R(D") = R(D") oldugu goriiliir.

Z,cY, ve Y, <Y, cY, <Y, olmak iizere D'={Y,.Y,,Y,,Y,} €Q,9,, ve aeR(D’)
olsun. Teorem 4.1.1-(4) den « ikili bagmtistnin quasinormal  gosterimi
a= (YT"‘ xZ ) U(YT",‘ xZ ') u(YT“ xT ) ) (YT”f xT ') bigiminde olur ve Q, ile D' tam «-
izomorf olduklarindan Y, 2V, YUY, oY, YUY, Y oY, Y NY, 2,
Y Y, =D, YA Y, = D ozellikleri saglanir. Ote yandan Z, Y, ve D, D nin en biiyiik

elemant oldugundan
Y, 2Z,,Y; UY; DY, YUY, uY Oy,
YAAY, 2B, Y A, 2D, Y ND %D
her zaman saglanir. O halde D" = {27,Y2,Y3, 5} €Q,9, ve aeR(D") olur. Buradan
R(D')c R(D") bulunur.
Ayrica Te{Z,,Z;} ve T'e {ZZ,ZI, Ij} olmak iizere D" ={T.Y,,Y;,T'} €Q,9,, i¢in

de R(D") < R(D") olur. O halde

R(D,)<R(D},), R(D,)<R(D,), R(D,)<R(D,), R(Dy)<R(D)),
R(D},)<R(D}). R(D,) e R(D,). R(Dy)=R(D)), R(DL) = R(D)).
R(D) = R(D;). R(Dy)=R(D}) R(D,)<R(D;). R(Dy)<R(D}).
R(Dj,) = R(D)). R(D}) < R(D})

elde edilir. Sonug olarak
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R (Q)-UR(D)

olarak bulunur. Simdi bu birlesimde yer alan kiimelerin arakesitlerini inceleyelim.

zaman

R(D/)NR(D;)#< oldugunu kabul edelim. O halde & € R(D/)"R(D}) vardir. O

aeR(D/)NR(D))=Y, 2Z, YUY 2Z, YUY T UY, 2Z,, YINZ, # T,

YiNZ,#D, ViD=,
Y2 Z, YUY DZ, Y UYEUYS 22, Y N2 D,
Y NZ, =D, YiND =

=Y UV DZ,uZ =7, (YOS )NYS 22,0 # @

olur. Bu da « ikili bagintisinin quasinormal gosteriminde yer alan Y;* larmn ayrik olmasi ile
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)
R(D))NR(D})=2, R(D;)nR(D})=2, R(D;)nR(D})=2,
R(D))"R(D})=2, R(D))NR(D;) =,
R(D})R(D},)=@, R(D;)"R(D},)=2, R(D])"R(D},)=3,
R(D})~R(D,)=2. R(D})nR(D,)=2, R(D;)~R(D},) =12,
R(D))"R(Djs)=2, R(D;)"R(D}) =2, R(D;)"R(D;) =,
R(D;)R(D.)=2. R(D;)R(D;)=2. R(D;)R(D;})=2.
R(D;)R(D})=2. R(D;)"R(D},)=2. R(D;)"R(D},)=2,
R(D;)NR(D},)=2, R(D;)"R(D},) =2, R(D;)"R(D;) =,
R(D;)R(D;) =2, R(D;)R(D;) =@, R(D;)R(D;)=12,,
R(D;)"R(D},)=2, R(D)nR(D,,)=D, R(D;)"R(D},) =,
R(D;)NR(Dj;) =@, R(D;)"R(D;) =2, R(D;)"R(D})=42,
R(D;)NR(D;) =2, R(D;)"R(Dj,) =2, R(D)"R(D};) =12,
R(D;)R(D},)=2. R(D,)"R(D,) =2, R(D,)~R(D},)=2.
R(D;)R(D},)=2. R(D,)"R(D;)=2. R(D,)R(D}) =12,
R(D;)R(D;)=2, R(D{)"R(D;) =2, R(D;)"R(D},) =,
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R(D!)AR(D},)=3, R(D})"R(D},)=3, R(D,)"R(D})=2,
R(D!)"R(D},)=2, R(D.)"R(D};)=2, R(D,)"R(D})=2,
R(D;)nR(D;)=2, R(D;)"R(D},)=2, R(D,)"R(D},) =2,
R(D)~R(D},)=2. R(D.)~R(D};) =2, R(D,)R(D},) =2,
R(D§)NR(Ds)=2, R(D{)R(Dj) =, R(D))"R(D;) =2,
R(D))NR(B)) =2, R(D))R(Dj,) =@, R(D;)NR(D;,) =2,
R(D:)~R(D,)=2, R(D;)"R(D},)=2, R(D})"R(D},) =,
R(D;)NR(D) =2, R(B;)"R(Dy,) =@, R(B{)"R(D}) =2,
R(D;)"R(D,)=@, R(D;)"R(D},)=2, R(D;)"R(D};) =,
R(D;)"R(D},)=2, R(D;)"R(D},)=2, R(D})"R(D},) =2,
R(D;)~R(D};)=2. R(D,)"R(D},) =2, R(D},)"R(D},) =
R(D},)R(D},)=2. R(D},)R(D,,)=2, R(D},)R(D})=2.
R(D},)"R(D,)=2. R(D,)R(D};)=2. R(D,,)~R(D};)=2.
R(D,,)"R(D;)=3, R(D},)"R(D},)=D, R(D},)"R(D};) =2
R(D;,)NR(D})=@, R(D,)"R(D})=2, R(D,,)"R(D};) =2,
R(D,,)"R(D},)=D, R(D},)"R(D},)=D, R(D},)"R(D}s)=2,
R(D/)NR(D},)=2

olduklar1 goriiliir.
Simdi birlesimde yer alan kiimelerden birbirine esit olanlar1 belirleyelim.
aeR(D))NR(D;) =Y 2Z, YUY 2Z, YUY UY, 27, VI NZ # T,
YSNZ, 2D, Y "D =,
Y DZ, YUY DZ, YUY UY, 27, YTNZ, #OD,
YfNZ,#D, YD =
Y DZ, YUY DZ, YUY VY, o7, YN D,

YiNZ =D, YP N, 2D, ViNnD#D
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SY DZ, YUY oZ, YUY UY, DZ,,
YiNZ, 2D, Vi N2, #D, Y. D=,
Y oZ, YUY D Z,, YUY UYS o7,
YiNZ, 2D, YS N2, #D, Y2 D=,
Y 2Z, YUY 2Z,, YUY UYS o2,
YiNZ, D, XN, 2D, Y ND#D

< aeR(D;)NR(D;)nR(D;)

olur. Bu gerektirmeden R(D;)NR(D;)=R(D;)"R(D;)"R(D;) bulunur. Benzer

olarak

pe
il
-

D)

Py
—
i,
S
~

Il

pe)
i)
-

D)

pe
—
i,
B

olduklar1 goriiliir. O halde
16
R (Q)|=ZR(B)-R(BN)AR(B)|-R(D) R (D)

~|R(D;) "R(D;)|~|R(D;) "R(D})|-|R(D;)"R(D;)
~|R(D{)R(D} )| ~|R(D;)"R(D;)|~|R(D;) "R (D)
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—-|R(D;)"R(Dj,)|-|R(Ds) "R(Dy,)|~|R(Ds) nR(D},)
R(D)AR(DL)-R(DL)AR (D - R(DL) R
—‘R(D’)mR(D{J‘—‘R(D{)mR D’ ‘R(D4)

olur.m

Teorem 4.1.10 Y,/ 2Y've YY" olmak iizere D'={Y,Y"Y",D}, D"={Y,.Y,.Y,. D}
e{D/,D;,...,D/;} ve D'# D"olsun. Bir « € B, (D) ikili bagintisinin quasinormal gésterimi
T.T.ZeD ve TcT'cZcD olmak iizere a=(Y"xT)U(Y:xT' ) (Y xZ)u
(YO" X Ij) bi¢iminde olsun. O zaman o € R ( D') NR ( D") olmasi igin gerek ve yeter kosul
Y/ oYY, YYuYS DY, YUY oY, oY/,
YAY' 2B, YY" 2D ve Y ND =

olmasidir.

Ispat: Teorem 4.1.1-(4) den
aeR(D')NR(D")<= aeR(D') ve a eR(D")
<Y oY, YUY oY, YUY Y oYL Y Y =D,
YAAY" 2D, Y AD =D,
YOS, YO UYE DY, YUY UYE DY YEAY %D,
YAAY'2D, Y ND =D

olarak bulunur.Y'2Y" ve Y"2Y" oldugundan Y* DY LY, YUY DY/,

YA OYEOYS YIS AY 2D, YY" 2D ve Y nD =D elde edilir.m
Teorem 4.1.11 D'#D", Y/2Y've Y'2Y" olmak iizere D'={Y,Y’Y",D} ve
D" = {YI,YI’,YIZ 5} e{D/,D;,...,D/;} ve X sonlu olsun. O halde

‘R(D')GR(D) 30. 2\\(1 YU, \( ‘Y\YUYI)‘_ ) 3‘Y”\Y YY) \ (3‘\( \Yl‘_z‘y \YI) ( \D\YI\ 3D\Y]").4X\D

olur.

Ispat: Y'Y ve Y'2Y" olmak iizere D'={Y,Y’,Y", Ij} ve D”={Y1,Y1’,Y1’§I5}
e{D/,D;,..,D/;}, D'# D" ve € R(D')"R(D") olsun. & € B, (D) oldugundan « ikili

bagintist f,: X - D, f, (t)=ta doniisiimii ile belirlidir.

181



BOLUM 4 - IKiLIi BAGINTILARIN TAM YARIGRUPLARININ REGULER
ELEMANLARI Didem YESIL SUNGUR

Ayrica {Y OY, Y\(Y UY), YAYS, DY) X \Ij} kimesinin X in pargalanisi
oldugu agiktir. f, déniisiimiiniin Y UY,, Y\(Y UY,), Y\Y,, D\Y" ve X \D kiimelerine
f,, f

kisitlanist sirastyla f f,, ve f,, olsun. Simdi Teorem 4.1.10 dan yararlanarak

0> 'la> 2a°

fo,s Fius Tops f

f,, . doniisimlerinin 6zelliklerini belirleyebiliriz.

O "la> 2a° "3a?

1. teY uY, olsun. Y UY, c Y oldugundan t €Y;” olur. Dolayisiyla ta =T olur.
O halde her teY LY, i¢in f,, (t)=T olur.

2. teY/\(YUY)) olsun. Y\(Y UY,) Y,/ YUY, oldugundan t e Y, UY," olur.
Y, ve Y;* kiimelerinin tanimindan her t e Y/\(Y UY,) i¢in f_ (t)e{T,T'}
olarak bulunur. Ayrica Y;* "Y' # & oldugundan en az bir t' €Y' i¢in t'a =T’

olur. t' e Y LY, oldugunu varsayalim. Bu durumda t"eY UY, c Y;* oldugundan

t'a=T olur. Buda T #T' oldugundan t'a =T olmasi ile gelisir. O halde en az
bir t'eY'\(Y LY,) i¢in f (t')=T" olur.

3. teY\Y, olsun. YA\Y/CY,"c Y UY;T UY, oldugundan teY;* UY7 UY," olur.
Y/, Yi ve Y, kiimelerinin tanimindan her t e Y\Y, i¢in f,, (t)e{T,T',Z}
bulunur. Ayrica Y, NY" # & oldugundan en az bir t" €Y " i¢in t"a =Z dir.
t"€Y, olsun. Bu durumda t" = Y, UY," oldugundan t" € {T,T'} olur. Bu ise

T#Z ve T'#Z oldugundan t"a =Z olmasi ile gelisir. O halde en az bir
t"eY"\Y, i¢in f,,(t")=Z olur.

4. teD\Y," olsun. Budurumda D\Y," c D < X =Y UY2 UYS UY,* oldugundan
teY UYT UY,S UY, olur. Dolayisiyla ta € {T,T', Z, 5} olur. O halde her
teD\Y," i¢in f, (t)e {T,T’, Z, 5} olarak bulunur. Ayrica Y "D # &
oldugundan en az bir t” € D igin t"a = D olur. t” €Y,” olsun. Bu durumda
t"a e{T,T',Z} olur. Buise D¢ {T.T'.Z} oldugundan t"a =D olmast ile gelisir.
O halde en az bir te D\Y," igin f,, (t")= D olur.

5. te X\D olsun. te X\Dc X =Y, UY2 UY;S LY/ oldugundan

tae{T,T’,Z,D} olur. O halde her te X \ D igin f,, (t)e{T,T',Z,Ij} olur.
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Dolayisiyla & € R(D')\R(D") regiiler elemanina karsilik

T, =(fous fius Fous Fius Tay ) sirali sistemi vardir. Simdi asagidaki 6zellikeri saglayan

doniisiimleri tanimlayalim.
fo:YOY, > {T},
foY\(YOY,) > {T,T'} veenazbir t'eY'\(Y UY,) i¢in f (t')=T",
f,:Y\Y, > {T,T,Z} veenazbirt"eY"\Y/ i¢in f,(t")=Z,
f,:D\Y'— {T,T’,Z, Ij} veen az bir t"e D\Y," igin f,(t")=D,
f,:X\D—{T,7',2,D}

olsun. Bu dontisiimler yardimiyla tanimlanan f dontisiimii

f (t), teT,

f(t), teY\(YuY,),
f,(t), teY\Y/,
f,(t), teD\Y/
f,(t), teX\D.

f(t)=

bi¢ciminde tanimlansin. Boylece f : X — D ye tanimhdir. g = U ({X} x f (X)) olsun. Bu

xeX

durumda Y/ ={t |t =T}, Y/ ={t[tB=T"}, Y/ ={te X [tf=Z} ve

Y/ ={te X [tB=D} oldugundan # ikili bagintisi

B =Y xT)U(Y xT")U(Y xT")U (Y, x D) bigiminde yazilabilir. f déniisimiiniin
tanimidan t e Y UY, ise tf =T oldugundan t €Y/ bulunur Dolayisiyla Y” DY LY,
olur. Benzer olarak Y/ UY/ 2V, ve Y/ UY/ UY/ 2V, olduklari gériiliir. Ayrica en az
bir t'eY'\(Y UY,)i¢in f (t')=T' oldugundan Y7 "Y'= olur. Enazbir t"eY"\Y/
igin f,(t")=Z oldugundan Y/ NY"# & veenazbir t"eD\Y," i¢in f,(t")=D
oldugundan Y "D # @ olarak bulunur. O halde Teorem 4.1.10 dan € R(D’)"R(D")

olur.

Simdi @, B R(D')NR(D") ve a # £ olsun. Budurumda « yakarsihk f, (t)=ta

olacak sekilde f, =(f,,, f,, f,,, fs,, f,, ) siralisistemi ve B yakarsiik f,(t)=tf olacak
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sekilde f, = fi 1, ﬁ) siralt sistemi vardir. f, = f; olsun. Bu durumda her

(foﬂ’ flﬁ’ fZﬂ’ 3p>

te X igin f, (t)=ta=tf=f,(t) olur. Buradan « = f elde edilir. Bu ise kabuliimiiz ile

celigir. O halde f, = f, olur.

f .0, f

02 "la® "2a° "3a’

Sonug olarak R(D')NR(D") ile f, =(f f,,) bi¢imindeki ayrik

doniigiimlerin siral1 sistemlerinin kiimesi arasinda bire-bir bir esleme vardir. Teorem 1.1.10

den f,f_.f,,,f,,f,, donisimlerinin sayisi sirastyla

0 "la® 2a?

1, 2\ YAY Y)Y (Y o)) _(2\Y'\(Yuvl)\ _1) 3\ (YY) _(3\Y"\Yﬂ _2\Y"\Yﬂ) 4\5\\(,7 _3\5\\(17 4\X\D\
olarak bulunur.
Busayilarn T cT'cZ = D olmak iizere {T,T', Z, D} secilisinden bagimsiz oldugu

goriiliir. O halde D nin Q, e tam izomorf olan Xl -alt yarilatislerinin her biri igin

yazilabilecek birbirinden farkli ayrik sistemlerin sayisi

2\(Yl'\(v'uYqu))\ .(2‘Y'\(YUY1)‘ _ l) ' (3D\Y]1 _ 2‘D\Y|" ) . 3\X\D\

oldugundan
‘R ﬁR(D )‘ 30. 2\ YA(Y'UY,) \ (2\Y\Yuyl)\_ ) 3\ YA(Y"OY,) \ (3“ Wi 2Y”\Y1’)‘(4D\Y1"_35\YI”)‘4X\D

olarak elde edilir.m

Teorem 4.1.12 X sonlu olsun. O zaman

[R(D)AR(DY)|=30-2% 2 (222 _1). 3221 (302 Z\z()(D\zz D\Zz).4X\D,

IR(D;)"R(D;)

—30. 2262l (2267 _1). 522 .(3\23\26\ _223\26)_(45\21 _35\21).4X\D ’

‘R(D;)ﬂ R(D —130.2%'%l . (9l2\zdl _1). 32 .(3\22\23\ _222\23).(45\22 _35\22).4X\D ’

‘R(Dé)ﬁ R(D -30. 90224 (5262 _4 3\2 VA <3\zl\z3\ _221\23)_(45\21 _35\21)_4X\D ’
IR(D;)"R(D}) (
‘R(D‘:)ﬁ R(D _30.2\%l (952l _1).522 .(3\23\25\ _223\25).(45\21 _35\21).4X\D ’

‘R(Ds’)m R(D =30- 2‘2 3\Zs 2‘25\22 -1 3‘22\22‘ . 3‘22\23‘ _222\23)_(45\22 _:))D\ZZ)_4_X\Ij ,

(27 -)
(2el-1).
(2e-1).
30-2 (2577 1), 37 (377 <07, 307 )4,
{2l1);
(2%1-1)
21),

‘R(Dé)ﬂ R(D —30.2/%'%l (9257l _1). 322 _(3\21\23\ _221\23)_(45\21 _35\21)_4X\D ,
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\R(D;)mR(D;S

—30.2%\%l (2\2 NZs| ) .322\2| '(3\22\23\ _ oz )'(45\22 _35\22).4X\D ’

‘R(D )F\ R( —130.2%'%l . (92\25] _1).522 _(3\2,\23\ _2\21\23\)-(4\5\21\ _35\21)-4X\D’

{
R(D;)"R(Dj,)|=30-2%*!(

30224 3\2 2\Zs| _ o[22

[R(D5)R(D,

-130. 2\2 5\Zs (2\2 5\Z,| _1

21257 1) 322 .(3\23\25\ _l7Z| (4\5\22\ _3\5\22\ 4\X\D\ ’
) (4D\zI _3\5\21\ 4\X\D\,

\R(D”)mR(D{6

) )

) )
R(D},) R(Djs)| =30 2% (25 ). 3020 (321 222\2)(4'3\22—35\22)4“’
_30.2%%1. (281 1138 (3721 ). (4D\Zl_35\zl) 4xo
IR(D},)"R(D},)| =30-2%%/. (2\24\2\ )3\22\23 (3% 22 (4D\zz_3fv\zz), 4l
).4‘)(\'5\,

_ 30.2\23\24\ _(2\24\27\ _1)_3\22\22\ .(3\22\23\ _2\22\23\)_(4\5\22\ _35\22).4X\I5 ,

[R(D},) AR(D},)|=30-2% 21 (2421 1) 372l (302 _gl2) (4‘°\Z"—3‘D\Z“

IR(D;,) R(Dy;)

‘R(Dl’4)m R(D{G )‘ _ 30_2\23\24\ _(2\24\27\ _1)_3\21\2,\ _(3\21\23\ _2z]\z3)'(4|5\z1 _3‘5\21‘)'4‘X\D‘

olur.

ispat: D/ ={Z,,Z,,2,,D}, D; ={Z,,2,,2,,D}, D; ={Z,,2,,Z,,D},

D, ={2,.2,.2,,D}, D. ={Z,.Z,.2,.D}. D; ={Z,.Z,.Z,.D}, D} ={Z,.Z,.Z,.D},
D; ={z,.2,,2,,D}, D; ={Z,,2,,2,,D}, D}, ={Z,,Z,,2,,D}, D}, ={Z,,Z,,Z,,D},
D, ={Z,.2,.Z,,D}, b, ={2,.2,.2,.D}, D}, ={Z,.Z,.Z,,D},

D, ={2,.2,.2,.D}, D}, ={Z,.Z,,Z,,D}

oldugundan Teorem 4.1.11 den istenen elde edilir.m

Teorem 4.1.13 X sonlu olsun. O zaman

R'(Q, )‘ _ 30.(2\26\23\ _1)'(3\23\26\ _223\26)_(46\23 _35\23)_4X\I5 N
30.(2\25\28\ _1),(3\22\2(\ 2\22\2() ( \D\zz\ D\Zz).4X\D N

30_(2\26\23\ _1)_(3\21\25\ _221\26)_(49\21 _35\21)_4X\D N
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30- 2\2 \Zg|

30 Z‘Zs\zs‘ 1

302225| _ 9[22\

3J%:\2| _5l22\2 (45\23 _35\23).4X\D N

(45\22 _35\22)'4X\I5 N

30. (223 _1). (37l _ o2z (4D\zz_3|5\zz)'4xw“)+

(98]

2‘25\27‘ 1

202521 _q

)
)
320z _ Hl22; \) (4D\zl _35\21).4X\D N
)
)

302:\2| _ 5l2:2

0.(2%'%l _1). (375l _ o2z (4D\z1 _35\21)_4X\D N

4\0\23\ _35\23).4X\f) N

(45\22 _35\22)‘4X\I5 4

30. 2\24\27 _1 3\23\24\ 2\23\24\ 4D\Z3_3I5\Z3).4X\|5+

30-(21%'#1 -1
30-(21%'#1 -1

2\23\27 _

(24%-1)
(29-),
(24%-1)
(24%-1)
(22%-1)
(25
30-(25%1-1)-
(2471-1)
(1),
(21-1)
(271 -1).
(2271-1)
(22%-1)

3\22\24\ 2\22\24

)
)
3\2 \Zg] 2\21\2 \) (4D\Zl _3'5\21).4X\D n
)
)

32z _ 52z

(
(
(
(
(
(
(3\22\25 _9l72z4|
(
(
(
(
(
(

(45\22 _35\22).4X\D +

4\D\zl\ _3[3\21).4X\D N

322l _Hl%\2: \) (4D\Z2 _35\22).4X\|5 N

30. (2% _1). (328l _ 522l (4D\Zl_35\21).4x\|§_

_30.(2\26\28\_1).3\4\23\ (3\Z\zﬁw 22| (45\22_36\22),4X\D

_30.(2\26\28\ _1)_3\21\23\ ‘(3‘23\26‘ 25\

(45\2l _35\21)‘4X\I5

_30.2\23\2(,\ '(2\26\28\ _1) (3\22\2\ 2\22\23 ( \D\Zz\ _35\22)'4X\D
_30_2\23\2(,\ _(2\26\28\ _1)'<3\zl\z3 _ \z \Zy| ( \D\zl\ _35\21).4X\D
_30,2‘25\25‘ _(2‘25\28‘ _1)_3‘22\23‘ ,(3‘23\25‘ _223\25),(45\22 _35\22)_4X\D

_30‘(2\25\28\ _1)‘3\21\23\ .(3\23\25\ _223\25)_(45\21 _35\21).4X\D

~30. 2\2 S\Zs (2\25\28 _ )

_30_2\23\25 (2\2 S\Zg) )

(
(

322 222\23)'(45\22 _35\22).4X\D

32| 221\23).(45\21 _35\21).4X\|5

_30_(2\23\25\ _1)_(3\22\23\ 2\2 \23) ( \D\Zz\ 5\22).4X\D

_30‘(2\23\25\ _1)‘(3\21\23\ _ oz ) ( \D\zl\ D\zl)_4xu5
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_30_(2\25\27\ _1)'3\22\23\ )

~30-(2%%/-1).37%.

3225|5212 (45\22 _35\22).4X\D
3J%:\2| _ 5l (4D\zl 3D\Z]) 4\><\D\
32\%| _ 5l22| (4D\z2 3D\Zz) 4\X\D\

)
)
)
3% ) (4971 o). 40
)
)
)
)

/—\/_\

~30. 2\23\25\ (2\25\27 1)
)

_30_2\23\25\ (2\2 5\Z4 1
_30,(2‘24\27‘_ ) 3‘22\23‘

~30-(2%%-1). 377,

322 _5lz:'2,] 4\D\zz\ D\zz).4xu§

32\%| _ 522 (4D\zl D\zl).4X\D

AA

_30_2\23\24\ _(2\24\27\ _1)

~30- 2\23\24\ .(2\24\27\ _ 1)

322\%| _5l22\2| (4D\z2 _35\22).4X\D

3\2 NZy| 2\2 VA (4D\zl _35\21)_4X\D

olur.

Ispat: Lemma 4.1.9, Teorem 1.1.54 ve Teorem 4.1.12 den istenen elde edilir.m

a e B, (D) regiiler elemaninin Teorem 4.1.1-(5) deki gibi quasinormal gosterimi var
olsun. Budurumda Z,Z".T,T'eD ve Zc Z'cT =T’ < D olmak iizere
V(D,a)=Q, = {z,z',T,T', D} oldugundan
Q9 ={{2,,2,,2,,2,,0}.{2,.2,,2,,2,,5}.{,,2,,2,,2,,0}.{2,.Z,.2,.Z,,D},
(2,,2,,2,,2,,0}.{2,,2,,2,,2,,}.,{2,.2,,2,,2,,0}.{2,,2,,Z,,Z,.D}|
olur. Boylece ‘Q(Q5 )‘ =8 bulunur. Ayrica Q, in tam otomorfizmi sadece birim doniisiim
oldugundan ‘(1)(Q5 )‘ =1 olur. Ote yandan

D/ ={2.2,,2,,2,,D}, D; ={Z,,2,.2,,Z,,D}, D} ={Z,.2,,2,,Z,,D},
D, ={ZS,ZS,Z3,Z],5}, D; :{27’25’23’22’5}’ D5 :{27’25’23’21’5}’
D;={2,.2,.2,.2,.0}, D;={2,.2,.2,,Z,.D}

ile gosterirsek,

olur.
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Teorem 4.1.14 X sonlu olsun. O zaman
R*(QS)‘zg_(zwzé\zx\_1)_(3\23\26\_2\23\26\ (4\2 2| _ 5l \zw) (5\5\22\_4\5\22\),5\X\D\ +
(2\2 0zl _1). (3%l _olzzdl . (4202 _ 52 \zw) (S\D\zl\_4\ﬁ\zl\),5\mf>\
PILACAREPY:2 \zg) (S\D\Z\ 4\0\22\) 5/x\0]
Szl g 42z 5 \z\) (50\21_45\21).5”5
)
)

) )
(255-1) )
(251 )
8.(2\25\27 1) <3\zs\zw 2\2\2\) (S\D\zz\_4\5\zz\),5\X\D\
(2%7-1) )
() )
(251 )

322 _ ol22

g. 2\2\2\ 1

3\23\25\ \z \Zs|

OO

8.(21%\l _1).(3%'%| _ 92zl ) (420 %] _ 5207 (5‘[3\21 4‘5\21‘).5‘X\D‘

3%\l _ 52

Q. 2\24\2 \ _1 4\22\2 N 3\zz\z \) (S\D\zz\ _4‘5\22‘)'5‘X\D‘

g.(277l _ YLl _ A2z (4207l 5 \23\)_(5\@21\ _4‘5\21‘)'5‘X\D‘

)
(
(
(
(4\22\2 )| _3f22\7
(
(
(

olur.

8
Ispat: R Q5 = U R i’ oldugundan birlesimde yer alan kiimelerden arakesitleri
i=1

bos kiime olanlar1 belirleyelim.

R(D/)NR(D;)#2 olsun. O halde en az bir € R(D/)"R(D;) vardir. O zaman

aeR(D/)NR(D))=Y" 2Z, YUY 2Z, YUY VY, 2Z;,
YUY OYS VY, D2, Y N2, =D, Y N, =D,
YinZ,#D, Y "D =,
Y 2Z, YUY 2Z, YUY UY) D Z,,
YP O OYS VY, oz, Y NZ =D,
YPNZ, 2D, VENZ, #D, Y "D#Q
=Y UYSUYS UYE oD,

(Y OY OYS U )NY 2 DAY =D
olur. Bu da « ikili bagintisinin quasinormal gosteriminde yer alan Y;* larin ayrik olmasi

ile gelisir. Boylece R(D )m R( ) & olur. Benzer olarak
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R(D;)R(D}) =2, R(D})AR(D})=2,R(D}) R(D})=2
R(D;)nR(D;)=9, R(D;)nR(D!)=3, R(D,)"R(D})=2,

, R(D})R(D})=2,

olduklar1 goriiliir. O halde
IR™(Q,)|=[R(D;)|+|R(D;)|+|R(D;)|+|R(D;

\ +|R(

)/ +[R(D) +[R(D))[+[R (D)
olur. Boylece Teorem 1.1.54 kullanilarak
‘R* (Qs )‘ _ 8.(2\26\28\ _ ) (3\2 $\Z| _ 5l2:\Z| (4\22\23\ _ 3z ) (55\22 _45\22).5><\D N
(50\2l 4D\Zl) S\X\D\
(SD\Z2 _45\22)_SX\D
8- (SD\Zl _4[')\21)'5x\|5

(25 1) )
(25 1) )
(2% -1) )
(2Tl 1) (3 g, (271 -40%).5°
(25 =1)-( )
(25 =1)( )
(25 1) )

3025\2d _ol2:24| ) (4202 _ 522

8. 2‘26\28 -1

8. 2‘25\28‘ 1 3‘23\2‘ 2‘23\25 4‘22\23 3‘22\23

ol25\Zi _1Y.(31%\2 _ 5lz2

(o2¢]

8.

)

( )

( )

(4\2\zw 3\zl\zw)

(4\4\2\ 3\zz\zw)

27| ). (325l _ 52z (4\Z\z\ 3Z\z)(5D\zl_4D\zl),SX\D
(
(

32\2 _ 52312

g.(2%l _q 4222 _322\23)'(55\22 _45\22)_SX\D
8. (227l _1). (322l _ ozl . ( 42\ 321\23).(55)\21 _45\21).5><\|5

elde edilir.m
a e B, (D) regiiler elemaninin Teorem 4.1.1-(6) daki gibi quasinormal gosterimi var
olsun. Bu durumda V (D,a) =Q, = {Z,T,T',T UT'} oldugundan

Quy ={124,20,2:,2:},{2,,2,,2,,0}.{2,,2,,2,,0}.{2,.2,.2,,5}.{2,.2,.Z,,D}
(2,2,,2,0},{2,,2,,2,0}.{2,,2,,2,.Z.}}

olur. Dolayistyla ‘Q(Q6 )‘ =8 olur. Ayrica Q, nin tam otomorfizmleri
) ZTT TUT ZTT' TUT
IdQ = ' AR 0= ' '
¢ \ZTT' TuT ZT' TTuUT
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oldugundan ‘d) (Qs )‘ =2 bulunur. Ote yandan

D/ ={Z,.2,.2,,D}, D, ={Z,,2,,Z,.D}, D} ={Z,,2,.Z,.Z,}, D, ={Z,.Z,.Z,,Z,},
D;={2,.2,,2,,2,}, D, ={Z,,2,,Z,,Z,}, D; ={Z,,2,,Z,,D}, D; ={Z,,Z,,Z,,D},
D, ={z,.2,.2,.D}, D}, ={Z,.2,.Z,,D}, D}, ={Z,.Z,.Z,,D}, D}, ={Z,.Z,.Z,,D},
D, ={Z,.2,.2,,b}, D}, ={2,,2,,Z,,D}, D}, ={Z,,2,,Z,,D}, D}, ={Z,,Z,,Z,,D}.

ile gosterirsek,

R (Q,)=UR(D))

i=1

olur.

Teorem 4.1.15 X sonlu olsun. O zaman
R'(Q,)[=8-2:(2%%-1):(2%% —1) 4™ 8.2 (2% 1) (222 _1) 4]

8_2_(2\24\25\ _1).(2\25\24\ _1)_4\X\23\

olur.

16
Ispat: R"(Q,)=|JR(D/) oldugundan birlesimde yer alan XI -alt yarilatislerden

i=l
birbirine esit olanlar1 ve arakesitleri bos kiime olanlar1 belirleyelim.

a € R(D]) olsun. O zaman
aeR(D]) & YfUYf 27, YUY D2, Y NZ, D, Y NZ, #D = aeR(D))
oldugundan R(D;)=R(D;) olur. Benzer olarak
R(D))=R(D))=R(B;) =R(D;,) =R(D;;) =R(D};),
R(D;)=R(D;)=R(D}) =R(D},) =R(Dj;)=R(Djs)

oldugu goriiliir. O halde

R'(Q))=UR(DY)

6
i=1

olarak elde edilir.

Simdi bu kiimelerden arakesitleri bos kiime olanlar1 belirleyelim.

R(D/)NR(D;)#2 oldugunu kabul edelim. O zaman en az bir « € R(D])"R(D;)

vardir. Buradan
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aeR(D))NR(D))=Y, UY 2Z,, YUY 2Z, Y NZ,#D, Y NZ #OD,
YUY 2Z, YUY 22, Y N2, =D, NN, =D
=Y UV 2D, (YUY )nY DAYy =@
bulunur. Bu da « ikili bagintisinin quasinormal gosteriminde yer alan Y,* larin ayrik

olmasi ile gelisir. O halde R(D/)"R(D;) = olur. Benzer olarak

olduklar1 goriiliir. O halde

R (Qo)|=[R(D))|+[R(Ds)[+[R(D})[+|R(D;)|+|R (D) +[R(D)

olur.
Ayrica D/ ile D), D; ile D; ve D; ile D; arasinda tam otomorfizma var

oldugundan

‘R(D{)‘:‘R(Dé)
bulunur. O halde Teorem 1.1.62-(a) dan
R’ (Q6 )‘ _ 8_2_(2\22\21\ _1)‘(2\21\22\ _1)_4\X\5\ +8'2_(2\25\zﬁ\ _1),(2\25\25\ _1)_4\X\z3\ +

8-2-(2‘24\25‘ _1)_(2\25\24\ _1)_4\X\z3\

R(D;)|=[R(D;)] ve |R(D;)

3

=|R(D})

olarak elde edilir.m

a € B, (D) regiiler elemaninin Teorem 4.1.1-(7) deki gibi quasinormal g&sterimi var
olsun. Bu durumda V (D,a)=Q, ={Z,T,T", T UT",Z'} oldugundan
Q% ={{2,.25.2,.2,,2,} {2, 2,,2,2,.2,},{2,,2,.2,,2,.2,},
(2,2,,2,,2,,2,},{2,.2,,2,,2,,0}.{2,.2,,2,,Z,,D}|
ve |(Q,)|=6 olur. Ayrica Q, nin tam otomorfizmleri

_ ZTT' TUT' Z ZTT' TUT Z
= V =
v \lzTTTUT' Z ZT'TTUT Z
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oldugundan |®(Q, )|=2 bulunur. Ote yandan
Dl':{zg,z6,zs,z3,5}, D! ={zg,zs,zé,z3,5}, D! ={z7,zs,z4,z3,5},
D, ={2,.2,.2,,2,,D}, D; ={2,.2,.2,.2,,2,}, D, ={2,.2,.2,.Z,.Z,},
D, ={2,,2,,2,,2,,2,}, D, ={2,,2,,2,,2,,2,}, D} =1Z,,2,,2,,Z,,Z,},

Dl’O 2{28,25,26,23,22}, Dl’l :{27,25,24,23,22}, Dl’z :{27524’25’23’22}

ile gosterirsek,

olur.

Teorem 4.1.16 X sonlu olsun. O zaman
‘R* (Q7 )‘ _ 6-2-(2‘25\26‘ _1).(2\26\25\ _1)_(5I5\z3 _4‘5\23‘)'5‘X\D‘ N
6_2_(2\25\24\ _1)‘(2\24\25\ _1)_(55\23 _45\23).5X\D
olur.

12
Ispat: R"(Q,)=( JR(D;) oldugundan birlesimde yer alan XI -alt yanlatislerden
i=I

birbirinin alt kiimesi olanlar1 belirleyelim.

a € R(D;) olsun. O zaman Dj ile Q, tam « - izomorf olduklarindan Y, UY, 2 Z,,
YPOUYEDZ, Y N2, 2D, VN2 =D, Y5 NZ, #D bulunur. Ayrica Z, < D
oldugundan Y,;: "D # @ elde edilir. O halde R(D;)< R(D/) olur. Benzer olarak

R(D;)=R(Dy). R(Dy) =R(D;).R(D;) = R(D;). R(D}) = R(D;).

R(D)=R(D}). R(D})<R(D}). R(D,)< R(D})
olduklar1 goriiliir. O halde

R (@)=UR(P)
olur.
Simdi bu kiimelerden arakesitleri bos kiime olanlar1 belirleyelim.

R(D))NR(D;)#2 oldugunu varsayalim. O zaman & € R(D/)"R(D;) vardir. O

zaman
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aeR(D))NR(D)) =Y, UY 2Z, YUY DZ, Y NZ 2D, Y NZs#D,
YiND =,
YUY 2Z, YUY D2, Y NZ#D, Y N, #D,
YiND=Q
=YY 27, (YO )Y 22,0 2Z, Y =D
olur. Buise a ikili bagintisinin quasinormal gosteriminde yer alan Y;* larin ayrik olmasi
ile geligir. O halde R(D])"R(D;)=¢ olur. Benzer olarak
R(D{)mR(DQ):@, R(D{)m R(D;)=®, R(D;)(\R(D;):Q,
R(D})R(D}) =2, R(D})R(D})=2
olduklar1 goriiliir. O halde
‘R*(Q7)‘ =‘R(D1')

bulunur. D/ ile D; ve D; ile D, arasinda tam otomorfizma var oldugundan

+[R(D})]+[R(D})[+|R(D%)|

R(DY)|=[R(D;)| ve [R(DS)

- [R (D)

olur. O halde Teorem 1.1.62-(a) dan
‘R* (Q7 )‘ _ 6-2-(2‘25\26‘ _1)_<2\25\zs\ _1)_(55\23 _45\23)'5X\|5 N

6-2-(2‘25\2“‘ —l)-(2‘z“\25‘ _1)_(55\23 _4‘5\23‘).5‘X\5‘

olarak elde edilir.m

aeB, (D) regiiler elemaninin Teorem 4.1.1-(8) deki gibi quasinormal gosterimi var
olsun. Bu durumda V (D, ) =Q; = {Z,T,T',T uT",Z', [3} olur.

Q9 ={{2,,2,.2,,2,,2,,0},{2,.2,,2,,2,,2,,0},{2,,2,,2,,2,,Z,,D)

(2,,2,,2,,2,,2,,b}}

oldugundan ‘Q(Q8 )‘ =4 olur. Ayrica Q, in tam otomorfizmleri

idog - -

{z TT' TUT' 2 5}
Ve

ZTT' TuT'Z'D
ZTT' TUuT'Z'D

ZT'TTUT'Z'D
oldugundan ‘CD(QS)‘ =2 bulunur.

Ote yandan
D/ ={Z,.2,.Z,.2,,2,.D}, D; ={Z,.Z,.2,,2,,2,,D}, D; ={Z,.Z,.Z.,Z,,Z,,D},
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D, ={2,.2,.2,.2,.,.0}, D; ={Z,.2,.2,.2,.2,,D}, D; ={Z,.2,.2,.Z,.Z,.D} ,
D; ={2,.2,,2,,2,,2,,D}, D; ={Z,.2,,2,,Z,,Z,, D}

ile gosterirsek

R (Q)=UR(D)

olur.

Teorem 4.1.17 X sonlu olsun. O zaman
‘R* (Qg )‘ _ 4'2_(2\26\25\ _1)‘(2\25\26\ _1)_(5\22\23\ —422\23)-(65\22 _55\22).6X\D N
4.9. (2% _ ).(2\25\2(,\ _1).<5\zl\z3\ —421\23)-(65\21 _55\21).6X\D N
)_(2\24\25\ _1)_(5\22\23\ —422\23)-(65\22 _55\22)_6X\D N
(21

: ( 1
4,2_(2\25\24\ -1
4'2_(2\25\24\ _1) A0z _1). (527 _421\23)_(65\2l —55\21)-6X\D

olur.

Ispat: R"(Q,)=|JR(D]) oldugundan birlesimde yer alan kiimelerden arakesitleri

i=1
bos kiime olanlar1 belirleyelim.

R(D/)NR(D;)#2 oldugunu varsayalim. O halde @ € R(D/)nR(D;) vardir. O

zaman

aeR(D))NR(D)) =Y, UY 2Z,, Y, UYS D Z, Y7 OY  UY UYL UY, D7,
Y NZ, 2D, Y2, 2D, VENZ, =D, Y "D =,
Y, OY 2 Z, YUY o Z, Y, YUY UYL VY, D7,
Y NZ 2D, NENZ, 2D, VN2, #D, Y "D #J

=YY 27, (YO )Y 22,0 2Z N Y £ D

olur. Bu da Y;* larm ayrik olmast ile gelisir. O halde R(D/)"R(D,)=¢ olur. Benzer

olarak
R(D))R(D;)=2. R(D))"R(D;)=2. R(D))nR(D}) =2,
R(D))R(D;)=2. R(D))"R(D;)=2. R(D))"R(D}) =2,
R(D;)~R(D}) =2, R(D;)~R(D})=. R(D})R(D})=2.
R(D;)~R(D}) =2, R(D})AR(D})=2. R(D})R(D})=2.
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R(D{)AR(D;)=2. R(D:)R(D}) =, R(D})R(D})=2,
R(D;)"R(D;)=@, R(D;)"R(D})=2, R(D,)"R(D.) =2,
R(D;)nR(D.)=%, R(D,)nR(D:)=2, R(D;)"R(D;) =2,
R(D{)"R(D;)=2. R(D)R(D})=2. R(D;)R(D}) =2,
R(D;)AR(D})=2, R(D})R(D}) =2, R(D})R(D;)=2

olduklar1 goriiliir. O halde
R*(Q) =[R(D)|+[R(D;)|+

olur.

Teorem 1.1.62 den
R (@) =42 (254 1) (25 %1 1) (5541 -4 2]) (6 _Sb\zz),6xw‘> s
2.(2\26\4\_1).(2\25\2( 1) (521\z3_4zl\zs).(6ﬁ\zl_55\21).6“5 N
4.2:(2%% 1) (222 ). (5zz\z.~,_4zz\zz).(65\zz_55\22),6X\D N
4.2.(2\zs\z4\ _1).(2\24\25 _ ) (5\z1\z3\ _ 421\23).(65\21 _ 5D\zl),6X\D

olarak elde edilir.m

aeB, (D) regiiler elemaninin Teorem 4.1.1-(9) daki gibi quasinormal gésterimi var
olsun. Bu durumda Z,Z'.T.,T'eD, ZcZ'cT, ZcZ'cT', T\T'2Q0, T'"\T=#J

olmak tizere V (D,a) =Q, = {Z,Z',T,T',T uT’} olur. Buradan
9 {z Z,,2,,2,,0},{2,,2,,2,,2,,0}.{2,,2,,2,,2,,0}{Z,,Z,.,Z,,2,,D},
{z,

Z.,2,.2,,2,,0}.{2,.2,.2,.2,,0},{2,.2,.2,,2,,0}{2,,2,.2,,Z,,D},
{2,2,2,,2,b}}

oldugundan ‘Q(Q8 )‘ =9 bulunur. Ayrica Q, un tam otomorfizmleri.

o (ZZTTTOUT (ZZTTTUT
@ N\ZZTT TUT lzzTTTUT

oldugundan ‘(D(Qg)‘ =2 olur.

Ote yandan
Dy 2{28,26,22,21,5}, D; :{28’26’21’22’5}’ D; :{28’25’22’21’ 5}’
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D, ={2,.2,.2,.Z,.D}, D} ={ } {
D;={2,,2,,2,,2,,D},D; ={Z,,2,,2,,Z,,D}, D, ={Z
Dl ={Z7,Z4,Zl,zz, D}’ Dy, =

{ {
D1!3 :{24923922’21’5}3 1’4 :{249239213223 D}a DI!S :{Z
{ {

olur.

Teorem 4.1.18 X sonlu olsun. O zaman
R*(Q9)‘=‘R(Dl’)

RO)|+[R(D0)+ +[R (D[R (D )+ R (D))
D}) NR(D;)|-[R(D;) nR(D;)|-[R(D;) nR(D;) -
)mR( )‘_‘R( (Dlll)‘_‘R(Dé)mR(Dl'z)‘_
)

D; D;)AR
AR(D],)|-|R(D;)"R(D},)|-|R(D;)"R(D;,)|-|R(D},) " R(D},)|

olur.

Ispat: Z, <Y olmak iizere D'={Y,Y,Y".Y"Y'UY"}e{D],...D}} ve aeR(D’)

olsun. Bu durumda Q, ile D’ tam « -izomorf olduklarindan Teorem 4.1.1-(9) dan « ikili

bagintisinin quasinormal gosterimi

a=(Y;xZ)(YixZ )oY xT)u (Y xT) (Y x (T UTY))
bigiminde olur ve Y72V, Y UYS DY, VS UYSOUYS oY, YA UYSUYS DY,
YinNY 2D, YEAY'#2D ve YINY"#D oOzellikleri saglanir. Ote yandan Z, Y
oldugundan Y, ©Z,, Y,/ LY, 2Y, Y, UY, UY 2Y, YUY, OY oYY, Y =D,
YONY' 2D, YT NY"#D Ozellikleri her zaman saglanir. D" = {ZS,Y,Y’,Y",Y'UY”}
dersek D"= {ZS,Y,Y',Y",Y'UY”} € {Dl',..., Dl'g} ve ae R(D”) olur. Dolayisiyla
R ( D') cR ( D") olarak bulunur.
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Benzer olarak Z, c Y olmak iizere keyfi bir D' = {Y_,Y,Y ',Y",Y’uY"} e{D/,....Dj}
alalim vea € R(D') olsun. Bu durumda Q, ile D' tam « -izomorf oldugundan Teorem
4.1.1-(9) dan ¢ ikili bagintisinin quasinormal gosterimi

a =Y xZ)U(YixZ)O(Y xT)u(Yy xT') (Y x (T UT))
bigiminde olur ve Y2V, Y UYS DY, VS UYSOUY oY, YUY OUYS DY,
YN 2D, YY" 2D ve YINY"#QD oOzellikleri saglanir. Ote yandan Z, Y
oldugundan Y,  ©Z,, YUY, DY, Y,/ UY, UY 2Y, YUY, OYT oYY, NY 2D
YO NY' =D, Y NY"# O her zaman saglanir. O halde D”:{Z7,Y,Y',Y",Y'UY”} ile
gosterirsek D" = {Z7,Y,Y',Y",Y’ UY"} IS { D,,..., Dl'g} ve «ace R(D") olur. Buradan
R(D)cR(D") olarak bulunur. Benzer olarak R(D/,)c R(D:), R(D/)<cR(D}),
R(D;,)=R(D;), R(D§)=R(D;), R(D/s) = R(D},),R(D}s) = R(D/,) olarak bulunur.

Sonug olarak
12
R(Q)=UR(D))
i=1
olur.
Simdi birlesimde yer alan Xl -alt yarilatislerden arakesitleri bos kiime olanlar1 ve

birbirine esit olanlar1 belirleyelim.
R(D/)NR(D;)#2 oldugunu varsayalm. o € R(D/)"R(D;) alalim. O zaman
aeR(D))NR(D)) =Y, 2Z, Y, UY, DZ, Y7 UY; UY D7,
Y, OYOY 2Z,Y, N 2D, Y NZ, =D,
Y NZ, =,
Y, 2Z, Y, UY, 27, YUY, UY 27,
Y, O OY 22, N2 =D, YN, =D,
Yy NZ,#J
=Y, UYSOY 2D, (YUY UV )AY DAY 2Z, nYS =0
olur. Buda @ nimn quasinormal gdsteriminde yer alan Y,” larin ayrik olmasi ile celisir. O
halde R(D/)"R(D;) = olur. Benzer olarak
R(D/)nR(D;)=9, R(D/)nR(D;)=9, R(D/)"R(D;)=,

R(D/)nR(D;)=9, R(D))nR(D},)=9, R(D/)nR(D},)=42,
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R(D;)NR(D!)=@,R(D;)NR(D}) =2, R(D;)"R(D;) =2,
R(D,)nR(D;)=@, R(D,)"R(D})=3,R(D;)"R(D},)=2,
R(D;)nR(D,)=@, R(D;)"R(D,)=3, R(D;)"R(D}) =3,
R(D;)AR(D})=2., R(D;)R(D;)=2. R(D;)R(D},)=2.
R(D;)~R(D,)=2.R(D;)~R(D,)=2, R(D,)~R(D})=2.
R(D;)NR(D})=2, R(D{)nR(D{)=2,R(D{)"R(D;)=2,
R(D;)NR(D},)=2, R(D;)"R(D},)=D, R(D;)"R(D},) =2,
R(D:)"R(D;) =2, R(D;)"R(D;) =2, R(D{)NR(D})=2
R(D})"R(D},)=2,R(D;)"R(D},)=2, R(D,)"R(D}) =3,
R(D;)nR(D;)=@, R(D,)"R(D})=3,R(D,)"R(D},)=2,
R(D)R(D;)=@., R(D))"R(D})=2. R(D,)R(D,)=2.
R(D;)"R(D;)=2, R(D;)"R(Dj,)=2,R(D;)"R(D};) =2,
R(D;)R(D})=2.R(D},)"R(D,)=2 . R(D,)R(D,) =2

olduklar1 goriliir.

Simdi & € R(D/)"R(D;) olsun. Bu durumda

aeR(D))NR(D)) =Y, 2Z,, YUY, 2Z,, YUY, U 2Z,,
Y, O, OY 22, YN 2D, XN, #D, Y N, #D,
Y, DZ, Y, UY, DZ,, Y, OUY,UY D7,
Y, O, OY D2, Y, N #D, XN, =D, YN, #D
<Y, 2z, YUY, o7, YUY uY Dz,
YUY, OY 22, Y, NZ#D, X NL, DN N, #D,
Yy NZ, #D
<Y, 27, YUY, DZ, YUY, uY o7,
YUY, OY 22N 2D, YN, #D, Y N #D,
Y, DZ, YUY, DZ,, YUY, UY D7,
YUY, OY D2, Y, NZ =D, XN, 20, Y NL #O,
Y,) 2Z, YUY, DZ,, Y, UY,UY D7,
YUY, OY D2, Y, N, 2D, YN, 20, Y N #D
< aeR(D))NR(D;)NR(D})
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olur. Dolayisiyla bu gerektirmeden R(D/)NR(D;)=R(D/)nR(D;)"R(D;) elde edilir.

Benzer olarak

R(D/)nR(D},)=R(D/)nR(D;)"R(D,),
R(D))NR(D;)=R(D;)"R(D;)"R(D;).
R(D;)"R(Dy,)=R(D;)"R(D;)R(Dy,),
R(D:)R(D;)=R(D;)"R(D;)"R(Dy,)
R(Dé)ﬁR(D{O)z R(Dé)ﬁR(Dl'o)ﬁR(Dl'z)
R(D;)NR(D;)=R(D))"R(DB;)R(D],)
R(Dé)mR(D{O): R(Dé)mR(D{O)mR(Dl'Z),
R(D/)"R(D;)=R(D))"R(D;)"R(D;)
_R(D/)"R(D})R(D})
~R(D/)AR(D!)~R(D)AR(D},).
R(Dé)mR(D{o):R(Dé)mR(Dé)mR(D{o)
=R(D2')ﬂ R(Dl'o)ﬂR(Dl'z)
=R(Dzl)mR(Dé’)mR(Dl’o)mR(sz)

|
(D)|-|R(D;)AR(DL)|-

-|[R(D;)n

olur.m

Teorem 4.1.19 Y/2Y' olmak iizere D'={Y,Y’Y,,Y;,D}, D"={Y,Y.Y,.Y,,D}
e{D/,D,,..,D},} ve D'#D" olsun. Ayrica a<€B, (D) ikili bagntisinin quasinormal
gosterimi Z,2'T,T'eD,Z2cZ'cT,Z2cZ'cT',T\T' 2 ve T'\T #J olmak lizere
a=(Y;xZ)(YixZ )oY xT)u(Yy xT) (V% x(TUT'))  bigiminde olsun. O

zaman o € R(D')NR(D") olmast i¢in gerek ve yeter kosul
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Y, 2YUY, YUY, oY, YY) oY oY, YUY, Y oY),
Y =SB, Y NY, =D, YY) =D

olmasidir.

Ispat: aeR(D')NR(D") olsun. Bu durumda «eR(D’) ve aeR(D") olur.
Teorem 4.1.1-(9) dan
Y, DY, YUY, oY, YUY, uY DY, YUY, uYT DY,
Y AY'#D, Y Y, =D, Y NY, =D,
Y, DY, YUY, oY), YUY, uY DY, YUY, Y DY,
YYD, Y NY, 2D, Y NY, =D
olarak bulunur.Y,' 2 Y’ oldugundan
Y, 2Y UY, YUY, oY YUY, oY oY, YUY OUYST DY),
Y, Y 28, Y Y, 2D, YT NY, =D
elde edilir.

Tersine

Y, 2YUY, YUY, oY, YUY, oY oY, YUY, Y DY),
Y, Y B, Y NY, 2D, YY) 2D

olsun. Bu durumda Y/>Y" oldugundan
Y, 2V, YUY, oY, YUY uUYT oY, YUY, uYT DY),
YYD, Y NY, 20, Y NY, =D

ve
Y, DY, Y, UY, oY), YUY, uY DY, YUY, Y DY,

Y, Y/ =D, Y NY, =D, Y Y, =D

saglanir. O halde & e R(D') ve € R(D") olur. Yani & € R(D’')"R(D") olur.m

Lemma 4.1.20 Y/2Y’ olmak iizere D'={Y,Y"Y,,Y,,D} ve D"={Y,.Y..Y,.Y,.D}
€ {Dl', D,,..., Dl'z} , D'# D" ve X sonlu olsun. Bu taktirde

‘R ( D') A R( D”) —12. 2\((Y2mY2')\(Y'uY] ) '(Z‘Y'\(YUYI)‘ _1) _(3\Y2\Y2'\ _ Z\YZ\YZ'\ ) _(3\Y2'\Y2\ _ Z\Yz'wz\ ) ) S\X\(quvz')\

olur.
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Ispat: @ eR(D')nR(D") olsun. Teorem 4.1.19 dan « € B, (D) ikili bagintisinin
quasinormal gosterimi Z,Z', T, T'eD,ZcZ'cT,ZcZ'cT' ., T\T'2#Z8 ve T'\T #J
olmak lizere « = (YZ“ x Z)u(Yz”f X Z’)U(YT“ xT)u(YT",’ xT’)u(YT‘CT, x (T uT')) bi¢iminde
olur ve o regiiler elemant

Y, oYY, YUY, oY), YUY, oY oY, YUY, Y oY),

Y, Y' =B, Y NY, =0, Y Y, =D
kosullarini saglar.

Ayrica a € B, (D) oldugundan « ikili bagmtisi f, :X - D, f, (t)=ta donisimi
ile belirlidir. Ayrica {Y UY,, (Y, Y)NY OY)), YY), VY, X(Y, UYZ')} kiimesinin
X in pargalamsi oldugu agiktir. O halde f, doniisiimiiniin Y UY,, (Y, "Y,)\(Y LY,),
Y,\Y,, Y\, ve X\(Y,0Y,) kiimelerine kisitlanist sirasiyla f,, f,, f,,, f,,ve f,,
olsun. Simdi f,, f_, f, , f,, ve f, doniisiimlerinin 6zelliklerini belirleyelim.

la® "2a°

1. teY UY, olsun. Y UY, Y, oldugundan ve ta =Z elde edilir. O halde her
teY LY, i¢in f, (t)=2Z olur.

2. te(Y,nY)\(YUY) olsun. (Y, nY)\(Y UY,) 2Y, nY) < (Y UYS UYy)
m(YZ“ Y, uYT”f) =Y, UY,. oldugundan teY,” UY, olur. Y, ve Y,
kiimelerinin tanimindan her t e (Y, NY,)\(Y UY,) i¢in f_ (t)e{Z,Z'} olarak
bulunur. Ayrica Y, NY'# & oldugundan en az bir z' €Y' igin Z’a=Z" olur.

Z' €Y VY, oldugunu varsayalim. Bu durumda Y UY, c Y, oldugundan z'a =7
olur. Buda Z # Z' oldugundan Z'a =Z' olmasi ile ¢elisir. O halde en az bir
z’eY'\(YUY,) i¢in f,(z')=Z" olur.

3. teY,\Y, olsun. Budurumda Y, \Y, cY, c Y, UY, UY,;" oldugundan
ta €{Z,Z',T} olur. O halde her teY, \Y, i¢in f,, (t)e{Z,Z",T} olur. Ayrica
Y,* NY, # D oldugundan en az bir t' €Y, igin t'a =T dir. t' €Y, oldugunu kabul
edelim. Bu durumda Y, Y, LY, UY," oldugundan t'a € {Z,Z',T'} olur. Buise
T ¢{Z,Z"T'} oldugundan t'a =T olmast ile ¢eligir. O halde en az bir t'eY, Y,

igin f,, (t')=T bulunur.

201



BOLUM 4 - IKiLIi BAGINTILARIN TAM YARIGRUPLARININ REGULER
ELEMANLARI Didem YESIL SUNGUR

4. teY,)\Y, olsun. O zaman Y, \Y, Y, c Y, UY, UY;” oldugundan
ta e{Z,Z',T'} dir. O halde her teY,\Y, i¢in f,, (t)e{Z,Z",T'} olur. Ayrica
Y;" MY, # & oldugundan en az bir z €Y, i¢in za =T’ dir. z€Y, olsun. Bu
durumda zeY, <Y, UY;  UY, oldugundan za €{Z,Z',T} olur. Bu ise
T'¢{Z,Z',T} oldugundan za =T' olmasi ile gelisir. O halde en az bir z €Y, \Y,
icin f,,(z2)=T" olur.

5. te X \(Y,UY,;) olsun. X \(Y,UY,)c X =Y, UY; UY UY UYL
oldugundan ta € {Z, Z'T,T'.T UT’} dir. O halde her t € X \(Y2 UYZ') icin
f,, (t) € {Z,Z',T,T',T uT'} olur.

aeR(D')NR(D") regiiler elemanima karsilik yukaridaki ozellikleri saglayan bir

f, =(fou> flu> Fous Fra» fue ) sirall sistemi vardir.
Simdi
fo:Y LY, > {Z}

—h
=

(Y, AY)\(Y OY,)) > {Z,Z"} ve enaz bir 2 eY'\(Y LY,) i¢in f (2')=Z",

f, Y, \Yz'—>{Z,Z',T}Ve enazbir t'eY,\Y, i¢in f, (t’):T ,

[\S]

f oY \Y, —){Z,Z',T'}Vﬁ: en az bir ze€ Y, \Y, i¢in f3(z)=T',

f

o~

: X \(Y2 uYz’) - {Z,Z’,T,T',T uT'}
dontistimlerini tanimlayalim. Bu doniistimler yardimiyla
(t), teYuy,

(1), te(Y,nY))\(YuY,),
(t), teY,\Y,,

(t), teY,\Y,,

(t), teX\(Y,uY,)

fO
f
f(t)=4f,
f3
f4

olmak iizere f:X — D ddniisiimii olur. Ayrica f = | ({X} x f (X)) olsun. Bu durumda

xeX

Y/ ={teX[tB=2}, Y{={teX|[tp=2"}, Y/={t|tB=T}, Y/={t|tp=T")

YA ={t|tp=T" ve Y/, ={teX[tB=TUT'} oldugundan S ikili bagmtisi
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B= (Yzﬁ xZ ) v (Yzﬂ, xZ ') v (YTﬂ xT ) v (Yﬁ xT ') v (YTﬁuT, x(TuT ')) bi¢iminde yazilabilir.
Simdi birlesimde yer alan kiimelerin 6zelliklerini belirleyelim.

teYUY, olsun. O zaman f(t)=tf=Z oldugundan teY/ olur. Dolayisiyla

Y/ 2Y LY, olur.
Benzer olarak Y/ UY/ oY/, Y/ OY/ Y/ oY, ve Y/ UY/ UY/ oY, ozellikleri
saglanir.

Ayricaenaz bir ' eY'\(Y UY,) i¢in f (z')=Z" oldugundan Y/ NY' =, en az bir
t'eY,\Y, i¢in f,(t')=T oldugundan Y/ NY, =& veenazbir zeY,\Y, i¢in f,(z)=T'
oldugundan Y/ NY, # @ olur. O halde Teorem 4.1.19 dan feR(D')nR(D") olur.

Simdi @, B€ R(D')NR(D") ve a # £ olsun. Bu durumda « yakarsihk f, (t)=ta
olacak sekilde f, =(f,,, f,,. f,,, fy,. f,, ) siralisistemi ve B yakarsihk f,(t)=t/ olacak

f5 fop, f

sirali sistemi vardir. f, = f, olsun. O zaman her t e X

08> 1>

sekilde fﬁz(f 25

3p0 f4ﬂ)
icin f, (t)=ta=tp="f 5 (t) olur. Bu da a =/ olmasim gerektirir. Bu ise kabuliimiiz ile
geligir. O halde f, = f, dur.

Sonug olarak R(D')nR(D") ile f, =(f,,, f,. . . f,,) bicimindeki ayrik
doniisiimlerin siral1 sistemlerinin kiimesi arasinda bire-bir bir esleme vardir. $imdi bu f,

larin sayisim bulalim. Teorem 1.1.10 dan f,,f,f,, ,f,, ,f,, ~doniisimlerinin sayisi

02 "la® "2a% 3a° a

sirastyla

1, 2\((YzﬁYz')\(YuY1))\(Y'\(Yqu))\ '(2\Y’\(YuY1 ) _1) ’ (3\Y2\Y2'\ ol ) ’ <3\Y2'w2\ _ ol ) , S nuxs)

olarak bulunur. Bu sayilarin Q, = {Z,Z’,T,T',T UT'} un segilisinden bagimsiz olur.
Dolayisiyla D nin Q, a tam izomorf olan Xl -alt yarilatislerinin say1s1 12 oldugundan her
biri igin yazilabilecek birbirinden farkli f, larin sayisi

2‘((Yszz’)\(Y’uY1 ) .(Z‘Y’\(Y o) 1) .(3\\(2 N 2\Y2\Y2'\ ) ) (3\Y2'\Y2\ _ 2\Y2'\Y2\ ) ) S\X\(Yz oY)

olur. Boylece
‘R ( D') ~R ( D")‘ —12. 2\((Y2mvz')\(v'qu))\ '(2‘Y’\(Yqu ) 1) ) (3\Y2w2'\ B 2\Y2\Y2'\ ) ) (3\Y2'\Y2\ _ 2\Y2'\Y2\ ) ) S\X\(quvz')\

olarak elde edilir.
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olur.

D;:{z7,zs,zz,zl,f>}, Dg={27,zs,zl,zz,5}

Lemma 4.1.21 X sonlu olsun. O zaman

IR(D;)"R(D;

IR(D;)"R(D;

IR(D;)"R(D (
(D) R (D) -12:25 5
\R(D;)mR(D' —12.2(&02) 2] (] g
R(D:) R (DL 12250
IR(D;)NR(D;, \ 12.2®02)2
IR(D{)"R(D},)|=12-2")% (254l

Z)\Z4| (2‘2 6\Zs -1 (3‘22\21‘ _2‘22\2

2‘2 $s\Zg] -1

ylz\zs| 4

(5
(25
(51
(251
(2e1)

)
)

‘ 1. 9lZr2)z| (5202 _ 1) (3\22\21\_2\22\2\
i

3122\2] _ 5lz2\Z)
302, _ 522y

3‘2 \Zz‘ _ 2‘2 \Zz‘

3022 _ 9[22,

( )
( )
(3%l %),
( )
( )

(2\26\28\ 1 (3\22\21\_2\22\2\ (3\21\22\_2\21\2\ S‘X\D‘,

X\D
§xiol

\X\D\
9

5

) )
) (3\21\22\ _2\21\22\)
) (3\2 \Z,| _2\21\22\)
) (3\2 \2,| _2\21\22\) 5ol

12,\2)]  A|2,\Z)] X\D
3721 ) sxol

3‘22\21‘ _ 2‘22\Z ‘

X\D
§xo

X\D
ol

Z,\Z Z,\Z X\D|
32l g2z ]), 0

( )
( )
(3%l —g2).
( )
( )

‘R(D )ﬂR D' ‘ 12. 2\ Z,nZ,)\Z,| 220z _ 1\, (3202l _ o202l ) (3222] _5l22\2 S\X\D\,

‘R(D' )ﬁR D' ‘ 12. 2\ 7,nZ))\Z,] ( \24\27\_1)‘(3\21\22\_2\21\22\)_(3\22\21\_2\zz\z\) \X\D\

{z z,.2,,2,,b}. D, ={2,.2,.2,.2,.D},

={2,.2,,2,,2,,D},

D), ={Z,.2,.Z,.2,,D}, D}, ={Z,.2,.Z,.2,,D} ve D}, ={Z,.2,,2,,Z,,D} Xl -alt

yarilatisleri i¢in Teorem 4.1.20 uygulanirsa istenen sonug elde edilir.m
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Teorem 4.1.22 X sonlu olsun. O zaman

‘R*(Qg)‘:12,2,2\<z]mz2>\z6\,(2\z6\z8\_1)-(3\z.\z2\_2\2\22 327 _52) 5%l

12.2. 2\ 2,nZ,)\Z4]
12.2. 2\ 2,nZ,)\Z4]
12.2. 2\ 2,nZ,)\Z4]

12.2. 2\ Z,nZy)\Z,]

(2
[
[
[

\Z \Zy -1
2‘23\28‘ 1
2\2 \Z7 -1

o2zl _q

)
)
)
)

£
(
(
(

322 _Hlz2|
322 _5l2'2|
3‘21\22‘ 2‘2 12|

32'%| _ 52z

3‘2 \Zl‘ _2‘22\21‘ _S‘X\D‘ +
\5
sl

3‘22\21‘ _ 2‘22\21‘ . S‘X\D‘

)
)
(3% -0 2).
)
)

3‘22\21‘_2‘22\21‘ -S‘X\D‘-i-
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12,2,2\(zmz NZy| lz\zl 1), (3202l _ 92z 3\22\21\_2\22\21\)‘5‘X\D‘_

3‘22\2 | 2‘22\2 | 3‘21\22‘ _ 2‘21\22‘ . S‘X\D‘ _

12.2. 2\ Z,nZ)\Z] 2\25\28 1

(27-),
(2e-).
12:2. 21080 (g3 ).
12:2.2E0REL (QRnl ).
(2-1),
(2l-1).

3‘2 \Zz‘ 2‘21\Z ‘

12.2. 2\ 2,0Z,)\Z; 2\2 5\Z| _1 3\2 NZ,| 2\21\2\ 3\22\21\_2\22\2,\ _S\X\D\_

3\2 NZ,| 2\21\22 3\22\21\_2\22\2,\ _S\X\D\

12.2. 2\ Z,nZ)\Z,] 2\24\27\ 1

( i

( ) )
(32 gl (22 _g). sl _
( ) (377 -g%2). sxol _
( ) )

( i )

olur.

Ispat: Lemma 4.1.18, Teorem 1.1.62-(b) ve Lemma 4.1.21 den agiktir.m

a e B, (D) regiiler elemaninin Teorem 4.1.1-(10) daki gibi quasinormal gosterimi var
olsun. Bu durumda V (D,a)=Q,, = {T 1.2,,2,,Z, D} oldugundan.

Qi ={{z7,z4,z3,zz,zl,5},{27,25,23,22,21,5},{28,25,23,22,21,5},
(2,,2,,2,,2,,2,,b}|

ve ‘Q(Qlo)‘ =4 olur. Ayrica Q,, un tam otomorfizmleri
_ TT'2,2,2,D TT'2,2,2,D
id, = _|ve = -
" \TT'2,2,Z,D TT'2,2,2,D

olarak bulunur. O halde ‘CD (Qo )‘ =2 olur. Ayrica

D/ ={2,.2,.2,,2,,2,,D}, D, ={2,2,,2,,2,,Z,,D}, D; ={2,,2,,2,,2,,Z,,D},
D; ={Z,.2,.2,.2,.Z,.D}, D, ={2,.2,.2,.2,.2,,0}. D; ={Z,.Z,.2,.Z,.Z,.D}
D; ={2,.2,.2,.2,.2,,D}, D; ={2,.2,,2,.2,,Z,.D}

oldugundan

QIO U R

i=1

olur.m
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Lemma 4.1.23 X sonlu olsun. O zaman

‘R* (Q10 )‘ _ 4‘2_(2\2(,\28\ _1)‘(3\23\25\ _2\23\25\)‘3\(22@1)\23\ ‘(4\21\22\ _3\21\22\).
(4\22\21\ _3\22\21\ '6\X\D\+4‘2_(2\zs\zs\ _1)'(3\23\25\ _2\23\25\)'3\(22@1)\23\ )
(4\2 N2 _ 42 \22) (4\2 22 _ 422 \z\) 6\X\D\+ 4.2. (2\25\2\ 1)'
( 32| _ olZ\Zs \) 3\ 2,0Z,)\Zy| ( 472 _3\21\22\),(4\22\Z|\ —3‘22\2")-6‘X\5‘ n
( \24\2 | ) (3\23\24\ \zq\z4 ).3‘(er\2,)\23‘ _(4\21\22\ _3\21\22\)_

(4\22\21\ _3\2_\2,\). \X\D\ +

olur.

8
Ispat: R Q10 UR i’ oldugundan birlesimde yer alan XI -alt yarilatislerden
i=1

arakesitleri bos kiime olanlar1 belirleyelim.
R(D/)NR(D;)#D olsun. « € R(D/)"R(D;) alalim

aeR(D)NR(D))=Y" 2Z,, YUY 2Z, YUY UY 2Z,,
YUY YUY o, Y OYSTuUYSuUY oz,
YPNZo 2D, YN, D, YN, #D, X NZ, #O,
Y 2Z, YUY DZ, YUY UYS Dz,
Y OYSOYSOY) o Z Y uYTuYSuY oz,
YPNZo 2O, XN, =8, YN #D, X' NL,#D
=Y UYSUYS UYS oD,

(" UYLV OYS )Y 2 DAY 2Z, Y =D
olur. Bu da @ nin quasinormal gosterimindeki Y;* larin ayrik olmast ile geligir. O halde

olur. Benzer olarak
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R(D;)R(D})=2. R(D)R(D})=2. R(D;)nR(D;)=2.
R(D.)R(D})=2, R(D;)"R(D;)=@, R(D.)"R(D;) =3,
R(D;)NR(D})=2, R(D,)"R(D})=2, R(D})"R(D}) =2

olduklari gériiliir. O halde

R*(Qu) =[R()I+[R(D:)[+[R(D)|+ [R (D) +[R(D:)] +[R (D7)} +[R(D5)|+[R(D;
bulunur,

Teorem 1.1.62-(b) den
R (Qu)|=4 2,(2\z6\z8\ _1),(3\23\25\ _zwzz\zsw),3\<zzmz.)\zzw ,(4\21\22\ _3\z|\zz\),
(4\22\21\ _3z2l). X0l 4. 2,(2\25\28\ _1),(3\21\25\ _2\23\25\).3\<zzmzl>\23\ _
(4\21\22\_3\z 02| ) (4\2 2\ 3\22\2\) 60+ 4.2.(2\zs\z7\_1).
(3\z AR \z\) 3Z202)2| (4\2\2\ 3\2\22\) (4\zz\zl\_3\zz\z,\),6\X\D\ N
( 2z _ ) (3\2 02| _ 5l \z“\)g\(zzmzl)\za\_(4\zl\zz\_3\zl\zz\)_

(4\22\21\ _3\22\21\)' \X\D\ +

olarak elde edilir.m

a € B, (D) regiiler elemaninin Teorem 4.1.1-(11) deki gibi quasinormal gosterimi var
olsun. Bu durumda Z,T,T'eD, ZcT, ZcT', T\T'20,T'"\T=J ve TUT' =7,
olmak iizere V (D,a)=Q,, = {Z 1,7.2,,2,,Z, D} olur. Bu durumda

Q1% :{{szsszuzavzzszp 5},{28,26,25,23,22,21,5}}

ve ‘Q(QH)‘ =2 olur. Ayrica Q,, in tam otomorfizmleri

iol_ZTT'z3zzzlf) f_ZTT’Z3ZZZlI5
*lzTtT12 2,2 D) ZT 12 2,2 D)
ZTT 2, 2,2 D 21712 22D
g= _|ve h= B
ZT712,22 0D ZT1 7172212 D

oldugundan ‘d) Q”)‘ =4 olur. Ote yandan.

D/ ={2..2,.2,.2,,Z,,2,,D}, D; ={Z,.2,.2,.2,.2,,Z,,D},
D;={2,.2,.2,.2,.2,.2,,0}, D, ={Z,.2..2,.2,.2,,Z,,D},
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D;={2,.2,.2,.2,.2,.2,,D}, D; ={2,.2,.2,.2,.2,.Z,,D},
D, ={Z7,Z4,Zs,23,22,21,5}, D! ={z7,z4,zs,z3,zl,zz,[§}

ile gosterirsek

R'(Qu)=UR(D)

i=l1

olur.
Lemma 4.1.24 X sonlu olsun. O zaman
R (Q)|= 4-2- (2% 21 -1)- (2% 1) aler2) 2 (572l _ gl ).
(572 —a20). 70 g (272 1) (220 ).
4lz:02,)2 ,(Swzz\zl\ _ 4z ),(Swzl\zzw _ 42zl ) 7o)
olur.

Ispat: R'(Q,)=|JR(D/) oldugundan birlesimde yer alan XI -alt yanlatislerden

i=1
arakesitleri bos kiime olanlar1 belirleyelim.

R(D))NR(D;)#D olsun. @ € R(D/)"R(D;) alalim.

aeR(D)NR(D))=Y, 2Z,, YUY 2Z, Y7 UY 2 Z,,

Y, O OYSOYS Y, oz,
Y, YUY YUY oz,
YYNZ, 2D, YT NZ, =D, Y, N2, =,
YoNZ 2D, Y, 27, YUY D Z,,
YUY oZ, Y, YUY OUYSUY) o7,
Y, OYOYOYSOY oz, Y NZ =D,
Yo N2, 2D, Y, N, =D, YN, #D

=Y OV UYSUYS Y oD,

(Y O UV UYS O )Y 2DAY 2Z,NY =D
olur. Bu da & nin quasinormal gosterimindeki Y, larmn ayrik olmast ile gelisir. O halde
R(D/)"R(D;)= olur. Benzer olarak

R(D))R(D})=@, R(D)"R(D})=@, R(D;)R(D!)=12,

R(D/)NR(D;)=9, R(D/)nR(D;)=49, R(D))nR(D;)=2,
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R(D;)NR(D;)=2, R(D;)"R(D;) =3, R(D;)R(D}) =12,
R(D;)NR(D;) =2, R(D,)"R(D})=2, R(D;)"R(D;) =2,
R(D})"R(D})=@, R(D;)"R(D})=2, R(D;)"R(D,)=,
R(D;)R(D;) =@, R(D;)"R(D;) =2, R(D;)"R(D;) =2,
R(D;)~R(D,)=@. R(D,)"R(D})=@, R(D,)~R(D})=2.
R(D.)~R(D)=2, R(D})~R(D!)=@, R(D!)"R(D})=2.
R(D;)R(D}) =2, R(D;)nR(D}) =2, R(D;)NR(D;) =2

olduklar1 goriliir. O halde Teorem 3.1.7 den
* —4.7.(02\% _1).(nzs\Zl _q). (220Z0)\Z3| (glz2\z)| _ glz2\21] |
R (Q)|=4-2+(2 1)-(2 1)-4 (5 4721)
(5‘21\22‘ _4‘21\22‘),7‘)(\5‘ _{_4.2'(2\25\24\ _1),(2‘24\25‘ _1)

4‘(22“21)\23‘ . (5‘22\21‘ _ 4‘22\21‘ ) . (S‘ZI\ZZ‘ _ 4‘21\22‘ ) . 7‘X\D‘

olarak elde edilir.m

Teorem 4125 D={Z2,.2,.2,,2,,2,,7,,2,,Z,D} ve Xsonlu olsun. O

zaman B, (D) nin, Z, NZ, #J kosulu altinda regiiler elemanlarininin sayisi

RI- IR (@)

olur.

Ispat: X sonlu olsun. B, (D) yarigrubunun Z;NZ, #@ kosulu altinda regiiler

elemanlariinin sayisinin Teorem 1.1.30 dan

Ri= ¥ RO)-2R (@)

D'eXy,
olarak bulunur.m
Ornek 4.1.26 X = {1, 2,3,4,5, 6} ve X kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir aile
D={{3,4},{3,6},{3,4,5}.{3,4,6},{3,5,6},{3,4,5,6},{1,3,4,5,6},{2,3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6}}
olsun. D kiimesinin elemanlarini D :{1,2,3,4, 5, 6} , L= {2,3,4, 5, 6} , L, = {1,3,4,5,6} ,

Z,={3,4,5,6}, Z,={3,5,6}, Z,={3,4,6}, Z,={3,4,5}, Z, = (3,6} ve Z,={3,4} ile
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gosterirsek D nin diyagrami asagidaki gibidir.

D nin her alt kiimesinin kapsama bagintisina gore bir en kiigiik {ist sinir1 oldugundan

D kiimelerdeki kapsama bagintisi ile bir {ist yarilatisdir. Ayrica D kiimelerdeki birlesme

islemine gore kapali oldugundan tam X -yarilatisdir ve en biiyiik elemani D olur. Ote

yandan

Z,NZ,={3,4/n{3,6} D du.

O halde Teorem 3.1.20 den B, (D) nin idempotent elemanlarin sayisi, I*(Q1 )‘:9,
1(Q,)| =220, [1(Q,)[=379, [I"(Q,)| =118, |I"(Q,)| =8, [I"(Q,)| =38, |I"(Q,)| =38,
1(Q)| =4, [1"(Q)] =17, |1 (Qu)| =4, |1"(Q)| =2 oldugundan

11

||D|=Z

i=1

1(Q)| =837

olarak bulunur.

Teorem 4.1.25 den B, (D) nin regiiler elemanlarin sayisi

11

Rj=2

i=1

R™(Q)|=5503

olarak bulunur.

Lemma 3.1.1 de verilen D nintam X -alt yarilatislerinin biitiin kosullar altinda D nin

Xl -alt yarilatisleri olduklarini biliyoruz. Dolayisiyla Teorem 4.1.1 de verilen bigimlerde

quasinormal gosterime sahip regiiler elemanlar biitiin kosullar altinda B, (D) nin regiiler

elemanlar1 olur. O halde diger kosullar altinda Teorem 4.1.1 de verilen bi¢imler disinda

quasinormal gosterimi olan regiiler elemanlarin yapisi incelenmelidir.
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42.Z2,n2, =0, Z,NZ,#D ve Z,NZ %D Kosullar1 Alinda Regiiler

Elemanlar

Bu boliimde birlesimlerin tam X -yarilatisi D ile belirlenen ikili bagintilarin tam
yarigrubu B, (D) nin,
2N, =0, 2N, #D ve Z,NZ, #D
kosullar1 altinda regiiler elemanlarinin 6zellikleri ve X kiimesinin sonlu olmasi durumunda

regiiler elemanlarinin sayisi1 belirlenecektir.

Teorem 4.1.1 de verilen bi¢imlerde quasinormal gdsterime sahip ikili bagintilar

Z,nZ,=03,Z,nZ,#D ve Z,NZ; #J kosullar1 altinda da B, (D) nin regiiler eleman

olur. O halde bunlar disinda quasinormal gosterime sahip olan B, (D) nin regiiler

elemanlarini bulalim.

Teorem 4.2.1 Z,NZ, =D, Z,NZ, #D ve Z,NZ,# olsun. Asagida verilen
bi¢imlerde quasinormal gosterimlerden birine sahip olan « € B, (D) ikili bagintisinin

regiiler olmasi icin gerek ve yeter kosul V(D,a) X -yarilatisinden D nin bir X -alt

yarilatisi olan D’ ye bir ¢, tam & -izomorfizmasinin verilen kosullar1 saglamasidir.

1) T.T7'eD, TAT' =@, T\T'#Q ve T'\T #J olmak iizere & nin quasinormal
gosterimi & = (Y, xT ) U(Y;" xT") U (V%7 x (T UT')) bigiminde ve ¢, tam a -
izomorfizmast Y;" 2 ¢(T) ve Y 2¢(T") kosullarin saglar.

2) T,7,2eD, TnT' =@, T\T'#Q, T'\T & ve TUT' = Z olmak iizere
a =Y xT) OV xT)U(Yr x(T UT)) U(Y5 xZ) bigiminde ve ¢, tam a -
izomorfizmast Y, 2 ¢(T), Y 2¢(T') ve Y;* Np(Z)# D kosullarini saglar.

3) T,7,2,2'eD, TAT' =@, T\T'#Q, T'\T=#@ ve TUT'cZcZ igin
a = (Y xT )Y xT Y U(Y < (TUT)) U(Y; xZ) U (Y5 xZ') bigiminde ve
o, Y op(T), Y op(T), Yy OV UYL UYS 20(Z), Y ne(Z)2D ve
Y Ne(Z')# D kosullarini saglar.

4) Z,7'e€{Z,,2,},2#2",2NnZ7'=D, Z20Z'=Z, ve Te{Z,,Z,} olmak iizere

o nin quasinormal gosterimi, o = (YZ“ xZ ) U (Yz”f xZ ') U (YS“ xXZ; ) U (YS“ xXZ; ) U
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(Y7 xZ,)u (Y xT)u (Y xD) bigiminde ve ¢, Yy 2¢(Z), Y 29(Z),
Y7 UY; OYSOYY 20(Zy), Y, OY OYSOYS O 2e(T), Y ne(Z,) = J,
Y no(T)#D ve Yy nop(D)#D kosullarmi saglar.

5) T,7'€{z2,2,,2,2,}, TnT'=@, T\T'23, T"\T2J ve TUT'cZ,
olmak iizere & =(Y;"xT)U(Y xT ) U (Y x(TUT))U ¥y xZ, ) U (Y, x Z,)
U(Y,"xD) bigiminde ve ¢, tam @ -izomorfizmast Y;* 2¢(T), ¥ 29(T'),
YUY UYL O 20(Z,), Y OYE UYL oY 20(Z,), Y ne(Z,) 2D
ve Y, "p(Z,)# D kosullarini saglar.

6) Z,2'e{Z,2,},Z2#2',T,T'€{Z,,Z,} ve T #T' olmak iizere
a =Y xZ)U(YixZ) (Y5 x(ZUZ))U(Yy xZ,) OV xT )u (Y xT)
U(Y," xD) bigiminde ve ¢, tam @ -izomorfizmast Y;* 2¢(Z), Y, 29(Z'),

a a a
Y/ OY,OYS

UY, 20(Z,), Y7 Y5 UYL, OYSUY oe(T),
YUY, UYL, OYSOY 2e(T'), Y, ne(Z,) =D, Y ne(T)=D ve

)

;i np(T') # & kosullarim saglar.

Ispat: « B, (D) ikili bagintis1 regiiler olsun. Bu durumda B, (D) kiimesinin

tammindan o = ({X}x f (X)) olacak sekilde f:X — D doniisiimii vardir. Buradan

xeX
f(x)e{ 2,,2,,2,,2,2,,2,,2,,2,,D } olur. Ayrica her T € D igin Y;* kiimelerinin

tanimindan dolay1

o= U(YT“ xT)

TeD'

olacak sekilde D nin bir D" alt yarilatisi vardir. Buradan

V (D,a): D':V(D',a)
olur. Ustelik Teorem 1.1.17 den V (D, ), D nin XI -alt yarilatisidir. O halde D', D nin
X1 -alt yanlatisi olur. Yani D', Z,nNZ, =0, Z,NnZ,=0 ve Z,NZ,= kosullari

alinda D nin Lemma 3.2.1 de verilen Xl -alt yarilatislerini tarar. O halde « regiiler
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elemaninin quasinormal gosterim (1)-(6) da verilen quasinormal gosterimlerden biri gibidir.

Simdi @ , tam « -izomorfizmasinin verilen kosullar1 sagladigini1 gosterelim.

a e B, (D) ikili bagmtisinin quasinormal gosterimi (1) deki gibi yani T, T'eD,
TAT' =@, T\T'#@ ve T\T#Q olmak iizere a=(Y,"xT)u(YSxT")u
(YTauT, x(T uT’)) bi¢iminde olsun. Q, ={T,T',T UT'} dersek Lemma 3.2.1 den dolay1 Q,,
D nin XI -alt yarlatisidir. Ayrica V (D,a)=Q,, olur. Teorem 1.1.56 dan & nin B, (D)
nin regiiler eleman1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul V (D,a) X -yarilatisinden D nin
bir X -alt yarilatisi olan D' ye bir ¢, tam « -izomorfizmasinin Y;* D (D(T) ve Y7 D go(T')

kosullarini saglamasidir.

a€B, (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi (2) deki gibi yani T, T', Z €D,
TAT =0 T\T'20, T'\T# ve TUT ' Z olmak iizere « :(YT“ xT)u(YT",’ xT')u
(Y7 x(T UT"))u(Y; xZ) bigiminde olsun. Q, ={T,T".TUT',Z} dersek Lemma 3.2.1
den dolay1 Q;;, D nin XI -alt yarilatisidir. Ayrica V (D,a)=Q,, olur. Teorem 1.1.56 dan
dolay1 «, By (D) nin regiiler elemanidir ancak ve ancak V (D, a) X -yarilatisinden D nin
bir X -alt yarilatisi olan D’ ye bir ¢, tam « -izomorfizmas1 Y;* © go(T) , Y7 D go(T') ve
Y, Np(Z)+D kosullarini saglar.

a e B, (D) ikili bagintisinin  quasinormal gosterimi  (3) deki gibi yani
T,T,2,2'eD, TNT' =, T\T'20, T"'"'T 20 ve TUT'cZ cZ' olmak iizere
a =Y xT)O (Y xT) U (Y x(TUT)) u(Y xZ)u (YixZ')  bigiminde  olsun.
Q.= {T,T',T UT',Z,Z'} olsun. Lemma 3.2.1 den dolay1 Q,,, D nin XI -alt yarilatisidir.
Ayrica V (D,a)=Q,, olur. Teorem 1.1.56 dan & nin B, (D) nin regiiler elemani olmas1
icin gerek ve yeter kosul V (D,a) X -yarilatisinden D nin bir X -alt yarilatisi olan D’ ye
bir ¢, tam « -izomorfizmasmm Y 2¢(T), Y 2¢(T'), YUY UYL LY, 20(Z),
Yy Np(Z)#=D ve Y, np(Z')# D kosullarin saglamasidur.

a e B, (D) ikili bagintisinin  quasinormal gosterimi  (4) deki gibi yani

Z,Z'E{Zg,Z7},Z¢Z’, INl'=8, ZuZl'=Z, ve Te{Zz,Zl} olmak {izere
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a=(Y;xZ)o(YxZ' ) O(Ys xZs) U(Yy xZ,)u (Y xT )u (Y x D) bigiminde olsun,
Qs={2.2',2,,Z,,T,D} olsun. Lemma 3.2.1 den dolay1 Q,, D nin XI -alt yanlatisidir.
Ayrica V (D,a)=Q, olur. Teorem 1.1.56 dan a, B, (D) nin regiiler elemanidir ancak ve
ancak V (D,a) X -yarlatisinden D nin bir X -alt yarilatisi olan D’ ye bir ¢, tam -
izomorfizmas Ve 20(Z), Yio0(Z)), YEUYEOYEUYE 29(Z,),
YUY OYSOYS O 20(T), Y ne(Z,) 2D, Y np(T) =D ve Y np(D)=2

kosullarini saglar.

aeB, (D) ikili bagintisinin  quasinormal gosterimi  (5) deki gibi yani
T, T'€{Z,2,,2,2,}, TAT'=@, T\T'#Q&, T"\T = ve TUT' < Z, olmak iizere
a = (Y xT)O (Y xT ) UV x(TUT)) U (Y, xZ, ) u(Y“xZ, ) U(Y, x D) bigiminde
olsun. Q¢ ={T,T",TUT',Z,,Z,,D} dersck Lemma 3.2.1 den dolay1 Q, D nin XI -alt
yarilatisi olur. Ayrica V (D, ) = Q,; olur. Teorem 1.1.68 den dolay1 &, B, (D) nin regiiler
elemanidir ancak ve ancak V (D,a) X -yarilatisinden D nin bir X -alt yarilatisi olan D’

a

ye bir ¢, tam & -izomorfizmast Y;* 29 (T), Y 2¢(T'), Y, UYS UYL UY 29(Z,),

YUY O OY S 2(Z,), Y ne(Z,) =D ve Y No(Z,) =D kosullarmi saglar.
aeB, (D) ikili bagmtismin quasinormal gosterimi (6) deki gibi yani

Z,2'e€{Z,,2,},2+2',T,T'€{Z,,Z,} ve T #T’ olmak iizere

a=(YxZ) (Y xZ' )0 (Ys 0 x(Z0Z")) O(Yy xZy ) U(Yy xT )oYy xT')u(Y, x D)

bigiminde olsun. Q, ={Z,2",Z;,Z,,7,T',D} dersck Lemma 3.2.1 den dolayt Q,,, D nin

XI -alt yanlatisi olur. Ayrica V (D,a)=Q,, olur. Teorem 3.2.2 den dolayr & nin B, (D)

nin regiiler eleman1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V (D, a) X -yarilatisinden D nin bir
X -alt yarilatisi olan D’ ye bir ¢, tam « -izomorfizmasinin
Y, D go(Z), Y, D (o(Z') , YUY UYL VY o (/)(23),
YUY UYL, OYOY 2p(T), Yo UY, uYS, OY, UY oe(T),
Y ne(Z,)2D, Y np(T)2D ve Y nop(T') =D

kosullarini saglamasidir.m
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a € B, (D) regiiler elemaninin Teorem 4.2.1-(1) deki gibi quasinormal gosterimi var
olsun. Bu durumda V (D,a) =Q, = {T,T’,T UT'} oldugundan
Q9 = {{Zsa Z;,Zs }}

olur. Dolay1siyla ‘Q(le)‘ =1 bulunur. Ayrica Q,, nin tam otomorfizmleri

. TT' TuT' TT' TuT'
IdQ = ve 0=
2 A\TT' TUT! TTTUT

oldugundan ‘@(le)‘ =2 bulunur. O halde X sonlu iken R"(Q,,) nin eleman sayisin

bulalim.

Lemma 4.2.2 X sonlu olsun. O zaman

R’ (Q12 )‘ =2 3‘X\ZS‘

olur.

Ispat: Q, ile D/ ={Z,,Z,,Z,} tam & -izomorf olduklarindan Teorem 1.1.58 den

R'(Qy)|=2-1:3"%

olarak elde edilir.m

a e B, (D) regiiler elemaninin Teorem 4.2.1-(2) deki gibi quasinormal gosterimi var
olsun. Bu durumda V (D,a)=Q,, ={T,T, T UT',Z} olur. Buradan
Ql3>l9X| = {{28527925321}’{ZS’Z7’ZS’ZZ}’{ZS’Z7’ZS’Z3}’{ZB’Z7’ZS’ 5}}

oldugundan ‘Q(QB)‘ =4 bulunur. Ayrica Q, iin tam otomorfizmleri

Idq, =

TT' TUT' Z (TTTUT'Z
TTTOuT'Z) T T TTUT 2

oldugundan ‘CD (Qis )‘ =2 bulunur. Bunun yaninda

Dl,:{zibz%zsalj}’ D; 2{27,28,25,5}, D;:{ZS,Z7,ZS,Z3},
D;={27,ZS,ZS,Z3}, D; :{ZS’ZWZS’ZI}’ Dy :{27’28’25’21}’
D; ={Z,.2,,Z,,2,}, D; ={Z,,2,,Z,,Z,}

ile gbsterirsek
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R (Qu)=UR(D))

i=1

olur.

Lemma 4.2.3 X sonlu olsun. O zaman

R (Qu)] =2-4-(47% =37 ) 47

olur.

Ispat: Z, cY ve Z, =Y’ olmak iizere D'={Y,Y"Y UY"Y,} €Q,%, ve a eR(D’)
olsun. Bu durumda Q,, ile D’ tam « -izomorf olduklaridan Teorem 4.2.1-(2) den o ikili
bagmntisinin quasinormal gosterimi « = (YT”‘ xT ) v (YT”,‘ xT ’) U (YT“uT, x(TuT ’)) U (YZ“ X Z)
bigiminde olur ve Y DY, Y2 2Y' ve Y/ NY, = D ozellikleri saglanir. Ote yandan Z, Y,
Z,cY' ve D, D nin en biiyiikk elemani oldugundan Y 2Z,, VY 2Z,, Y/ "D #J
ozellikleri de saglamir. O halde D, = {28,27,25, Ij} €Q.%, ve aeR(Dy) olur. Buradan
R(D') <= R(D/) elde edilir.

Benzer olarak Z, <Y ve Z,cY' olmak iizere D'={Y,Y,YUY"Y,}€Q,9, ve
a eR(D’) olsun. Bu durumda Q,, ile D' & -izomorf olduklarindan Teorem 4.2.1-(2) den
o ikili bagintisinin quasinormal gosterimi o = (YT“ xT ) U (YT?‘ xT ') U (YT”QT, x(TUT ’)) U
(Yz“ X Z) bigiminde olur ve Y;* DY, Y7 2Y' ve Y, NY, # O Ozellikleri saglanir.

Ote yandan Z,cY, Z,cY' ve D, D nin en biyik eleman: oldugundan
Y*2Z, V5 2Z, YD =D ozellikleri de saglanir. D, = {27,28,25, Ij} €Q,9, ve
a € R(D;) olur. Buradan R(D') = R(D;) olarak bulunur. Sonug olarak

R(D{)=R(DY), R(D;) =R(D)). R(D;)=R(Dy). R(D;)<=R(D)),
R(D;)<R(D}). R(D;)=R(DL) ve R(D;)<R(D))
bulunur. Bu durumda R*(Q;,)=R(D;)UR(D;) olur.
Simdi R(D/)NR(D;)#< oldugunu varsayalm. & € R(D/)"R(D;) olsun. O

zaman
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aeR(D))NR(D)) =Y 2Z, Y 2Z, Y, "D =2,
Y 2Z,Y2Z, YYnD#D

Y D7, Y D2, Y AYE D2 N2 2D
olur ki buda @ nin quasinormal gosteriminde ki Y;* larin ayrik olmasi ile geligir. O halde
R(D))NR(D;)=4 dir. Boylece
R™(Qs)[=[R(DY)+[R(D})

bulunur. D/ ile D) arasinda tam otomorfizma var oldugundan ‘R(Dl’)‘z‘R(Dz' )‘ dir.

Teorem 1.1.58 den

R'(Qu)|= 2~4'(4‘“5‘ 3P ) 4o

olarak elde edilir.m

aeB, (D) regiler elemani Teorem 4.2.1-(3) kosulunu saglasm. Bu durumda
T.7,2,2'eD, TNT'=, T\T'#0, T'"\T#J ve TuT'cZcZ' olmak iizere
V(D,Ot):Q14 :{T,T’,T uT',Z,Z'} oldugundan
Qud :{{28,27,25,21,5},{28,27,25,22,5},{28,27,25,23,5},{28,27,25,23,21},
{2,,2,.2,,2,,Z,}},

olur. Boylece ‘Q (Qu )‘ =5 bulunur.. Ayrica Q,, nin tam otomorfizmleri

TT' TuT'Zz Z' TT'TuT' 2 Z'
IdQM— ve 0=

TT'TUT'Z Z' TTTOUT' Z Z'
oldugundan ‘q) (Qu )‘ =2 olur. Burada
Z2:.25.2,,D}, D} ={2,.2,,2,,Z,.D}, D; ={Z,.2,.2,.Z,.D/,

{
D, ={2,.Z,,Z,,2,,0}, D;={Z,,Z,,Z,,2,,D}, D, ={Z,,Z,,Z,,Z,,D},
{

D! ={Z,,2,,Z,,2,,Z,}, D, ={Z,,2,Z.,Z,,2,}, D} ={24,Z,.Z,,2,,Z,},

DI,O = {27928525523’21}

ile gbsterirsek

olur.
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Lemma 4.2.4 X sonlu olsun. O zaman

QRO 00
R(D) (D) R (D:

\ +|R(D

+[R(D)[+[R(D;)
—\R D;) "R (D)||R(D}) N R(D;)

olur.

ispat: Z, Y, Z,cY' ve Y,€{Z,.Z,.Z,} olmak iizere D'={Y,Y"Y UY'Y,,D} e
Q.9 ve a €R(D’) olsun. Budurumda Q,, ile D' tam ¢ -izomorf olduklarindan Teorem
4.2.1-3) den « ikili bagntisinin quasinormal gdsterimi « = (YT" xT)u(YT”,‘ xT')
OV x(TUuT))u(Ye xZ)u(Yx2Z')  bigiminde olur ve Y2V, Y7 2Y',

YUY OUYS

L OYS DY, YENY, 2D ve YiND =@ ozellikleri saglanir. Ote yandan

Z,cY, Z, <Y oldugundan Yy 27, Y 2Z, olur. O halde D" ={Z,,Z,.Y UY"Y,, D}
dersek D" = {28,27,Y UYLy, 5} €Q,%, ve aeR(D") olur. Buradan R(D")c R(D")
elde edilir.

Benzer olarak Z, <Y, Z Y’ ve Y, €{Z,,Z,.Z,} igin D'={Y,Y,Y UY'Y,,D} e
Q.9 ve a €R(D’) olsun. Budurumda Q,, ile D' tam ¢ -izomorf olduklarindan Teorem

4.2.1-(3) den a ikili bagmtisinin quasinormal gosterimi
= (Y xT) O (Y xT YO (Y x(TUT")) (Y xZ)U (Y5 xZ')  bigiminde olur ve
Y oY, VoY, YA OUYE UYL Y DY, YEAY, 2D ve YSND#D  ozellikleri
saglanir. Ote yandan Z,cY, Z,cY' oldugundan Y 2Z,, Y% 2Z, olur. O halde
D" ={Z,,Z,,Y UY"Y,,D} dersck D" ={Z,.Z.,Y UY'Y,.D} Q9 ve @ eR(D") olur.
Buradan R(D’) = R(D") elde edilir. Sonug olarak
R(D;)<R(D:), R(D;) < R(D;), R(D;)=R(DL), R(Dj,) <R(D:)

bulunur. O halde

olur. Simdi bu kiimelerden arakesitleri bos kiime olanlar1 belirleyelim.

R(D/)NR(D;)#J oldugunu varsayahm. o € R(D/)"R(D) alalim.
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aeR(D/)NR(Dy))=Y" 2Z, Y 2Z,, YUY UYS LY, 2Z,,
YPNZ,#D, YiND =,

Y2 Z, Y 2Z, Y UYSTOUYS L uY,S D7,
YSNZ, 2B, YiND#J

=>Y"2Z, Y  2Z, Y'Y " 2Z,nZ, =2, #D

olur. Buda Y; larm ayrik olmasi ile gelisir. Dolayistyla R(D/)"R(D;)=¢ olur.

Benzer olarak

R(D)"R(D})=@, R(D)"R(D,)=@,R(D;)"R(D,) =2,
R(D:)AR(D}) =2, R(D:)AR(D;)=2,R(D;) R (D)) =2
R(D;)"R(D})=@, R(D})"R(D,)=@, R(D,)R(D) =2,
R(D})R(D;)=2
olduklari goriiliir. Buradan
R(Qu)|=[R(DI) +[R(D;)+[R(B) +[R(D >\+\R(D;)\+\R(D6>
-[R(D/)"R(D;)| -|R(Ds) " R(D;)|~|R(D;) " R(D;)|~|R(D;) "R(Dy)|

olarak bulunur.m

Lemma4.2.5Y =Y,, Y/=Y' ve Y, Y, olmak iizere D'={Y,Y.Y UY'Y,, D},
D"={Y,.Y\.Y, UYY,,D} €{D/.D;....D;} ve D' D"olsun. Ayrica a B, (D) ikili
bagintisinin quasinormal gosterimi T, T', Z, Z'e D, TnT =G, T\T'#J, T'"\T #J
ve TUT ' Z < Z' olmak lizere

=(Y xT) OV xT)U (Yo x (T UT")) u(Y5 xZ)u(Ysi x Z')
bi¢iminde olsun. O zaman & € R(D')\R(D") olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

YUY oY, OY, YUY UYL OYE oY), YA AY, =D ve YiND =D

olmasidir.

Ispat: @ e R(D')nR(D") olsun. Bu durumda Teorem 4.2.1-(3) den
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aeR(D')NR(D")<= aeR(D’') ve a eR(D")
<Y oY, YT oY, YUY OY L oY) oY, Y NY, 2D,
YinD=@ ve Y oY, Y22V, YA U UYL uYS Y],
YY) 2D, YEND#D
< YUY oY, Y, YUY UYL OYS DY), Y NY, 2D,
YiND#Q

bulunur.m
Lemma 4.2.6 Y=Y, Y/=Y' ve Y;2Y, olmak iizere D'={Y,Y,YUY"Y,,D},
D" = {YI,YI',Y1 OV, 5} e{D|,D;,...,D;}, D’'= D".ve X sonlu olsun. O halde

IR(D')"R(D")

_5. 4‘Y2’\(Y2qu o) (4\Y2\(Yluvl' ) _3\Y2\(Yluvl' ) )-(SB\YZ, _ 4\D\Y2'\ ).SX\D
olur.

Ispat: @ eR(D')NR(D") olsun. Lemma 425 den a=(Y/xT)u (Y xT’)
u(YT“uT, x(TUT ’)) ) (YZ“ xZ ) U (YZ”f xZ ’) bi¢iminde ve o« regiler elemaninin
YUY oY, 0Y), YUY UYL O oYL YEAY, 2D ve YSND#QD kosullarmi
sagladigini biliyoruz.

Ayrica a€B, (D) oldugundan, « ikili bagmtisi bir f,:X —>D,f, (t)=ta
doniigiimil ile belirlidir. {Y1 Oy, Y, \(Y,0Y/) ), DY), X\ [3} kiimesi X in par¢alanigidir.
f, doéniisiimiiniin Y, OY,, Y,\(Y, LY, ), D\Y, ve X\D kiimelerine kisitlanis1 sirastyla

f f,, f,, ve f,, olsun. Simdi f f,, f f,,. donisiimlerinin 6zelliklerini

Oa la® a Oa la® 2000

belirleyelim.

1. teY,uY/ olsun. Y, Y ve Y'Y oldugundan teY” UY; ve ta e{T,T'}
elde edilir. O halde her teY, LY, i¢in f,, (t)e{T,T'} olur.

2. teY,\(Y,uY) olsun. Bu durumda Y;\(Y,0Y, )<Y, YUY UYL OYS
oldugundan teY,” UY LY, LY, dolaysiyla ta e{T, T TUT',Z} olur. O
halde her teY,\(Y, LY, ) i¢in f_ (t)e{T,T,TUT"Z} olur. Ayrica Y;' NY, = @

oldugundan en az bir z €Y, igin za =Z olur. zeY, UY," oldugunu kabul edelim.
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Bu durumda z €Y, UY, <Y, UY,? oldugundan ze €{T,T'} olur. Buise za =Z
olmasi ile gelisir. O halde en az bir ze Y, \(Y, UY,") i¢in f(z)=Z olur.
3. teD\Y, olsun. Bu durumda D\Y,cDc X =Y UYSUY,S, UYSUYE
oldugundan ter e{T,T,TUT',Z,Z"} olur. O halde her teD\Y, icin
f,, (1)e{T, T, TUT',Z,Z'} bulunur. Ayrica Y;' N D =@ oldugundan en az bir
27eD igin zZa=Z' olur. z'eY, oldugunu varsayalm. Bu durumda
Y, YUY UYL oYy oldugundan  Z'a e{T, T, TUT',Z} olur. Bu ise
Z'’a=7' olmast ile gelisir. O halde en az bir 2’ D\Y, i¢in f,,(z')=Z" olur.
4. teX\D olsun. X\Dc X =Y UY2 UY,, UYS UY; oldugundan
ta €{T,T,TUT',Z,Z'} olur. O halde her te X \D igin
f,, (1) e{T.T.TUT',Z,Z'} elde edilir.
aeR ( D’) NR ( D") regiiler elemanina karsilik yukaridaki Ozellikleri saglayan
f,=(f. f.. f.0, f3, ) sirali sistemi vardir. Simdi
fo YUY > {T,T7,
fY,N(Y, OY)) > {T, T TUT',Z}veenazbir zeY,\(Y,0Y,) i¢in f(z)=2,
f,:D\Y, > {T,T"TUT'",Z,Z"} veenazbir 7' D\Y, icin f, ()=2",
f,:X\D—>{T,T.TUT,Z,Z'}
dontisiimleri yardimiyla
fo (t
f.(t), teY,\(Y,uY,),
f,(t), D\Y/,
f,(t), te X \D.

1

f(t)=

, teY, uY/),

)
)
)
)

f :X — D doniisiimiinii  tammlayahm. g = ({X} x f (X)) olsun. Bu durumda

xeX
Y/ ={ttB=T}, Y ={t|tg=T"}, Y ={teX t=TUT'}, Y/ ={te X [tf=2Z} ve
Y/ ={t e X |tp =Z'} oldugundan £ ikili bagntisi,

B=(YxTYO(YxT) U (W x(TUT)) U(Y/ xZ) U (Y xZ')

221



BOLUM 4 - IKiLIi BAGINTILARIN TAM YARIGRUPLARININ REGULER
ELEMANLARI Didem YESIL SUNGUR

bi¢ciminde yazilabilir.

Simdi birlesimde yer alan kiimelerin 6zelliklerini belirleyelim.

teY,UY, olsun. O zaman f(t)=tfe{T,T’} oldugundan teY/UY/ olur.
Dolayistyla Y/ UY/ oY, UY, olur.

Benzer olarak Y” UY/ LY/ . UY/ 2V, oldugu agiktir.

Ayrica en az bir zeY,\(Y,uY/) i¢in f(z)=Z oldugundan Y/ Y, = olur.
Bununla birlikte en az bir 2’ D\Y, i¢in f,(z')=Z' oldugundan Y/ "D # @ olarak
bulunur. O halde Lemma 4.2.5 den € R(D’)nR(D") olur.

Simdi @, B€R(D')NR(D") ve a # £ olsun. Budurumda « yakarsihk f, (t)=ta
olacak sekilde f,=(f,,,f,.,f,,,f,,) swal sistemi ve f ya karsilik f,(t)=t/ olacak
sekilde f, = ( fop> Fips fup 1 ﬁ) siralt sistemi vardir. f, = f; olsun. Buradan her te X i¢in

f,(t)=ta=t8=f,(t) olur. Dolayisiyla & = S elde edilir. Bu ise kabuliimiiz ile gelisir. O
halde f, = f, dir.

Sonu¢ olarak R(D')nR(D") ile f,=(f,,,f,,f,.f,) bicimindeki ayrk
doniisiimlerin sirali sistemlerinin kiimesi arasinda bire-bir esleme vardir. Simdi bu f, larin

sayisin1 bulalim. Teorem 1.1.10dan f_, f,_,f, , f,, doniisiimlerinin sayisi sirastyla

02 "la® 2a°

1 4‘(Y2'\(Y1qu')\(YZ\(Ylqu' )))‘ ( 4\Y2\(Y1uY1' | 3\Y2\(Y1qu' )\), ( S\Dwz'\ B 4D\Y2'), S\X\lj\

olarak bulunur. Bu sayilarin Q, ={T,T", TUT',Z,Z'} den bagimsiz oldugu goriiliir.
Dolayistyla Q,, yarilatisine tam izomorf olan 5 tane XI -alt yarilatis var oldugundan her

biri i¢in yazilabilecek birbirinden farkli f, larin sayisi
2\(Yl'\(v'uYuY, ) .(2‘Y’\(YUY] | 1) _ (3\5\\(,1 _ 2\5\\(4 ) _ 3\><\D\
olur. O halde

IR(D')NR(D")

=5. 4‘\(2' \(Yo YY) ( 4‘\{2 \(Yuv )| _ 3‘Y2 (0% )| ) . ( 5‘ D\Yﬁ‘ _ 4‘ DY, ‘ ) . S‘X\D‘

olarak elde edilir.m
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Lemma 4.2.7 X sonlu olsun. O zaman

5. 422 (4\23\2 | _ %2 ) (SD\Z2 _4‘5\22‘).5‘X\D‘
5422 (4\23\25\ _ 32 \) (SD\Z2 _45\22).5X\D

_ 5.422 (4\2 AR ALY S\D\zl\ _45\21).5X\D

(SD\z] _45\21).5x®

D)

)

O
o

(477 _ 322\

_5.42

olur.

ispat: D/ ={z,,2,,2,,2,,D}, D, ={7,,2,,2,,Z,,D}, D} ={Z,,Z,,Z,,Z,,D},
D, ={Z,.2,.2,,2,,D}, D} ={Z,,2,.Z,,Z,,D} ve D, ={Z,,Z,,Z,,Z,,D} Xl alt

yarilatisleri i¢cin Lemma 4.2.6 uygulandiginda sonug agiktir.m

Teorem 4.2.8 X sonlu olsun. O zaman

R (Qu)|= 2.5.(4\22\25\ _322\25).(55\22 _4'5\22)_5X\'5
+2,5,(4\zl\z5\ _3zl\z5),(55\zl _4D\zl),5m
+2.5.(4\23\Z5\ _323\25).(55\23 _45’\23),5“D
_2.5.4%% .(4\23\25\ _323\25).(5'5\22 _45\22).5X\Ij

_2.5.4\2,\23\ .(4\23\25\ _323\25).(55\21 _4D\zl)‘5><\f>

olur.

Ispat: Lemma 4.2.4, Teorem 1.1.58 ve Lemma 4.2.7 den istenen elde edilir.m

aeB, (D) ikili bagintisinin Teorem 4.2.1-(4) deki gibi quasinormal gdsterimi var
olsun. Bu durumda V (D,&) = Q; {Z z2',2,,Z,,T D} oldugundan
Q15'9X| = {{28’27725923’21’ D} ’{28727’25’23922’ D}}
olarak bulunur. Dolayisiyla ‘Q(le )‘ =2 olur. Ayrica Q,; in tam otomorfizmleri
_ 2272 2,2,TD 227222, TD
idg,. = _|ve 8= _
" \22'2,Z, TD Z2'Z2 272,72, TD

oldugundan ‘(D (Qs )‘ =2 olur. Oten yandan
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D/ ={Z,.2,.2,.2,.2,,D}, D, ={2,.2,,2,.Z,.Z,,D},
D;={2,.2,.2,,2,,2,,0}, D, ={Z,,Z,,Z,2,,Z,,D}
ile gosterilirse,

R’ (le):

4
i=l1

R(DY)

olarak bulunur.

Lemma 4.2.9 X sonlu olsun. O zaman
R’ (le )‘ _ 2.2.(4\23\25\ _3\23\25\).(5\22\23\ _422\23)_(65\22 _SD\ZZ)_6X\5 +

2.2_(4\23\25\ _3\23\25\)_(5\21\23\ _421\23)_(65\21 _SD\zl)_6X\D

olur.

4
Ispat: R"(Q,;) = JR(D/) oldugundan birlesimde yer alan XI -alt yanlatislerin
i=1

arakesitlerini inceleyelim.
R(D/)NR(D;)#D olsun. @ € R(D/)"R(D;) alalim.
aeR(D))NR(D)) =Y, 2Z,, Yy 2Z,, YUY, UYS LY, o7,
YUY, YUY UY D2, Y N, 2D, YN, D,
YD =%,
Y, 2Z,, Y, DZ, YUY, UYS UY, o7,
Y, OYOYSOYSOUY o2, YN 2D, Y N, =D,
Y D=
=Y 27, Y 27,
Y, 272, Y. 2Z, Y, N, DZ, N2 =2,
olur. Bu da Y;" larm ayrik olmast ile geligir. O halde R(D])"R(D;)=% olur. Benzer
olarak
R(D/)nR(D;)=9, R(D/)nR(D;)=9, R(D;)nR(D;) =2,
R(D;)nR(D;)=9 ve R(D;)"R(D;)=92
olduklar1 goriiliir. O halde
R(Qi)|=[R()|+[R(D;)

olarak bulunur.

+[R(D5)

+R(D;)
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. yarilatisleri arasinda tam otomorfizma var

4

Ayrica D ile D) yarilatisleri ve D; ile D
oldugundan ‘R ( Df)‘ = ‘R (D, )‘ ve ‘R (D; )‘ = ‘R (D; )‘ olur. Teorem 1.1.58 kullanilarak

R* (le )‘ -2.2 ,(4\23\25\ _3\23\25\ ) ,(5\22\23\ _4\22\23\ ),(65\22 _5"5\22‘ ) . 6‘X\'5‘ +

7. 2,(4\z3\z5\ _3\z3\z5\),(5\z1\z3\ _ 4zlng),(65\zl _ SD\ZI),6X\5

olarak elde edilir.m
a €B, (D) ikili bagitisinin Teorem 4.2.1-(5) deki gibi quasinormal gosterimi var

olsun. Bu durumda V (D, &) =Q,, ={T.T".TUT',Z,,Z,,D} oldugundan

Q16‘9><| = {{28,27,25,22,21, lj}}

olarak bulunur. Boylece ‘Q(Q1 6 )‘ =1 olur. Ayrica Q,, nin tam otomorfizmleri

" (T T TUT' Z,2, D (TT TUT' Z,2 D
@ \t1TTUT Z,2 D) T'TTuT' Z,Z D

TT TuT' Z,Z D X TT TUT Z, Z
Ve =
TT TuT' Z, Z,

D
g= -
TT TuT Z Z, D

D
oldugundan ‘CD (Qi )‘ =4 bulunur.

Lemma 4.2.10 X sonlu olsun. O zaman
R* (Q16 )‘ —4. 3‘(22“21)\25‘ . (4‘21\22‘ _ 3‘21\22‘ ) . (4‘22\21‘ _ 3‘22\21‘ ) . 6‘X\D‘

olur.
Ispat: Q, ile Dl':{Zg,Z7,ZS,ZZ,Zl,[3} tam « -izomorf olduklarindan Teorem

1.1.70 den
R’ (Qm)\ _ 432027 ,(4\z1\z2\ _3\2.\z2\),(4\z2\z1\ _3\zz\z]\),6\X\D\

olarak bulunur.m
a eB, (D) ikili bagitisinin Teorem 4.2.1-(6) daki gibi quasinormal gdsterimi var

olsun. Bu durumda V (D,a) =Q, = {Z,Z', zZ,,2,T,T, f)} oldugundan

Q17‘9X| = {{28,27,25,23,22,21, D}}
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olarak bulunur. Boylece ‘Q(Qn)‘ =1 olur. Ayrica Q,, nin otomorfizmleri
22722,2,TTD 22722, 2,TTD
id, = |, f= _
" \22'2,Z, TT'D Z2'72 7,2, TT D

Lemma 4.2.11 X sonlu olsun. O zaman
R* (Ql7 )‘ =4. 4‘(22“21)\23‘ . (4‘23\25‘ _ 3‘23\25‘ ) . (5‘22\21‘ _ 4‘22\21‘ ) ) (5‘21\22‘ _ 4‘21\22‘ ) . 7‘X\D‘

olur.
Ispat: Q, ile D/ = {28,27,25,23,22,21, 5} tam « -izomorf olduklarindan Teorem

3.2.7 den
R* (Q17 )‘ _ 4,1,4‘(szzl)\23‘ ,(4\23\25\ _3\23\25\ ) ,(5\22\21\ _4\22\21\ ),(S\Zl\zz\ _4\21\22\ ) . 7‘)(\'5‘

olarak bulunur.m
Teorem 4.2.12 X sonlu bir kiime olsun. D birlesimlerin tam X -yarilatisi ile

belirlenen ikili bagintilarin tam yarigrubu B, (D) nin Z,NZ, =0, Z,NZ,#J ve

Z,NZ, #D kosullar altinda regiiler elemanlarininin sayisi

17

Rj=2

i=1

R'(Q))

olur.
Ispat: X sonlu olsun. D birlesimlerin tam X -yarilatisi ile belirlenen ikili bagintilarin

tam yarigrubu B, (D) nin, Z,NZ, =D, Z,NZ, #D ve Z,NZ;#D kosullari altinda

regiiler elemanlarininin sayisini veren formiil Teorem 1.1.30 dan

R'(Q))

Ri= 3 [R(E)=3

\ =
D'eXy i=

olarak bulunur.m
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Ornek 4.2.13 X ={1,2,3,4,5,6,7} X kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir aile

D = {{457} ’{3’6}9{3’4)5)7} ’{3’476)7} ’{3’5)6’7} 7{374)576)7} ,{1,3)4,5,677} b
{2,3,4,5,6,7}.,{1,2,3,4,5,6,7}}

olsun. D nin elemanlarini 52{1,2,3,4,5,6,7}, Z,={2,3,4,56,7}, Z,={1,3,4,56,7},

Z3

{3,4,5,6,7}, Z,={3,5,6,7}, Z,={3,4,6,7}, Z,={3,457}, Z,={3,6} ve

Z,= {4,7} ile gosterirsek D nin diyagrami asagidaki gibidir.

D nin her alt kiimesinin kapsama bagintisina gore bir en kiiciik iist sinir1 oldugundan D
kiimelerdeki kapsama bagintist ile bir {ist yarilatisdir. Ayrica D kiimelerdeki birlesme
islemine gére kapali oldugundan tam X -yarilatisdir ve en biiyiik eleman1 D olur. Ustelik

Z,NZ, ={4,7}m{3,6} =0,

Z,NZ,={4,7}n{3,5,6,7} ={7} =,

Z,MnZ,={3,6/n{3,4,57}={3} + Q.

oldugundan Teorem 3.2.15 den B, (D) nin idempotent elemanlarin sayisi, I*(Ql )‘ =9,

17(Q,)[ =412, |17(Q,)| =963, [I"(Q,)| =334, |I"(Q,)| =24, |I"(Q,)| =38, [I"(Q,)| =38,
17

1 (Q)[=4. [1I"(Q)) =41 [I"(Q)| =12, |1 (Q)|=2 ve X_|I"(Q)|=175 oldugundan

i=12

|15| =2052 olarak bulunur.

Ayrica Teorem 4.2.12 den B, (D) nin regiiler elemanlarin sayisi

17

RI=2.

i=1

R™(Q)|=14267

bulunur.
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43.Z2,n2, =3, Z,NnZ, =3 ve Z,NZ,#< Kosullar1 Altinda Regiiler

Elemanlar

Bu boliimde
2N, =0, 2N, =D ve Z,NL, #D
kosullar1 altinda birlesimlerin tam X -yarilatisi D ile belirlenen ikili bagintilarin tam yari

grubu B, (D) nin, regiiler elemanlarininin 6zellikleri ve X kiimesinin sonlu olmasi

durumunda regiiler elemanlarinin sayisi belirlenecektir.
Teorem 4.1.1 de verilen bi¢cimlerde quasinormal gosterime sahip ikili bagintilar
Z,n2,=0,2Z,nZ, =D ve Z,NZ; # kosullar altinda da B, (D) nin regiiler

elemani olur. O halde bunlar disinda quasinormal gosterime sahip olan B, (D) nin regiiler

elemanlarini bulalim.

Teorem4.3.1 Z,NZ, =0, Z,NZ, =D ve Z, NZ, #D olsun. Asagida verilen
bi¢imlerde quasinormal gosterimlerden birine sahip olan « € B, (D) ikili bagintisinin

regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V (D, a) X -yarilatisinden D nin bir X -alt

yarilatisi olan D’ ye bir ¢, tam « -izomorfizmasinin verilen kosullari saglamasidir.

1) T,TeD, TAT' =@, T\T' #3 ve T'\T # & olmak iizere & nin quasinormal
gosterimi & = (Y, xT ) U(Y;" xT") U (V%7 x(T UT')) bigiminde ve ¢, tam a -
izomorfizmasi Y;* 2 ¢(T) ve Y% 2 ¢(T’) kosullarini saglar.

2) T.T,2eD,TnT' =@, T\T'#Q3, T\T#@ ve TUT' < Z olmak iizere
o =Y xT) OV xT) U (Y p x (T UT')) U(Y; x Z) bigiminde ve ¢, tam a -
izomorfizmast Y 2¢(T), Y 2¢(T') ve Y7 Np(Z)#D kosullarini saglar,

3) T,T,2,2'eD, TnT'=@, T\T'2Q, T'\T#Q ve TUT'cZcZ' igin
a = (Y xT ) (Y xT YUY < (TUT)) U(Y; xZ)u (Y5 xZ') bigiminde ve
0, Y 20(T), Yo op(T), Y OYS Uy Yy 29(2), Y ne(Z)=D ve

Y, N (p(Z') # & kosullarimi saglar.
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4)

5)

6)

7

8)

2,2'€{2,,2,},2#2',2n2' =0, ZUZ'=Z, ve T €{Z,,Z,} olmak iizere
a nin quasinormal gésterimi, o = (Y, xZ ) U (Y x Z')U(Y, < Z ) U (Y5 x Z5 ) U
(Y xZy)u (Y xT)u (Y xD) bigiminde ve ¢. Yy 29(Z), Y5 2¢(Z),
VS OYE U OYS 20(Z,), Y OYE OYEUYS UYE oo(T), Y ne(Z,) 22,
Y no(T)#D ve Yy nop(D)#D kosullarmi saglar.

T,T'€{Z.2,,2,2,}, TnT'=@, T\T'20, T'"\T2J ve TUT'cZ,
olmak iizere o =(Y;"xT)U(Y xT ) U (Y x(TUT))U (Y xZ,) U (Y, x Z,)
U(Y,"xD) bigiminde ve ¢, tam @ -izomorfizmast Y;* 2¢(T), Y% 29(T'),
YUY UYL OYS 20(Z,), YUY UYL Y 20(Z), Y ne(Z,)# D
ve Y, np(Z,)# D kosullarini saglar.

Z,2'€{2,,2,},2#2',T,T'€{Z,,Z,} ve T #T' olmak iizere
a=(Y7xZ)(YixZ) (Vs x(ZuZ))U(Yy xZ,) UV xT ) (Y xT)
U(Y, x D) bigiminde ve ¢, tam @ -izomorfizmast Y;* 29(Z), Y, 2¢(Z'),
YUY UYL, OYY 20(Z,), YUY, UYL, OYSOY oe(T),

YA OYE UYL OYSOYE 2o(T'), Y ne(Z,) 2D, Y no(T)=D ve

Y Np(T')# D kosullarmi saglar,
2,2,TeD,ZnT=0,2'cT,Z20Z2'UT=2,,Z\2'#B ve Z\Z#J
olmak iizere & min quasinormal gosterimi

a=(Y7xZ)(YixZ) (Y5 x(ZuZ")) U(¥ xT)u(Ys* x Z, ) bigiminde
ve ¢, tam a -izomorfizmasi Y, 2¢(Z), Y5 2¢(Z'), YUY 2¢(T) ve

Y Np(T)#D kosullarini saglar.
Z,2'e{2,,2,},2#2',Te{Z,2,},2'<T,ZnT =0, 2"€{Z,.2,,D},
ZUZ'UT =Z, olmak iizere &= (Y xZ ) (Y5 xZ')U (Y5, x(ZUZ')) (Y xT)

U (Y;’ xZ, ) U (YZ",, xZ ") bigiminde ve ¢, tam « -izomorfizmasi Y," 2 ¢(Z),
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Y op(Z'), YEUY 2p(T), Y ne(T) =D ve Yine(Z") %D kosullarim
saglar.

9) Z,72'e€{Z,,2,},2+2",Te€{Z,2,},2'cT,ZnT=0,2"e€{Z,,Z} ve
ZUZ'UT =Z, olmak iizere o nin quasinormal gosterimi
a=(Y;xZ)(Y7xZ' ) (Y70 x(ZUZ)) (Y xT ) (Y xZ, )u(Ysix Z")
U(Y," x D) bigiminde ve ¢, tam @ -izomorfizmast Y;' 2¢(Z), Y 2¢(Z'),
YUY 20(T), YUY UYL, UYSUYS UY, oe(Z2"), Y ne(T) =,
Y ing(Z")#D ve Yy np(D)=@ kosullarm saglar.

10) Z,2'e{Z,,Z,}, Z#Z', Te{Z,Z,}, Z'cT ve TNZ=C olmak iizere
a=(Y7xZ) (Y5 xZ ) O(Y; 0 x(ZuZ)) (Y xT)u (Y < Z,)u(Yy x Z,)
(Y %Z,) (Y, xD) bigiminde ve ¢, Y 29(Z), Y5 20(Z'), Y5 Y 20(T),
YUY, UYL, U UYS UYS D9(Z,), YUY, OY,, YUY OY 2e(Z),
Y ne(T)=D, Yy ne(Z,)#D ve Y, No(Z,)#D kosullarini saglar.

ispat: o B, (D) ikili bagntist regiiler olsun. Bu durumda B, (D) kiimesinin

tanimindan o = U ({x}x f (X)) olacak sckilde f:X — D doniisimii vardir. Buradan

xeX
f(X)e{ z,,2,,2,,2,2,,2,,2,,2,,D } olur. Ayrica her T € D igin Y;* kiimelerinin

tanimindan dolay1

a=J (Y xT)

TeD'

olacak sekilde D nin bir D’ alt yarilatisi vardir. Buradan

V(D,a)=D'=V(D',a)
olur. Ustelik Teorem 1.1.17 den V (D,a) , D nin XI -alt yarilatisidir. O halde D', D nin
XI -alt yanlatisi olur. Yani D', Z,.nZ, =0, Z,nZ,=J ve Z,NZ,=< kosullari
altinda D nin Lemma 3.3.1 de verilen Xl -alt yarilatislerini tarar. O halde o regiiler

elemaninin quasinormal gosterim (1)-(10) da verilen quasinormal goOsterimlerden biri

gibidir.
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Teorem 4.2.1 de uygulanan adimlar benzer sekilde uygulandiginda (1)-(6) da verilen
bicimlerde quasinormal gosterimi olan « ikili bagitisinin regiiler olmasi igin gerek ve yeter

kosulun @ , tam « -izomorfizmasinin verilen kosullar1 saglamasi gerektigi elde edilir.

a e B, (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi (7) deki gibi yani Z, Z', T e D,
INT=0, Z'cT, Z2uzZ2'uT=Z,, Z\Z'#D3 ve Z'\Z#Z olmak lzere
a=(Y;xZ)(Y;xZ) (Y2 x(ZUZ))u(Yy xT)u(Yy xZ,)  bigiminde  olsun.
Qs=1{Z,2',ZUZ"T,Z,} dersck Lemma 3.3.1 den dolay1 Q;, D nin XI -alt yarilatisi ve
V(D,a)=Q olur. Teorem 1.1.64 den dolay1 a, B, (D) nin regiiler elemanidir ancak ve
ancak V (D,a) X -yarilatisinden D nin bir X -alt yarilatisi olan D’ ye bir ¢, tam « -
izomorfizmast Y, 2¢(Z), Y5 2¢(Z'), Y, U 2¢(T) ve Y ne(T) = kosullarm

saglar.

aeB, (D) ikili bagntismin quasinormal gosterimi (8) deki gibi yani
Z,2'e{z2,,2,}, 227", Te{Z,Z}, Z'cT, ZnT=0, 2'€{z,7Z,D},
ZUuZ'UT=2Z, olmak iizere a=(Y;xZ)U(YxZ)U (Y x(Z0Z'))o(Y=T)
(Y xZ,)U(Y,xZ") bigiminde olsun. Q,={Z,Z',Z2UZ',T,Z,,Z"} dersck Lemma
3.3.1 den dolayt Q,, D nin XI -alt yarilatisi ve V (D,&)=Q, olur. Teorem 1.1.64 den

dolayr ¢ nin B, (D) nin regililer eleman1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V (D,a) X -
yarilatisinden D nin bir X -alt yarilatisi olan D’ ye bir ¢, tam « -izomorfizmasinin
Yy 20(2), Yy 20(Z'), YUY 20(T), Y ne(T)28 ve Yine(Z")#J
kosullarini saglamasidir.

a € B, (D) ikili bagmtisinin quasinormal gosterimi (9) deki gibi yani
Z,2'€{2,,2,},2#2',Te{Z,2,},2'cT,ZnT=03, 2"€{Z,,Z,} ve
ZUZ'UT =Z, olmak iizere o = (Y, xZ) U (Y xZ") U (Y5, x(Z0Z")) (Y xT)
(Y5 xZ,)U(Ys2x2") U(Y* % D) bigiminde olsun. Q,, ={2,2,202",T,Z,,2",D}
dersek Lemma 3.3.1 den dolay1 Q,,, D nin XI -alt yarilatisi ve V (D,a) = Q,, olur.

Teorem 1.1.64 den dolay1 & nin B, (D) nin regiiler eleman1 olmasi i¢in gerek ve yeter
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kosul V (D, a) X -yarilatisinden D nin bir X -alt yarilatisi olan D" ye bir ¢, tam « -
izomorfizmasinmn Y, 2 ¢(Z), Y, 2¢9(Z'), Y, UY 2¢(T) ve Y ne(T) =
kosullarini saglamasidir.

a € B, (D) ikili bagmtisinin quasinormal gosterimi (10) daki gibi yani
Z,2'€{2,,2,},2#2',Te{Z,,2,},2'cT ve TNZ =2 olmak iizere
a=(YrxZ)o(YxZ )0 (Y2 x(Z0Z') O xT)u (Y x Z, ) u(Ys % Z,)
V(Y xZ,)u(Yy x D) bigiminde olsun. Q,, ={Z,2'.Z2VZ",T.Z,,Z,,Z,,D} dersek
Lemma 3.3.1 den dolayt Q,,, D nin XI -alt yarilatisi ve V (D,a) =Q,, olur. Teorem

3.3.2den a nin B, (D) nin regiiler eleman1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V (D,a) X
-yarilatisinden D nin bir X -alt yarilatisi olan D' ye bir ¢, tam « -izomorfizmasinin

Yy 20(Z), Yy 20(Z'), Y, OY 20(T), YUY, Y, UY LY UY, 29(Z,),
YUY UYL, YUY OY 2 0(Z), Y ne(T) =D, Y, ne(Z,) %D ve

Y," "p(Z,)#D kosullarini saglamasidir.m

a eB, (D) regiiler elemaninin Teorem 4.3.1-(1) deki gibi quasinormal gosterimi var

olsun. Bu durumda V (D,&) =Q,, ={T,T', T UT'} oldugundan

Q12‘9X| ={{ZS,Z4,Z3},{ZS,Z7,ZS}}
olur. Dolayistyla ‘Q(le)‘ =2 bulunur. Ayrica Q,, nin tam otomorfizmleri

. TT' TUT TT' TUT

IdQ Z( ' r} Vee:[ ' !)

AT T TUT T'TTUT

oldugundan ‘CD(le)‘ =2 bulunur. Ayrica

D/ Z{ZS,Z7,ZS}, D, ={Z7,ZS,ZS} ’ D3' :{28’24’23} ’ D‘; :{24’28’23}
ile gosterirsek

R’ (le) - U R(Di')

i=l1

olur. O halde X sonlu iken R*(Q,,) nin eleman sayisini bulalim.
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Lemma 4.3.2 X sonlu olsun. O zaman

R* (le )‘ — 2_2.3‘X\ZS‘

olur.

4
Ispat: R le = U R i’ oldugunu biliyoruz. Birlesimde yer alan kiimeler
i=1

arasindaki iliskileri ve arakesitlerini inceleyelim.

a € R(D;) olsun. O zaman Dj le Q, tam & -izomorf olduklarindan Teorem 4.3.1-
(1) den « ikili bagintisinin quasinormal gosterimi
= (Y xT) (Y xT ) (Y x (T UT))
biciminde olur ve
Y 2Z,ve Y DZ,

ozellikleri saglanir. Ayrica Z, < Z, oldugundan Y;" ©Z, ve Y;" ©Z, olarak bulunur.
Dolayisiyla a € R( Dl') olur. Buradan R(D;)< R(Dy) olur.

Benzer olarak R(D;) < R(D;) oldugu elde edilir. Bu durumda
R(le) = R(D{)U R(D;)
olur. Simdi R(D{)"R(D})# % oldugunu varsayahm. & € R(D/)"R(D}) olsun. O

zaman
ae R(Dl')m R(Dz'):>YT“ o7, Y DZ,,
Y 2Z, Y D7,
=Y 27, Yy 27,
olur. Bu da & nin quasinormal gosterimindeki Y," larin ayrik olmasi ile gelisir. O halde

R(D))NR(D;)=9 olarak elde edilir. Boylece

R(Qu)|=[R (D
elde edilir. D| ile D; yarilatisleri arasinda tam otomorfizma var oldugundan
R(D1)|=|R(D)
R'(Q,)|=2-2:3"%
bulunur.m
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a € By (D) regiiler elemaninin Teorem 4.3.1-(2) deki gibi quasinormal gosterimi var
olsun. Bu durumda V (D,a) =Q, = {T,T',T uT’, Z} olur. Buradan
Q13‘9X| :{{28924’23921}’{28924’23922}’{28’27725721}’{28727925922}’
(2,2,,2,,2.,},{2,,2,,2,,0}.{,,2,,2,,D}|

oldugundan ‘Q(le)‘ =7 bulunur. Ayrica Q,; {in tam otomorfizmleri

TT'TuT' Z TT'TuT' Z
IQ = ' ' ve 0= ' '
T\t T TUT Z T'TTUT'Z

oldugundan |®(Q,,)|=2 bulunur. Bunun yaninda

D/ ={Z,,Z,,Z,,D}, D; ={Z,,Z,,Z,,D}, D} ={Z,,2,,Z,,Z.}, D, ={Z,,Z,,Z,,Z,},
D.={2,,2,,2,,2,}, D, ={2,,2,,2,,2,}, D} ={2,,2,,2,,2,}, D, ={Z2,,2,,2,,Z,},
D; ={zg,z4,z3,|5}, D/, ={z4,zg,zs,|5}, D), ={2,,2,,2,,2,}, D}, ={Z,,2,,Z,,Z,},

D/, = {28,27,25,22}, D/, = {27,28,25,22} ile gosterirsek
14
R(Q,)=UJR(D)

i=1

olur.

Lemma 4.3.3 X sonlu olsun. O zaman

R (Ql3)‘ =2. 7.(45\25 _35\25)'4X\D

olur.

Ispat: Z, <Y ve Z, =Y’ olmak iizere D'={Y,YY UY"Y,} €Q,9, ve a eR(D’)
olsun. Bu durumda Q,, ile D’ tam « -izomorf olduklaridan Teorem 4.3.1-(2) den o ikili
bagmntisinin quasinormal gosterimi & = (YT”‘ xT ) v (YT”,‘ xT ’) U (YT“uT, x(TuT ’)) U (YZ“ X Z)
bigiminde olur ve Y DY, Y2 2Y' ve Y NY, = & dzellikleri saglanir. Ote yandan Z, Y,
Z,cY' ve D, D nin en biiyiik eleman: oldugundan Y;" ©Z,, " 2Z,, Y, N D+
ozellikleri de saglamir. O halde D, = {ZS,Z7,ZS, Ij} €Q.%, ve aeR(Dy) olur. Buradan

R(D') <= R(D/) elde edilir.
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Benzer olarak Z, <Y ve Z,cY' olmak iizere D'={Y,Y,YUY"Y,}€Q,9, ve
a eR(D’) olsun. Bu durumda Q, ile D' & -izomorf olduklarindan Teorem 4.3.1-(2) den
« ikili bagmtisinin quasinormal gosterimi a = (YT“ xT)u(YT”,‘ xT ) (YT"LT x(T uT'))u
(Yz“ X Z) bigiminde olur ve Y* 2Y, Y7 2Y' ve Y/ NY, =D ozellikleri saglamr. Ote
yandan Z,cY, Z,cY' ve D, D nin en biyik elemam oldugundan

Y*2Z, Y 2Z, Y ND#D ozellikleri de saglanir. O halde

Sonug¢ olarak R( ) ( ) ( )QR(D{), R(DS')QR(Df), R(D;)
R(D;)=R(Dy), R(D\) = R(D)), R(D;) =R(D)), R(D;)<=R(D;), R(D;)=R(D;).

R(D;)<R(D;), R(D},)<R(D}), R(D,)<R(D;) ve R(D},)<R(D;) bulunur. Bu

D, = {Z7,28,ZS, D} € Q.9 ve aeR(D; ) olur. Buradan R(D )C R(D;) olarak bulunur.

R(D)),

IN

durumda
R"(Q,)=R(D})UR(D;)
olur. Simdi R(D/)NR(D;)# @ oldugunu varsayalim. « € R(D;)"R(D;) alalim. O
zaman
aeR(D))NR(D})=Y 27, Y 2Z,, Y, "D=3,
Y 2Z, Y 2Z, Y NnD# T
=Y 27, Y 2Z, YN DZ N2, #D

olur ki buda & nin quasinormal gésteriminde ki Y;* larin ayrik olmast ile ¢elisir. O halde

R(D/)"R(D;)= R*(Qs)|=|R(D;

‘R )‘ bulunur. D] ile D,

arasinda tam otomorfizma var oldugundan ‘R( ‘ ‘R

‘R* (Q13 )‘ — 2,7.(45\25 _35\25)_4X\D

olarak elde edilir.m

aeB, (D) regiler elemani Teorem 4.3.1-(3) kosulunu saglasin. Bu durumda
T,7.2,2'eD, TNT' =, T\T'2d, T'\T#3 ve TuUT'cZ cZ' olmak lizere

( ) Qu= {T T, TUT ,Z,Z} oldugundan
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Q.9 ={{zg,z7,zs,zl,D},{zg,z4,23,zl,5},{28,24,23,22,[3},{28,27,25,22,D},
{2,,2,,2,,2,,0}.,{2,2,,2,,2,,2,}{Z,,Z,,Z,,Z,,Z, }}
olur. Boylece ‘Q(QM )‘ =7 bulunur. Ayrica Q,, nin tam otomorfizmleri

_ TT'TuUT' Z 2 TT'TUT' Z Z'
= V =
@ \TT'TUT' Z Z' TTTUT' Z Z'

oldugundan ‘CD(QM )‘ =2 olur. Ayrica
D/ ={2,.2,.2,.2,.0}, D; ={Z,.2,.Z,.Z,.D}, D} ={Z,.2,.2,.Z,.D/,

D; ={Z,.2,.2,.2,, D; ={Z,,2,.2,,2,,D}, D; ={Z,,Z,Z,,Z,,D},

),
D; ={2,.2,.2,.2,.0}. D; ={2,.2,.Z,.Z,.D}, D;={2,.2,.2,,Z,,D},

DIIO ={Z4,Zg,z3,zl,|j}, Dl’] ={ZS,Z7,ZS,Z3,22}, DI'Z ={Z7,28,ZS,Z3,22},

D1,3 :{28’27525523’21}’ D1'4 = {szs’zs’zwzl}

ile gosterirsek
14

R’ (QM) - U R(Di')

i=l1

olur.
Lemma 4.3.4 X sonlu olsun. O zaman
R"(Qu)|=[R(DN)|+[R(Dy)|+[R(D)[+[R(D;)|+[R(D;)| +|R (D)
~[R(D) AR(DL)-[R(D) R (D) R(D) R(DL) -[R(D) (D)
olur.

Ispat: Z, Y, Z,cY' ve Y, €{Z,,Z,,Z,} olmak iizere D’ ={Y,Y’,Y uY'Y,, [3} €
Q.9 ve a €R(D') olsun. Bu durumda Q,, ile D' tam ¢ -izomorf olduklarindan Teorem
43.1-3) den ¢« ikili bagintisinin quasinormal gdosterimi « = (YT‘” xT)u(YT",’ xT’)
OV x(TUT))u (Y xZ)u(Y£x2Z')  bigiminde olur ve Y2V, Y72V,
YA OYS UYL OYS oY, YEAY, =D ve YD =@ ozellikleri saglanir. Ote yandan

Z,cY, Z, <Y oldugundan Yy 2Z,, Yy 2Z, olur. O halde D" ={Z,,Z,,Y UY"Y,,D}
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dersek D" = {ZS,Z7,Y UYLy, 5} €Q,%, ve aeR(D") olur. Buradan R(D")<c R(D")

elde edilir.

Benzer olarak Z,cY, Z,cY' ve Y, e{Z,Z,,Z} olmak iizere
D'={Y.Y.Y UY"Y,.D} € Q,%, ve aeR(D’) olsun. Bu durumda Q, ile D’ tam a-
izomorf olduklarindan Teorem 4.3.1-(3) den « ikili bagintisinin quasinormal gosterimi
a =Y xT)u (Y xT ) (Y x(TUT)) U (Y xZ) (Y5 xZ')  bigiminde olur ve
YO oY, YIoY, Y uUYI UYL UYS DY, Y Y, =D ve YEND#@  ozellikleri
saglanir. Ote yandan Z,cY, Z,cY' oldugundan Y 2Z,, Y, 2Z, olur. O halde
D" = {27,Zg,Y oYY, [3} dersek D" = {Z7,Zg,Y oYy, [3} €Q.,%, ve aeR(D") olur.

Buradan R ( D') cR ( D") elde edilir. Sonug olarak

R(D;)=R(D)). R(D;)<R(D}). R(D})<R(D;). R(Dj,)<R(D}).

R(D},)=R(D;), R(D;,) = R(D;), R(Dj;) = R(D;), R(D};) = R(D;)
olarak bulunur.

Boylece

R (Q.)=UR(D)

olur. Simdi bu kiimelerden arakesitleri bos kiime olanlar1 belirleyelim.

R(D/)NR(D;)#< oldugunu varsayalim. € R(D/)"R(D;) olsun. O zaman

aeR(D/)NR(D)) =Y, 2Z,, Y 2Z,, Y UYSUY 1 UY,S ©Z,,
YiNZ, 2D, YA ND =3,

Y 2Z, Y 2Z, Y UYE UYL uYS D,
Y, N2, 2D, Y, nD#J

=>Y 272, Y22, Y Y22, N2, =2, #D

olur. Buda Y, larin ayrik olmasi ile gelisir. Dolayisiyla R(D/)R(D;) = olur. Benzer

olarak
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R(D.)AR(D,)=2
olduklar1 goriiliir. Buradan
R’ (Qm)‘ = ‘R(D;)‘-l-‘R(Dé)

—‘R(D{)QR(DS')

+[R(D;)

+[R(D;)|+[R(D5)[ +|R(D;)

-[R(D3) " R(D;)|~[R(D5)R(D;)

~|R(D;)"R(D})

olarak bulunur.m

Lemma 435 Y=Y, Y/=Y' ve Y;2Y, olmak iizere D'={Y,Y,YUY"Y,,D},
D" = {Yl,Yl',Y1 UY.Y,, 5} e{D},D,,..,D;} ve D'#D" olsun. Ayrica aeB, (D) ikili
bagintisinin quasinormal gosterimi T, T', Z, Z'eD, TnT'=J, T\T'#J, T'"\T #J
ve TuT'cZcZ' olmak iizere a=(YxT)U(Y:xT)U (Y0 x(TUT))
U(YZ“ xZ ) U (YZ”f xZ ’) bigiminde olsun. O zaman « € R(D')"R(D") olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul
YUY oY, uY, YUY UYL uY) oY),
YSAY, 2D ve YiND =D
olmasidir.
Ispat: @ € R(D')nR(D") olsun. Bu durumda Teorem 4.3.1-(3) den
aeR(D')NR(D")<= aeR(D’) ve a eR(D")
<Y oY, YT oY, YUY UYL uYS DY, Y NY, #d,
YiND#D ve
Y SY, YA SY! YA UYE UYL OYS DY, YEAY, % D,
Y2 ND#J
=2400) o) AV) A SSV) ARV) ASRVL Sl AN SN AL OX
YSND#Q

olarak bulunur.m
Lemma 4.3.6 Y =Y,, Y/=Y' ve Y, DY, olmak iizere D'={Y,Y.YUY'Y,.D} ve
D"={Y,.Y\Y, UY\Y;,D} €{D},D;...,D;}, D'# D" ve X sonlu olsun. O halde

R(D)AR(D)

_ 7. gl anon) (4\Y2\(Yluvl' [EENAUES ),(SD\Yg _4\5\\(2'\ ) . S\X\D\

olur.
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Ispat: Lemma 4.2.6. da uygulanan adimlar benzer sekilde uygulandiginda

R(D)AR(D)

7.4 gt ) (49 o) oo
olarak bulunur.m
Lemma 4.3.7 X sonlu olsun. O zaman
D/)AR D;)\=7-4‘Z Sl (gl g (55\22—45\22)-5“5
_ 7.4 (4\23\Z\ _ 3%z (55\22_ 45\22). 5ol

)
)

45\%s| _ 422 \) (SD\Zl _45\21)'5xu5
M

422 (4\2 \2Zs| _4l2\2 S\D\zl\ _45\21).5X\D

_7.427

olur.

ispat: D/ ={2,,2,,2,,2,,D}, D} ={2,,Z,,2,.2,,D}, D; ={Z,,2,.Z,.Z,,D},
D, ={2,.Z,,Z,,2,,D}, D} ={Z,,2,,2,,Z,,D} ve D} ={Z,,Z,,Z,,Z,,D} Xl -alt

yarilatisleri icin Lemma 4.3.6 uygulandiginda sonug agiktir.m

Teorem 4.3.8 X sonlu olsun. O zaman

R'(Q, )‘ - 2.7.(4\22\25\ _322\25)_(55\22 _45\22)‘5x\5
+2.7.(4\Zl\25\ _321\25)_(55\21 _45\21)‘5xu5
+2.7.(4\z3\zg\ 3224 ) ( szl _ 5\23)_5X\D
_2.7.4\22\23\ _(4\23\25\ —323\25)_(55\22 _45\22)_5><\D

_2'7.4\21\23\ .(4\23\25\ _323\25).(55\21 _45\21).5X\D

olur.

Ispat: Lemma 4.3.4, Teorem 1.1.58 ve Lemma 4.3.7 den istenen elde edilir.m

a e B, (D) ikili bagintisinin Teorem 4.3.1-(4) deki gibi quasinormal gdsterimi var

olsun. Bu durumda V (D, ) =Q;; = {Z z2'2,,2,T D} oldugundan

Qs = {{28,27,25,23,21, D}’{Zsazwzs’zpzza D}}
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olarak bulunur. Dolayisiyla ‘Q (Qs )‘ =2 olur. Ayrica Q,; in tam otomorfizmleri

_ 222,72, TD 227222, TD
idy,. = _|ve O= -
* 222, Z, TD 2'22,2,TD

oldugundan ‘(D(le)‘ =2 olur. Oten yandan
D/ ={Z,.2,.2.,2,,2,,D}, D; ={Z,,2,,2,,2,,Z,,D},
D;={2,.2,.2,,2,,2,,D}, D, ={2,,2,,2,,2,,2,,D}

ile gosterilirse

olarak bulunur.

Lemma 4.3.9 X sonlu olsun. O zaman
R" (Q]s)‘ _ 2.2.(4\23\25\ _3\23\25\).(5\22\23\ _422\23)_(65\22 _SD\ZZ).6X\D 4

2_2_(4\23\25\ _3\23\25\)_(5\21\4\ _421\23)_(65\21 _55\21)_6X\D

olur.

Ispat: R"(Q;)=JR(D/) oldugundan birlesimde yer alan XI -alt yarilatislerin

i=1
arakesitlerini inceleyelim.

R(D))NR(D;)#D ve a e R(D/)NR(D;,) olsun. Buradan

aeR(D))NR(D;) =Y, 2Z,, Y, 2Z,, YUY, UYS LY, o7,
Y, OY, OYSOYSOUY D2, Y N, 2D, YN, =D,
YD =%,
Y, 2Z, Y DZ, Y, Y, UYSUYS o,
YUY, YUY OUY D2, Y N, 2D, YN, D,
Y*ND =
=Y 2Z,, Yy 27

Y SZ, YD Z, N AYE D2 N2 =2, # D
olur. Bu da Y;" larmn ayrik olmast ile gelisir. O halde R(D])"R(D;)=% olur. Benzer

olarak
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ELEMANLARI
R(D;)"R(D;)=2, R(D{)"R(D;)=3, R(D;)"R(D})=2,

R(D;)NR(D})=2 ve R(D;)"R(D})=2

olduklar1 goriiliir. O halde
+[R(D;)

IR(Q;)| =[R(D))|+|R(D3)

+[R(D5)

olarak bulunur.
Ayrica D/ ile D] ve Dj ile D; yarilatisleri arasinda tam otomorfizma var oldugundan

olur. Teorem 1.1.58 kullanilarak

= , )| ve 2) = J
IR(D;)| ve |[R(D;)|=|R(D;)
R (le)‘ — 2,2.(4\23\25\ _3\23\25\),(5\22\23\ —422\23)'(65\22 —SD\ZZ)~6X\D N

7. 2,(4\z,~,\z5\ _3\z3\z5\),(5\z1\z3\ _ 4zlng)_(65\zl —5'5\21)-6“5

R(D)

olarak elde edilir.m
a €B, (D) ikili bagmtisinin Teorem 4.3.1-(5) deki gibi quasinormal gdsterimi var

olsun. Bu durumda V (D, &) =Q,, ={T.T".TUT',Z,,Z,,D} oldugundan
Q16‘9X| = {{28924923’229219 5}’{28’27925922’21’ D}}

olarak bulunur. Boylece ‘Q(Q16 )‘ =2 olur. Ayrica Q¢ nin tam otomorfizmleri
TT TuT' 2,2 D f_TT'TuT'z2 Z, D
T TUTZ,Z, D

idQ = -
C\T T TUT Z,Z, D
TT TuT' Z,

TT TuT' Z,Z D " Z,
_ | ve N=
TT TuT' Z 2, D TT TUT Z Z,

)

oldugundan ‘CD (Qi )‘ =4 bulunur. Ayrica
D/ ={Z,.2,.2,.2,.2,,D}, D, ={2,,2,.2,.2,,Z,,0}.D; ={Z,.Z,.Z,.Z,,Z,,D},

D, =1{2,.2,.2,.2,.2,,D}, D} ={2,.2,.2,,2,,2,.D}, D; ={Z,.2,.2,,2,.Z,.D},
D; ={2,.2,,2,,2,,2,,D}, D; ={Z,.2,,2,,2,,Z,,D|

ile gosterilirse
8

R'(Qq)=UR(DY)

i=1

olarak bulunur.
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ELEMANLARI
Lemma 4.3.10 X sonlu olsun. O zaman

R” (Ql6)‘ =2.4. 3‘(szzl)\25‘ . (4‘21\22‘ _3‘21\22‘ ) _(4‘22\21‘ _3‘22\21‘ ) . 6‘X\5‘

olur.

12

Ispat: R"(Q,)=(JR(D/) oldugundan birlesimde yer alan kiimelerden birbirini
i-1
kapsayanlar1 ve arakesitleri bos kiime olanlar1 belirleyelim. « € R( DS’) olsun. Bu durumda
aeR(D))=Y 2Z, Y 2Z,, YUY UYL UY, D7, YUY UYL uUY D7,
Y, N2, #D, Y "NZ, #D

olur. Z,>Z, oldugundan Y >Z, elde edilir. Boylece aeR(D/) olur. O halde
R(D;)<=R(D]) olarak elde edilir. Benzer olarak R(D;)cR(D;), R(D;)<R(D;),
R(D;) <= R(D;) olduklari goriiliir. O halde

R'(Qq)=UR(DY)

i=1

olur.
D,, D; ve D, yarilatisleri D, yarilatisi arasinda tam otomorfizma var oldugundan

=[R(D;)

R(®)[=[R(B)[=[R(DS)

olur. O halde Teorem 1.1.70 den dolay1
R’ (Qm)\ _0.4.3@n2)7 ,(4\z,\z2\ _3\z1\z2\),(4\z2\z1\ _3\zz\zlw),6\X\D\

olarak bulunur.m

a B, (D) ikili bagintisinin Teorem 4.3.1-(6) daki gibi quasinormal gosterimi var

olsun. Bu durumda V (D,a) =Q, = {Z,Z', zZ,,2,T,T, f)} oldugundan
Q% = {{28,27,25,23,22,21, D}}

olarak bulunur. Boylece ‘Q(Qn)‘ =1 olur. Ayrica Q,, nin otomorfizmleri
222,2,TTD
2'22,2,TTD

idy =

2272 2,2,TT D ) 222,22, TT D
g= _|ven= _
222,27 TD 222, 2, T"TD

222,2,TTD .
222,22, TT D)
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oldugundan ‘(D (Qs )‘ =4 olur.

Lemma 4.3.11 X sonlu olsun. O zaman

R (Qn )‘ _ 4‘4‘(szzl)\23‘ ‘(4\23\25\ _3\23\25\)_(5\22\21\ _4\22\21\)_(5\21\22\ _4\21\22\)_7\X\D\

olur.

Ispat: Q, ile Dl’={Zg,Z7,ZS,Z3,Zz,Zl,[5} tam o -izomorf olduklarindan Teorem
3.2.7 den

R’ (Q” )‘ _ 4.1.4\(zzmz,)\z3\ _(4\23\25\ _3\23\25\).(5\22\21\ _4\22\2,\)_(5\21\22\ _4\2,\22\).7@(\5\

olarak bulunur.m

a e B, (D)ikili bagintisinin Teorem 4.3.1-(7) deki gibi quasinormal gosterimi var
olsun. Bu durumda V (D,a)=Q ={Z,Z',ZUZ",T,Z,} oldugundan
Qs ={12,.2,.2,.2,.2,}}
olarak bulunur. Dolayisiyla ‘Q(ng)‘ =1 olur. Ayrica Q,, in tam otomorfizmi sadece birim
doniisim  oldugundan ‘CD(ng )‘ =1 olur. O halde Qy%, m -elemanlarmi
D ={Z.Z,,Z,,2,,Z,} ile gosterirsck
R™(Qs)=R(D/)

olarak bulunur.

Lemma 4.3.12 X sonlu olsun. O zaman

R’ (Q18 )‘ _ (2\24\25\ _1)_5\X\23\

olur.

Ispat: R"(Q,,)=R(D/) oldugunu biliyoruz. O halde

‘R(le)‘ = ‘R(D{)‘

olur. Teorem 1.1.66 dan

R (ng )‘ -1 1.(2\24\25\ _1) .gxz

olarak bulunur.m
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a € B, (D)ikili bagintisinin Teorem 4.3.1-(8) deki gibi quasinormal gosterimi var
olsun. Bu durumda V (D,a) =Q, = {Z, z2',20Z7'T,Z,, Z”} oldugundan
Qv ={{20.2,,2,,2,,2,,2},{2,,2,,2,,2,,2,,2.},{2,,2,,2,,2,,2,, D}
olarak bulunur. Dolayisiyla ‘Q(ng )‘ =3 olur. Bunun yaninda Q,, un otomorfizmi sadece
birim doniisiim oldugundan ‘d) (Qy )‘ =1 olur. Ayrica
D/={Z.2,.2,,2,,2,,D}, D} ={Z,,2,,2,,2,,2,,2,} , D; ={Z,,2,,2,,2,,Z,,Z,}

ile gbsterirsek

R’ (Qw) = U R(Di’)

i=1

olur.

Lemma 4.3.13 X sonlu olsun. O zaman

R (Qw)‘ _ 3.(2\24\25\ _1)_(65\23 _55\23)_6X\D

olur.

3
Ispat: R"(Q,)=|JR(D/) oldugundan birlesimde yer alan kiimelerin ara kesitlerini

i=1

inceleyelim. « eR(D;) alahm. Q, ile D} yarilatisleri tam « -izomorf olduklarndan
Y, 227, Y. DZ,, YUY 2Z,, YN, #D, Y. NZ #D ozellikleri saglanir.
Buradan Z, c D oldugundan YD #@ olur. O halde o« R(D/) olur. Dolayisiyla
R(D;)<=R(D;) olarak bulunur. Benzer olarak R(D;)< R(D]) oldugu goriliir. Bu

durumda
R’ (ng) =R ( D{)

olur. Boylece

R’ (Q19 )‘ = ‘R(Dll)
bulunur. Teorem 1.1.66 dan

R” (ng )‘ _ 3.(2\24\25\ _1)_(65\23 _55\23)'6X\D

olarak elde edilir.m
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a € B, (D) ikili bagintisinin Teorem 4.3.1-(9) daki gibi quasinormal gdsterimi var
olsun. Bu durumda V (D, &) =Q,, ={Z,2',ZUZ",T,Z,,Z",D} oldugundan
Qu ={{2:.2:,2:,2,,2,,2,,5}.{2,,2,,2,,2,,2,,Z,, D}
olur. Dolayisiyla ‘Q(on )‘ =2 bulunur. Bunun yaninda Q,, nin otomorfizmi sadece birim
doniisiim oldugundan “D(on )‘ =1 olur. Ayrica
D/ ={Z,.2,,2,,2,,2,,2,,D}, D, ={2,,2,,2,,2,,Z,,Z,,D}

ile gosterirsek

R*(on): R(Dll)UR(Dz')

olur.
Lemma 4.3.14 X sonlu olsun. O zaman
R (Qu)|= 4_(2\z4\zs\ _ 1).(6\21\23\ _ 52z ).(7\0\21\ _ghl ) Aol
4.(2\24\z5\ _1).(6\22\23\ _ 5zz\zs).(75\zz _66\22).7”5 N
olur.
Ispat: R"(Q,)=|JR(D/) oldugundan birlesimde yer alan kiimelerin ara kesitlerini
i=1
inceleyelim.

R(D))NR(D;)#< olsun. O zaman aeR(D/)NR(D;) vardir. Buradan
aeR(D/) ve a eR(D;) olur. @ e R(D]) oldugundan Y; o Z, Y5 oZ,, Y5 LY 2Z,,
YA OYEOYS O OYSUYE DZ,, YENZ, 2D, VA2, =D ve Y ND=zQ
kosullari saglanir. Ayni zamanda & € R(D; ) oldugundan Y; o Z,, ;' ©Z,, Y, UY 2 Z,
Y OYE UYL, O OYS UYL D2, Y N2, 2D, YENZ, 2D ve Y ND=zQ
kosullart da  saglamr. O halde Y/UYZUYS, UV UYSUYAo2D  ve
(Y7 UYS UYL, UYUYS UYE) Y 2DNY, =@ elde edili. Bu ise « nm
quasinormal gosteriminde Y larin ayrik olmast ile geligir. O halde R(D/)NR(D;)=¢

olur. Sonug olarak

R’ (on )‘ = ‘R(D;)

+[R(D;)
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olur. Teorem 1.1.66 dan
‘R* (on )‘ _ 4'1'(2\24\25\ —1)~(6‘Z‘\Z3‘ _521\23)_(75\21 _65\2,).7X\D N

4'1'(2\24\25\ —1)-(6‘22\23‘ _522\23)'(75\22 _65\22)'7X\D N

olarak elde edilir.m

a € B, (D) ikili bagintisimin Teorem 4.3.1-(10) daki gibi quasinormal gosterimi var
olsun. Bu durumda V (D,&) =Q,, = {Z, z''207'1,2,,2,,Z,, 5}, oldugundan

Q9 = {{28,27,25,24,23,22,21, 5}}
olur. Dolayisiyla ‘Q(Qzl)‘ =1 bulunur. Ayrica Q,, in otomorfizmleri

Z27 20z’ T2, 2,2 D ) ZZ7 20z’ T2Z,2,2 D
_ | ve n= .
Z27 202’ T2Z, 2,2 D Z7 20z’ T2Z,2 2, D

1o, =
oldugundan ‘(D(Qm)‘ =2 olur. Ayrica
D/ ={2,.2,.2,.2,.2,.2,,2,,D}, D} ={2,.2,.2,,2,.2,.Z,.Z,,D},

ile gosterirsek,
R'(Q,)=R(D/)uR(D;)

olur.

Lemma 4.3.15 X sonlu olsun. O zaman

R" (Q21 )‘ -2. (2\24\4\ _1) 5@r2)z) ,(6\21\22\ _ 57z )'(6\22\21\ _ 522 )'S\X\D\

olur.
Ispat: R"(Q,,)=R(D/)UR(D;) oldugundan

R*(Qzl)‘ :‘R(D;)
bulunur. Ayrica D] ile D, tam izomorf olduklarindan

R(D))NR(D;)=@ ve [R(D))|=|R(D3)

—‘R(D{)F\R(Dé)

+R(D;)

olur. O halde Teorem 3.3.7 den
R* (Qz1 )‘ _9. (2\24\25\ _1) ) 5\(zzmzl)\z3\ _(6\21\22\ _5\21\22\ )_(6\22\21\ _ 5\22\21\ )_8\X\D\

olarak elde edilir.m
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Teorem 4.3.16 X sonlu bir kiime olsun. D birlesimlerin tam X -yarilatisi ile

belirlenen ikili bagmtilarm tam yari grubu B, (D) nin Z,NZ, =&, Z,NZ, =D ve

Z,NZ, #D kosullar altinda regiiler elemanlarininin sayisi

21

RI=2.

i=1

R'(Q)|
olur.

Ispat: X sonlu olsun. D X -yarilatisi ile belirlenen ikili bagintilarin tam yar1 grubu
By(D) nin, Z,nZ,=D, Z,nZ,=D ve Z,NZ;#J kosullan altinda regiiler

elemanlariinin sayisinin Teorem 1.1.30 dan

Ri= 3 RO

D'eXy

R'(Q))

olarak bulunur.m

Ornek 4.3.17 X ={1,2,3,4,5,6} ve X kiimesinin alt kiimelerinden olugan bir aile
D=1{{4}.{3,6}.{3,4,5}.{3,4,6}.(3,5,6},{3,4,5,6},{1,3,4,5,6},{2,3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6}}
olsun. D kiimesinin elemanlarii D ={1,2,3,4,5,6}, Z, ={2,3,4,5,6}, Z, = {1,3,4,5,6},
Z,=1{3,4,56},7,={3,56}, Z,={3,4,6), Z, = {3,4,5),
Z,={3,6}, Z, = {4} ile gosterirsek D nin diyagram

yandaki gibidir. D nin her alt kiimesinin kapsama
bagintisina gore bir en kiiclik {ist sinir1 oldugundan D

kiimelerdeki kapsama bagintisi ile bir iist yarilatisdir.

Ayrica D kiimelerdeki birlesme islemine gore kapali
oldugundan tam X -yarilatisdir ve en biiyiik elemani D olur. Ote yandan
Z,NZ,={4}n{3,6} =D,
Z,NZ, ={4} 0{3,5,6} =0,

Z,nZ,=(3.6){3.4.5) ={3}

1(Q)] =9,
1 (Q,)| =38,

oldugundan Teorem 3.3.19 dan B, (D) nin idempotent elemanlarin sayisi,

|*(Q5)‘=l6,

1" (Q,)|= 671,

1" (Q, )| =226,

1 (Q,)| =316,
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I*(Q7)‘:38’

21

2,

i=12

1" (Q)|=4.

|*(Q9)\:29,

I*(Qlo)‘:8>

|*(Q”)\=z ve

1" (Q )‘ =253 oldugundan | I D| =1610 olarak bulunur.

Bunun yaninda Teorem 4.3.16 dan B, (D) nin regiiler elemanlarin sayist

21

RI=2.

i=1

R™(Q)[=10559
olarak bulunur.

44. Z,N2, =0, Z,NZ, = ve Z,NZ, = Kosullar1 Altinda Regiiler

Elemanlar

Bu boliimde birlesimlerin tam X -yarilatisi D ile belirlenen ikili bagintilarin tam
yarigrubu B, (D) nin,
N2, =0, 2,nNL,z0 ve Z,NL, =D
kosullar1 altinda regiiler elemanlarinin 6zellikleri ve X kiimesinin sonlu olmasi durumunda

regiiler elemanlarinin sayisi belirlenecektir.

Teorem 4.1.1 de verilen bicimlerde quasinormal gosterime sahip ikili bagintilar

Z,n2,=D,2,nZ, =D ve Z,"Z; =D kosullar1 altinda da B, (D) nin regiiler clemani

olur. O halde bunlar disinda quasinormal gosterime sahip olan B, (D) nin regiiler

elemanlarin belirleyelim.

Teorem4.4.1 2,2, =0, Z,NnZ,# ve Z,NZ, = olsun. Asagida verilen
bi¢imlerde quasinormal gdsterimlerden birine sahip olan « € B, (D) ikili bagitisinin

regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V (D, a) X -yarilatisinden D nin bir X -alt

yarilatisi olan D’ ye bir ¢, tam « -izomorfizmasinin verilen kosullar1 saglamasidir.

1) T, T'eD, TnT'=F, T\T'# ve T'\T #J olmak lizere @ nin quasinormal
gosterimi o :(YT“ xT)u(YT”,‘ xT')u(YTauT, x(T uT')) bi¢iminde ve ¢, tam « -

izomorfizmast Y;* 2 ¢(T) ve Y” 2¢(T’) kosullarimi saglar.
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2)

3)

4)

5)

6)

7

T,T,2eD,TnT' =@, T\T'#3, T\T=#D ve TUT' < Z olmak iizere

a =Y xT ) (Y xT) (Y x(TUT')) U(Y; x Z) bigiminde ve ¢, tam a -
izomorfizmast Y;" 2¢(T), Y 2¢(T') ve Y7 ng(Z)# D kosullarm saglar.
T,7.2,2¢D, TnT' =@, T\T'2&, T\T#Q ve TUT'cZcZ' igin
a = (Y xT )Y xT Y U(Y < (TUT")) U(Ys xZ) U (Y xZ') bigiminde ve
0, Y o0(T), Y op(T), Yy OYI UYL Y 20(Z), Y ne(Z)2D ve
Y np(2') =D kosullarini saglar.

Z,2'€l2,2,},2+2',2n2'=@, 202 =2, ve Te{Z,,Z,} olmak iizere
a nin quasinormal gésterimi, o = (Y, x Z ) (Y5 x Z')U(Y," x Z )U(Ys x Z, U
(Y7 xZ,)u (Y xT)u (Y xD) bigiminde ve ¢, Yy 29(Z), Y7 29(Z),
YEOYEOYEUYE 20(Z,), Yo UYL OYS OY  OYE 20(T), Y ne(Z,) =D,
Y no(T)#D ve Yy nop(D)#D kosullarmi saglar.

T,T'€{Z.2,,2,2,}, TnT'=@, T\T'20, T'\T2J ve TUT'cZ,
olmak iizere & =(Y;"xT)U(Y xT) U (Y x(TUT)) U (Y5 xZ,) U (Y, Z,)
V(Y xD) bigiminde ve ¢, tam a -izomorfizmasi Y 2¢(T), ¥ 29(T'),
YUY UYL OYS 2 0(Z,), YUY UYL Y 20(Z), Y, ne(Z,)#D
ve Y,“ Ng(Z,) %D kosullarmi saglar.

Z,2'€{2,,2,},2#2',T,T'€{Z,,Z,} ve T #T' olmak iizere

a =Y xZ) (Y7 xZ) (Y5 x(ZUZ))U(Yy xZ,) UV xT )u (Y xT)
U(Y," x D) bigiminde ve ¢, tam @ -izomorfizmast Y;* 29(2), Y, 2¢(Z),
YUY O, OYY 2p(Z,), YUY UYL, O OY 2 e(T),

YUY UYL, O OYE 2p(T), Y ne(Z,) 2D, Y ne(T)=D ve

Y Np(T')# D kosullarmi saglar,

2,2, TeD,ZNT=3,2'cT,Z20Z2'UT=2,,Z\2'#D ve Z'\Z#

olmak iizere @ nin quasinormal gdsterimi
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a=(YsxZ) (Y xZ' ) (Y, x(Z0Z")) U(Ys xT)U(Yy xZ, ) bigiminde
ve ¢, tam a -izomorfizmast Y 2¢(Z), YZ 2¢(Z'), YE Y 29(T) ve
Y No(T)#Q kosullarini saglar.

8) Z,2'€{Z,,2,},2+2',Te{Z,2,},2'cT,ZnT=0,2"€{2,,2,,D},
ZUZ'UT =7, olmak iizere o =(Y; xZ) (Y5 xZ')U (Y5, x(20Z")) (Y xT)
U(Ys* % Z,)u(Y5:x Z") bigiminde ve ¢, tam & -izomorfizmasi Y, 2¢(Z),

Vi op(Z), YEUY 2o(T), Y ne(T)=D ve Ying(Z") =@ kosullarmi
saglar.

9 Z,72'e€{Z,Z,},Z2#7',Tel{Z,2,},2'cT,ZnT=0,72"€{Z,,Z,} ve
ZUZ'UT =Z, olmak iizere o nin quasinormal gosterimi
a =Yy xZ)O(YxZ )0 (Y x(Z20Z) (Y xT) U(Yy x Z, ) u(Ysix Z")
U(Y," x D) bigiminde ve ¢, tam @ -izomorfizmast Y;* D¢ (Z), Y5 29(Z'),
YEOYS 20(T), YUY Y, OV OY UY: 29(2"), Y ne(T)= D,
Y ng(Z") 2D ve Yy np(D)# D kosullarim salar.

10) Z,2'e€{Z,,2,}, Z+2Z', Te{Z,Z,}, Z'cT ve TNZ = olmak iizere
a=(Y;xZ)(Y5xZ ) O(Y; 0 x(ZuZ)) (Y xT)u (Y < Z,)u(Yy x Z,)
(Y %Z,) (Y, xD) bigiminde ve ¢, Y, 29(Z), Y5 29(Z'), Yy I 20(T),
Y, UYS UYL, OYS UYS UYS D9(Z,), YUY, U, OYS OY OY 0e(Z)),

) )

Y ne(T)=D, Yy ne(Z,)#D ve Y, Nno(Z,)#D kosullarini saglar.

Ispat: « B, (D) ikili bagintis1 regiiler olsun. Bu durumda B, (D) kiimesinin

tanimidan o = U ({X}x f (X)) olacak sekilde f:X — D doniisiimii vardir. Buradan

xeX
f(X)e{ z,,2,,2,,2,2,,2,,2,,2,,D } olur. Ayrica her T € D igin Y;* kiimelerinin

tanimindan dolay1

o= U(YT“ xT)

TeD'

olacak sekilde D nin bir D" alt yarilatisi vardir. Buradan
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V (D,a): D':V(D',a)
olur. Ustelik Teorem 1.1.17 den V (D,a), D nin XI -alt yarilatisidir. O halde D', D nin
XI -alt yarlatisi olur. Yani D', Z,nZ, =9, Z,nZ,=D ve Z,NZ, = kosullar
alinda D nin Lemma 3.4.1 de verilen Xl -alt yarilatislerini tarar. O halde « regiiler
elemaninin quasinormal gosterim (1)-(10) da verilen quasinormal goOsterimlerden biri
gibidir.
Teorem 4.3.1 de uygulanan adimlar benzer sekilde uygulandiginda (1)-(10) da verilen

bigimlerde quasinormal gosterimi olan ¢ ikili bagintisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter

kosulun @ , tam « -izomorfizmasinin verilen kosullar1 saglamasi gerektigi elde edilir.m

a e B, (D) regiiler elemaninin Teorem 4.4.1-(1) deki gibi quasinormal gosterimi var

olsun. Bu durumda V (D,&) =Q,, ={T,T', T UT'} oldugundan

Q12‘9X| = {{27926923}9{28’27925}}
olur. Dolayistyla ‘Q(le)‘ =2 bulunur. Ayrica Q,, nin tam otomorfizmleri

) TT' TUT' TT TUT’

id, = ve 0=|_, ,

AT T TUT! TTTUT

oldugundan ‘(D (Qs )‘ =2 bulunur. Ote yandan

Dl':{zsazwzs}’ Dé :{szsazs}’ D3’ :{27526523}’ D; :{26’27523}’

ile gosterirsek

le U R

i=1

olur. O halde X sonlu iken R’ (Q,,) nin eleman sayisini bulalim.

Lemma 4.4.2 X sonlu olsun. O zaman

R'(Qy)[=2-2:3""

olur.

Ispat: R le UR oldugunu biliyoruz. Birlesimde yer alan kiimeler

arasindaki iliskileri ve arakesitlerini inceleyelim.
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a €R(D;) olsun. O zaman D; le Q, tam « -izomorf olduklarmdan Teorem 4.4.1-

(1) den « ikili bagintisinin quasinormal gosterimi

o = (Y xT )oY xT )Y x (T UTY))
biciminde olur ve

Yy 2Z,veY 227,
ozellikleri saglanir. Ayrica Z; < Z, oldugundan Y;" ©>Z, ve Y ©Z, olarak bulunur.
Dolayisiyla a€R(D/) olur. Buradan R(D;)cR(D/) olur. Benzer olarak
R(D;)<=R(D;) oldugu elde edilir. Bu durumda

R(Q,)=R(D)UR(D;)
olur. Simdi R(D/)NR(D,)# oldugunu varsayalim. € R(D])"R(D;) olsun.

aeR(D))NR(D))=>Y 27, Y 2Z,,
Y 2Z,, Y 22,

=Y D2Z,, Y DZ
olur. Buda o nin quasinormal gosterimindeki Y;* larin ayrik olmasi ile gelisir. O halde

R(D/)NR(D;)=@ olarak elde edilir. O halde

R’ (Q12 )‘ = ‘R ( DI’)

+[R(Dy))

!

olur. D/ ile D} arasinda tam otomorfizma var oldugundan ‘R ( Df)‘ = ‘R (D;)| olur. Teorem

1.1.58 den

R'(Qy)[=2-2:3""

olarak bulunur.m

a e B, (D) regiiler elemaninin Teorem 4.4.1-(2) deki gibi quasinormal gosterimi var
olsun. Bu durumda V (D,a) =Q, = {T,T',T uT’, Z} olur. Buradan
Q13‘9X| = {{27’26923’21}’{27926923922}’{28927’25’21} ’{28927’25’22}’

(2,2,,2,,2,},{2,.2,,2,,5}.{Z,,2,,Z,,D}|

oldugundan ‘Q(ng)‘ =7 bulunur. Ayrica Q,; lin tam otomorfizmleri

TT' TuT' Z TT'TuT' Z
id, = , , ve 0= _, ,
T T TUT' Z T'TTUT' Z
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oldugundan ‘(D(Qn )‘ =2 bulunur. Ayrica

02250}, D; ={Z,,2,,2,,D}, D; ={Z,,2,,2,,Z,},

N

1}7 D; ={Z7,Z6,Z3,Zz}, Ds ={Z6,Z7,Z3,ZZ},

~
N
N
2
I
—~—
N
N
*
N
N
——
9
I
PN
N
N
~J
N
N
—_——

ile gosterirsek

olur.

Lemma 4.4.3 X sonlu olsun. O zaman

R (Q13 )‘ — 2.7.(45\25 _35\25)_4X\D

olur.

Ispat: Z, Y ve Z, <Y’ olmak iizere D'={Y,Y"Y UY"Y,} €Q,%, ve a eR(D’)
olsun. Bu durumda Q,, ile D’ tam & -izomorf olduklaridan Teorem 4.4.1-(2) den o ikili
bagintisinin quasinormal gosterimi o = (YT“ xT ) v (YT’? xT ') U (YT”’UT, x(TUT ')) V) (YZ“ X Z)
bigiminde olur ve Y DY, YY 2Y' ve Y, NY, = & dzellikleri saglanir. Ote yandan Z, Y,
Z,cY' ve D, D nin en biiyiik eleman oldugundan Y, 2Z,, V.Y 2Z,, Y ND=J
ozellikleri de saglanir. O halde D, = {28,27,25, Ij} €Q,9, ve a€R(D)) olur. Buradan
R(D') <= R(D/) elde edilir.

Benzer olarak Z,cY ve Z,cY' olmak lizere D'= {Y,Y’,Y UY’,YI} €Q,9,, ve
a eR(D’) olsun. Bu durumda Q,, ile D" & -izomorf olduklarindan Teorem 4.4.1-(2) den
« ikili bagintismin quasinormal gosterimi o = (YT“ xT ) U (YT",‘ xT ’) U (YTauT’ x(TuT ’)) U
(YZ" X Z) bigiminde olur ve Y,* 2Y, Y7 2Y' ve Y/ NY, 2D ozellikleri saglanir. Ote

yandan Z,cY, Z,cY' ve D, D nin en biyik eleman1 oldugundan
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Y*2Z, Y 2Z, Y ND#D ozellikleri de saglanir. O halde

D, = {27,28,25, 5} €Q,9,, ve a €R(D;) olur. Buradan R(D’) = R(D;) olarak bulunur.

2

Sonug olarak

bulunur. Bu durumda R*(Q,;)=R(D})UR(D;) olur.

2
Simdi R(D/)NR(D;)#& oldugunu varsayalim. O halde «eR(D/)nR(D;)
vardir. O zaman
aeR(D))NR(D})=>Y, 2Z, Y 2Z,, Y nD =,
Y 2Z, Y 2Z,YEND#D
=Y 2Z, Y 2Z, Y'Y 2Z,nZ,#J
olur ki buda @ nin quasinormal gosteriminde ki Y;* larin ayrik olmasi ile ¢elisir. O halde
R(Dl')m R(D;) =(J dir. O halde
R*(Qu)[=[R(B)|+[R(D;)

bulunur. D/ ile D} arasinda tam otomorfizma var oldugundan ‘R ( Df)‘ = ‘R (D;)| dur.

Teorem 1.1.58 den

R'(Qu) =27 .(4\5\25\ _35\25)_4><\D

olarak elde edilir.m

aeBX(D) regiiler eleman1 Teorem 4.4.1-(3) kosulunu saglasin. Bu durumda
T,7.2,2'eD, TNnT' =, T\T'#2d, T'\T#03 ve TUT'cZ cZ' olmak lizere
V(D,oz)zQ14 :{T,T’,T uT',Z,Z’} oldugundan

Q. :{{28,27,25,21,D},{z”zé,zS,zl,5},{27,26,23,22,5},{28,27,25,22,D},
{2,,2,,2,,2,,D},{2,2,,2,,2,,2,},{2,,2,,2,,2,,Z,}}
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olur. Boylece ‘Q(Qm )‘ =7 bulunur.. Ayrica Q,, nin tam otomorfizmleri

L (TTTUTZ Z (TT'TUT'Z 2
w“\rrTurzz) U\ TTUT Z 7

oldugundan |®(Q,, )|=2 olur. Ote yandan
D/ ={Z,.2,.Z,.2,,D}, D, ={Z,,Z,,Z,2,,D}, D; ={Z,,Z,,Z,Z,,D},
D, ={Z,.2,.2,,2,,0}, D;={Z,.Z,.2,,Z,,D}, D; ={Z,.Z,,Z,.Z,,D},
D ={Z.2,.2,.2,.2,}, D, ={Z,.2,.2,,2,.Z,}, D;={Z,.2,,2,.Z,.D}
D), ={2,.2.,2,,2,,D}, D}, ={Z.,2,.2,,Z,,D}, D}, ={Z,,2,,Z,,Z,,D},
D, =12,.2,,2,,2,,2,}, D, ={Z,,2,,2,,2,,Z,}

ile gbsterirsek

14

R’ (Qm) = U R(Di’)

i=l1

olur.

Lemma 4.4.4 X sonlu olsun. O zaman
R™(Qu)|=|R(D))]|+[R(D})|+|R(D})|+|R (D} )| +|R(D})|+|R(D; )|
~[R(D/)R(Ds)[-[R(D) R (D%)[~[R(D;) A R(D;)-[R(D) " R(D)]

olur.

Ispat: Z, <Y, Z, <Y’ ve Y, €{Z,,Z,,Z,} olmak iizere D'= {Y,Y’,Y oYY, [3} €
Q.9 ve a €R(D’) olsun. Budurumda Q,, ile D' tam ¢ -izomorf olduklarindan Teorem
4.4.1-3) den « ikili bagntisinin quasinormal gdsterimi « = (YT“ xT ) v (YT”,‘ xT')
UV x(TUT))u (Y xZ)u(Yfx2Z")  bigiminde olur ve Y2V, Y7 2Y',
YA OYS UYL OYE DY, YEAY, =D ve YA ND =@ ozellikleri saglamir. Ote yandan
Z,cY, Z, Y’ oldugundan Y 2Z;, Y, 2Z, olur. O halde D" ={Z,,Z,.Y UY"Y,, D}
dersek D" = {ZS,Z7,Y uYLYy,, [3} €Q,9, ve aeR(D") olur. Buradan R(D")c R(D")

elde edilir.
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Benzer olarak Z,cY, Z,cY' ve Y, e€{Z,,Z,,Z} olmak iizere
D'={Y,Y,Y UY"Y,,D} € Q. ve acR(D') olsun. Bu durumda Q, ile D' tam a-
izomorf olduklarindan Teorem 4.4.1-(3) den « ikili bagintisinin quasinormal gosterimi
a =Y xT)u (Y xT ) (Y x(TUT)) U (Y xZ) (Y5 xZ')  bigiminde olur ve
YA oY, YooY, YEOUYS UYL OYS oY, YA Y, 2D ve YiND#D ozellikleri
saglanir. Ote yandan Z,cY, Z,cY' oldugundan Y, 2Z,, Y 2Z, olur. O halde
D" ={Z,.Z..Y UY"Y,,D} dersek D" ={Z,,Z,,Y UY'Y,,D| Q.8 ve @ eR(D") olur.
Buradan R(D") < R(D") elde edilir. Sonug olarak
(D) <R(D)). R
(D5)<R(D). R(D) = R(D}). R(D})<R(D)). R(D},) = R(D}).

R

R(D},)<R(D;). R(D}) <

R(D (D{)=R(D). R(D)=R(DS). R(D},)=R(D}).
R(D

(D%), R(Dj;) = R(D;), R(D},) = R(D;)
olarak bulunur. Boylece

R (@) =UR(D)

olur. Simdi bu kiimelerden arakesitleri bos kiime olanlar1 belirleyelim.
R(D/)NR(D;)#< oldugunu varsayalim. € R(D/)"R(D;) olsun. O zaman
aeR(D/)NR(D))=Y, 2Z, Y 2Z,, YUY UYL LY, D7,
YSNZ,#D, ViD=,
Y 2Z, Y 2Z, YUY UYL uY,S D2,
YiNZ, 2D, YEND#Q

Y57, Y D7, Y AYE D2, N2 =7, # D
olur. Buda Y; larm ayrik olmasi ile gelisir. Dolayisiyla R(D/)"R(D;)=¢ olur.

Benzer olarak

R(D;)"R(D;

olduklar1 goriiliir.
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Buradan
R'(Qu)| =[R(O)+[R(D; ) +[R(D))[+[R (D \R \R )
~R(D)AR(D))] ~[R(D2) R (D)) -[R(D) R (D) -[R (D) R(D))

elde edilir.m

Lemma 44.5 Y =Y,, Y/=Y' ve Y,2Y, olmak iizere D'={Y,Y"Y UY"Y,,D},
D"={Y,,Y.Y, UY,.Y,,D} €{D},D;,..,D;} ve D'#D" olsun. Ayrica aeB, (D) ikili
bagintisinin quasinormal gosterimi T, T', Z, Z'eD, TnT'=J, T\T'#J, T'"\T zJ
ve TuT'cZcZ'  olmak dizere o =(Y/xT)U(YxT)u (Y0 x(TUT)
U(Ys xZ) (Y xZ") bigiminde olsun. O zaman & € R(D')\R(D") olmast igin gerek ve

yeter kosul
AU) A V) A A8 V) ARV) ASRV) Sa) AN

Y/ Y, 2D ve Y2 ND =

olmasidir.

Ispat: @ e R(D')nR(D") olsun. Bu durumda Teorem 4.4.1-(3) den

aeR(D')NR(D")<= aeR(D') ve 2 e R(D")
<Y oY, YT oY, YUY uYS L uYS DY, Y NY, =,

YiND=D ve
Y72V, Y7 oY, Y OYT YY) oY), Y NY) =D,
iD=

=250 Ao ) AV) AR ASV) ARV) APV Sl AN SNV AL OX
YiND=.

olarak bulunur.m
Lemma 4.4.6 Y =Y., Y=Y ve Y, DY, olmak lizere D’:{Y,Y’,Y uY’,Yz,ﬁ} ve
D" = {Y],Yl',Y1 uY.Y,), Ij} e{D],D;,...D;}, D'= D" ve X sonlu olsun. O halde

‘R ( D!) AR ( D") _. 4\Y2'\(Y2uY,uY,')\ (4\Y2\(Yluvl' ) _3\Y2\(Yluvl' ) )~(55w£ _4\5\\(2'\ ) . S\X\D\

olur.
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Ispat: Lemma 4.2.6. da uygulanan adimlar benzer sekilde uygulandiginda

‘R m R ( D’ ) 7. g (Bonon) (4\Y2\(Yluvl' | gt ) ).(SD\YZ' _4\5\\(2'\ ) _ S\X\D\

olarak elde edilir.m

Lemma 4.4.7 X sonlu olsun. O zaman

IR(D;)"R(D})|=7-4%" .(4\23\2\ 3%:'2s \) (5'5\22 _45\22).5”5
\R(Dg)mR(D) 7.422 (4\23\25\ 3% \zw) (55\22_45\22).SX\D
[R(D})AR(D;)| =747 %] (474 _322). (SD\Z‘—4E’\ZI)-5X\D
R(D;)"R(D;)| =7-47% (475 -3 2]). (sD\Zl—4D\Z')-5X\f’

olur.

ispat: D/={2,.7,.2,,2,.D}, D} ={2,.2,.2,,2,,D}, D; ={Z,.2,.2,.Z,.D},
D, ={2,.Z,,Z,,2,,D}, D} ={Z,,2,,2,,Z,,D} ve D, ={Z,,Z,Z,Z,,D} Xl -alt

yarilatisleri icin Lemma 4.4.6 uygulandiginda sonug agiktir.m

Teorem 4.4.8 X sonlu olsun. O zaman

R (Q. )‘ — 2.7.(4\22\25\ _322\25)_(55\22 _45\22)‘5x\5
+2_7_(4\zl\25\ _321\25)'(55\21 _45\21).5X\D
+2.7.(4\z3\zs\ _323\25)_(55\23 _45\23)_5x®
_2.7.4\22\23\ _(4\23\25\ —323\25)_(55\22 _45\22)_5><\D

_2.7.4\21\23\ .(4\23\25\ _323\25).(55\21 _45\21).5X\D

olur.

Ispat: Lemma 4.4.4, Teorem 1.1.58 ve Lemma 4.4.7 den istenen elde edilir.m

a B, (D) ikili bagitisinin Teorem 4.4.1-(4) deki gibi quasinormal gdsterimi var

olsun. Bu durumda V (D,a)=Q,; = {Z z2'.2,,2,,T D} oldugundan

Qs = {{28,27,25,23,21, D},{ZS,Z7,ZS,Z3,22, D}}

258



BOLUM 4 - IKiLIi BAGINTILARIN TAM YARIGRUPLARININ REGULER
ELEMANLARI Didem YESIL SUNGUR

olarak bulunur. Dolayisiyla ‘Q (Qs )‘ =2 olur. Ayrica Q5 in tam otomorfizmleri

_ 227222, TD 2222, TD
idy, = _|ve = _
*222,2, TD 2'22,2,TD

oldugundan ‘(D(le )‘ =2 olur.
Oten yandan D; ={Z,,Z,,2,,2,,Z,,D}, D} ={Z,,2,,Z,,Z,,Z,,D},

D! :{28,27,25,23,21, [5}, D, = {27,28,25,23,21, f)} ile gosterilirse

R’ (Q15) - U R(Di,)

i=l1

olarak bulunur.

Lemma 4.4.9 X sonlu olsun. O zaman
R* (QIS )‘ =2.2. (4‘23\25‘ _ 3‘23\25‘ ) . (S‘Zz\zs‘ _ 4‘22\23‘ ) . (6‘5\22‘ _ 5‘5\22‘ ) X 6‘X\5‘ +

2.2_(4\23\25\ _3\23\25\)_(5\21\23\ _421\23)_(65\21 _55\21)_6X\D

olur.

Ispat: R"(Q;)=|JR(D/) oldugundan birlesimde yer alan XI -alt yarilatislerin

i=1

arakesitlerini inceleyelim.

R(D/)NR(D;)#D olsun. & € R(D/)"R(D;) alalim. Buradan

2 eR(D))AR(D}) =Y D7y, Vi DZ,, YF UYL UYS UYE o7,
Y, OY OYS O OUYE o2, Y N2, 2D, YN, =D,
Y D=,
YE 57, VS DZ,, YUY UYE UYE 52,
Y, OY, YUY UY D2, YN, 2D, YN, D,
Y ND=D

=Y 2Z,, Y DZ
e D Z, YEDZ, YA D2, N2, =2, =D
olur. Bu da Y;* larm ayrik olmasi ile gelisir. O halde R(D/)"R(D;)=¢ olur.
Benzer olarak R(D/)"R(D;)=2, R(D/)nR(D;)=9, R(D;)"R(D;) =9,

R(D;)NR(D;)=@ ve R(D;)"R(D;)=% olduklari goriiliir. O halde
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IR(Qs)|=[R(D))[+|R(D;)

+R(D;)

+[R(DS)

olarak bulunur.
Ayrica D/ ile D, ve Dj ile D, arasinda tam otomorfizma var oldugundan

olur. Teorem 1.1.58 kullanilarak

=[R(Dy)

=[R(D;)] ve [R(D)
R’ - 202 _ 520240\, (502:%] _ 4221 (P02l _5Pz[) (X0
(Qu)|=2-2-(42 8 -3l (522l 4 )(6 _5 )-6 ;

2.2_(4\23\25\ _3\23\25\)_(5\21\23\ _421\23)_(65\21 _55\21)_6X\D

R(D)

bulunur.m

a e B, (D) ikili bagintisinin Teorem 4.4.1-(5) deki gibi quasinormal gosterimi var
olsun. Bu durumda V (D,a)=Q, = {T,T’,T uT,2,,Z,, [5} oldugundan
Qe = {{27’26723’22’21’ 5},{28,27,25,22,21, Ij}}

olarak bulunur. Boylece ‘Q(Qlﬁ)‘ =2 olur. Ayrica Q; nin tam otomorfizmleri
TT TuT' Z,Z D
Zl

_ TT TuT' Z,2 D f
id, = , f= _
Qs T'TTuT Z,Z D

TT TuT' Z,Z D
TT TuT' Z,2 D
Z2

TT TuT Z 2, D TT TuT' Z 2, D

LT T TUT' Z, Z, D] (
g= ve h=
oldugundan “D(le)‘ =4 bulunur. Boylece D/ ={Zg,Z7,ZS,Zz,Zl,I5},

D; ={2,.2,,2,,2,,2,,D}, D;={2,,2,,2,,2,,2,,0}, D;={2,,2,,2,,2,,Z,,D},

D;={2,.2,.2,,2,,2,,D}, D; ={Z,,2,,2,,2,,Z,,D}, D; ={2,,2,,Z,,Z,,Z,,D},
D; = {27,26,23,21,22, 5} ile gosterilirse

% (0.)-UR(D)

olarak bulunur.

Lemma 4.4.10 X sonlu olsun. O zaman

R (Q16 )‘ =2.4. 3‘(22021)\25‘ . (4‘21\22‘ _3‘21\22‘ ) .(4‘22\21‘ _3‘22\21‘ ) . 6‘X\D‘

olur.

260



BOLUM 4 - IKiLIi BAGINTILARIN TAM YARIGRUPLARININ REGULER
Didem YESIL SUNGUR

ELEMANLARI

Ispat: R'(Q,)=JR(D))

i=1

oldugundan birlesimde yer alan kiimelerden birbirini

kapsayanlar1 ve arakesitleri bos kiime olanlar1 belirleyelim. « € R( DS) olsun. Bu durumda

aeR(D))=Y" 2Z,, Y7 2Z, YUY UYL UY,Y DZ,, YUY UYL LY 27,
AN VAEIGNA AN aVAE %)

oldugundan Y o Z, elde edilir. Bdylece a€R ( Dl) olur. O halde

3 )

olur. Z, > Z, 5
) olarak elde edilir. Benzer olarak R(D;)<R(D;), R(D;)< R(D;)

!

R(D)<R(D
R(D;) = R(D;) olduklar goriiliir. Boylece

R'(Qq)=UR(D/

i=l1

D;, D; ve D; Xl -alt yarlatisleri ile D/ Xl -alt yarilatisi arasinda tam otomorfizma

olur.
var oldugundan ‘R(D = ‘R ‘ ‘R ‘ olur O halde Teorem 1.1.70 den
dolay1
(Qlé )‘ 3.4. 3‘(22mzl)\25‘ . (4‘21\22‘ _ 3‘21\22‘ ) . (4‘Z \Zy| _ 3‘22\2 ‘ ) 6‘X\D‘

olarak bulunur.m
aeB (D) ikili bagintisinin Teorem 4.4.1-(6) daki gibi quasinormal gdsterimi var

olsun. Bu durumda V (D,a)=Q,, = {Z z2'.2,,Z,,T.T' D} olur. Boylece ‘Q(Q]7 ‘—1 olur

Ayrica Q,, nin otomorfizmleri

Lemma 4.4.11 X sonlu olsun. O zaman
(Qn )‘ 4 4\ AZ)\Zy| ‘(4\23\25\ _3\23\25\)_(5\22\21\ _ 4 \)_(5\2 \Zo| _ ylz02 \) 7\X\D\

olur.
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Ispat: Q, ile D/ = {Zg, 2,,2,,2,,7, 5} tam « -izomorf olduklarindan Teorem
3.2.7 den

R (Qn )‘ _ 4.1.4‘(sz21)\23‘ _(4\23\25\ _3\23\25\)_(5\22\21\ _4\22\2,\)‘(5\21\22\ _4\21\22\)_7\X\D\

olarak bulunur.m

a € B, (D)ikili bagitisinin Teorem 4.4.1-(7) deki gibi quasinormal gosterimi var
olsun. Bu durumda V (D,a)=Q, ={Z,Z,ZUZ',T,Z,} oldugundan
QS ={{Z.2,.2,.25,Z,}}
olarak bulunur. Dolayistyla ‘Q(ng )‘ =1 olur. Ayrica Q,, in tam otomorfizmi sadece birim
doniisiim oldugundan |®(Q,)|=1 olur. O halde Df ={Z,.,Z,,Z,Z,,Z,} ile gbsterirsek

R’ (le) = R(Dlr)

olarak bulunur.

Lemma 4.4.12 X sonlu olsun. O zaman

R (ng )‘ _ (2\26\25\ _1) 5x\z|

olur.

Ispat: R"(Q;)=R(D]) oldugunu biliyoruz. O halde

‘R(ng)‘ = ‘R(Dl’)‘

olur. Teorem 1.1.66 dan

R (Qu)] = 1-1-(2%% ~1)-5
olarak bulunur.m
a € B, (D)ikili bagitisinin Teorem 4.4.1-(8) deki gibi quasinormal gosterimi var
olsun. Bu durumda V (D,a)=Q,, ={Z,Z2',Z2UZ'",T,Z,,Z"} oldugundan
Qv ={{28,27,26,25,23,21},{28,27,26,25,23,22},{28,27,26,25,23,D}}
olarak bulunur. Dolayisiyla ‘Q(ng)‘ =3 olur. Ayrica Q,, un otomorfizmi sadece birim

doniisiim oldugundan ‘(I)(Qw)‘ =1 olur. Ayrica
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D/ ={2,.2,.2,.2,.2,,D}, D; ={2,,2,,2,,2,,2,,Z,}, D} ={Z,,Z,,2,,2,,2,, 2,

ile gosterirsek

R (Qu)=UR(D)

i=1

olur.

Lemma 4.4.13 X sonlu olsun. O zaman

R" (Qw)‘ — 3.(2\26\25\ _1)_(6\5\23\ _5\5\23\)_6\X\D\

olur.

Ispat: R"(Q,,)= O R(D/) oldugundan birlesimde yer alan kiimelerin ara kesitlerini
i=1
inceleyelim. @ € R(D;) alalim. Q, ile D; tam & -izomorf olduklarindan
Y, 27, Y, 2Z,, YUY D2, YN 2D, YN #D
ozellikleri saglanir. Buradan Z, < D oldugundan YD # @ olur. O halde o€ R(D))
olur. Dolayisiyla R(D;)< R(D)) olarak bulunur. Benzer olarak R(D;)< R(D/) oldugu
bulunur. Bu durumda
R*(Qy)=R(D])

olur. Boylece

R’ (Q19 )‘ = ‘R(D;)
elde edilir. Teorem 1.1.66 dan

R" (ng)‘ - 3.(2\26\25\ _1)_(65\23 _55\23)_6X\D

bulunur.m
a e B, (D) ikili bagintisinin Teorem 4.4.1-(9) daki gibi quasinormal gdsterimi var
olsun. Bu durumda V (D, @) =Q,, ={Z,2',Z2vZ",T,Z,,Z",D} oldugundan
Qi = {{28,27,26,25,23,21, D}’{Zsazwzéazsazwzza 5}}
olur. Dolayistyla ‘Q(on )‘ =2 bulunur. Ayrica Q,, nin otomorfizmi sadece birim doniisiim

oldugundan ‘(D (Q )‘ =1 olur. Ayrica
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D ={Z,.Z,.2;.Z,.2,,2,,D} ve D, ={2,,2,.2,.2,,2,.Z,.D)

ile gosterirsek

R'(Qx)=R(D)UR(D;)

olur.
Lemma 4.4.14 X sonlu olsun. O zaman
R'(Qy)| =2-(2%% —1)- (6% —5%= ).(7\0\21\ _ g ) A%,
2.(2\26\25\ _1).(6\22\23\ _ Szz\zs).(ﬁ\zz _65\22).7X\D
olur.

Ispat: R’ (Qy)=R(D/)UR(D;) oldugundan birlesimde yer alan kiimelerin
arakesitlerini inceleyelim.

R(D))NR(D;)#< olsun. O zaman ae€R(D/)NR(D;) vardir. Buradan
aeR(D)) ve  eR(D;) olur. « € R(D/) oldugundan Y;* ©Z,, Y, 2 Z,, Y5 UY 2 Z,,
Y OYEOYS O OYSUYE DZ,, Y NZ, 2D, YN, =D ve Y ND=zQ
kosullart ~saglanir. Aym zamanda «aeR(D;) oldugundan Y/ 2Z,, Y, oZ,
YUY DZ,, YUY, OUY, YUY uUY,. oz, YYnNZ, 2D, Y.NZ, =D ve
Y ND#@ kosullant da saglamir. O halde Y UYSUYS, UV UYZUY: 2D ve
(YZ“ Y, UY5, OUY UYS UYZ"f,)mYO“ S5DNY %@ elde edili. Bu ise « nin
quasinormal gosteriminde Y;* larin ayrik olmasi ile g¢elisir. O halde R(Dl')m R(D;) =
olur. Sonug olarak
R’ (on )‘ = ‘R(D{)
olur. Teorem 1.1.66 dan
R (Qu)|=2:1:(27 1) 6771 522170210779

2.1.(2‘26\25‘ _1),(6‘22\23‘ _522\23),(75\22 _6'5\22),7X\D

+[R(D))

olarak elde edilir.m
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a € B, (D) ikili bagintisinin Teorem 4.5.1-(10) daki gibi quasinormal gésterimi var

olsun. Bu durumda V (D, @) =Q,, ={Z,2,20Z",T,Z,,Z,,Z,,D}, oldugundan

Q. % —{{28,27,26,25,23,22,21,5}} olur. Dolay1styla ‘Q(QZI)‘ =1 bulunur. Ayrica Q,,

in otomorfizmleri
_ (z 72'z202' T 2,2, Z
id, =
Q21 Z

. D Z272 72uZ2'T2,2,2 D
ve =
Z22727202'T2Z 21 Z, Z

D Z272 7207 T Z,

oldugundan ‘(D(Qzl )‘ =2 olur. Ayrica

D;:{28,27,26,25,23,22,21,5}, D, ={28,27,26,25,23921,2275}

ile gosterirsek
R'(Q,)=R(D/)UR(D;)
olur.

Lemma 4.4.15 X sonlu olsun. O zaman
R’ (Qz1 )‘ _ 2_(2\25\25\ _1) ) 5\(zzmzl)\z3\ '(6‘21\22‘ _5\21\22\ )'(6‘22\2“ _5\22\21\ ) ) 7\X\5\

olur.
Ispat: R"(Q,;)=R(D/)UR(D;) oldugundan

RY(Qu)[=R(D)) +[R(B2)-[R(D))"R(DS)

olur. Ayrica D/ ile D, arasinda tam otomorfizma var oldugundan

=[R(Dy))

R(D;)"R(D;)=@ ve |R(D})

bulunur. O halde Teorem 3.3.7 den
R’ (Qz1 )‘ _ 2_(2\25\25\ _1) ) 5\(zzmzl)\z3\ '(6‘21\22‘ _5\21\22\ )'(6‘22\2“ _5\22\21\ ) ) 7\X\5\

olarak elde edilir.m
Teorem 4.4.16 X sonlu bir kiime olsun. D X -yarilatisi ile belirlenen ikili

bagntilarin tam yarigrubu B, (D) nin Z,NZ, =&, Z,NZ, #D ve Z, " Z; =D kosullari

altinda regiiler elemanlariinin sayisi

R'(Q))

21

Rl=2

i=1

olur.
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Ispat: X sonlu olsun. D X -yarilatisi ile belirlenen ikili bagmtilarin tam yarigrubu
By (D) nin, Z,nZ,=Q, Z,NZ,#D ve Z,NZ = kosullan altinda regiiler
elemanlariinin sayisinin Teorem 1.1.30 dan

Ri= ¥ RO)-3R @)

D'eXy,
olarak bulunur.m

Ornek 4.4.17 X ={1,2,3,4,5,6} ve X kiimesinin alt kiimelerinin bir ailesi
D ={{3,4}.{6},{3.4,5}.{3,4.6},{3.5,6}.{3,4,5,6},{1,3,4,5,6}.,{2.3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6}
olsun. D kiimesinin elemanlarini D ={1,2,3,4,5,6}, Z, ={2,3,4,5,6}, Z, ={1,3,4,5,6} ,
Z,={3,4,56}, Z,={3,56}, Z,=1{3,4,6}, Z,={3,4,5}, Z, = {6} ve Z,={3,4} ile

gosterirsek D nin diyagrami asagidaki gibidir.

D nin her alt kiimesinin kapsama bagintisina gore bir en kiigiik {ist sinir1 oldugundan

D kiimelerdeki kapsama bagintis1 ile bir iist yarilatisdir. Ayrica D kiimelerdeki birlesme
islemine gore kapali oldugundan tam X -yarilatisdir ve en biiyiik eleman: D olur. Ayrica
Z,NZ,={3,4n{6} =0,
Z,NZ, = {3,4} m{3,5,6} = {3} ,

Z,nZ={6{n{3,4,5} =T

1'(Q)|=9,
I*(Q7)‘:38’

oldugundan Teorem 3.4.13 den B, (D) nin idempotent elemanlarin sayisi,

1 (Q,)|=316,

1" (Q,)| =671,

|*(Q4)\=226,

I*(Qs)‘:16=

I*(Qo)‘:?’&
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|*(Q11)‘:2’ i

i=12

1" (Q,)| =4,

|*(Q9)\:29,

I*(Qlo)‘ZSa

1I"(Q )‘ =253 oldugundan

|1|=1610 olarak bulunur.

Ayrica Teorem 4.4.16 dan B, ( D) nin regiiler elemanlarin sayis1

21

Rj=2

i=1

R™(Q)|=10559

olur.

45.2,nZ2, =0, Z,NZ, =D ve Z,NZ, = Kosullar1 Altinda Regiiler

Elemanlar

Bu béliimde birlesimlerin tam X -yarilatisi D ile belirlenen ikili bagintilarin tam
yarigrubu B, (D) nin,
2N, =0, 2N, =D ve Z,NL, =
kosullar1 altinda regiiler elemanlarinin 6zellikleri ve X kiimesinin sonlu olmasi durumunda

regiiler elemanlarinin sayisi1 belirlenecektir.

Teorem 4.1.1 de verilen bi¢cimlerde quasinormal gdsterime sahip ikili bagintilar

Z,nZ,=0,2,nZ, =3 ve Z,"Z; = kosullari altinda da B, (D) nin regiiler eleman

olur. O halde bunlar disinda quasinormal gosterime sahip olan B, (D) nin regiler

elemanlarini bulalim.

Teorem 4.5.1 Z,NZ, =0, Z.NZ, =0 ve Z,NZ;= olsun. Asagida verilen
bi¢imlerde quasinormal gdsterimlerden birine sahip olan « € B, (D) ikili bagintisinin

regiiler olmasi1 icin gerek ve yeter kosul V(D,a) X -yarilatisinden D nin bir X -alt

yarilatisi olan D’ ye bir ¢, tam « -izomorfizmasinin verilen kosullar1 saglamasidir.

1) T,T'eD, TnT'=J, T\T'# ve T'\T #J olmak lizere & nin quasinormal
gosterimi « = (YT"‘ xT)u(YT”,‘ xT')u(YT‘f)T, x(T uT')) bi¢iminde ve ¢, tam « -

izomorfizmast Y;* 2 ¢(T) ve Y” 2¢(T') kosullarim saglar.
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268

2)

3)

4)

5)

6)

7

T,T,2eD,TnT' =@, T\T'#3, T\T=#D ve TUT' < Z olmak iizere

a =Y xT ) (Y xT) (Y x(TUT')) U(Y; x Z) bigiminde ve ¢, tam a -
izomorfizmast Y;" 2¢(T), Y 2¢(T') ve Y7 ng(Z)# D kosullarm saglar.
T,T,2,2'eD, TnT'=F, T\T'#J, T\T#Z ve TUT'cZcZ' igin
a = (Y xT )Y xT Y U(Y < (TUT")) U(Ys xZ) U (Y xZ') bigiminde ve
9, Y o0(T), Y op(T), Yy OYr UYL Y 20(Z), Y ne(Z)2D ve
Y Np(2') =D kosullarini saglar.

Z,2'€l2,2,},2+2',2n2'=@, 202 =2, ve Te{Z,,Z,} olmak iizere
a nin quasinormal gésterimi, o = (Y, x Z ) (Y5 x Z')U(Y," x Z )U(Ys x Z, U
(Y7 xZ,)u (Y xT)u (Y xD) bigiminde ve ¢, Yy 29(Z), Y7 29(Z'),
YEOYEOYEUYE 20(Z,), Yo UYL OYS OY OYE 20(T), Y ne(Z,) =D,
Y ne(T)#D ve Yy nop(D)#D kosullarmi saglar.

T,T'€{Z.2,,2,2,}, TnT'=@, T\T'20, T'"\T2J ve TUT'cZ,
olmak iizere & =(Y;"xT)U(Y xT) U (Y x(TUT)) U (Y5 xZ,) U (Y, Z,)
V(Y xD) bigiminde ve ¢, tam a -izomorfizmasi Y 2¢(T), ¥ 29(T'),
YUY UYL OYS 2 0(Z,), YUY UYL Y 20(Z), Y, ne(Z,) %D
ve Y,“ Ng(Z,)# D kosullarmi saglar.

Z,2'€{2,,2,},2#2',T,T'€{Z,,Z,} ve T #T' olmak iizere

a =Y xZ) (Y7 xZ) (Vs x(ZUZ))U(Yy xZ,) UV xT )u (Y xT)
U(Y," x D) bigiminde ve ¢, tam @ -izomorfizmast Y;* 29(2), Y, 2¢(Z’),
YUY UYL OYY 2p(Z,), YUY UYL O OY 2 e(T),

YUY OY O OYE 2p(T), Y ne(Z,) 2D, Y ne(T)=D ve

Y Np(T')# D kosullarmi saglar,

2,2, TeD,ZNT=3,2'cT,Z20Z2'UT=2,,Z\2'#D ve Z'\Z#

olmak iizere @ nin quasinormal gdsterimi
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a=(YsxZ) (Y xZ' ) (Y, x(Z0Z")) U(Ys xT)U(Yy xZ, ) bigiminde

ve ¢, tam a -izomorfizmas1 Y, 2¢(Z), Y, 2¢(Z'), Y5 UY 2¢(T) ve
Y Ne(T)# D kosullarini saglar.

8) Z,2'€{Z,,2,},2+2',Te{Z,2,},2'cT,ZnT=0,2"€{2,,2,,D},

ZUZ'UT =Z, olmak iizere o = (YZ“ X Z)U(YZ“, X Z') U (YZ"(JZ, x(Z UZ’))U(YT‘z xT)

U(Y;’ xZ, ) ) (YZO,‘, xZ ”) bigiminde ve ¢, tam « -izomorfizmast Y," D (D(Z),
Yy 20(Z'), Y Y 20(T), Y ne(T)=D ve Y. n(Z")# D kosullari
saglar.

9 Z,72'e€{Z,Z,},Z2#7',Tel{Z,2,},2'cT,ZnT=0,72"€{Z,,2,} ve

ZUZ'UT =Z, olmak iizere o nin quasinormal gosterimi

a =Yy xZ)o(YExZ )0 (Y x(Z20Z) (Y xT) U(Yy x Z, ) u(Ysix Z")

U(YO“ X [5) bi¢iminde ve ¢, tam « -izomorfizmasi Y,' 2 ¢(Z), Y, 2 ¢(Z'),

YUY 2p(T), YUY, UYL, OV UYS UYS oe(Z"), Y ne(T) =D,

Y ne(Z2") =D ve Yy N (p( [3) # & kosullarini saglar.

10) Z, 2’6{28,27}, Z2+7', Te{Zé,Z4}, 2'cT ve TNZ =T olmak lizere

a=(Y;xZ)O(Y5 xZ ) O(Y; 0 x(ZUZ)) (Y xT)u (Y x Z,)u(Yy x Z,)
(Y %Z,) (Y, xD) bigiminde ve ¢, Y, 29(Z), Y5 29(Z'), Yy I 20(T),
Y, LY, UYL

OV O, OYY 20(Z,), YUY, UYL, YUY UY 0e(Z),

Y ne(T)=D, Y ne(Z,)#D ve Y, No(Z,)#D kosullarini saglar.

Ispat: « B, (D) ikili bagintis1 regiiler olsun. Bu durumda B, (D) kiimesinin

tanimindan o = U ({X}x f (X)) olacak sekilde f:X — D doniisiimii vardir. Buradan

xeX

f(X)e{ z,,2,,2,,2,2,,2,,2,,2,,D } olur. Ayrica her T € D igin Y;* kiimelerinin

tanimindan dolay1

o= U(YT“ xT)

TeD'

olacak sekilde D nin bir D" alt yarilatisi vardir. Buradan
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V (D,a) =D'=V (D',a)
olur. Ustelik Teorem 1.1.17 den D nin V (D,a) Xl -alt yarilatisidir. O halde D', D nin
XI -alt yarlatisi olur. Yani D', Z,nZ, =9, Z,nZ,=D ve Z,NZ, = kosullari

alinda D nin Lemma 3.5.1 de verilen Xl -alt yarilatislerini tarar. O halde « regiiler
elemaninin quasinormal gdosterim (1)-(10) da verilen quasinormal gosterimlerden biri
gibidir.

Teorem 4.3.1 de uygulanan adimlar benzer sekilde uygulandiginda (1)-(10) da verilen
bigimlerde quasinormal gosterimi olan ¢ ikili bagintisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter

kosulun @ , tam « -izomorfizmasinin verilen kosullar1 saglamasi gerektigi elde edilir.m

o B, (D) regiler elemaninin Teorem 4.5.1-(1) deki gibi quasinormal gosterimi var
olsun. Bu durumda V (D, ) =Q,, ={T,T", T UT'} oldugundan
Quda =1{2,.2,,2,}.12,.2,.2,}.{2,.2,.Z;}}
olur. Dolayisiyla ‘Q(le)‘ =3 bulunur. Ayrica Q,, nin tam otomorfizmleri
id, :(T T: T UT:j ve HZ(T'T' T uT:j
s T T TUT T'TTUT
oldugundan ‘(D (Q, )‘ =2 bulunur. Ayrica
D/ = {28,27,25}, D, = {27,28,25}, D; ={Z7,Z6,Z3},
D, ={Z,.Z,.Z,}, D, ={Z,.2,.2,}, D ={Z,.2,.Z,)

ile gbsterirsek

R(Qn)=UR(D))

i=1

olur. O halde X sonluiken R"(Q,,) nin eleman sayisini bulalim.

Lemma 4.5.2 X sonlu olsun. O zaman

R (Qu)=2:3:3">

olur.

Ispat: Z,cZ ve Z, = Z' olmak iizere D'={Z,Z",Z07'} €Q,,9,, ve aeR(D’)

olsun. Bu durumda Q,, ile D' tam & -izomorf olduklarindan Teorem 4.5.1-(1) den « ikili
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bagintisinin quasinormal gosterimi « = (YT“ xT ) U (YT",’ xT ') U (YT‘CT, x(TuT ')) bi¢iminde
olur ve Y," 2 Z, Y* ©Z' dzellikleri saglanir. Ote yandan Z, c Z ve Z, < Z' oldugundan
Y 22, Y 2Z, olur. O halde D, ={Z,,Z,,Z} dersek D ={Z,,Z,,Z,} €Q,9,, olur.
Dolayisiyla & € R(D/) olarak bulunur. Buradan R(D') < R(D]) olur.
Benzer olarak Z, cZ ve Z;cZ' olmak iizere D'={Z,Z2",Z0Z'}€Q,9, ve
a eR(D’) olsun. Bu durumda Q,, ile D’ tam ¢ -izomorf olduklarindan Teorem 4.5.1-(1)
den o nm quasinormal gdsterimi o = (YT" xT ) U (YT”,‘ xT') v (YTauT, x(TuT ')) bigiminde
olur ve Y,* 2 Z, Y;* 2Z' &zellikleri saglanir. Ote yandan Z, = Z ve Z, = Z' oldugundan
Y 2Z,, Y 2Z, olur. O halde D, ={Z,,Z,,Z;} dersek D,'={Z,,Z,,Z,} €Q,,%, ve
a € R(D;) olur. Buradan R(D") = R(D;) olarak bulunur.
Sonug olarak R(D;)<=R(D)), R(D;)<=R(D;), R(D;)=R(D;),R(D;)=R(D;)
olur. Bu durumda
R(Q,)=R(D))UR(D;)
olur. Simdi R(D{)NR(D})# % oldugunu varsayalm. « € R(D/)R(D;) alalim. O
zaman
aeR(D))NR(D;)=Y, 27, Y 2Z,,

Yy 27, Y 2Z,,

=Y 22, Yy 22,
olur. Bu da @ nin quasinormal gosterimindeki Y;* larin ayrik olmast ile gelisir. O halde

R(D/)NR(D;)=@ olarak elde edilir. O halde

R’ (le )‘ = ‘R ( DI’)

+|R(Dy))

olur. D/ ile D, arasinda tam otomorfizma var oldugundan ‘R (D)) dir. Teorem

“R(D2)

1.1.58 den

R (le)‘ =2.3.3%l

olarak elde edilir.m
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a €B, (D) regiiler elemaninin Teorem 4.5.1-(2) deki gibi quasinormal gosterimi var

olsun. Bu durumda

V(D,a)=Q; = {TT TUT' Z}

olur. Buradan

Q% Z Lo Ly Z {27926923’22}’{28524923921}’{28’24923’22}’

(20,2,,2,,2,},{2.2,.2,,2,}.{2,,2,.2,,2,}.{Z,.Z,.,Z,,D},
(2,.2,,2,,0}.{2,,2,,2,.D}|
oldugundan ‘Q(ng)‘ =10 bulunur. Ayrica Q,; iin tam otomorfizmleri

i TT' TUT' Z TT' TuT' Z

IdQ :( ' ' jVe 0:( ’ ’ J

L ATT' TUT' Z TTTuUT' Z

oldugundan ‘(D (Qs )‘ =2 bulunur. Burada
D1'={zg,z7,zs,5}, D! ={z7,zg,zs,f>}, D;={z,,2,,2,,2,}, D, ={2,,2,,Z,,Z,},
Dsl ={Z7,Z6,Z3,Zz}, Dé ={Z6,Z7,Z3,Zz}, D7' :{Zsazwzsazz}a Dé :{szgazsazs}a
Dé ={ZS,Z4,Z3,ZI}, D1,0 :{szsaz Z} D1’1 { } :{szgazzazz}a
D, ={2,.2,,Z,,D}, D\, ={2,.Z,,Z,,D}, D}, ={Z,, ,2,), D, =1{2,,2,,2,,2,},
D1,7 :{28927’25722}’ Dllx :{27’28725722}’ D1,9 :{27’2 ZsaD}> Dz’o :{26727’23’5}

ile gosterirsek

olur.

Lemma 4.5.3 X sonlu olsun. O zaman
R(Q)) = 2-10-(4‘”5‘ —3“5)-4“Ij
olur.
Ispat: Z, cY ve Z, =Y’ olmak iizere D'={Y,Y",Y UY"Y,} €Q,%, ve a eR(D’)
olsun. Bu durumda Q,, ile D’ tam « -izomorf olduklaridan Teorem 4.5.1-(2) den o ikili
bagmtisiin quasinormal gosterimi a = (YT‘" xT ) v (YT‘? xT ’) U (YT"LT, x(TuT ’)) v (YZ“ X Z)

bigimindedir ve Y, 2Y, Y2 2Y' ve Y/ NY, # D 6zellikleri saglamr. Ote yandan Z, C Y,
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Z,cY' ve D, D nin en biiyiik elemani oldugundan Y 2Z,, Y“2Z,, Y, "D#J
ozellikleri de saglamr. O halde D, = {28,27,25, Ij} eQ, %, ve ae R(Dl’) olur. Buradan
R(D')c R(D/) elde edilir.

Benzer olarak Z, <Y ve Z; <Y’ olmak iizere D'={Y,Y"Y UY"Y,} €Q,,9,, ve
a €R(D’) olsun. Bu durumda Q,, ile D’ & -izomorf olduklarindan Teorem 4.5.1-(2) den
« ikili bagintismin quasinormal gosterimi o = (YT“ xT ) v (YT“, xT ’) U (YTOQT, x(TuT ’)) V)
(YZ"‘ X Z) bigiminde olur ve Y;* 2Y, Y2 2Y' ve Y; NY, = D ozellikleri saglanir. Ote
yandan Z, Y, Z,cY' ve D, D nin en biiyiik eleman1 oldugundan Y;* ©Z,, Y% 2 Z,,
Y N D#@ ozellikleri de saglamr. O halde D, = {27,28,25, 5} €Q.%, ve aeR(D;)

olur. Buradan R(D') = R(D;) olarak bulunur. Sonug olarak

D
D;)=R(D;), R(D¢g) = R(DY), R(D;)<=R(D)),
D

»)R(BY), R(D))R(DY), R(D};) = R(DY),

R(Dj,)=R(D}). R(D,)=R(D}), R(D},) = R(D,),
)=R(D;), R(D,)=R(D;)
bulunur. Bu durumda
R'(Q,)=R(D))uUR(D;)
olur.
Simdi R(D))NR(D;)#< oldugunu varsayahm. aeR(D/)nR(D;) alalm. O
zaman
aeR(D))NR(D})=Y 2Z, Y 2Z,, Y, "D=,
Yy 2Z,, Y 2Z, Y, nD=J
=Y 2Z, Y 2Z, Y'Y 2Z,NZ, =L
olur ki buda @ nin quasinormal gosteriminde ki Y;” larin ayrik olmasi ile ¢eligir. O halde

R(D;)NR(D})= dir. O halde
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R*(Qu)|=[R(D)) +[R (D)

bulunur. D/ ile D} arasinda tam otomorfizma var oldugundan ‘R (D))

=|R(D;)| dur.

Teorem 1.1.58 den

R" (Qw)‘ _ 2,10.(4\5\25\ _35\25)'4X\D

olarak elde edilir.m

a € B, (D) regiiler elemani Teorem 4.5.1-(3) kosulunu saglasin. Bu durumda
T,7.2,2’€D,TAT' =@, T\T' 23, T"\T#Z ve TUT' = Z = Z' olmak iizere
V(D,a)=Q, ={T,T,TUT,Z,Z"} oldugundan

Q.9 ={{zg,z7,zs,zl,D},{zwzﬁ,zj,zl,D},{z7,zé,z3,z2,D},{zg,z4,z3,zl,5},

{2,,2,.2,,2,,0},{2,.2,,2,,2,,D}.{Z,,2,,2,,2,,0},{Z,.2,,Z,,Z,,Z,},
{2,,2,.2,,2,,Z,}}

olur. Boylece ‘Q(Ql 4)‘ =9 bulunur. Ayrica Q,, iin tam otomorfizmleri

{T T TuT' Z Z'J (T T TuT' Z Z']
10y, = ve o=

TT'TUT'Z Z TTTUT' Z Z
oldugundan |®(Q,,)|=2 olur. Ayrica

D/ ={Z,.2,.2,.2,.D}, D; ={Z,.2,.2,.2,,D}, D; ={Z,.Z,.Z,Z,.D},

D, ={Z,.2,.2,,2,,D}, D;={Z,.2,.2,,Z,,D}, D; ={Z,.Z,,2,.Z,,D},
,D;={2,,2,,2,,2,,0}, D;={2,,2,,2,,Z,,D},
,-2,.D}, D}, ={2,.2,.2,,2,.2,}, D}, ={Z,.2,,2,.2,,Z,},
D), =1{2,.2,.2,,2,,D}, D, =1{2,.2,.Z,,Z,,D}, D};={Z,.2,,Z,,Z,,D},
D/, ={Z,.2,.2,.Z,,D}., D}, ={2,.2,.2,,2,.2,}, D} ={Z,.2.2,,2,,Z,}

ile gosterirsek
18
R’ (Q14) = U R ( Di')

i=1

olur.
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Lemma 4.5.4 X sonlu olsun. O zaman
R™(Qu)|=|R(D))|+[R(D})|+|R(D})| +|R(D%)|+|R(Ds)|+|R(D; )|
~[R(D))AR(D;)|~|R(D}) N R(D;)|-[R(D;) "R(D;)|~[R(D;) " R(D;)

olur.

Ispat: Z, <Y, Z,cY' ve Y, €{Z,,Z,,Z,} olmak iizere D' ={Y,Y',Y uYLy,, D} €
Q.9 ve a eR(D’) olsun. Buradan Q, ile D' tam « -izomorf olduklarindan Teorem
4.5.1-(3) den « nin quasinormal gosterimi o = (YT”‘ xT ) U(YT”f xT’) U(YT”:)T, x(T uT’))
U(Y; xZ) (Y5 xZ") bigiminde olur ve Y;" DY, Y7 DY, Y UYL UYL UYS DY,
Y2 Y, #D ve Y. nD =D ozellikleri saglanir. Ote yandan Z, Y, Z, Y’
oldugundan Y;* © Z,, Y, © Z, olur. O halde D" = {Zg,Z7,Y uY'LY,, [3} dersek
D" = {28,27,Y oYY, Ij} €Q,%, ve a €R(D") olur. Buradan R(D")c R(D") elde

edilir.

Benzer olarak Z, <Y, Z, <Y’ ve Y, €{Z,,Z,,Z,} olmak iizere
D'={Y.Y"Y UY"Y,.D} € Q,8, ve @ cR(D’) olsun. Bu durumda Q,, ile D' tam c-
izomorf olduklarindan Teorem 4.5.1-(3) den « ikili bagintisinin quasinormal gdsterimi
a = (Y xT ) O (Y xT) O (Y x(TUT")) U (Ys x Z) (Y4 x Z') bigiminde olur ve
YA oY, Y2 oY, YA UYL UYL UYS DY, YA NY, 2D ve YD =@ ozellikleri
saglanir. Ote yandan Z, Y, Z, Y’ oldugundan Y 2 Z, Y;“ 2 Z, olur. O halde
D" = {27,ZS,Y oYY, 5} dersek D" = {27,Zg,Y uY'Y,, Ij} €Q,9, ve a€R(D") olur.
Buradan R ( D') cR ( D") elde edilir.

Sonug olarak

R(D;)=R(D)), R(D;)=R(D;), R(D;)<=R(D;), R(Dj)<R(D;),

R(D}\)=R(D;), R(D},) =R(D;), R(Ds
)

olarak bulunur. O halde
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olur. Simdi bu kiimelerden arakesitleri bos kiime olanlar1 belirleyelim.

R(D/)NR(D;)#< oldugunu varsayalim. & € R(D/)"R(D,) alalim. O zaman

aeR(D))NR(D;))=Y"2Z,, Y 2Z,, YUY T UY . WY,/ DZ,,
YPNZ,#D3, YA ND=#J,

Y2 Z, Y 2Z, Y UYST UYL uY,S o7,
YPNZ, 2D, YiND %

=Y 2Z, Y 2Z, Y'Y 2Z,NL,=2,#D

olur. Buda Y, larmn ayrik olmast ile gelisir. Dolayistyla R(D})nR(D;)=@ olur.
Benzer olarak R(D])nR(D})=2, R(D;)nR(D;)=@,R(D;)"R(D})=9,
R(D;)"R(D})=@, R(D;)"R(D;)=@,R(D;)nR(D!)=3, R(D})"R(D}) =12,
R(D;)nR(D;)=2,R(D;)"R(D;)=2,R(D.)"R(D;)=2 olduklari gérillir.
Buradan
R'(Qu)[=[R(D))]+ \R

—\R NAR(

\R\

\R

\R

\R

) R(D) AR (D) [R(D2) R (D)

mR

olarak bulunur.m

Lemma 455 Y=Y, Y/=Y' ve Y;2Y, olmak iizere D'={Y,Y,YUY'Y,,D},
D"={Y,.Y\Y, UYY;,D} €{D/,D....D/} ve D'#D" olsun. Ayrica a<B, (D) ikili
bagintisinin quasinormal gosterimi T, T', Z, Z'eD, TnT'=J, T\T'#J, T'"\T #J
ve TuT'cZcZ' olmak iizere o =(Y"xT)U(YexT)U (Y0 x(TUT'))
U(YZ“ xZ ) U(YZ”f X Z’) bigiminde olsun. O zaman « € R(D')"R(D") olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul
YA Y2 oY, UY, YUY UYL OYE oY, YA AY, =D ve YiND =D

olmasidir.
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Ispat: @ e R(D')nR(D") olsun. Bu durumda Teorem 4.5.1-(3) den
aeR(D')NR(D")< aeR(D') ve a e R(D")
<Y oY, YT oY, YUY UYL uYS DY, Y NY, #d,
YAND#=D ve
Yo SV, Y DY, YEUYE UYL OYE DY YEAY, 2D,
YiND#Q
< YUY oY, OY, YUY UYL uYS DY, Y, NY, =D,
YiND#D

olarak bulunur.m
Lemma 4.5.6 Y=Y, Y/=Y" ve Y, 2V, olmak iizere D’={Y,Y',Y uYLY,, f)} ve
D" = {YI,YI’,Y1 UY.Y), Ij} e{D],D;,..,D;}, D'# D" ve X sonlu olsun. O halde

| R( Dr) N R( Dn) =9. 4‘Y2'\(Y2UY1 oY) (4‘Y2\(Y1 o) 3‘Y2\(Y1 oY) ) . (5‘ DV _4‘D\Y2" ) . S‘X\D‘

olur.

Ispat: Lemma 4.2.6. da uygulanan adimlar benzer sekilde uygulandiginda

IR(D')"R(D")|=

9. 4‘Y2’\(Y2UY1 oY) ( 4‘Y2\(Y1 o) _3\\(2 (oY) ) ) ( 5\ oy 4\D\Y2'\ ) ' S‘X\D‘
olarak elde edilir.m

Lemma 4.5.7 X sonlu olsun. O zaman
9.4, (4\2 22 _5lzz \) (SD\Z2 _45\22)_SX\D
_ 9.4 (4\z (2| _ 422 ) (56\22_ 45\22). 5x\0]

_9.472l. (4\2\zs\ 322 5D\Zn_4D\ZI).5X\D

(SD\Z1 _45\21)'5X\I5

D)

e

0
I

—9.42'5l (477 _ 4232

olur.

ispat: D/ ={2,,2,,2,,2,,D}, D} ={2,.2,.Z,2,,D}, D; ={Z,.Z,.2,.Z,,D},
D, ={2,.Z,,Z,,2,,D}, D} ={Z,,Z,,2,,Z,,D} ve D} ={Z,,Z,,Z,,Z,,D} Xl -alt

yarilatisleri icin Lemma 4.5.6 uygulandiginda sonug agiktir.m
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Teorem 4.5.8 X sonlu olsun. O zaman

R(Qu)|=2:9- (4731331} ($0% g2l 570
+2.9.(4\Zl\zs\ _321\25).(55\21 _45’\21),5“5J
+2.9,(4\Zs\zs\ _323\25),(55\23 _4'5\23),5X\'5
_0.9.4%\7| .(4\zs\zs\ _3zs\zs),(5fnzz _ 40\22), 5[\

_2.9_4\21\23\ _(4\23\25\ _323\25)_(55\21 _45\21)_SX\D

olur.

Ispat: Lemma 4.5.4, Teorem 1.1.58 ve Lemma 4.5.7 den istenen elde edilir.m
a e B, (D) ikili bagintisinin Teorem 4.5.1-(4) deki gibi quasinormal gdsterimi var
olsun. Bu durumda
V(D.a)=Q,={2,2'.2,,Z,.T,D|
oldugundan

Q9 = {{28,27,25,23,21, D},{ZS,Z7,ZS,Z3,ZZ, D}}

olarak bulunur. Dolayisiyla ‘Q (Qs )‘ =2 olur. Ayrica Q,; in tam otomorfizmleri

_ 2272 2,2, TD 227222, TD
idg, = _|ve = _
*\z222,2,TD 2'22,2,TD

oldugundan “D(le)‘ =2 olur. Ayrica
D/ ={2..2,.2,.2,,2,.D}, Dy ={Z,,Z,,2,,2,,Z,,D},

D;={2,.2,.2,.2,,2,,D}, D,={Z,.2,.2,,Z,,Z,.D}

ile gosterilirse R"(Q,5)=| JR(D/) olarak bulunur.

i=1

Lemma 4.5.9 X sonlu olsun. O zaman

R" (le)‘ _ 2,2.(4\23\25\ _3\23\25\).(5\22\23\ _4‘22\23‘)'(6‘5\22‘ _SD\ZZ)_6X\|5 N

2_2_(4\23\25\ _3\23\25\)_(5\21\23\ —42'\23)-(65\21 _SD\Z])'6X\I5

olur.
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Ispat: R*(QIS):UR(D{) oldugundan birlesimde yer alan Xl -alt yarilatislerin

i=1
arakesitlerini inceleyelim.
R(D/)NR(D;)#D olsun. @ € R(D/)"R(D;) olsun. Buradan
aeR(D))NR(D;)) =Y, 2Z, Y, 2Z,, YUY, UYS UY D Z,,
Y, OY, YUY UY D, YN =D, YN, =D,
Y ND=#@,
Y, 2Z,, Y, 2Z, YUY, UYSUY) D27,
Y, OY, YUY UY D, YN =D, YN, =D,
YYD =
=Y 27, Yy 22
Y, 2Z,Y, DZ,, YN, DZ,NL;,=2,#D
olur. Bu da Y;" larin ayrik olmasi ile gelisir. O halde R ( D/ ) "R ( D;) = olur.
Benzer olarak
R(D!)~R(D;)=@, R(D)~R(D,)=@. R(D;)~R(D}) =0,
R(D;)~R(D,)=@ ve R(D;)"R(D})=2
olduklar1 goriiliir. O halde
R(Qs)|=[R(D)[+[R(D:)|+[R(DS)

+[R(DY)

olarak bulunur.

Ayrica D] ile D) ve D; ile D, arasinda tam otomorfizma var oldugundan
R(D))
R’ (le)‘ _ 2_2_(4\23\25\ _3\23\25\)_(5\22\23\ —422\23)-(65\22 _55\22).6X\5 N

2_2_(4\23\25\ _3\23\25\)_(5\21\23\ —42'\23)'(65\21 _SD\Z,)_6X\D

-[R ()

2

ve [R(Dy)

= ‘R(DQ )‘ olur. Teorem 1.1.58 kullanilarak

olarak elde edilir.m

a e B, (D) ikili bagintisinin Teorem 4.5.1-(5) deki gibi quasinormal gdsterimi var
olsun. Bu durumda V (D, &) =Q,, ={T.T".TUT',Z,,Z,,D} oldugundan
Q16‘9><| = {{27’26’237225215 5}’{28’24’23’22’21’ 5}’{28’27’25’22’21’ 5}}

olarak bulunur. Boylece ‘Q(Q1 . )‘ =3 olur. Ayrica Q,, nin tam otomorfizmleri
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TT TuT' Z,Z D f TT TuT' Z,Z D
| = s = _
@ T T TUT Z,Z D T TuT Z,2 D

TT TuT' 2,2 D
g= _ | ve
TT TuT' 'z, 2, D

oldugundan ‘(D (Qe )‘ =4 bulunur. Ayrica
D/ ={Z,.2,.2,.2,.2,,D}, D;={2,.2,.2,,2,.2,.D},D; ={Z,.2,,2,.2,.Z,,D},
D, ={2,.2,.2,,2,,2,,0}, D; ={2,.,2,.2,,2,,2,,0}, D, ={2,,2,,Z,,Z,,Z,,D},

{

D; ={2,.Z,.2,.2,.2,,D}, D; ={Z,.2,,2,,2,,Z,,D}, D; =

N
N
N
N
N

QU (

haas

D), ={2,.2,.2,.2,.2,.D}, D}, ={Z,.2,.2,.2,.2,,D}, D}, ={Z,.2,.Z,.Z,.Z,.D}

ile gosterilirse
12

R’ (Qm) = U R(Di’)

i=l1

olarak bulunur.

Lemma 4.5.10 X sonlu olsun. O zaman

R* (Q16 )‘ =3.4 ,3‘(szzl)\zs‘ ,(4‘21\22‘ _3‘21\22‘ ) ,(4‘22\21‘ _3‘22\21‘ ) . 6‘X\D‘

olur.

12

Ispat: R"(Q,)= U R(D/) oldugundan birlesimde yer alan kiimelerden birbirini

i=1

kapsayanlar1 ve arakesitleri bos kiime olanlar1 belirleyelim. & € R ( DS’) olsun. Bu durumda

aeR(D))=Y2Z, Y 2Z, YUY UYL Y, D7, YUY UYL Y D7,
Y, N2, #D, Y "NZ #D
olur. Z, > Z, oldugundan Y;* ©Z, elde edilir. Bdylece o € R(D)) olur. O halde
R(D;) < R(Dy) olarak elde edilir. Benzer olarak
R(D;)<R(D}), R(D)) = R(D;), R(D;) =R(D;), R(D;) < R(DY),
R(D,)=R(D}). R(D})=R(D}). R(D})<R(D))

olduklar1 goriiliir. O halde
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R'(Qq)=UR(DY)

i=1
olur.

D,;, D; ve D; Xl -alt yarlatisleri D/ Xl -alt yarilatisine otomorf olduklarindan

R(D)[=|R(D2)

=[R(D;)=[R(D)
olur. O halde Teorem 1.1.70 den dolay1

R'(Qy )‘ _3.4.3(@02)7 -(4\2.\22\ _32z ) , (4\22\2.\ _3%'2 ) i

olarak bulunur.m

a €B, (D) ikili bagitisiin Teorem 4.5.1-(6) daki gibi quasinormal gésterimi var
olsun. Bu durumda V (D,a) =Q, = {Z,Z', zZ,,2,T,T, f)} oldugundan
Ql7'9XI :{{28927’25’23’229219 5}}

olarak bulunur. Boylece ‘Q(Q17 )‘ =1 olur. Ayrica Q,, nin otomorfizmleri

_ 22722, Z2,TTD 22722, Z,TTD
id, = , f= -
TT 2'22,2,TT'D

Lemma 4.5.11 X sonlu olsun. O zaman

R (Q” )‘ _ 4'4‘(er\Zl)\Z3‘ .(4\23\25\ _3\23\25\)_(5\22\21\ _4\22\2,\)‘(5\21\22\ _4\21\22\)_7\X\5\

olur.

Ispat: Q, ile Dl’={ZS,Z7,ZS,Z3,ZZ,Zl,5} tam o -izomorf olduklarindan Teorem

3.2.7 den
R* (Ql7 )‘ =4.1. 4‘(22”21)\23‘ _(4‘23\25‘ _3‘23\25‘ ) ,(5‘22\21‘ _4‘22\21‘ ) ,(5‘21\22‘ _4‘21\22‘ ) A 7‘X\D‘

olarak bulunur.m

a e B, (D)ikili bagintisinin Teorem 4.5.1-(7) deki gibi quasinormal gosterimi var

olsun. Bu durumda V (D,&)=Q, ={Z,Z',ZLZ',T,Z,} oldugundan
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Qb ={{2:.2,.2,.2,.2,},{2,.2,,2,,2,,Z,}}
olarak bulunur. Dolayistyla ‘Q(ng )‘ =2 olur. Ayrica Q,; in tam otomorfizmi sadece birim
doniisiim oldugundan ‘d) (Q )‘ =1 olur.
O halde Q9,, m elemanlannm D) ={Z,Z,,Z.,Z,,Z,}, D, ={Z,,2,,Z,,Z;,Z,} ile
gosterirsek
R"(Q;)=R(D/)UR(D;)

olarak bulunur.

Lemma 4.5.12 X sonlu olsun. O zaman

R (Q, )‘ _9. (2\24\25\ N 1) Szl Ly, (2\26\25\ B 1) _5xzy

olur.

Ispat: R"(Q,)=R(D/)UR(D}) oldugunu biliyoruz.
R(D))NR(D;)#D olsun. & € R(D/)"R(D;) olsun. Buradan

aeR(D)NR(D)) =Y 2Z,, Y& 2Z,, YEUY 2Z,, VN2, #D,
Vi D7, YD Z, YEUY 22, Y NZ, #D

=Y, 2Z,Y, 2Z, Y, N, 2DZ,NZ; =2, #
olur buise « ikili bagntisinin quasinormal gosterimindeki Y;” larin ayrik olmasi ile gelisir.

O halde R(D/)NR(D;)=% olur. O halde

‘R(le)‘ :‘R(D{)“F‘R(D;)‘
olarak bulunur.

Teorem 1.1.66 dan

R" (ng)‘ — 2,1.(2\24\25\ _1)_5\X\z3\ n 2_1.(2\26\25\ _1).5‘X\Z3‘

olarak bulunur.m

a € B, (D)ikili bagitisinin Teorem 4.5.1-(8) deki gibi quasinormal gosterimi var
olsun. Bu durumda V (D,&)=Q,, ={Z,Z,ZLZ',T,Z,,Z"} oldugundan

Q19‘9m ={{28,27,25,24,23,21},{28,27,25,24,23,22},{28,27,26,25,23,21},
(2,2,,2,2,,2,,2.,},(2,,2,.2,,2,,2,,0}.{Z,,2,,2,,Z,,Z,,D}}
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olarak bulunur. Dolayisiyla ‘Q(Q19 )‘:6 olur. Ayrica Q,, un otomorfizmi sadece birim
doniigiim oldugundan ‘(I)(ng)‘ =1 olur. Boylece
D/ ={Z.2,.2,.2,,Z,,D}, D} ={2,.2,,2,,Z,,Z,,D},
D, ={%Z,.2,,25,2,,2,,2,}, D, ={2,,2,,2,2,,Z,,7,},
D;={%,.2,,2,2,,2,,2,}, D; ={2,,2,,2,2,,Z,,Z,}

ile gbsterirsek

R(Qy)=UR(D))

i=1

olur.
Lemma 4.5.13 X sonlu olsun. O zaman
R (Q, )‘ —6. (2\24\25\ _ 1) : (65\2" _ 50z ) 6% 6. (2\2(,\25\ _ 1) . (6'5\23 _ 5% ) Piae
olur.
Ispat: R'(Q,)=|JR(D!) oldugundan birlesimde yer alan kiimelerin arakesitlerini
i=1
inceleyelim.

aeR(D;) olsun. Q, ile Dj tam « -izomorf olduklarindan Y; ©Z, Y5 2Z,,
YiOY 2Z,, Y NZ, 2D ve YENZ #D ozellikleri saglamr. Buradan Z, < D
oldugundan Y;: "D # @ olur. O halde & € R(D/) olur. Dolayistyla R(D;) < R(D/) olarak
bulunur.

Benzer olarak R(D;)cR(D;), R(D;)<=R(D/), R(D;)cR(D;) olduklar elde
edilir. O halde

R*(ng) =R(D/)UR(D;)

olur.

Simdi bu iki kiimenin arakesitini inceleyelim.

R(D)NR(D;)#2 olsun. @ € R(D/)"R(D;) alalim. Buradan

aeR(D)NR(Dy)) =Yy 27, Y, 27, YUY 2Z,, Y NZ, 2D, YN D=,
YioZ, Y DZ, YUY 22, YA N2, #D, Y ND#D

=Y, 272, Y, 2Z,Y, N, 2Z, T
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olur. Bu da @ nin quasinormal gdsteriminde Y;* larin ayrik olmasi ile geligir. O halde

R(D/)NR(D;)=9 olur. Buradan

(@) =[R(D

olur. Teorem 1.1.66 dan

R* (ng )‘ _ 6-(2‘24\25‘ _1)_(65\23 _55\23)‘6X\D 4 6-(2‘26\25‘ —1)-(6‘5\23‘ _55\23).6X\D

D))

olarak elde edilir.m

a e B, (D) ikili bagintisinin Teorem 4.5.1-(9) daki gibi quasinormal gdsterimi var
olsun. Bu durumda V (D, &) =Q,, ={Z,2",ZUZ",T,Z,,Z",D} oldugundan
Qi :{{28,27,25,24,23,21,5},{28,27,25,24,23,22,[3},
(2,,2,,2,,2,,2,,2,,0}.,{2,,2,,2,.2,.2,,2,,D}}.
olur. Dolayistyla ‘Q(on )‘ =4 bulunur. Ayrica Q,, nin otomorfizmi sadece birim doniisiim
oldugundan ‘QD Q,, )‘ =1 olur. Ote yandan
D/ ={Z,.2,.2,,2,.2,,2,,D}, D, ={2,2,,2,,2,,Z,,Z,,D},
D;={2,,2,,2,,2,,2,,2,,D} ve D; ={2,,2,,2,,Z,Z,,Z,,D}

ile gbsterirsek

olur.
Lemma 4.5.14 X sonlu olsun. O zaman
R*(QZO)‘:4_(2\Z4\25\_1),(6\&\23\_S\ZI\Z\ (75\21_65\21),7“5 .
4_(2\z4\z5\_1) (6\zz\zw Swzz\zz) (70\22_65\22),7X\D N
4_(2\z6\zs\_1) ( 62zl _ 52 \z3) (7D\zl_6b\zl),7X\D+
4.(2\26\25\_ ) ( 623l _ 52 \zw) (70\22_60\22),7X\5
olur.
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4
Ispat: R"(Q,) U R(D/) oldugundan birlesimde yer alan kiimelerin ara kesitlerini
i=1
inceleyelim.

R(D))NR(D;)#< olsun. O zaman «<€R(D/)NR(D;) vardir. Buradan
aeR(D)) ve a eR(D;) olur. « € R(D/) oldugundan Y; o Z,, Y;: Z,, Y, LY 2Z,,
YAOYE UYL O OUYSUYEDZ, YENZ, D, YENZ, 2D ve Y ND=#Q
kosullari saglanir. Aym zamanda o € R(D;) oldugundan Y; ©Z;, Y5 2Z,, Y; UY{ 2Z,,
YAV UYL O UYS UYE DZ,, Y NZ, 2D, YENZ, 2D ve Y ND=#Q
kosullart da saglanir. Bu kosullar irdelendiginde Y UYS LY, Y UY,* UYZ oD ve
(Y7 UYS Y, U UYS UYE)AY, 2DAY, =@ elde edilin. Bu ise « nm
quasinormal gosteriminde Y larin ayrik olmast ile geligir. O halde R(D/)NR(D;)=¢
olur. Benzer olarak

R(D/)nR(D;)=9, R(D/)nR(D;)=9, R(D;)nR(D;) =9,
R(D;)nR(D;)=2, R(D;)"R(D;)=¢
olduklar1 goriiliir. Sonug olarak

R (Qu)| =[R(O)|+[R(D2)|+[R(DX)

D})

olur. Teorem 1.1.66 dan

R’ (on )‘ _ 4.1'(2\24\25\ _1)_(6\21\2 | _ g7z, (75\2l _65\21).7X\D N
(2\24\2 11 (6\22\2 A (7D\Z2 _65\22).7X\|5 N

)

) )
4-1.(27% 1) (672 572, (7D\ZI_6D\L).7X\5 +

(A (5

( 672zl _ 522\ (7D\Z2 _6D\zz)'7X\D
olarak elde edilir.m

a e B, (D) ikili bagintisinin Teorem 4.5.1-(10) daki gibi quasinormal gosterimi var
olsun. Bu durumda V (D, &) =Q,, ={2,2',2vZ",T,2,,2,,Z,,D}, oldugundan
Q21'9XI = {{28,27,25,24,23,22,21, Ij} ,{ZS,Z7,ZG,ZS,Z3,ZZ,ZI, 5}}

olur. Dolayistyla ‘Q(Q21 )‘ =2 bulunur. Ayrica Q,, in otomorfizmleri
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" z2272 7202 T2,2,2 D X z272 7202 T2,2,2 D
ve h= B
“lzz2z7202T2 2 2 727720272 2 2,D

oldugundan ‘CD ‘ 2 olur. Ayrica

(Qu
D/ ={2,.2,.2,,2,.2,,2,,2,,0}, D,={2,,2,,2,,2,.Z,,Z,,Z,,D},
D;={2,.2,.2,.2,.2,.2,.2,.D}, D; =1{2,.2,.2,.2,.,Z,.Z,.Z,,D)}

ile gosterirsek

Q21 U R

i=1

olur.

Lemma 4.5.15 X sonlu olsun. O zaman

R*(QZI)‘=2_2.(2\Z4\25\ ) \ 2NZy) \23‘.(6‘21\22\_5\21\22\).(6\22\21\_5\22\21\)_8‘X\D‘+

2.9, (2\26\25\ _1) _ 5\(szzl)\z3\ _(6\21\22\ _5\21\22\ )-(6‘22\2" _ S\ZZ\ZI\ )_S\X\D\

olur.

4
Ispat: R'(Q,))= U R(D/) oldugundan birlesimde yer alan kiimelerin arakesitlerini
i=1

inceleyelim.

R(D/)NR(D;)#2 olsun. O zaman « € R(D/)"R(D;) vardir. Buradan
aeR(D)) ve a eR(D,) olur. @ e R(D/) oldugundan Y, ©Z,, Y, 2 Z, Y, UY 2 Z,,
Y, OY, UYL OYFOY OY o7, YUY UYL, YUY Y o, Y N2, =D,
Y)NZ,#D veY,"NZ #O olur.

Aymt zamanda «eR(D;) oldugundan Y, 2Z,, Y;2Z, YSUYDZ,
Y, OYOYS L OYUYSOY D7, YUY UYL, YUY UYL, YN, =D,
Yy NZ, 2D ve Y *NZ #D olur. Ohalde Y, ©Z,, Y, ©Zs, Y, NY, ©o=2Z,#OD olur.
Bu ise @ nin quasinormal gosteriminde Y, larin ayrik olmasi ile celisir. O halde
R(D)NR(D;)=@ olur. Benzer olarak R(D/)nR(D;)=@, R(D/)nR(D;)=9,
R(D;)NR(D;)=9, R(D;)nR(D;)=9, R(D;)nR(D;)=< olduklar1 gdriiliir. O

halde
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R (Qu)|=[R(D)[+[R(D)[+[R(D)}+[R(DY))
olur. Teorem 3.3.7 den
R’ (QZI)‘ _ 2_(2\24\25\ _ ) 5\ 2,n2))\zy| (6\2 AR (6\2 22 _ 5222, \) S\X\D\

)

2_(2\26\25\ _1)'5‘(22021)\23‘ ( \z \Z,| \z \Z, \) (6\2 07| \z \Z“)-S‘X\ﬁ‘ +
(
(

2,(2\24\25\ _1)_5‘(22mzl)\z3‘ (6\2 1\Zy] 5\2 \Zz\) 6\2 2\Z)| 5\22\2 \) 8‘X\D‘
2_(2\26\25\_1)‘5\(zzmzl)\z3\ (6\2 \Zy 5\2 \zz\) 6\2 2\Zy] 5\22\2\) S\X\D\
olarak elde edilir.m
Teorem 4.5.16 X sonlu bir kiime olsun. Birlesimlerin tam X -yarilatisi D ile
belirlenen ikili bagmntilarin tam yarigrubu B, (D) nin Z,NZ, =3, Z;nZ,=J ve
Z,NZ, = kosullar1 altinda regiiler elemanlarininin sayisi

R'(Q))

R|=

i=1

olur.

Ispat: X sonlu olsun. D X -yarilatisi ile belirlenen ikili bagmtilarin tam yarigrubu
By(D) nin, Z,nZ,=D, Z,nZ,=D ve Z,NZ;= kosullar altinda regiiler

elemanlarininin sayisinin Teorem 1.1.30 dan

Rl= 20 [R(D) =k,

D'eXy, i=11

olarak bulunur.m

Ornek 4.5.17 X ={1,2,3,4,5} ve X kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir aile
D ={{3}.{5}.{3.4}.{3.5}.{4.5}.{3.4,5}.{1,3.4,5}.{2.3,4,5},{1,2,3,4,5}} olsun. D
kiimesinin elemanlarim D ={1,2,3,4,5}, Z, ={2,3,4,5}, Z, ={1,3,4,5}, Z, ={3,4,5},
Z,={4,5},Z,={3,5}, Z,=1{3,4}, Z,={5} ve Z,={3}
ile gosterirsek D nin diyagrami yandaki gibidir. D nin her
alt kiimesinin kapsama bagmtisina gére bir en kiigiik iist

siir1 oldugundan D kiimelerdeki kapsama bagintisi ile bir

iist yarilatisdir. Ayrica D kiimelerdeki birlesme islemine
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gore kapali oldugundan tam X -yarilatisdir ve en bityiik elemani D olur. Ustelik
Z,nZ, =31 {51 =0
Z,nZ,={3}n{4,5 =2,
Z,nZ,={5\n{3,4} =2

oldugundan Teorem 3.5.13 den B, (D) nin idempotent elemanlarin sayisi,

1"(Q)[=9,

1 (Q,)|= 220, 1(Q,)| =38,

|*(Q3)\=379,

1(Q,)| =118,

1" (Q,)| =8,

I*(Q“)‘:Z, i

i=12

I*(Q6)‘:38’

17 (Q)| =4,

1(Q,)|=17,

I*(Q1o)‘=4:

1(Q)| =331, olup I,| =1168

olarak bulunur.

Ayrica Teorem 4.5.16 dan B, ( D) nin regiiler elemanlarin sayisi

21

Rl=2

i=1

R™(Q)[=6979

olarak bulunur.
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BOLUM 5
SONUC VE DEGERLENDIRME

Tez dort ana boliim altinda toplanmis olup bu boliimlerde asagida 6zet olarak
belirttigimiz sonuclar elde edilmistir.

Birinci boliimde, ilk olarak tez boyunca kullanilmis olan temel tanim ve teoremlerden
bahsedilmistir. Bu boliimiin son kisminda ise birlesimlerin tam X -yarilatisleri ve ikili
bagintilarin tam yarigruplar ile ilgili tanim, 6zellik ve iyi bilinen teoremler verilmistir.
Ayrica ikili bagintilarin tam yarigruplarinin sag birim, idempotent ve regiiler elemanlarinin
yapisi ve bu elemanlar arasindaki iliskiler ile ilgili teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde, X bos kiimeden farkli bir kiime olmak iizere elemanlari

2,c2,c2,cZ,cD,Z,c2,cZ,cZ,cD,
Z,cZ,c2,c2,cD,Z,cZ,cZ,cZ,cD,
2,cZ,cZ,cZ2,cD,Z,cZ,cZ,cZ,cD,
Z,cZ,c2,c2,cD,2,cZ,cZ,cZ,cD,
N2, D, LN\, #D, 2L\, #D, ZN\L #D,
LN, #D, L\2,#D, LN\, #D, Z,\Zs # D,
N, #D, Z\Z2,#C

kosullarmi saglayan D :{ Z,,2,,2¢, 25,24, 24, 2,, Z,, D } birlesimlerin tam X -
yarilatisinin 6zellikleri incelenmistir. Dolayisiyla D ye tam izomorf olan birlesimlerin tam
X -yarilatislerinin sinifi X, (X,9) olmak iizere bu sinifin elemanlar1 karakterize edilmistir.

D nin tam X -alt yarilatisleri bulunmustur. Bu tam X -alt yarilatislerin hangi kosullar

altinda XI -alt yarilatis olduklar1 belirlenmistir. Bu kosullar altinda B, (D) nin sag birim,

idempotent ve regiiler elemanlarinin yapisinin incelenmesi gerektigi elde edilmistir.

Ucgiincii béliimde, birlesimlerin tam X -yarilatisi olan D ye tam izomorf olan X -

yarilatislerin simifi %, (X,9) oldugundan bu siniftan alinan herhangi bir X -yarilatis ile

tanimlanan ikili bagintilarin tam yar1 grubunun sag birim ve idempotent elemanlarinin yapist

By (D) nin sag birim ve idempotent elemanlar1 yardimiyla karakterize edilmistir. B, (D)

nin sag birim ve idempotent elemanlarinin yapisi ve ayrica X sonlu bir kiime iken B, (D)

nin idempotent elemanlarinin sayisint veren formiil bulunmustur. Dolayisiyla X sonlu bir
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kiime iken ZZ(X,9) sinifinin  yarilatisleri ile tanmimlanan ikili bagintilarin tam

yarigruplarinin ~ idempotent  elemanlarinin  sayisininin - bu  formiil  yardimiyla

hesaplanabilecegi elde edilmistir.

Dérdiincii boliimde, X, ( X, 9) siifinin yarilatisleri ile tanimlanan ikili bagintilarin
tam yarigruplarinin regiiler elemanlarimin yapist By ( D) nin regiiler elemanlar1 yardimryla

tarif edilmistir. Bununla birlikte X sonlu bir kiime iken X, ( X, 9) sinifinin yarilatisleri ile

tanimlanan ikili bagintilarin tam yarigruplarinin regiiler elemanlarinin sayisini veren

formiil elde edilmistir.
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SEKILLER

m

Sekil 1. Elemanlar1 (1.1.1) kosullarini saglayan Q = {TO,TI,...,T } nun

QR T 1 1 1 DO

Sekil 2. Elemanlari (1.1.2) kosullarini saglayan Q ={T,,T,,T,,..., T, } nun

m

AIYAGIAMIL ..ttt e

Sekil 3. Elemanlar1 (1.1.3) kosullarini saglayan Q = {TO,TI,...,T]- yeees | } nun

m

Lo T 211 1 DO

Sekil 4. Elemanlari (1.1.4) kosullarini saglayan Q = {TI,TZ,T3,...,T } nun

m

Lo T 211 1| DS

Sekil 5. Elemanlari (1.1.5) kosullarini saglayan Q = {TI,TZ,T3,...,T } nun

m

AIYAGIAMIL. ..t

Sekil 6. Elemanlari (2.1) i saglayan D ={ Z,, Z,, Z, Z;, Z,, Z;, Z,, Z,, D |

NN AIYAZIAML. .« .ottt et e e aaas

Sekil 7. D nin X -alt yarilatislerinin diyagramlart. .....................cooeeinnin.

Sekil 8. Elemanlar: (2.4) kosullarim saglayan Q ={T,,T.,T,,T,,T,,T,,T,} nun

a2 T 211 1 DO

Sekil 9. Elemanlari (2.9) kosullarim saglayan Q ={T,,T.,T,,T,,T,,T,,T,} nun

QR T 1 1 1 DO

Sekil 10. D nin baz1 Xl -alt yarilatislerinin diyagramlari. ..........................

Sekil 11. Elemanlari (2.11) kosullarmni saglayan Q = {T,,T,,T,,T,,T,,T,,T,} nun

14D 1 0 1

Sayfa No

15

16

16

17

17

27

35

39

43

45

46



Sekil 12. Elemanlar1 (2.4) kosullarini saglayan Q yarilatisine tam « -izomorf 63
olan D’ yarilatisinin diyagrami. .............o.oieiiiiiiiiieiieieaneieie e

Sekil 13. Elemanlar1 (2.9) kosullarini saglayan Q yarilatisine tam « -izomorf 92
olan D’ yarilatisinin diyagrami. .............oeieiiiiiiiiniiaieeneiee e

Sekil 14. Elemanlar1 (2.11) kosullarini saglayan Q yarilatisine tam « -izomorf 114
olan D’ yarilatisinin diyagrami. .............o.oieiiiiiiiineiiaiiaen e

II
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