CANAKKALE ONSEKIiZ MART UNIVERSITESI
LiSANSUSTU EGIiTIM ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

MATRIS VE BIMATRIS OYUNLARIN BAZI PROBLEMLERI

YUKSEK LiSANS TEZi

OKAN GALATA

Tez Danismani

DR. OGR. UYESIi AYKUT OR

CANAKKALE - 2022






CANAKKALE ONSEKIiZ MART UNIVERSITESI
LiISANSUSTU EGITIM ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

MATRIS VE BIMATRIS OYUNLARIN BAZI PROBLEMLERI

YUKSEK LISANS TEZI

OKAN GALATA

Tez Danismani
DR. OGR. UYESI AYKUT OR

CANAKKALE - 2022



ETIiK BEYAN

Canakkale Onsekiz Mart Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii Tez Yazim
Kurallari’na uygun olarak hazirladigim bu tez ¢alismasinda; tez i¢inde sundugum verileri,
bilgileri ve dokiimanlar1 akademik ve etik kurallar ¢ercevesinde elde ettigimi, tiim bilgi,
belge, degerlendirme ve sonucglar1 bilimsel etik ve ahlak kurallarina uygun olarak
sundugumu, tez ¢aligmasinda yararlandigim eserlerin tiimiine uygun atifta bulunarak kaynak
gosterdigimi, kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigimi, bu tezde sundugum
calisgmanin 6zgiin oldugunu, bildirir, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim hak

kayiplarini kabullendigimi taahhiit ve beyan ederim.

Okan GALATA



TESEKKUR

Bu tezin gergeklestirilmesinde, calismam boyunca benden bir an olsun yardimlarini
esirgemeyen sayg1 deger danisman hocam Dr. Ogr. Uyesi Aykut OR, ¢alisma siiresince ve

hayatimin her evresinde bana destek olan degerli aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Okan GALATA
Canakkale, Ocak 2022



OZET

MATRIS VE BIMATRIS OYUNLARIN BAZI PROBLEMLERI

Okan GALATA
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisti
Matematik Anabilim Dal1 Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Dr. Ogr. Uyesi Aykut OR
27/01/2022, 51

Bu tez ¢aligmasinda iki kisilik sifir toplamli oyunlarin degerleri ile getiri matrislerinin
norm degerlerinin iligkisi incelenmistir. Bu kapsamda tezimizin giris boliimiinde oyun
teorisinin tarihsel gelisimiyle birlikte literatiirdeki calismalarin bir 6zeti ifade edilmistir.
Oyun, oyuncu, strateji gibi temel oyun teorisi kavramlarinin verildigi ikinci béliimde oyunlar

siiflandirilmis ve gosterim bigimleri verilmistir.

Ugiincii boliimde, iki kisilik bir oyunda birinin kazancinin digerinin kaybina esit

oldugu sifir toplamli oyunlar (matris oyunlar) incelenmistir.

Dordiincii boliimde iki kisilik sifir toplamli olmayan oyunlar (bimatris oyunlar) ve

bu oyunlarda Nash dengesi kavrami verilmistir.

Besinci boliimde literatiire 2009 yilinda kazandirilmis olan getiri matrisinin, matris
normlarindan olusan bir yontem ele alinmistir. Ayrica, Filbert, Hankel ve Hilbert matris
tanimlar1 verilmistir. S6z konusu 6zel tanimli matrisler yardimiyla ifade edilen oyunlar

incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Matris oyunu, Bimatris oyun, Matris normu, Oyun degeri.



ABSTRACT

SOME PROBLEMS OF MATRIX AND BIMATRIX GAMES

Okan GALATA
(Canakkale Onsekiz Mart University
School of Graduate Studies
Master of Science Thesis in Mathematics
Advisor: Assist. Prof. Aykut OR
27/01/2022, 51

This thesis examines the relationship between the value of two-player zero-sum
games and the norm values of the payoff matrices. In this context, the introduction chapter
of the thesis contains an overview of the research in the literature as well as the historical
evolution of game theory. In the second chapter, where basic game theory concepts such as

game, player, and strategy are given, games are classified and their representations are given.

In the third chapter, a two-person zero-sum game in which one’s gain is equal to the

other’s loss is investigated.

The fourth chapter introduces two-person non-zero-sum games known as bimatrix

games, as well as the concept of Nash equilibrium in these games.

The final chapter considers an approach consisting of matrix norms of the reward
matrix, which was introduced to the literature in 2009. Furthermore, Hilbert, Hankel, and
Filbert matrix definitions are given. Again, the games stated using these custom-defined

matrices are examined.

Keywords: Matrix game, Bimatrix game, Matrix norm, Game value
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BIRINCIi BOLUM
GIRIS

Oyun teorisi rekabetin bulundugu ortamlarda, belirli bir amaca yonelik karar verme
giiciine sahip unsurlardan olusan karar verme agamalarin1 matematiksel olarak inceleyen bir
teori olarak ifade edilebilir.

Glinlik hayatin akis1 icerisinde farkli konular ile ilgili kararlar almaktayiz. Bu
kararlar bazen sadece kendimizi ilgilendiritken bazen de karsimizdaki kisi, kurum veya
topluluklar: etkileyebilmektedir. Uygulamada iki veya daha fazla karar vericinin igeresinde
bulundugu karar verme problemleriyle karsilasmak miimkiindiir. Oyun teorisi bu tiir karar
ortamlarini a¢iklayan matematiksel bir disiplindir (Morris, 1994). Ayrica birden fazla karar
vericinin oldugu ve bu karar vericilerin hareketlerinin birbirlerini etkilemesi fikri oyun
teorisinin en 6nemli 6zelligidir. Eger karar vericiler (oyuncular) arasinda etkilesim olmazsa
elimizdeki model sadece bir dizi bagimsiz karar alma problemine doner (Yilmaz, 2009).
Ayrica karar teorisinin aksine, oyuncunun (karar vericinin) tercihini sonucu diger oyuncunun
kararlarina baghdir.

Birbiriyle rekabet eden ve her biri kazanmay1 isteyen iki ya da daha fazla sayida karar
vericinin (oyuncunun) bulundugu ortamlar oyun teorisinin uygulama alanlar1 arasina girer.
Ozellikle agik arttirmalarda, ihale diizenlemelerinden rekabet analizlerine kadar bir¢ok
ekonomik uygulamasi mevcuttur. Bunun yaninda yapay zeka yazilimlarinin karar vermesini
saglayan algoritmalardan tarimda arazi uygunlugunun belirlenmesine kadar bir¢ok bilim
alaninda kendisine yer edinmistir. 1959 yilinda Haywood, 2. Diinya savasindaki incelemeleri
sonucu oyun teorisi ile askeri gereklilikler arasindaki iliskiyi anlatan bir ¢alisma ile askeri
alana uygulamasini yapmustir.

Modern oyun teorisinin 1928 yilinda oyunlarin temel ilkeleri ile matematiksel
yapisini birlestirdigi “Minimax” teoremi ile basladig: kabul edilir. Daha sonra bu alandaki
ilk yazili kitap olarak ta bilinen John Von Neumann ve Oskar Morgenstern’in 1944’te
yayimlanan “Theory of Games and Economic Behaviour (Oyunlar teorisi ve ekonomik
davranig)” ¢aligmasi oyun teorisinin temelini olusturmustur. Oyun teorisinin tarihsel gelisimi
icerisinde ikinci en onemli nokta 1950-1953 yillart arasinda yaptigi ¢aligmalart ile John
Forbes Nash tarafindan ortaya konulmustur. Nash bu ¢alismalarinda hem rekabet¢i hem de

isbirlik¢i oyunlarda bir denge noktasi kavramini ortaya koymustur. Nash dengesi olarak



tanimlanan bu denge kavramiyla caligmalarindan yillar sonra 1994 yilinda kendisi Nobel
Ekonomi ddiiliine layik goriilmistiir.

Bu tez calismasi bes béliimden olusmustur. Ik boliimde oyun teorisinin ne oldugu
ve literatiirdeki gelisiminden bahsedilmistir.

Ikinci bolimde oyun teorisinin oyun, oyuncu, strateji vb. temel kavramlari
verilmistir. Oyuncular ve oyun teorisindeki yeri dikkate alinarak karar teorisinden farklari
ortaya konmustur. Yine birinci bdliimde oyun teorisinin 6nemli kavramlarindan biri olan
oyunlarin siniflandirilmalarinin hangi parametrelere gore farklilagtig1 verilmistir. Temelde
siiflandirmanin oyuncular arasinda iletisim ve is birliginin oldugu ve olmadig1 seklinde
yapildig1 ifade edilmistir.

Ugiincii béliimde oyun teorisinin kurulusundan itibaren énemli bir yere sahip olan
birinin kazancinin digerinin kaybina esit oldugu iki kisili sifir toplamli oyunlar ve temel
ozellikleri incelenmistir.

Dordiincti boliim iki kisilik ancak sifir toplamli olmayan oyunlarin ele alindig:
boliimdiir. Iki kisilik sifir toplamli olmayan oyunlar bimatris oyunlar olarak bilinmektedir.
Bi-matris oyunlarda denge noktasini veren denge stratejileri incelenmistir. S6z konusu
oyunlarda Nash dengesi olarak bilinen denge noktasi ve denge stratejileri ile elde edilen
denge ikilisi kavramlar1 6rnekler yardimiyla ifade edilmistir.

Besinci boliimde literatiire 2009 yilinda Izgi B. ve Ozkaya M. tarafindan
kazandirilmis olan matris normlar1 ve oyun degeri iligkisi incelenmistir. Getiri matrisinin
matris normlar1 yardimi kullanilarak herhangi bir ¢6ziim yontemi kullanmadan oyun degeri
i¢in yaklasik ¢oziimiin nasil yapildig1 ifade edilmistir. izgi ve Ozkaya (2019) ¢alismalarinda
getiri matrisinin satir ve siitun normlarmi kullanarak elde ettikleri sonuglar1 spektral norm
ve Frobenious norm kullanilarak da ifade edilebilecegi gosterilmistir. Ayrica, Hankel,
Hilbert ve Filbert matrisler kullanilarak 6zel tanimli matris oyunlar ifade edilmistir.

Son boliimde tezimizin sonuglar1 ifade edilmis ve bundan sonra yapilacak ¢aligmalar

i¢in Onerilerden bahsedilmistir.



IKiNCi BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

Calismamizin bu boliimiinde oyun teorisi ve genel 6zellikleri ile ilgili temel tanim ve
kavramlara yer verilmigtir. Bu kavramlar ( Barron, 1991; Guseinov ve ark., 2012; Morris,
1994; Neumann ve Morngestern, 1944; Owen, 1995; Yilmaz, 2009;) calismalarindan

derlenerek verilmistir.

2.1. Oyunlar ve Oyuncular

Genel olarak oyun, karsilikli etkilesim ortaminda karar vericilerin getirilerini ya da
kayiplarini en iyilestirebilmek i¢in sahip oldugu miimkiin segenekleri hangi siklikla ve nasil
kullanacagini tanimlayan kurallardan meydana gelen bir ¢atisma modelidir. Farkli yaklasim
ve ifadelerle sunulan bu teoride oyun kavramini aslinda rekabet eden ve rasyonel bir sekilde
getirilerini arttirmak isteyen en az iki karar vericinin (oyuncunun) bulundugu karar ortami

seklinde tanimlamak miimkiindiir.

Karar vericilerin oyuncular oldugu karar alma siirecinin bir oyun olarak

degerlendirilebilmesi i¢in su 6zelliklere sahip olmasi gerekmektedir (Morris, 1994):
(1) Siirh sayida oyuncu vardir

(i) Her oyuncu kendisin ve diger oyuncu veya oyuncularin sahip oldugu olasi
seceneklerin  kiimesini bilir ancak kargidaki oyuncunun hangi alternatifi

kullanacagini bilmemektedir.
(ili)  Oyuncularin ¢ikarlar1 diger oyuncularinkinden farklidir.

(iv)  Oyuncularin getirileri sadece kendi alacaklari kararlar ile degil diger oyuncularin da

alacag kararlara baghdir.
(v) Oyuncularin olas1 segenekler kiimesinden verecegi karalar neticesinde elde

edilen sonuclar hesaplanabilir olmalidir.

Oyun i¢inde yer alan, kazanglarin1i maksimize etmek amaciyla bir tercih yapan ve bu

tercihler sonucunda bir getiri (kazang ya da kayip) elde eden birey veya gruplara oyuncu



denir. Oyunda oyuncunun stratejik olarak karar vermesindeki en énemli nokta, kendisinin

verdigi kararlarin yaninda rakibinin kararlarini1 da tahmin etmektir.

2.2. Stratejiler

Bir oyunda herhangi bir oyuncunun oyunun basindan sonuna kadar ortaya
cikabilecek olast durumlarin tamami i¢in yapilan tercihleri belirten kurallarin tamamina

strateji denir. Strateji yap1 bakimindan su 3 kosulu saglamalidir (Morris, 1994):
(1) Strateji oyun siiresince olugabilecek tiim durumlarda uygulanabilir olmalidir.

(i)  Oyuncularin oyun sirasindaki hamleleri rassal degil oyunun kuralina goére

belirlenmelidir.

(ilf)  Oyunun olasi her durumu igin yapilacak olan hamle sansa veya oyuncunun

keyfi kararina gore degil alternatif se¢cimlerden olusmalidir.

Oyunda oyuncularin amaci, kendilerine en fazla getiriyi saglayacak stratejiyi
belirlemektir. Stratejiler farkli kriterlere gore simiflandirilirlar. Oyun esnasinda bilingli
olarak yapilan se¢cimler davranis stratejileri (satrang, dama oyunlar1) ve sansa bagl ortaya
cikan sans stratejileri (zar oyunlari) olarak adlandirilir. Ancak her iki strateji tiiriiniin bir
arada karsimiza ¢ikt1g1, kagit oyunlar1 ve tavla oyunu, durumlar da sz konusu olabilir. Ote
yandan oyuncular sahip olduklar1 strateji sayis1 dikkate alindiginda sonlu sayida stratejiye
sahip durumlarda sonlu oyun, sonsuz sayida stratejiye sahip oldugu durumlarda sonsuz oyun

olarak siniflandirilirlar.

Oyuncularm oyun sirasinda sahip oldugu stratejileri olasilik olay1 icermeden segtigi
diistintildiiglinde, oyunun sonucunu tek bir strateji ¢iftinin olusturmasi durumu saf (piir)
strateji, oyunun sonucunu birden fazla strateji ¢iftinin belirlendigi yani strateji ¢iftlerinin

olasilik degerleri ile ifade edildigi durum karma strateji olarak adlandirilir.



2.3. Oyunlarin Simiflandirilmasi

Oyunlarin siniflandirilmalar farklilik gosterse de temelde sans oyunlari ve stratejik
oyunlar olmak {iizere ikiye ayrilirlar. Strateji oyunlar belirsizlik icermesi ve uygulamada
daha fazla karsilik bulmasi sebebiyle oyun teorisinde daha ¢ok bu oyunlar iizerinde
caligmalar yapilmaktadir. Oyuncular oyun siiresince rasyonel davrandiklar1 varsayimi geregi
her zaman kendilerine en yiiksek kazanci getiren segenegi rakiplerinin tercihlerini de dikkate
alarak oyunu belirlemektedir. Strateji oyunlar1, oyundaki oyuncularin sayisina, oyuncularin
strateji kiimelerinin sonlu olup olmamasina ve oyuncularin sahip oldugu bilgiye gore

siniflandirilmaktadir.

Strateji  oyunlar1 temelde isbirlikli (cooperative) ve isbirlikli olmayan
(noncooperative) oyunlar olarak siniflandirilirlar. isbirlikli oyunlar, sabit toplamli olmayan
hemen her oyunda uygulanmasi miimkiin olan ve oyuncularin kendi aralarinda anlasarak
karar verebildikleri oyunlardir. Bu oyunlarda ¢oziimler is birligi i¢inde olan tiim gruplari

memnun edecek sekilde tasarlanmustir.

Oyuncularin rakibin kazancini diisiinmeden kendi kazancin1 maksimallestirme ¢abasi
i¢inde oldugu oyunlar isbirlikli olmayan (isbirliksiz) oyunlar olarak adlandirilir. Isbirliksiz
oyunlar kendi igerisinde zaman agisindan statik (es zamanli) veya dinamik (siral), bilgi
acisindan ise tam bilgili veya eksik bilgili oyunlar olarak siniflandirilirlar (Y1lmaz, 2009).
Dinamik oyunlar yayvan bicimde gosterim daha yaygin olarak kullanilir. Bu gosterim bir

oyun agact yardimi ile ifade edilir.

Statik oyunlar ise oyuncularin tam bilgi altinda ve es anli (statik) olarak hareket
ettikleri varsayilir. Tam bilgiden kasit oyundaki her oyuncunun hamleleri sonucunda elde
ettikleri kazanglarin tiim oyuncularin ortak bilgisi dahilinde olmasidir. Bu oyunlarda zaman
yoktur. Her oyuncu hareketini bir kez ve aym1 anda seger. Es anli denmesinin nedeni
oyuncularin birbirlerinin hareketini gézlemleyememesini ifade eder. Ayrica statik oyunlarda
birinci oyuncu satir oyuncusu, ikinci oyuncu siitun oyuncusu olarak adlandirilir. Dolayisiyla
bu oyunlar matrisle gosterilirler. S6z konusu oyunlar, oyuncu sayisina gore iki kisilik ya da

n > 2 olmak iizere n —kisilik olarak adlandirilir.

Stratejik oyunlar sinifinda yer alan statik oyunlar oyunun getirilerine agisindan, sabit

toplamli oyunlar veya sabit toplamli olmayan oyunlar olarak iki farkli sinifta yer almaktadir.



Sabit toplamli oyunlarda oyuncular hangi stratejiyi kullanirsa kullansin getirileri toplami
sabittir. Getiri toplam1 6zel olarak sifir alindiginda sifir toplamli oyunlar elde edilir. Sifir
toplamli olan oyunlar sabit toplamli oyunlarin i¢inde en fazla ¢alisilanidir. Sifir toplamli
oyunlarda oyuncularin ¢ikarlar1 birbirine tamamiyla zittir. Ciinkii, herhangi bir oyuncunun
kazancindaki artis baska bir oyuncunun kazancinda o kadar azalma demektir. Ancak sabit
toplamli olmayan oyunlarda oyuncularin ¢ikarlar1 tamamiyla zit degildir. Oyuncular birlikte
hareket ederek ¢ikar saglayabilirler. Dolayisiyla bu tanimlamalara gore iki kisilik sifir
toplamli oyunlar (matris oyunlar) bir oyuncunun kazancinin diger oyuncunun kaybina esit
oldugu oyunlardir. Iki kisili sifir toplamli olmayan (bimatris oyunlar) oyunlarda oyuncularin

getirileri toplamu sifir degildir. Oyuncular ayn1 anda kazanip ayni anda kaybedebilirler.

Strateji oyunlarinin bir bagka smiflandirmasi ise boliim 2.2 de bahsedildigi gibi
strateji sayilarina gore yapilabilir. Oyuncularin strateji kiimeleri sonlu ise sonlu oyun, strateji

say1si belirsiz ise oyun sonsuz oyun olur.

Stratejik Oyunlar

Noncooperative Cooperative

7S

Infinite
Finite / \
Static Infinite
MNoncooperative Dynamic
Infinite

Dynamic Games

e

Static Games

Two Person  N-person Non

Zero Sum Zero Sum
Bimatrix

Two Person

Zero Sum
Differencial Game
Stochastic Game

Sekil 1. Oyunlarin Siniflandirilmasi

M-person Non
Zero Sum
Differencial Game
Stochastic Game



2.4. Oyunlarin Gosterimleri

Oyun teorisindeki ¢alismalarin farklilastigi kavramlardan bir tanesi de oyunlarin
gosterim sekilleridir. Oyunlarin gdsterimleri, normal (stratejik) olarak, yayvan (extensive)
olarak ve karakteristik fonksiyon yardimi ile gosterim olmak iizere temelde {i¢ ana baslik
altinda toplanmaktadir. Oyunlarin siniflandirilmalar1 géz 6niine alindiginda statik oyunlar
normal bi¢imde, dinamik oyunlar yayvan big¢imde ve igbirlikli oyunlar da karakteristik

fonksiyon yardimi ile gosterilir.

2.4.1. Normal Bicimde Gosterilen Oyunlar

Oyun siiresince, oyuncularin sahip olduklari strateji kiimelerinden yaptiklari se¢imler
sonucu elde edilen getirilerin (kazanglarin) matris ile ifade edildigi oyunlar bu smifta yer
almaktadir. Strateji se¢imleri sonucu elde edilen getirilerin yazildigi matrise getiri matrisi ya
da 6demeler matrisi denir (Morris, 1994). Statik oyunlar, oyuncularin stratejilerini es
zamanli ve birbirlerinden bagimsiz bir sekilde sectigi, ¢ogunlukla da normal bigimde
gosterilen oyunlardir. S6z konusu bi¢cimdeki oyunlarda oyunun sonucuna gore farkli getiri
matrisi kullanimlar1 bulunmaktadir. Yani iki kisilik sifir toplamli olmayan bir statik oyunun

normal bi¢imde gdsterimi asagidaki getiri matrisi ile verilmektedir.

11 11,
I (ay,by) (asz, by)
I (az, b3) (a4, b4)

Getiri matrisinde, I. oyuncunun getirisi (kazang ya da kayip) sirali ikililerin ilk bilesenine,

1. oyuncunun getirisi (kazang ya da kayip) sirali ikililerin ikinci bilesenine yazilmistir.

Iki kisilik sifir toplamli oyunlarda oyuncularin getirileri toplamu sifir oldugundan bimatris

oyunundaki getiri matrisinde
aij+bij=0, l,]=1,2

olur. Dolayisiyla bu oyunlar bimatris ile degil sadece satir oyuncusunun getirilerinin

gosterildigi



1, 11,
I [a b
11 c d

matris ile ifade edilir.

2.4.2. Yayvan Bicimde Gosterilen Oyunlar

Yayvan bi¢imde gosterilen oyunlar daha ¢ok dinamik oyunlarda karsimiza
cikmaktadir. Dinamik oyunlar ardisal hareketlerin oldugu, oyuncularin birbirlerini
gozlemledigi ve bu gézlemler sonucu hareket ettigi oyunlardir. Bu oyunlar oyun agaglari
kullanilarak gosterilir (YILMAZ, 2009). Bir oyun agaci, oyunun herhangi bir agsamasinda
herhangi bir siire zarfinda oyucularin oyunu oynamasi asamasinda, stratejilerinin ne
olacagini gosteren bir bigimli oyunlardir. Bu tiir oyunlarin normal formdan en biiyiik farki
kurulan modellere zaman bileseni eklenmesidir.

Bir oyun agacinda bu sebeple kok, dallar ve diigiimler yer almaktadir. Bunlarin
yaninda oyunun oynanmast i¢in bir ilk harekete gerek vardir. Bu hareketlerin bulundugu
diiglime baslangic diiglimii, kok adi verilir. Her dal bir diiglime bir karara sahiptir. Bu
nedenle her diigiim birden fazla stratejiye sahip olabilir. Bir diigiim dallara ayrilmiyorsa bu
durumdaki diigiime son diigiim adi verilir (Ugan ve Aytekin, 2013). Statik oyunlardaki

matris gosterimi dinamik oyunlar i¢in pek elverisli degildir.

KOK

Son Diigiim Son Digiim Son Diigiim Son Digiim Son Diigiim

Sekil 2. Oyun agacinin gosterilme semasi



2.4.3. Karakteristik Fonksiyonlar

Isbirlikli (cooperative) oyunlarin gdsteriminde karakteristik fonksiyonlar kullanilir.
Oyuncu sayisinin keyfi bir alt kiimesi koalisyon olarak bilinir (Ahlat¢ioglu ve Tiryaki, 1998).
Her bir K koleksiyonuna en biiyiik v(K) &demesini karsilik getiren v fonksiyonuna

karakteristik fonksiyon denir.



UCUNCU BOLUM
iKi KiSILiK SIFIR TOPLAMLI OYUNLAR

Iki oyuncunun da getirileri toplamimin sifir oldugu oyunlara iki kisilik sifir toplamli
oyun denir. Bu boliimde tam bilgili statik oyunlar sinifinda yer alan iki kisilik sifir toplaml
oyunlar ele alinmistir. Iki kisilik sifir toplaml1 oyunlar getirileri matris ile ifade edilebildigi
icin matris oyunlar olarak da adlandirilirlar. S6z konusu oyunlarda en 6nemli unsur; her
oyuncunun rakibinin kendisinin hangi stratejiyi sececegi hakkinda tam bilgiye sahip
olmasinin yani sira kendisi i¢in maksimum kazanci getirecek olan stratejiyi segme sansina
sahip olmasidir. Herhangi bir matris oyununda /. oyuncunun m tane stratejisi /1. oyuncunun
n tane stratejisi oldugu durumda olusan mxn lik matrise oyunun getiri matrisi denir (Owen,
1995).

Getiri Matrisi

. oyuncunun m tane stratejisi II. oyuncunun n tane stratejisi oldugu durumda bir
oyununun getirisi mxn lik matris ile ifade edilir. I. oyuncu keyfi i. stratejisi olan I; ve II.
oyuncu keyfi j. stratejisi olan /I; ile oynadiginda elde edilen getiri a;; olur. Bu getiri I.
oyuncunun getirisini gostermektedir. Oyun sifir toplamli oldugundan /1. oyuncunun getirisi
—a;j ile ifade edilir. Dolayisiyla I. oyuncu Iy, Iy, ..., L, stratejilerine I1. oyuncu Iy, Iy, ..., I,

stratejilerine sahip iken oyunun getiri matrisi

I, I, - II,

I [a11 Q2 Qn
A=1, |01 Qi1 * Qpn
L, a1 a11 - aqq

olur. Getiri matrisi /. oyuncunun getrilerini ifade etmektedir. Oyun sifir toplamli oldugu i¢in
11. oyuncunun getirilerini gosteren matris —A ile ifade edilir. Getiri matrisinin herhangi bir
eleman1 pozitifse, /1. oyuncu, I. oyuncuya bu miktarda 6deme yapar. Matrisin herhangi bir
eleman1 negatif ise I. oyuncu, II. oyuncuya bu negatif elemanin mutlak degerine esit

miktarda 6demede yapar (Owen, 1995).
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3.1. Saf Stratejiler ve Denge Noktasi

Boliim 2.2 de strateji kavramini, bir oyunda herhangi bir oyuncunun oyunun basindan
sonuna kadar ortaya ¢ikabilecek biitiin durumlar i¢in oyuncularin yaptig1 secimleri belirten
kurallar biitliniinii strateji olarak tanimlamistik. Oyun siiresinde oyunculardan herhangi biri,
diger oyuncunun sectigi stratejiyi dikkate almadan tek bir stratejiyi kullandig1 yani diger

stratejilerini sifir olasilikla kullandig stratejiler piir(saf) strateji olarak adlandirilir.

Bu kisimda saf stratejiler sinifinda denge noktasi ve oyunun oynanma siireci ifade

edilecektir.

Tamm 3.1.1 (Barron, 2008) A matrisinde i satir numarasi , j siitun numarasi olmak
tizere (i, j) ikilisi matris oyununda bir durum belirlemektedir.i = 1, .....,mvej =1, .....,n
i¢in

al-j* < ai*j*,‘v’i

esitsizligini saglayan (i*, j*) durumu bir denge durumudur. Denge durumundaki a;- =~ matris
elemanina saf stratejiler sinifinda denge (eyer) noktasi denir. Denge noktasi tanimi dikkate
alindiginda a;-;« eleman1 satirdaki en kiigiik siitundaki en biiyiik eleman olarak da ifade
edilebilir. Asagida verilmis olan getiri matrislerinde a,; = —1 A matrisinin, b;, = 1 ve
b33 = 1 B matrisinin denge noktalaridir. Ancak C matrisin bir denge noktas1 yoktur.
Az(j i) B=<—21 (1) —11> C:<11 g é)
3 1 1 2 -1 1

Denge noktasin1 veren stratejiler en iyi stratejilerdir. Denge durumunda ortaya ¢ikan
degerler 1. oyuncunun elde edecegi kazanglarin maksimumunu gosterirken, /1. oyuncunun
da kayiplarinin minimumunu gosterir. Oyunculardan herhangi biri veya her ikisi denge

stratejisini tercih etmedigi zaman, oyuncularin kazanglarinda azalma veya kayiplarinda

artma olur. Dolayisiyla denge stratejilerini segmek rasyonel bir davranistir.

11



Teorem 3.1.2 (Barron, 2008) A = (a;;) getiri matrisinde a;; ve ay; denge noktalart

ise bu durumda a;; ve a,; degerleri de denge noktasidur. Ustelik,
A;j = Qg = A = Agj

dir.

Tamim 3.1.3 (Barron, 2008) Getiri matrisi A = (a;;) olan bir matris oyununda

VT = max min a;j
i=1,2,..mj=12,..,n

degerine oyunun alt degeri,
+

vT = min max a;;
j=1,2,..,ni=1,2,..,.m

degerine oyunun {ist degeri ve alt degerin iist degere esit oldugu

v degerine de oyun degeri denir.

I. oyuncunun kazanglarimin alt sinir1 v~ degeri, /1. oyuncunun kayiplariin iist sinir1

v*degeri ile ifade edilmektedir.

Bir matris oyununda /. oyuncunun m tane {I, I, ... ....., I, }, I1. oyuncunun n tane
{1}, 11, ... ..., 1I,,} saf stratejisi oldugunu kabul edelim. Oyunda her iki oyuncu da
stratejilerini kullanarak kazanglarimi(getirilerini) maksimallestirmeye ¢alisacaklardir. Oyun
sifir toplamli oldugundan I. oyuncunun kazancini maksimallestirmesi, /1. oyuncunun
kaybin1 minimallestirmesine denk olur. /. oyuncunun I; stratejisini segtigini varsayalim. Bu

durumda 1. oyuncunun segecegi en iyi strateji,

ad:;: = min a;;
U« y=12,.n Y

esitsizligini  saglayacak [II; stratejisi olur. Bunun izerine [. oyuncu kazancini

maksimallestirmek i¢in

max min aq;; = min a;;
i=1,2,..mj=1,2,...,n j=1,2,..n "

olacak bicimdeki I;, stratejisidir. Benzer bigimde II. oyuncunun [I;, stratejisini sectigini

varsayalim. Bu durumda I. oyuncunun segecegi en 1yi strateji,

12



W i=1,2,om Y

esitligini saglayan [; stratejisi olur. Buna karst II. oyuncunun amaci getirileri

minimallestirmek oldugundan segecegi en iyi strateji,

min = max a;; = max a;;
j=1,2,..,ni=12,..,m i=1,2,..,.m 7

esitligini saglayacak II; stratejisi olacaktir.

Teorem 3.1.4 (Barron, 2008) Getiri matrisi A = (aif)mxn olan oyunda
v <vt
dir.
Ispat 1. oyuncu I; ve I1. oyuncu I1; keyfi stratejilerini segsinler ve bu durumda

min a; ; < a; ;
j=1,2,..n =/ il

olur. Bu esitsizlikte her sabitlenmis i, = 1,2, .....,n i¢in dogru oldugundan,

max min @;; < max a;;
i=1,2,...mj=1,2,..,n i=1,2,..m °*

oldugu bulunur. Son esitsizlikte j, keyfi sabitlenmis oldugundan,

max min a@; < min  max a

i=1,2,.,mj=12,...n j=1,2,...,ni=1,2,..m

yani,

oldugu goriiliir.

Ornek 3.1.5 Getiri matrisi asagidaki sekilde verilmis olan oyunun degerini bulalim.

3 41 5 6
A-|5 33 40
5 6 4 4 7
7 -1 3 6 0
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vo o= max4] min aU = max {mjinalj, mjinazj, mjina3j, mjina4j}
= max{1,0,4,—1} =4
vt = ]rr111n5 1max a;j = min {miaxail,rniaxaiz,rniaxai_o,, Maxaq, miaxaiS}

= min{7,64,6,7} = 4

olur. Dolayisiyla v~ = v+ = 4 oldugundan oyun degeri v = 4 olur.

Ornek 3.1.6 Okan ile Merve birbirlerinden sakli olarak (0,4) araligindan bir tam say1
secip bir kagida yaziyorlar. Tutulan sayilarin toplami tek ise Okan, ¢iftse Merve kazaniyor.
Kaybeden taraf, kazanan tarafa saymin toplaminin karesi kadar para ddiiyor. Oyun matrisini

yaziniz.

Coziim Oyundaki oyunculardam Okan’in strateji kiimesi {04, 0,, 03} Merve’nin

strateji kiimesi {M,, M,, M5} ile gosterilsin. Burada
0, = (0,4) araligindan 1’i segmesi
0, = (0,4) araligindan 2’yi segmesi
= (0,4) araligindan 3’1 se¢mesi
dir. Merve’nin de benzer se¢imleri oldugu diisiiniiliirse oyunun getiri matrisi

MERVE
My  M; Ms

0, /-4 9 -—16
OKAN 0, | 9 —16 25
0; \-16 25 -36

olarak elde edilir. Satir minimumlar siitun maksimumlarina esit olmadig1 i¢in oyunda denge

noktasi yoktur.

Ornek 3.1.6 da oldugu gibi saf stratejiler smifinda denge noktasma sahip olmayan

oyunlar i¢in bir sonraki boliimde farkli bir strateji tanimi verilecektir.
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3.2 Karma Stratejiler ve Denge Noktasi

Bir onceki boliimde saf stratejiler sinifinda denge noktasina sahip oyunlarin oyun
degerinden bahsedildi. Matris oyunlarinda saf stratejiler sinifinda her zaman bir oyun degeri
olmayabilir (Owen, 1995). Bu gibi durumlarda oyuncular herhangi bir stratejisini segerek
denge noktasini elde edemez. Ciinkii I. oyuncu siirekli I; stratejisini sectiginde /1. oyuncu
bu durumu anladiginda her zaman kendi en iyi stratejisini seger. Dolayisiyla /1. oyuncu her
zaman avantajli duruma geger. Benzer durum I. oyuncu i¢inde gegerlidir. Dolaysiyla oyun
higbir zaman dengeye ulasmaz ve sonsuz bir tekrara girebilir. Ancak, oyuncular stratejilerini
rastgele segerlerse bu durum ortadan kalkmis olur. Bu durumda oyuncular rakibinin hangi
stratejiyi sectigini tahmin edemez ama hangi siklikla segtigini tahmin edebilir (Morris,
1994). Bu bolimde oyuncularin, oyun esnasinda stratejilerini rasgele sectigi yani saf

stratejilerin rasgele siralanisindan olusan karma strateji tanimi verilecektir.

Tammm 3.2.1 (Owen, 1995) Oyuncularin saf stratejilerini se¢gme olasiliklarini
gosteren rassal degiskenlere oyuncularin karma stratejileri denir. Dolayisiyla, m X n lik

matris oyununda I. oyuncunun karma stratejisi

x;>01<i<m

ve
m
le' =1
i=1
olacak bigimdeki x = (x1, X3, cuv oo, X)) vektoridiir. Dolayisiyla I. oyuncunun karma
stratejilerinin kiimesi
m
X={x=(03% cccee, X)) : 5, =20,(i=1,.....,m) in =1}
i=1

seklinde gosterilir. Benzer sekilde /1. oyuncunun karma stratejiler kiimesi

n
Y={y=0uy2 W) ¥;20,(G=1,....,0) Zyj =1}
=1
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ile gosterilir.

. oyuncunun x = (xq, X, ... ....., X,,) karma stratejisi ile oynamasi I; saf statejisini
X1, I, saf stratejisini x, benzer sekilde I,,, saf stratejisini x,,, olasilig1 ile oynadig1 anlamina
gelir. I1. oyuncu iginde benzer durum sdz konusudur. Ote yandan, I. oyuncu i. stratejisini 1
olasilikla diger tiim saf stratejilerini 0 olasilikla sectiginde yani X = {0,0, ...,0,1,0, ...,0}
karma stratejisi ile oynadiginda sadece i. saf stratejisi ile oynamis olur. Bundan dolay1

mevcut saf stratejiler karma stratejilerin 6zel bir halidir.

Getiri matrisi
a;;  Qaqo A1in
A= as, a:zz Qzn
Am1 Amz " Qmn

olan bir oyunda I. oyuncu X = {x1,x5,...,x,} karma stratejisi ve II. oyuncu Y =

{¥1, V2, .-, ¥n } karma stratejisini segtiginde I. oyuncunun beklenen kazanci;

m

z XiAijyij

n
i=1j=1

bi¢ciminde elde edilir. S6z konusu getirinin matris ile temsili;

E(X,Y) = XAYT

V1
biciminde gosterilir. Burada yT vektorii, yT= lyzl, Yy = (Y1, Y2, -, Vn) € Y vektoriiniin
Yn

transpozudur.

1. oyuncu X = {xq, x5, ..., X, } karma stratejisi ve /1. oyuncu keyfi j saf stratejisini

sectiginde, I. oyuncunun beklenen kazanci(getirisi)
n
Z XiQij
i=1
olur. Benzer bigimde I. oyuncu keyfi i saf stratejisi ve I1.oyuncu Y = {y;,y,, ..., ¥, } karma

stratejisini sectiginde I. oyuncunun beklenen kazanci(getirisi)

m
Z aijYj

j=1
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olur.

Teorem 3.2.2 Matris oyuncularimin karma stratejiler kiimeleri kompakt ve konveks

kiimelerdir.

Ispat (Guseionov ve ark., 2012) (x4, X3, ... ..., X;,) € X olsun.

”x”=\/x12+X§+"'+X,gnSx1+x2+...+xm=1

dir. Yani keyfi x € X icin ||x|| < 1 olur. Bu ise X kiimesinin siirl1 olmasi demektir. Ote
yandan, X kiimesi kapali kiime oldugundan X kiimesinin kompakt oldugu elde edilir. Ote

yandan
x@ = (xﬁl),xgl), ....,x,(,%)) €EX,x@® = (xiz)’xgz)’ ....,x,(,f)) €EX
ve a € [0,1] olsun.
ax® + (1 —a)x®@ = a:xfl) + (1 - a)xiz) +a xél) + (1 - a)xgz) + o+ a'x,(,%) +
1- a)x,(,f) dir. Hipotezden i = 1,2, ..., m igin
xl.(l) >0, xl.(z) >0 = axl.(l) +(1- a)xi(z) >0

olur. Ayrica Z}lei(l) =1ve Z?lei(z) = 1 oldugu i¢in

m m m
E(Qxi(l) +(1- a)xi(z)) = Z axi(l) +)>(1-0a) xi(z) =1
i=1 i=1 i=1

elde edilir. Buise ax® + (1 — a)x@® € X demektir. Yani X konvekstir.

Tamm 3.2.3 (Morris, 1994) A = (a;;), m X n lik bir matris oyunu olsun. O halde,

V-(4) = max r;lelpE X,Y)

sayisina karma stratejiler sinifinda oyunun alt degeri,
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Ve(4) = miy ma ECXY)
sayisina da karma stratejiler sinifinda oyunun iist degeri ad1 verilir.
V(4) = V(4) = v
ise oyunun degeri vardir ve v sayisina oyun degeri ad1 verilir.

Teorem 3.2.4 (Von Neumann, 1944) Getiri matrisi

A=

aj; aln]
Am1 > Qmn

olan iki kisilik sifir toplamli sonlu oyunlarin karma stratejiler sinifinda her zaman oyun

degeri vardir. Yani,
V,(A) =V.(4) =v

dir.

Tamm 3.2.5 (Barron, 2008) v oyun degeri olmak tizere,

min E(X*,Y) max minE (X,Y)
y Xy

olacak bi¢imdeki X™* stratejisine I. oyuncunun optimal stratejisi,

max E (X, Y*) min maxE (X, Y)
x y X

olacak bigimdeki Y* stratejisine I1. oyuncunun optimal stratejisi denir.

1. oyuncu X™* optimal stratejisi ile oynadiginda en az v(A) degeri kadar kazanacagini garanti
ederken II. oyuncu da Y* optimal stratejisi ile oynadiginda en fazla v(A) degeri kadar

kaybedecegini garanti etmis olur.

Teorem 3.2.6 (Owen, 1995) A = (a;;), m x n lik bir matris ve X*, Y* sirastyla I. ve

11. oyuncunun optimal stratejileri olmak tizere asagidaki esitsizlik saglanir.

V(M) < E(X",Y") < V(M)
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Tamm 3.2.7 (Owen, 1995) I.oyuncunun X* karma stratejisi, Y*, I1. oyuncunun karma

stratejisi olmak lizere,
EX,Y) <EX"Y") <EX"Y)

olacak bi¢imdeki (X*,Y™) ikilisine karma stratejiler sinifinda bir eyer(denge) noktas,

X* ve Y* stratejilerine denge stratejileri denir.

Tamm 3.2.8 (Guseinov ve ark., 2012) X* € X, I. oyuncunun, Y* € Y, I1. oyuncunun
optimal karma stratejisi ve v oyun degeri olsun. O halde oyunun ¢oziimii (X*,Y*,v) ile

tanimlanmaktadir.

Tammm 3.2.9 (Barron, 2008) X = {xy, x5, ..., x,}, I. oyuncunun optimal karma
stratejisi olsun. Keyfi i igin x; > 0 olan I; saf stratejisine I. oyuncunun aktif stratejisi benzer
sekilde Y = {y;,¥2, ..., ¥}, II. oyuncunun optimal karma stratejisi olsun. Keyfi j igin

yj > 0 olan [I; piir stratejisine /1. oyuncunun aktif stratejisi denir.

Teorem 3.2.10 (Barron, 2008) (X, Y, v), getiri matrisi (A),,xm ile verilmis bir oyunun

¢Oziimii ve mevcut piir stratejilerin hepsi aktif strateji ise bu takdirde,

n

EX,j) = inaij =v

i=1
ve
m
E(l, Y) = Z a;;jyi =v
j=1
dir.

Matris oyunlarin ¢oziimlerine katki saglayabilen tstiinlik (baskinlik) stratejisi

kavramini ifade edelim.

Tamm 3.2.11 (Barron, 2008) A = (a;;), m x n lik bir matris olsun. Eger

a;j = ay;j, Vi=12,..,m
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esitsizligi saglantyor ise I. oyuncunun i. stratejisi k. stratejisine baskindir benzer sekilde
al-j < ail,Vi = 1,2, o, n

ise I1. oyuncunun I1; stratejisi I1; stratejisine baskindir denir. Bir matris oyununda bastirilan

stratejiler silindikten sonra oyun sadelesmis olur.

I. oyuncunun I; stratejisi I, stratejisine baskin olsun. I. oyuncu I; stratejisi ile
oynadiginda buna karsin II. oyuncunun strateji se¢iminden bagimsiz olarak I. oyuncu k.
stratejisini segtigi anda elde ettigi getiriden (kazangtan) daha fazlasina ulasir. Dolayisiyla I.

oyuncu [, stratejisini kullanmaz. Benzer durum I1. oyuncu i¢inde gegerlidir.

Ornek 3.2.12 Getiri matrisi

1 -1 1
A=[3 2 0
1 2 2

olan bir matris oyunu verilmis olsun. Bu sekildeki bir matriste oyuncularin hicbir stratejisi

digerine baskin degildir.

Ornek 3.2.13 Getiri matrisi
2 4 8
A=12 0 10
0O 2 =2

olan bir matris oyunu verilmis olsun. Ustiin stratejileri belirleyip oyunu sadelestiriniz.

Coziim Oyunun getiri matrisinde
alj > a3j, VJ = 1,2,3

oldugundan I. oyuncunun I, stratejisi I5 stratejisine baskindir. Bu durumda I. oyuncu I;
stratejisi ile oynadiginda /1. oyuncu hangi stratejisini secerse segsin I3 stratejisinden fazla
kazanacaktir. Bu kosullar altinda rasyonel oldugu varsayilan I oyuncu higbir zaman I3

strateji ile oynamak istemeyecek ve o strateji satirt matristen silinecektir. O halde

20



2 4 8

A'=[2 0 10

olur. A" matrisinde
(057 < a;s, Vi = 1,2

oldugundan 1. oyuncunun II, stratejisi I1; stratejisine baskindir. Bu durumda /. oyuncu
hangi stratejisini segerse se¢sin II oyuncu kayiplarimi azaltmak igin II5 stratejisini tercih

etmeyecek ve o strateji siitunu matristen silinerek

2 4
2 0

Al’ — [
elde edilir. I. oyuncu i¢in kalan stratejiler dikkate alindiginda

aij = ayj, Vj=1,2

oldugundan I. oyuncunun I; stratejisi I, stratejisine baskindir. Yukaridaki agiklamalara

benzer olarak basilan strateji silinerek
A" =12 4]

elde edilir. Yeni olusan matrise gore 1. oyuncunun tek alternatifi vardir. I1. oyuncu i¢in /1,
stratejisini oynamak daha fazla kaybedecegi anlamina geldigi ig¢in I/. oyuncu i¢in baskin

strateji I1; stratejisidir. Basilan strateji siitunu matristen silinerek
AIII — [2]

elde edilir. Yani I. oyuncu I, stratejisi ve I1. oyuncu II; stratejisini secerek oyun degerine

ulasmis olacaktir.

Baskin stratejiler silindikten sonra elde edilen yeni matris ile verilen oyun

sadelestirilmis oyun olarak ifade edilir (Guseinov ve ark., 2011).

Teorem 3.2.14 (Guseinov ve ark., 2011) Sadelestirilmis oyunun ¢oziimii verilen

oyunun da ¢oziimiidiir.

Baskin stratejiler oyunun getiri matrisinden silinmektedir. Silinen stratejilerin

optimal strateji olamayacagini asagidaki teoremler ile ifade edelim.
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Teorem 3.2.15 (Ahlatgioglu ve Tiryaki, 1998) Getiri matrisi A = (aif)mxn ile

verilmis olan oyunda I. oyuncunun keyfi I; stratejisi, I, stratejisine baskin ve I, optimal ise

I; stratejisi de optimaldir. Benzer durum /1. oyuncu iginde gegerlidir.

3.3 2x2 Boyutlu Matris Oyunlarin Coziimii

I.ve 1. oyuncunun ikiger tane piir stratejisinin oldugu

_ [211 le]
21 Q22
getiri matrisli oyunu g6z oniine alalim. Kabul edelim ki saf stratejilerde oyunun bir ¢6ziimii
olmasin. Karma stratejilerde oyunun ¢6ziimiinii bulalm. X* = (x*,1—x%) ve
Y* = (y*,1 — y*) sirastyla . ve I1. oyuncunun optimal karma stratejileri olsun. Oyuncularin
stratejileri arasinda baskinlik olmast durumunda basilan strateji optimal strateji
olamayacagindan bu durumda geriye kalan tek stratejiyi oynama olasilig1 1 olur ve bu da saf
stratejilerde ¢6ziim olmasi demektir. Bu ise kabuliimiiz ile gelisir. Oyunculardan birinin
stratejileri arasinda denklik olmasi durumunda oyuncu denk stratejilerini istedigi gibi
kullanacagi i¢in oyunun ¢6ziimii birden fazla denge noktasinda olusacaktir (Ahlatgioglu ve
Tiryaki, 1998). Dolayisiyla her iki oyuncunun optimal stratejileri pilir olmayacagindan

0<x*y*<1dir.

I. ve II. oyuncu sirastyla X* ve Y* karma stratejilerini sectiklerinde I. oyuncu igin

oyunun getirisi (kazanct)

_ T _ *_*allalz(y*)
E(X,Y) = XAYT = (x1 x)[a21 azz] -

y (x*a;; + (1 —x%az) + (1 —y)(x"a; + (1 —x")ayy)
x*[y*(a1; — az1) + (1 = y)(a1z — az)] + agx — ay,

dir. X* ve Y* optimal stratejiler oldugundan E (X,Y) 6deme fonksiyonu
E(X,Y") <EX',Y") <EX"Y)
esitsizligini saglar. Bu da

maxE(X,Y*) = E(X",Y") = minE(X",Y)
X y
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demektir. Optimal piir strateji olmadigindan son esitlikteki maksimum ve minimuma (0,1)
araliginda ulasilir. Boylece, E(X*, Y™) fonksiyonunun x ve y ye gore kismi tlirevlerini alip

sifira esitlersek tiim olas1 kritik noktalar1 elde edilir.

IE(X*,Y™)

o =ya+f=0
PE(X",Y") =0
3y =xa+y=

esitlikleri ile kritik noktalar elde edilir. Burada, «a,f vey sayilari asagidaki sekilde

belirlenmistir.

a = aq1 — A1z — A1 T+ Ay, B = a1z — ayy, Y = a1 — Ay

Egera =0ve B,y # 0 ise

JE(X™, Y™ JE(X™,Y*"
( )¢0, ( );tO
0x dy

dir. Bu durumda optimal saf stratejiler mevcuttur ancak bu miimkiin olmadigindan,
ya+ [ =0, xa+y=0
seklinde olacaktir. Yani,

N )4 A, —dzq

a a1 — Q2 — Ay + Ay

. ﬁ Ay — Aqp
o

ai; — Qi2 — Ap1 + Ap
(x*, ¥*) noktasinin bir denge noktasi( eyer noktasi) olmasi i¢in

Exx Ex

ny Eyy

H = =—a?<0

|0a
a

dir. @ = 0 olmadig: taktirde bu determinant tanimsiz oldugu i¢in kritik nokta bir eger

noktasidir. Oyun degeri ise

A11032 — A1207q
a1 +az; —aq; — Az

v=EX"Y") =

olarak bulunur (Barron, 2008).
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Ornek 3.3.1 4 = getiri matrisi ile verilen oyununun oyun degeri ve optimal

|
S|

1
0

stratejilerini bulunuz.

Coziim X = (x,1 — x) 1. oyuncunun optimal karma stratejisi olmak iizere bir 6nceki

ifadeden,

1
_ Az, —Qpq _ 7_0 =l
A1 + Az — Gy — Apq 1+%+%_0 4

dir. Yani X* = (i,z) olur. Benzer yolla I1. oyuncunun Y* = (y, 1 — y) karma stratejisi de;

1
_ Az — 412 _ 2
a N |
Q11 + Q2 — Q12 =21 {4 5

dir. Yani Y™ = (%,%) olur. Dolayisiyla oyun degeri de;

b= 11022 — Q21012 1
11+ Ay — a1, — Ay 4

olarak bulunur. Bu sebeple verilen oyunun ¢6zimii (X*,Y*,v) = (G,z) , G%) ,%) olarak

bulunmus olur.

Teorem 3.3.2 (Owen, 1995) A = (al-j)ZX2 ile verilen bir matris oyununda saf

stratejilerde bir denge noktas1 olmasin. Oyunun ¢oziimiinii veren optimal stratejileri

o0 = (7 o)

esitligi ile ve oyun degeri v
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ile bulunur (A%, A matrisinin adjointi ve J = (1,1)).

Ornek 3.3.3 Getiri matrisi

ile verilen oyunun ¢éziimiinii bulunuz.

Coziim Verilen oyunda saf stratejiler sinifinda bir denge noktasi yoktur. Teorem 3.3.2

den

A" = (i 2),detA —2

dir. Dolayisiyla

jr=an( J)=6n
o=@ 9()-eo
ey =an(; () -

sonuglar kullanilarak oyunun ¢éziimii

_(31) _(11) _1
*=\2)Y=\22))V 72

dir.
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DORDUNCU BOLUM
IKI KiSILIK SIFIR TOPLAMLI OLMAYAN OYUNLAR

Giinliik hayatta iki oyuncunun ¢ikarlarinin tamamen zit olmasi genelde dogru
degildir. Oyuncular arasindaki igbirliginin oyunun sonucuna etki etmesi ile oyuncularin her
ikisi de kazanip her ikisi de kaybedebilirler. Dolayistyla bu sekilde iki kisilik sifir toplamli
olmayan oyunlar bimatris oyunlar olarak bilinirler (Guseinov ve ark., 2011).

4.1. Bimatris Oyunlar

Tanim 4.1.1 (Ferguson, 2008) I. oyuncunun sonlu strateji kiimesi {I;, I, ..., I} ve
I1. oyuncunun sonlu strateji kiimesi {I/I;,1l,, ..., II,,} olmak {izere (Ii,IIj) strateji ikilisi
secildiginde, I. ve I1. oyuncunun ddemeleri sirasiyla a;; = gl(li,llj) Ve b;; = g, (Ii,IIj)
bigiminde olur. Burada g, ve g, getiri fonksiyonlaridir. /. oyuncunun getiri matrisi A ve I1.

oyuncunun getiri matrisi B olmak {izere;

i - I, I, - IL,
I, 1n1 - Qpm Ly by bnm
iken (4, B) matris ¢ifti
1 11,
I (a11,b11) - (ay1,b11)
(A,B) =: [ : : ] (4.)
In (an1: bnl) (anmf bnm)

biciminde yazilabilir.
Tamm 4.1.2 (Ferguson, 2008) x ve y olasilik vektorleri olmak {izere
n
X, = {x = (X1, X9, e, Xp) ¢+ X = O,in = 1}

=1
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m
Y =3y =0uY2 0 Ym) t ¥ 2 O'ZYj =1
=1

kiimelerine sirasiyla I. ve I1. oyuncunun karma stratejileri kiimesi denir.

Tamm 4.1.3 (Ferguson, 2008) Getiri matrisi (4.1) ile verilmis olan oyunda
n m
Hi(x,y) = Z Z X;iQijYj

i=1 j=1

m

n
Hy(x,y) = 2 Z xXibi;yj
i=1

j=1
esitlikleri sirasiyla, I. ve I1. oyuncunun beklenen getirileridir.

Getiri bimatrisi (4.1) esitligi ile verilen bir bimatris oyununda bimatrisin ilk

bilesenlerinden olusan birinci oyuncunun getirilerini ifade eden

i, - I,
A=l [ “%m]
In An1  *° Anm

getiri matrisli oyunun max-min degeri

v, = maxmin H;(x, y)
x y

ile ikinci oyuncunun getirilerini ifade eden

1 - I,
B=1 [b:“ bim]
ITl lel bnm

getiri matrisli oyunun max-min degeri

v = max min Hy; (x,y)
x y

ile bulunurken (4.1) esitliginde verilen (4, B) bimatris oyununun max-min degeri de (v,, vg)

ile tanimlidir (Guseinov ve ark., 2011).
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Tamm 4.1.4 (Guseinov ve ark., 2011) Getiri bimatrisi (4.1) ile verilen bimatris

oyununda

v, = min H;(xy,y)
y
olacak sekildeki x, € X,, stratejisine I. oyuncunun,
Uy = myin Hy (x,y0)

olacak sekildeki y, € Y, stratejisine II. oyuncunun ve (x,,y,)’ a da bimatris oyununun

max-min stratejisi denir.

Ornek 4.1.5 Getiri bimatrisi

11 11,

_L[(1,-1) B2)

C=Ll(=23) 7.5

ile verilen oyunun max-min stratejilerini ve max-min degerlerini bulunuz.

Coziim [. ve 1. oyuncunun getiri matrislerini sirasiyla 04 ve 0, ile gosterelim. O
halde

_11 3
01 = [—2 7]
dir. 0, getiri matrisli oyunda I. oyuncu kazancini arttirmak igin oynarken II. oyuncu
rakibinin kazancini azaltmak i¢in oynar. Dolayisiyla oyunun baskin strateji kontrolii ile
¢ozlimiinii inceleyecek olursak,
1, 11, 1 11
L1 3 L1
Ll-2 7] A [—2] - L[]

seklinde (I;,11;,1) elde ederiz. Yani G getiri bimatrisli oyunda I. oyuncunun max-min

degeri vy, = 1 ve max-min stratejisi I; dir. Benzer islemler /1. oyuncu igin de yapilarak,
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I, 1L, 1, I,

o e I A

oldugu gibi /1. oyuncunun max-min degeri v,, = 3 ve max-min stratejisi I, dir. Sonug
olarak G getiri bimatrisli oyunda max-min degeri (vgl,voz) = (1,3) ve max-min stratejisi

(1, I1,) dir.

Tamim 4.1.6 (Ferguson, 2008) x,, y, sirasiyla I. ve I1. oyuncunun karma stratejileri

olsun. Bu durumda,
Hy(x,y0) < Hi(x0,Y0), x € Xy
Hy(x0,¥) < Hy(x0,¥0), Y €Yy
esitsizliklerini saglayan (x, y,) ikilisine oyunun denge ikilisi denir.

Bimatris oyunlar smifinda denge ikilisinin varligi kavrami ¢ok Onemlidir. Matris
oyunlarinda Teorem 3.2.4 ile verilen Von Neumann’in meshur denge noktasinin varligi
bilgisinin bimatris oyunlarindaki karsiligi J.F. Nash (1951) de ifade ettigi Nash dengesi

olarak da bilinen teoremi verelim.
Teorem 4.1.7 iki kisilik sonlu oyunun en az bir denge ikilisi (Nash dengesi) vardir.

Ornek 4.1.8 (Mahkumlar ikilemi) Polis géz altina aldig1 iki sugluya sorusturma
yapmaktadir. Ancak delil yetersizligi sebebiyle suclulari birbirlerinden ayr1 hiicrelerde tutup

onlara bir anlasma teklif etmektedir. Anlasma su sekildedir:

e Suclulardan biri diger su¢lunun aleyhinde itirafta bulunur, diger su¢lu suskun

kalirsa, itiraf eden ceza almayacak, susmay1 tercih edene 10 yil hapis cezasi verilecektir.

e iki suclu da kars1 taraf aleyhinde itirafta bulunmaz ise her ikisine de 1 y1l hapis

cezasi verilecektir.

e iki suclu da kars1 taraf aleyhinde itirafta bulunur ise, her ikisine de 5 y1l hapis cezas1

verilecektir.
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Bu durumda mahkumlar i¢in en iyi davranis ne olur?

Coziim Her iki mahkum i¢in strateji kiimesi iki elemanli bir kiime olacaktir.
Mahkumlar birer oyuncu olarak goriiliirse I. mahkumun stratejileri kiimesi I = {I,, L},

I1. mahkumun stratejileri kiimesi II = {II,, I1, } olmak {izere
I,: Itiraf etmek, I,: Inkar etmek
I1,: Itiraf etmek, I1,: Inkar etmek

dir. Once I. mahkum i¢in ceza matrisini elde etmeye ¢alisalim. I. sanik II. sanigin itiraf
edecegini umarak kendisi i¢in en iyi tercih sugu kabul etmek olacaktir. Ancak I. mahkum,
I1. mahkumun sucu inkar edecegini diisiinerek kendisi i¢in en iyi tercih sugu kabul etmek

olacaktir. Bu sekilde I. mahkumun ceza matrisi

II. Mahkim
Itiraf Inkar
Itiraf -5 0
I.Mahkiim |_
Inkar -10 -1
olur. Benzer sekilde II. mahkumun ceza matrisi
II. Mahkim
Itiraf Inkar
ftiraf -5 -10
I. Mahkim | _
Inkar 0 -1

olur. Bu iki ayr1 ceza matrisleri bi-matris olarak ifade edilecek olursa

II. Mahkim
Itiraf Inkar
ftiraf -5,-5 0,-10
I. Mahkiim | _ ( ) | { )
Inkar | (-10,0) | (-1,-1)
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Bu baglamda iki suglu da itiraf etmek ya da suskun kalmak arasinda bir se¢im
yapmak mecburiyetindedir. Suglular sorusturma bitene kadar kars1 tarafin kararii bilmeden
secim yapmak zorundadirlar. Bdylece iletisim kuramayan suglular rasyonel mi davranip

karar verecekler yoksa iyi niyetli mi yaklasip secimlerini buna gore yapacaklardir ?

I. mahkum II. mahkumun itiraf ettigini kabul eder ve kendi de itirafta bulunursa 5 yil
hapis yatacak ama I1. mahkum itirafta bulunup kendi inkar ederse 10 yil hapis yatacaktir.

Dolayisiyla IT. mahkum itiraf ettiyse I. mahkum da mantikli olan1 yani itiraf etmeyi seger.

I. mahkum II. mahkumun inkar ettigini kabul eder ve kendi itiraf ederse mahkum
olmayacak ama 1. mahkum gibi kendi de inkar ederse 1 yila mahkum olacak. Dolayisiyla

I1. mahkum inkar ettiyse I. mahkum bir kere daha mantikli olan1 yani itiraf etmeyi seger.

I1. mahkumun inkar ya da itiraf edip etmediginden bagimsiz olarak I. mahkum itiraf
etmeyi seger. Benzer durumlar 7. mahkum icin de gegerlidir ve o da itiraf etmeyi secer.
Rasyonel olarak tercih ettikleri bu stratejilere Nash dengesi denilir ve (I;,1I;) = (=5, —5)
olarak elde edilir. Oysa genel olarak bakildiginda iki mahkumun da inkar ettigi optimal
durum vardi (I, II;) = (=1, —1) ama iki mahkum da itirafta bulunup 5 y1l hapis yatiyorlar.

Peki niye ikisi de inkar etmedi ?

Sorunun cevabi bu durumun kararli olmamasidir. Iki mahkumdan biri tam da o anda
kendi kararini degistirip durumunu daha iyiye getirebilir.. I. oyuncu II. oyuncunun kesin
olarak inkar ettigini bilirse kararindan vazgegip itirafta bulunarak ceza almaz. Ayni sekilde
I1. mahkum da I. oyuncunun inkar ettigini kesin bilirse o da itirafta bulunma durumuna
gecerek sonuglar1 esitler. Boyle diisiindiiklerinde (—1,—1) yerine ceza almamaya
gidebilirler ki bu da kararsiz bir optimal senaryodur. Bu sebepten dolayi, Nash dengesi
(I3,11;) = (=5,—5) oldukga kararli bir senaryodur. Kars1 tarafin ne karar verdigine

bakmaksizin itiraf etmek kazangli olan se¢enektir.

Iki suclu da kisa siire hapiste kalmay1 uzun siirelisine tercih edecek ve karsi tarafin alacag
cezay1 kisaltmanin da kendisine bir fayda saglamayacagini bildiginden bu ikilem sifir

toplamli olmayan oyunlara ornektir.
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Tamim 4.1.9 (UTD, 2021) Getiri matrisi (4.1) ile verilmis olan oyunda tanim 4.1.3 te
verilen her iki oyuncunun H;(x,y) ve Hy(x,y) getirileri x4, x5, ..., Xn_1; Y1, V2r e0» Vim-1

degiskenleri yardimiyla asagidaki bigimde ifade edilebilir.
Xp=1=(+x++% 1) ym=1—-Q1+y2+ -+ Ym-1)

aHl(x'y) —0i=
(')xl- '

OHy(x,y) _

0,j=12..,m—1
sistemi ¢oziiliirse
X=(XX0 e, X)Xy X+ + X1 <1,6,20

y=0uY2 - Ym) Y1+ Y2+t ym1 <1,y 20

karma stratejilerde bir denge elde edilir.

Ornek 4.1.10 (UTD, 2021) Tas-Kagit-Makas oyununda denge stratejilerini bulunuz.

Makas Kagit Tas
Makas (0,0) (1,-1) (-1,1) Y1
Kagit (-1,1) (0,0) (1,-1) V2
Tas 1L-1 (1D (0,0) 1=y -
X1 X, 1-x%—x

Coziim Tanim 4.1.9 dan her iki oyuncunun getirileri agagidaki bi¢imde olur.

Hx,y) = xy,—x1(0—y1—y2) —xy1 + (1 —y; —y2) + (L —x1 —x3)y; — (L —x1 — x3)y»
= 3x1Y, —3xY1 — X1t X+ Y1 — Y,

Hy(x, J’) = —=3x1y, +3xy1 +x; + X — Y1+ Y2

a—xl=3y2—1=0 axl

=3x,—-1=0
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—=-3y,+1=0 ax2=—3x1+1=0

dx,

¢Ozimil x; = X, =y, =y, =3 iken

oA 4)

elde edilir.

4.2 Bimatris Oyunlarda Baskinhk

Klasik matris oyunlarinda baskinlik uygulanirken I. oyuncunun stratejileri satir
elemanlari, /1. oyuncunun stratejileri siitun elemanlar: olarak kabul edilirdi. Fakat bimatris
oyunlarinda mevcut iki oyuncunun getirileri ayr1 ayri matris halinde sunuldugundan
baskinlik yontemi kullanilirken, bu matrislerin ikisi kazang ya da kayip matrislerini ifade
edebilirken birinin kazan¢ digerinin de kayip matrisini de gosterebilir. Bu yiizden

incelenmesi gereken ii¢ kriter bulunur (Savagkan, 2018).

1.Kriter

Birinci kriterde I. oyuncu kendi kazancim1i maksimallestirmeye calisirken, I1.

oyuncunun kazancini minimal tutmaya ¢aligmaktadir. Burada etkin roldeki I. oyuncudur.

[k asamada, I. oyuncu rasyonel baglamda daha fazla kazang elde edecegi stratejiyi
tutup, diger stratejiyi eler. /1. oyuncu i¢in de bu yontem uygulanip getiri matrisinden o satir

elenir.

Ikinci asamada ise, rakip oyuncunun kazancini minimal tutmak oldugundan, I.

oyuncu /1. oyuncu i¢in daha ¢ok kazang saglayacagi satir1 getiri matrisinden eler.

Bu sekilde satir bakimindan baskinlik sonlanincaya dek siirer.
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Ornek 4.2.1 (A, B) matris cifti ile verilen bimatris oyunu ele alalim.

6,4) (7,2) (4,3)
8,3) (2,6) (52)
(25) (62) (7,4)
9,7) (2,3) (7,2

(4,B) =

1. ve I1. oyuncunun getiri matrisleri sirasiyla,

1, 1, Il 1, I, Il
L /6 7 4 L /4 2 3
A= 1 8 2 5|\ B=1, 3 6 2
I \2 6 7 I3 5 2 4
I, \9 2 7 I, \7 3 2

dir.

Coziim 1 .kritere gore A matrisinde baskinliga ugrayan satir elenir. Bu yiizden, I.
oyuncu igin getiri matrisinde I, ile I, stratejileri Karsilastirildiginda 4. satirdaki tim
elemanlar 2. satirdaki tiim elemanlardan biiyiik veya esittir, yani I, baskin kabul edilir. O
halde I. oyuncunun getiri matrisindeki 2. satir elenir. Ayni anda /1. oyuncunun matrisindeki

2. satir da elenir. /. ve /1. oyuncunun getiri matrisleri sirasiyla,

6 7 4 4 2 3
A=12 6 7| B=|5 2 4
9 2 7 7 3 2

olarak elde edilir. Yine [I. oyuncu ig¢in getiri matrisinde I; ile I, stratejileri
karsilastirildiginda, 2. satirdaki tiim elemanlar, 1. satirdaki tiim elemanlardan biiyilik veya
esittir. Bu durumda /I. oyuncunun getiri matrisinden 2. satir elenirr. I. oyuncunun getiri

matrisindeki 2. satir da otomatikmen elenir.

- 52

bi¢iminde elde edilir.
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2. Kriter

Ikinci Kriterde, I. ve II. oyuncu karsilikli olarak digerinin kazancim

minimallestirmeye calisir. Kendisi i¢in ne kazanci 6énemlidir ne de kayb.

Ilk asamada, I. oyuncu tiim baskin stratejileri kullandiginda islevsiz satirlar I1.
oyuncu i¢in getiri matrisinden elenir ve otomatik olarak I. oyuncunun getiri matrisinden de

ayni satirlar elenir.

Ikinci asamada ise, I1. oyuncu I. oyuncu i¢in kazan¢ minimal olabilsin diye baskinlik

yontemini getiri matrislerinde siitunlar vasitasiyla kullanir.

Ornek 4.2.2 Asagida verilen bimatris oyununu ele alalim.

(8,6) (9,4) (6,5)
(4,B) =[(10,5) (4,8) (7,4)
4,7) (8,4 (9,6)

Her bir oyuncunun getiri matrisleri sirasiyla

8 9 6 6 4 5
10 4 7| B=1|5 8 4

4 8 9 7 4 6

A=

dir.

Coziim 2 kritere gore, II. oyuncunun 3.satirdaki tiim elemanlar 1. satirdaki tiim
elemanlardan kiiciik olmadigindan kazanci fazla olan /1. oyuncunun matrisindeki 3. satir
elenir. I. oyuncu i¢in de otomatikmen 3. satir elenmis olur. /. ve II. oyuncunun getiri

matrisleri sirasiyla,

A-[8 96] _11[645

10 4 7 - Lis 8 4

elde edilir. Yine A matrisinde 1. stitundaki tiim elemanlar 3. siitundaki tim elemanlardan

kii¢iik olmadigindan 1. siitun elenir. /1. oyuncu i¢in de getiri matrisinde ayni siitun elenir.

a=ly gl e=ls 3
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matrisleri elde edilir ve baskinlik kalmadigi i¢in ¢6ziim sonlanir.

3.Kriter

Ugiincii  kriterde, 1. ve II. oyuncu karsiikli olarak digerinin kaybim
maksimallestirmeye ¢alisir. Bu sebeple oyuncularin getiri matrislerini kayip matrisleri olarak
diistinmeliyiz. O halde siitunlara ya da satirlara baskinlik uygulanacagi zaman kayb1 az

olanlar elenecektir. Baskin strateji kalmayana kadar devam eder.

Ornek 4.2.3 Asagida ele alinan bimatris oyunu bir 6nceki 6rnek ile aymdir. 1. ve I1.

oyuncunun getiri matrisleri sirasiyla,

8 9 6 6 4 5
A=110 4 7| B=|5 8 4
4 8 9 7 4 6

verilmistir.

Coziim 3.kritere gore, II. oyuncunun I ve I; stratejileri Karsilastirildiginda 3.
satirdaki tlim elemanlar 1. satirdaki tiim elemanlardan kii¢lik kalmadigindan /1. oyuncunun
matrisinden 1. satir elenecektir. Ayni zamanda I. oyuncunun matrisinden de 1. satir elenir.

5 8 4

4 7 4 6

_ [0 47

489B:[

dir. Yine A matrisinde 11, ve 115 stratejileri karsilagtirildiginda 3. stitununun her bir elemani

2. siitunundaki her bir elemandan biiyiiktiir. Bu durumda 2. siitun her iki matristen de elenir.

1, 11, 1, 11,
_ Lo 7 _ L5 4
A_12[4 9] B_IZ[7 6

matrisleri elde edilir ve ¢dziim sonlanir.
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Sonug 4.2.4 (Savaskan, 2018) Baskinlik stratejisi ile elde edilmis yeni sadelestirilmis

matrisler yardimiyla bimatris oyunu i¢in bir ¢6ziim elde edilir.
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BESINCI BOLUM
MATRIS NORMLARI VE OYUN DEGERI

Bu boéliimde, matris normlar1 ele alinarak, bu normlarin baz1 6zel tanimli matrisler

iizerinde uygulanist incelenir. Ayrica matris normlarin oyun degeri ile arasindaki iliskiden
bahsedilir.

5.1 Matris Normlar

Tamim 5.1.1 (Horn ve Chonson, 1991) C kompleks ve R de reel sayilar olmak iizere
I.]] : €™ - R* U {0} fonksiyonu i¢in

1) |[All =0ve ||[A]| =0 A=0
2) A € C olmak tuizere ||cAll = |c|||All
3) A ve B ayni mertebeden iki matris olmak iizere
1A+ Bl < [|All + [|B]]
4) A ve B carpilabilir iki matris olmak iizere
I1A.BIl < llAll- | BI]

1-3 kosullar1 saglaniyorsa ||. || fonksiyonuna genellestirilmis matris normu, 1-4 kosullar

saglantyorsa matris normu olarak adlandirilir.

Tamim 5.1.2 (Meyer, 2000) A nxn lik matris ve y siitun vektorii olsun. O halde

1Ayl < lIAll- 1yl

esitsizligi saglaniyorsa matris normu ile vektor normu uyumludur denir.

Tamm 5.1.3 (Meyer, 2000) A = (ai j) € C™" matrisinin bazi normlari:
e Siitun normu |All, = jg,%fn[zﬁlla””
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e Satir normu |A]le = l,:q}gfm[Z}Lllaul]

e Frobenius (Euclideon) normu |Allz = [Z{ZIZ;LJai j|2]1/2

e Spektral norm lAll; = max(¥2 ; A, AT A nin bir 6zdegeridir. )
° |A], = (Zﬁ127=1|aij|p)1/p

e Operat6r norm lAll, = maX{IAxlp : x€C, x|, = 1}

o 11y, = {z3(srlay )]

® [|Ally = max|ay]|

seklinde tanimlidir.

Not 5.1.4: Yukarida ifade edilen matris normlari i¢in asagidaki esitsizlikler gegerlidir

(Bozkurt ve ark., 2005).
® [l4:1l < llAllg < VnllAll

o [|[Aall < llAllz < VmllAll4

o [[Allz < VIlAll1 1Al

1
o =llAllo < llAll; < VmllAll

1
o — Al < llAll; < VnllAlly

Tamm 5.1.5 (Horn ve Chonson, 1991) A n-kare matris olsun. A matrisinin mutlak

degerce en bliyiik 6z degerine A nin spektral yaricap1 denir ve

0(A) = max{|4;| : 4;,A matrisinin 6zdegeri }
l

seklinde gosterilir.
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Ornek 5.1.6

matrisi verilsin. O halde,
||A]l; = max{3,6,6} = 6
|4l = max{6,5,4} =6

|A|lp = max{2,1,3,0,4,1,1,1,2} = 4

Al =/(=2)% + 12 + (=3)2 + -+ 22 = /37

lAll, = 4.4336

Teorem 5.1.7 (izgi ve Ozkaya, 2009) A reel degerli mxn tipinde bir getiri matrisi ve

v oyun degeri olmak iizere;

k
—— <v<|A|l;,v>0

[[Alloc —
k
Al < v<—1v<0
[1Alleo
dir. Burada,
n
k = max via;;
1<ism | Ul
j=1

Ispat Reel degerli mxn tipinde bir getiri matrisi

ai A1n
A= :
aml amn
olsun.
i) v > 0igin : Alleo = X-4|ap;| ve p sabit iken,

n n
> ..
Zlaml - 1sirsnn?§¢p2 ij

j=1 j=1

esitsizligini co- normu tanimindan biliyoruz. Eger,
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m = max ) lau]
j=1
seklinde tanimlarsak,
M1
cS
tekrar yazip
k

< + — 2t
jal, = v (k=vim)

olarak elde ederiz. Dahasi,
vt = XL piagj, (keyfi j igin)
olarak oyun degeri degerlendirilebilir. Aciktir ki,
vt < 3|a], p € [0,1]

tiim keyfi j leri karsilar. Her iki tarafin maksimumu alinirsa da,

m
vT < max a;i| = 1
t < : j A
i=1
olur.
ii)v<0igin : v > 0 i¢in ﬁ < 11 elde etmistik.
[2}
k=v™m, m= max n la;;
1<ism,i#p Z]_ll Ul
iken negatif oyun degeri i¢in tist sinir
kS o-
llAllco

dir. v~ i¢in alt sinir elde etmek amaciyla;
v = X piair, (Keyfit)
ve Ote yandan
_laijlpi = —|al-j|, 0< p; < 1

yazilabilir. Bu yiizden esitsizlik,

m m
a;| < maxz a;il =14
i=1 i=1

iken
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m m
v 2 Y (pilaeD) = - ) lail = -ll4ll,
i=1 i=1

yazilabilir. Sonug olarak,

=4l sv” <
' 1Al

elde edilir.

Teorem 5.1.7 de goriildiigii tizere k, v oyun degerine baglidir. Sonug 5.1.8’de oyun

degerini k dan bagimsiz bir sekilde elde etmek i¢in birtakim yaklasimlar gelistirilir.

Sonug 5.1.8 (Izgi ve Ozkaya, 2019) A reel degerli mxn tipinde bir getiri matrisi ve v

oyun degeri olmak lizere,

T <v <Al >1
SUvs 1 i v =2
1Al
Al < v < —— <1
— l_v__ , v< —
Al
dir. Burada, m = max Y7 |a;l.

1<ism,i#p

Bir sonraki teorem yukarida agikladigimiz tiim yaklasimlarin genellestirilmesidir.
Asagidaki teoremin temel amaci, sadece getiri matrisinin ilgili matris normlarim

hesaplayarak oyun degerinin sinirlarint vermektir.

Teorem 5.1.9 (Izgi ve Ozkaya, 2019) A reel degerli 2x2 tipinde bir getiri matrisi ve

v oyun degeri olmak {izere,

el + Id]

A <Al =1
AT, :

2 e Ml <y
4T, e +1d]

dir.
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Ispat
v>0=v< Al

v<0=>—|All, <v

oldugunda,
|All = lal + |b]
ve
lc| + |d]
Al
vardir.
Q>0 i)v> 1:>%3vs l4ll,
iN0<v<1=kl=v , k=121 ve i) yi
el 1l Ly Al
Al = = VT ANL T T fel + 1dl
olur.
b)v <0 i)vs—1=>vs—1s—%
lc| + |d]
AL svs——F7—
! 1Al

ii)—1§v<0:>t‘1=v,t:%§—1vei)yiku||anarak

pap, e g il M. 1
PSSO T S S Tl

olur.

a) ve b) ile ispat biter.
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Teorem 5.1.10 (Izgi ve Ozkaya, 2019) A mxn lik getiri matrisi, v oyun degeri ve B

de A nin satir indirgenmis matrisi olmak tizere,

1Bl

<lvl <Al , vl =1
1Al !

<|v| < 141l , lvl<Lv+0
Al IBlo

dir.

5.2 Ozel Tanimh Matrisler

Tanim 5.2.1 (Horn ve Chonson, 1991) (a,) bir tamsay1 dizisi ve a; # 0, k = 1

iken; (ay) dizisinden olusan bir Hankel matrisi, i Ve j sirasiyla satir ve siitun numaralarini

gosteren indisler olmak {izere, elemanlart;

olan matristir.

Ornek 5.2 (a;,) = % seklinde bir dizi olsun. O halde,

a, = {ay,a,,as,a,,as, ... }

seklindedir. Buna gore 3x3 liik Hankel matrisi;

1 1 1 1

Ai41-1 A1 2 Ar+2-1 A2

a1 =
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1 1 2 1 1 3 1 1 1 4
a = =—=5==,a = =—=—=—=-,a = ===
2t a41-1 Gz 3 3 22 Ar4z-1 Q3 2 4 2 Az43-1 A4 2 5
2 3 4
1 1 1 3 1 1 1 4 1 1 1 5
a31_a3+1—1_a3_é_4’a32_a3+2—1_a4_5_5’a33_a3+3—1_a5_§_6
3 4 5
oldugundan
1 2 37
2 3 4
2 3 4
A== 2 =
3 4 5
3 4 5
L4 5 6
seklinde elde edilir.

Tamim 5.2.3 (Richardson, 2001) (f;) bir tamsay1 dizisi ve k > 2 iken;

() =0,(f)=1(f2) =1,() =2, =3,.., (fi) = (fk-1) + (fi—2)
seklindeki diziye Fibonacci dizisi ad1 verilir. Buna gére;
fe ={fo fu for f3 far fo -
=1{0,1,1,2,3,5,...}

seklinde yazilabilir.

Tanim 5.2.4 (Richardson, 2001) Hankel matrisi taniminda verilen (a;) dizisi yerine
Fibonacci dizisi alinarak i ve j sirasiyla satir ve siitun numaralarin1 gosteren indisler olmak

lizere, f;; elemanlart;

1

firj-1

fij

olan matrise Filbert matrisi denir.
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Ornek 5.2.5 F; , 3x3 liik Filbert matrisi olsun. O halde,

fio= 1 _1_1 fip = 1 _1_1 fio = 1 1 1
H firi-1  f 12 firz-1 f2 e fivz-1 fz 2
£ = 1 _1_1 £, = 1 1 1 £y = 1 1 1
2t frr1-1 f2 22 frt2-1 f3 2 2 fr43-1 fa 3
£l = 1 1 1 £ = 1 1 1 fro = 1 1 1
o frr1-1 fz 2 5 fasz-1 fo 3 5 fatz-1 fs 5
oldugundan
_1 1 1_
2
1 1
F, = 1 = -
; 2 3
1 1 1
L2 3 44
seklinde elde edilir.

Tamim 5.2.6 (Horn ve Chonson, 1991) nxn tipindeki i ve j sirasiyla satir ve siitun

numaralarini gosteren indisler olmak {izere, elemanlart;

Lo 1
Uit j-1
olan matrise Hilbert matrisi denir.
Ornek H;, 3x3 liikk Hilbert matrisi;

- 1 _, o 1 1 o 1 1
7 141-1" 27 142-1"2 37 143-1"3
_ 1 1 . 1 1 - 1 1
217 9241-1" 2 227 9242-1" 3 BT 243-1 4
= 1 1 - 1 1 e = 1 1
317 34+1-1" 3 327 342-1" 4 337 343-1" 5
oldugundan
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W RN = =
Dl R W RN -
Ul = = w| =

seklinde elde edilir.

5.3 Matris Normlar1 ve Oyun Degeri

Getiri matrisi 3x3 liik Hankel, Filbert ve Hilbert matrisleri seklinde verilen oyunlarda

saf stratejiler sinifinda oyun degeri bulmak miimkiindiir. Dikkat edilirse,

1 2 3 -111- —111
2 3 4 2 2 3
2 3 4 1 1 1 1 1

A. =12 Z Z| F. = Z Zl H.=l2 = Z

3=13 251 BT 7 3] BTZ 33
3 4 5 1 1 1 1 1 1
4 5 6 2 3 4 3 4 5

.. . - 3 1 1 ..
getiri matrisli oyunlarda sirasiyla az; = " fiz = p hy; = 3 elamanlar saf stratejilerde oyun

degeridir.
Getiri matrisi nxn lik Filbert matris olan oyunun, oyun degeri ve matris normlari

arasinda bir iliski bulunmaktadir. Bunun ig¢in var olan g¢aligmalar disinda Frobenious ve

Spectral normlar kullanilmistir.

Tamm 5.3.1 A mxn lik bir getiri matrisi olmak ilizere A matrisinde mutlak degerce
maksimum toplama sahip satir ve siitunun silinmesiyle elde edilen B € R("~Dx(n-1)

matrisine indirgenmis matris denir.

Teorem 5.3.2 Getiri matrisi F = (fl]) . olan bir matris oyununda oyun degeri v

nx

olsun. Bu durumda,
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Bl

<lvl=<IEl, ., vl =1
|l ni
|5l
<|v| < lv|<1,v+#0
|l IBls

dir. Burada B matrisi A nin indirgenmis matris halidir.

Ornek 5.3.3 Getiri matrisi

-

2

1 1
F, = -z
=11 3 3
1 1 1
2 3 4

olan F; Filbert matris oyununda oyun degeri v = %dir. Indirgenmis B matrisi ise

oy

Il
Wl RN -
Ul kR W] =

dir. Burada Frobenious ve Spectral norm degerlerine bakilirsa
IF5]lF = 2,003
I1F3lls = 1,982
IBlls = 0,715

olur. Teorem 5.3.2 dikkate alinirsa,

1 1

= = 0,499
IFsll- 2,003

IF:ll; 2,003
IBIl; 0,715

= 2,801

gergeklenir.
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ALTINCI BOLUM
SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada oyun teorisinin 6nemli siniflarindan olan statik oyunlar i¢inde yer alan
iki kisilik, sifir toplamli (matris oyunlar) olan ve sifir toplamli olmayan (bimatris) oyunlar
incelenmistir. Matris oyunlar ile ilgili temel tanim ve kavramlar verilmistir. Bimatris
oyunlarda denge kavrami verilmis ve mahkumlar ¢ikmazi 6rnegi incelenmistir. Matris
oyunlarda oyun degerinin bulunmasi ile ilgili literatiirdeki mevcut yontemlerden ziyade
getiri matrisinin normu kullanilarak oyun degerinin nasil bulunacagi gdsterilmistir.
Lieratiirde mevcut calismalarin yaninda farkli normlar yardimiyla da oyun degeri

karakterizasyonu elde edilmistir.

Bundan sonraki c¢alismalarda bimatris oyunlarda matris normlar1 ve matrisin
Ozdegerleri gibi kavramlar yardimiyla oyun degeri karakterizasyonu ile ilgili farkli

calismalar yapilabilir.
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