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OZET

HALKALARDA YARIASALLIGIN KAYNAGI VE
CARPIMSAL (GENELLESTIRILMIS) TUREVLER

Didem KARALARLIOGLU CAMCI
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1 Doktora Tezi
Danigman : Prof. Dr. Neset AYDIN
30/01/2017, 63

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Tlk boliimde tez ¢alismasina kaynak olusturan
literatlir taramasina, ikinci bolimde ise tezin islenisinde faydali olabilecek genel bilgilere
yer verilmistir. Ugiincii, dérdiincii ve besinci boliimler tezin ana kisimlarini olusturmaktadir.
Ucgiincii boliim tek baslik altinda verilmis olup, bu béliimde bir yariasal halka iizerinde
tanimlanan bir ¢arpimsal (genellestirilmis)-tiirev kullanilarak, halkanin degismeliligi ile
ilgili yapilan baz1 incelemeler verilmistir. Dordiincii boliim iki alt baslik ile sunulmustur. ilk
kisimda bir halkada yariasalligin kaynagi olarak isimlendirilen ve Sy ile gosterilen yeni bir
tanim ve bununla ilgili 6zellikler verilmistir. Ikinci kisimda ise |Sg|-indirgenmis halka, |Sg|-
bolge ve |Sp|-bolumlii halka olarak adlandirilan yeni yapilar verilmis ve bazi 6zellikleri
incelenmistir. Besinci boliimiin igerigi ise |Sz|-asal ve |Sg|-yariasal halkalardir. Bu boliim
dort alt bashktan olusmaktadir. ilk kisimda yeni yapilar olan |Sg|-asal ve |Sg|-yariasal
halkalar tanitilmis ve bazi 6zellikleri verilmistir. Bu halkalarda asal radikal ile ilgili olan
incelemeler ikinci kisimda, kesirler halkasi ve yerellestirme ile ilgili olan incelemeler ti¢lincii
kisimda, Lie ¢arpim ile ilgili incelemeler de dordiincii kisimda sunulmustur. Son boliim olan

altinci1 boliimde ise elde edilen sonuclar 6zetlenmistir.

Anahtar sozciikler: Asal Ideal, Yariasal Ideal, Asal Halka, Yariasal Halka,

Carpimsal (Genellestirilmis)-Tiirev.
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ABSTRACT

SOURCE OF SEMIPRIMENESS AND
MULTIPLICATIVE (GENERALIZED) DERIVATIONS IN RINGS

Didem KARALARLIOGLU CAMCI
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Doctoral Dissertation in Mathematical Science
Advisor : Prof. Dr. Neset AYDIN
30/01/2017, 63

This thesis consists of six sections. In the first section, place is given to the literature
which constitutes the source the thesis study and in the second section, given general
informations can be useful in the processing of the thesis. The third, fourth and fifth sections
constitutes the main part of the thesis. In the third section, presented under a single title,
some investigations are given related to commutativity of a semiprime ring using the
multiplicative (generalized)-derivation. The fourth section includes two under title. In the
first part, source of semiprimeness of ring, symbolized by Sy, is defined and some properties
are given. In the second part, |Sg|-reduced ring, |Sg|-domain and |Sg|-division ring have
been defined and some properties have been investigated. Content of the fifth section is |Sg|-
prime and |Sg|-semiprime rings. This section includes four under title. In the first part |Sg|-
prime and |Sg|-semiprime rings are defined and some properties are given. In this ring,
investigation of the radical (resp. quotients rings and localization) have been given in second
part (resp. third part). In addition, investigation of the Lie product have been given in the

fourth part. In the sixth section that is the last section, the obtained results are summarized.

Keywords: Prime Ideal, Semiprime Ideal, Prime Ring, Semiprime Ring,
Multiplicative (Generalized)-Derivation.
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BOLUM 1
GIRIS

Halkalarda tiirev konusu halkalarin degismeliligi ile ilgili calismalarda 6énemli bir yer
tutar. Bu konudaki ilk ¢alisma Posner (1957) tarafindan ele alinmistir. Daha sonraki
calismalarda ise farkli yontemlerle genellestirmeler yapilmistir. Bunlar; bir R halkasindaki
tiirev tizerinde yapilan genellestirmeler ve bu tiirev tanimlarini bulunduran kosullar iizerinde
yapilan genellestirmelerdir. Tiirev iizerinde yapilan genellemelerden bazilar1 su sekilde
verilebilir: Bresar (1991) yaptigi ¢alismasinda genellestirilmis tiirevi tanimlamistir. Burada
genellestirilmis tiirev yerine bir tiirev alindiginda bilinen tiirev tanimi elde edilir. Sonra, Daif
(1991) carpimsal tiirevi tanimlamistir. Burada, g¢arpimsal tiirevin toplamsal olmasi
gerekmemektedir. Yani bilinen tlirev tanimini genellestirmistir. Daha sonra Daif ve Sayiad
(1997) bir d tiirevi ile belirlenen F ¢arpimsal genellestirilmis tiirevini tanimlamistir. Burada
da, F doniisiimiiniin toplamsal olmas1 gerekmemektedir. Boylece, bu tanim genellestirilmis
tiirev tanimin1 kapsamaktadir. Dhara ve Ali (2013) ise g doniisiimii ile belirlenen ¢arpimsal
(genellestirilmisg)-tiirev tanimini vermislerdir. Burada da, g doniisiimiiniin tiirev olmasi
gerekmemektedir. Bu tanim da ¢arpimsal genellestirilmis tlirev tanimini kapsamaktadir.
Tiirev konusu {iizerindeki bu genellemeler bir halkanin degismeliligi konusunda yapilan
incelemelerde alinan kosullar1 da aym sekilde etkilemistir. Ik olarak Ashraf ve Rehman
(2001), d tiirev, I # (0) sol ideal ve Z(R) halkanin merkezi olmak iizere, bir asal halkanin
her x,y € I i¢cind(xy) + xy € Z(R) kosulu altinda degismeli oldugunu ispatlamislardir. Bu
sonug¢ F bir f doniisiimii ile belirlenen bir ¢arpimsal (genellestirilmis)-tiirev kullanilarak
Dhara ve Ali (2013) tarafindan su sekilde genellestirilmistir: R yariasal halka, I # (0) onun
bir sol ideali olmak tizere, her x,y € I i¢in F(xy) + xy € Z(R) ise I[f(x), x] = (0) olur.
Bu kosul temel alinarak bir H ¢arpimsal sol merkezleyen yardimiyla ele alinan kosullar ve
bulunan sonuglar bu tezin ilk kismini olusturmaktadir. Bu arastirmalardan birisi su sekilde
ifade edilebilir: R bir yariasal halka, F bir f donlsimi ile belirlenen bir garpimsal
(genellestirilmis)-tiirev, H bir ¢arpimsal sol merkezleyen olmak {izere, her x,y € R igin
F(xy) + H(xy) € Z(R) ise [f (x),x] = (0) olur.

Bu tezin iki boliimiinii olusturan ikinci kisminda ise oncelikle yariasalligin kaynagi
olarak isimlendirilen ve Sy ile belirtilen yeni bir kiime tanimlanmis ve bazi ozellikleri
verilmistir. Daha sonra, Si kiimesi kullanilarak |Sg|-indirgenmis halka, |Sg|-bolge, |Sg|-

bolimlii halka, [Sg|-asal halka ve |Sg|-yariasal halka olarak adlandirilan yeni yapilar



tanimlanmis ve her birinin sirasiyla indirgenmis halka, bélge, bolimli halka, asal halka ve
yariasal halkanin daha geneli oldugu goriilmiistiir. Dolayistyla bu yapilar {izerinde yapilan
caligmalarin bir kismi1 temel alinarak bu yeni yapilara uygulanabilirligi arastirilmis ve
bundan sonraki ¢alismalarda temel olabilecek baz1 sonuglar elde edilmistir. Son olarak da
Herstein (1970) tarafindan Lie ¢arpim iizerinde elde edilmis sonuglarin |Sg|-yariasal halka

i¢in bir genellestirmesi verilmistir.



BOLUM 2
GENEL BIiLGILER

9
*

Tamm 2.1. Bos olmayan bir G kiimesi iizerinde ile gosterilen bir ikili iglem
tanimlansin. Buna gore, her a,b,c € G igin a * (b *c) = (a * b) * ¢ (birlesme 6zelligi)
esitligi saglantyorsa, G kiimesine bir yarigrup denir.

Tanim 2.2. (G,*) bir yarigrup, A bir altkiimesi olsun. Buna gore, her a € 4, x € G i¢in
a*x, x *a € Aise A kiimesine G yarigrubunun yarigrup ideali denir.

[T L)
*

Tanim 2.3. G kiimesi ikili islemi ile bir yarigrup olsun. Buna gore,
i Hera € G i¢in a * e = e * a = a olacak bi¢imde e € G var
ii. Hera € Gicina * (a™) = (a™?) * a = e olacak bi¢cimde a~! € G var
kosullar1 saglaniyorsa, G kiimesine bir grup denir ve (G,*) ile gosterilir.
Ustelik, hera, b € G igina * b = b * a esitligi saglaniyorsa G grubuna degismeli grup
denir.
Tamm 2.4. (G,*) bir grup, A onun bos olmayan bir altkiimesi olsun. Eger A kiimesi
de G grubu tizerinde tanimlanan isleme gore bir grup ise, A kiimesine G grubunun altgrubu
denir.

5C.’?

Tamim 2.5. Bos olmayan bir R kiimesi tizerinde “+” ve *“-” ile gosterilen ikili islemler
tanimlansin. Buna gore,
i. (R, +) bir degismeli grup,
ii. Hera,b,c e Rigina-(b-c)=(a-b)-c (birlesme 6zelligi)
iii. Her a,b,c € R i¢in

@ (Elb :bc)): (Z“a b )C : g)a. 'CC) (dagilma ozelligi)
kosullar1 saglaniyorsa, R kiimesine bir halka denir ve (R, +,-) ile gosterilir.
Tamm 2.6. (R, +,-) bir halka olsun. Buna gore,
i. Her a,b€R i¢in a-b=>b-a esitligi saglaniyorsa R halkasina degismeli
halka,
ii. Hera€eRigina- 1y =1z a = a olacak sekilde 15 € R varsa, R halkasina
birimli halka denir.
Gosterim 2.7. (R,+,) bir halka ve a,b € R olmak {lizere, a-b =ab ile

gosterilecektir.



Tamm 2.8. R bir halka ve A bos olmayan bir altkiimesi olsun. Eger A kiimesi R
halkasindaki islemlere gore bir halka ise, A kiimesine R halkasinin bir althalkast denir.

Tamm 2.9. R birimli bir halka ve a € R olsun.

I. Eger ca = 1 olacak sekilde bir ¢ € R varsa a elemanina sol tersinir eleman,
¢ elemanina da a elemaninin sol tersi denir.
ii. Eger ab = 1; olacak sekilde bir b € R varsa a elemanina sag tersinir eleman,
b elemanina da a elemaninin sag tersi denir.
iii. Eger bir a € R eleman1 hem sol tersinir hem de sag tersinir ise a elemanina
tersinir eleman denir.

Tamm 2.10. R bir halka olsun. Sifirdan farkli bir a € R i¢in, ab = 0 olacak sekilde
sifirdan farkli bir b € R var ise a elemanina sol sifir bolen denir. Eger, ca = 0 olacak
sekilde sifirdan farkli bir ¢ € R var ise a elemanina sag stfir bolen denir. Eger, a elemani
hem sag hem de sol sifir bolen ise a elemanina sifir bolen denir.

Tamim 2.11. Sifir bolensiz olan R halkasina bélge, birimli (1 # 0z) ve degismeli
olan R bolgesine ise tamlik bélgesi denir.

Birimli (1, # 0p) ve sifirdan farkli her elemani tersinir olan D halkasina béliimlii
halka, degismeli boliimlii halkaya ise cisim denir.

Onerme 2.12. Her sonlu tamlik bdlgesi cisimdir.

Tamm 2.13. R bir halka ve S onun bos olmayan bir altkiimesi olsun. Eger her a, b € S
icin ab € S oluyorsa, S kiimesine ¢arpimsal kiime denir.

Tamm 2.14. R bir halka ve I onun bos olmayan bir toplamsal altgrubu olsun. Buna
gore,

IR = {Xsonmaiti | a; €EL,1; ER}C I
ise, I kiimesine R halkasinin sag ideali,

Rl = {Xsonumiai la; €EL,1; ER} C I
ise, I kiimesine R halkasinin sol ideali denir. I kiimesi R halkasinin hem sag hem de sol
ideali ise I kiimesine R halkasinin bir ideali denir.

Tanim 2.15. R bir halka olmak {izere

Z(R) ={aeR | xa = ax,VxeR}
kiimesine halkanin merkezi denir. Ayrica 4, R halkasinin bos olmayan bir altkiimesi olmak
uzere

Cr(A) ={aeR | xa = ax,VxeA}

kiimesine A kiimesinin R halkasindaki merkezlestiricisi denir. Ozel olarak, A = R olmas1



durumunda Cz(R) = Z(R) olur.
Eger A = {x}ise Cx(A) = C(x) ile gosterilecektir.
Uyari 2.16. Cg(A) kiimesi, R halkasinin bir althalkasidur.
Tamim 2.17. R bir halka, X onun bir altkiimesi ve X kiimesini kapsayan R halkasinin
biitiin ideallerinin ailesi {A4;|i € A} olsun. Buna gore
I Niep 4; idealine X ile diretilen ideal denir ve (X) ile gosterilir.
ii.  EgerX = {a}ise (X) = (a) idealine esas ideal denir.
Onerme 2.18. R bir halka, a € R ve X c R olsun. Buna gbre
i. (a)={ra+as+na+X" nas;|rsr,si€ERmeN,nEeEZL}
bi¢imindedir.
ii. Eger R birimlive a € Z(R) ise Ra = (a) = aR dir.
Uyan 2.19. R bir halka ve A ve B onun iki ideali olmak iizere,
AB = {Ysonm aib; | a; € A, b; € B}
kiimesi de R halkasinin bir ideali olur.
Tanmm 2.20. R bir halka, P # R olacak sekildeki P onun bir ideali olsun. A ve B, R
halkasinin iki ideali olmak {izere
AB S PoldugundaA € PveyaB C P
oluyorsa P idealine R halkasmin asal ideali denir.
Onerme 2.21. R bir halka ve P onun bir ideali olsun. Buna gore asagidakiler denktir:
I. P asal idealdir.
ii. Hera,b € Ri¢cinaRb S Pisea € P veyab € P dir.
iii. Her a,b € R i¢in (a)(b) S Pisea € P veya b € P dir.
v, U ve V, R halkasinin sol (sag) idealleri olmak iizere
UV S PiselU € PveyaV < P dir.
Onerme 2.22. R bir halka, P onun bir ideali ve P # R olsun. Eger her a, b € R igin
ab € P oldugundaa € P veyab € P ™
oluyorsa P bir asal idealdir.
Tersine, R degismeli ve P onun bir asal ideali ise P kiimesi (*) kosulunu saglar.
Tamim 2.23. R halkasinin (0) ideali asal ideal ise halkaya asal halka denir.
Onerme 2.24. R halkas: bir asal halkadir ancak ve ancak a,b € R icin, aRb = (0)
oldugunda a = 0 veya b = 0 dur.
Tamim 2.25. R bir halka ve M bir altkiimesi olsun. Buna gére, a, b € M igin axb € M

olacak sekilde bir x € R varsa M kiimesine bir m-sistem denir.



Tamim 2.26. R bir halka ve A onun bir ideali olsun. Buna gore
B(A) ={r eR|Vm-sistemMicin re M = Mn A + 0}
seklinde tanimlanan kiimeye A idealinin asal radikali denir.
Tamim 2.27. Bir R halkasinin sifir idealinin asal radikaline R halkasinin asal radikali
denir. Yani
B(0) ={r e R|Vm-sistem Migcin reM = 0 € M}
seklinde yazilir. 8(0) asal radikali, B (R) ile gosterilir.
Tamim 2.28. R bir halka ve Q onun bir ideali olsun. R halkasinin herhangi bir A ideali
i¢in A%2 € Q oldugunda A € Q oluyorsa Q idealine R halkasinin bir yariasal ideali denir.
Onerme 2.29. R bir halka ve Q onun bir ideali olsun. Buna gore asagidakiler denktir:
I. Q yariasal idealdir.
ii. a € Rig¢inaRa € Q ise a € Q dur.
iii. (a)?cQiseac€qQdur.
iv. U, R halkasmin sol (sag) ideali ve U2 € Q ise U € Q dur.
Onerme 2.30. R bir halka, Q onun bir yariasal ideali ve @ € Z(R) olsun. O zaman, bir
k pozitif tamsayisi icin a® € Q ise a € Q dur.
Teorem 2.31. (McCoy N. H., 1964, Teorem 4.20) S(R), R halkasinin asal radikali
olsun. Buna gore,
I.  P(R), R halkasindaki tiim asal ideallerin kesisimidir.
ii.  F(R), R halkasindaki her yariasal ideal tarafindan kapsanilan bir yariasal
idealdir.
Tanim 2.32. R bir halka olsun. Buna gore
i. Her a € R igin, na = 0 olacak bi¢imde bir n pozitif tamsayis1 varsa, boyle
pozitif tamsayilarin en kii¢iigline halkanin karakteristigi denir ve charR = n
ile gosterilir. Eger boyle bir n tamsayis1 yoksa R halkasinin karakteristigi
stfirdwr denir.
ii. a € R ve n pozitif bir tamsay1 olmak {izere, na = 0 iken a = 0 oluyorsa R
halkasina n-burulmasiz (torsion free) halka denir.
Uyarn 2.33. R bir 2-burulmasiz halka ise R halkasinin karakteristigi ikiden farklidir.
Fakat karakteristigi ikiden farkli olan bir halka, bir asal halka oldugunda 2-burulmasiz bir
halka olur. Yani, R bir asal halka oldugunda, charR # 2 olmasi ile 2-burulmasiz olmasi

ayni anlama gelir.



Tamm 2.34. R bir halka olsun. Buna gore

i. 0#a€R igin a" = 0 olacak bi¢imde bir n pozitif tamsayis1 varsa a
elemanina nilpotent eleman denir. Eger, a™ = 0 fakat a®! # 0 ise n pozitif
tamsayisina a elemaninin nilpotentlik indeksi denir.

ii. A, R halkasmin bir ideali olsun. Eger A™ = (0) olacak sekilde bir n pozitif
tamsayisi varsa A idealine nilpotent ideal denir.

Tamm 2.35. Sifirdan farkli nilpotent ideali olmayan halkaya yariasal halka denir.

Onerme 2.36. Bir R halkas! yariasal halkadir ancak ve ancak a € R i¢cin aRa = (0)
oldugunda a = 0 olmasidir.

Tamm 2.37. R bir halka ve e € R olmak iizere, e? = e ise e elamanima idempotent
eleman denir.

Tanmm 2.38. Eger R halkasinin sifirdan farkli nilpotent eleman1 yok ise bu halkaya
indirgenmis halka denir.

Uyan1 2.39. Bir indirgenmis halkada bulunan her idempotent eleman halkanin
merkezinde kapsanir.

Tamim 2.40. A, R halkasinin bir altkiimesi olsun. Buna gore

Ann,.(A) ={y €ER|xy = 0,vx € A}ve Ann;(A) ={y €R|yx = 0,VxeA}

kiimelerine sirasiyla A kiimesinin sag ve sol stfirlayanlarinin kiimesi denir.

Tamm 2.41. (Aydin N.ve Kandamar H., 2015, Tanim 3.5.1) (R, +,") ve (S,A,*) iki
halka olsun. f: R — S fonksiyonu her a, b € R igin

fla+b) = f(a)A f(b)
fla-b) = f(a)*f(b)

kosullarini sagliyor ise f fonksiyonuna halka homomorfizmast denir,
Tammm 2.42. (Aydin N.ve Kandamar H., 2015, Tamm 3.5.2) f bir halka
homomorfizmasi olsun. Buna gore
I.  f birebir fonksiyon ise f homomorfizmasina halka monomorfizmasi,
ii.  f orten fonksiyon ise f homomorfizmasina halka epimorfizmasi,
iii.  f birebir ve orten fonksiyon ise f homomorfizmasina halka izomorfizmast
denir.
Eger, f: R — S halka izomorfizmasi ise R halkasi ile S halkas1 izomorftur denir ve bu
durum R = S seklinde gosterilir. Eger f: R — R bir halka izomorfizmasi ise f fonksiyonuna

R halkasinin otomorfizmast denir.



Tamim 2.43. f: R — S bir halka homomorfizmasi olsun.
Kerf ={a €R| f(a) = Os}
seklinde tanimlanan kiimeye f homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir.
Tamim 2.44. R bir halka ve I onun bir ideali olsun. Buna goére, R/I = {r + I|r € R}
kimesi,

(a+D+Bb+1)=(a+b)+1
(a+Db+1)=(ab) +1

biciminde tanimlanan islemlere gore bir halkadir. Bu halkaya modulo I idealine gire kalan
sinif halkas: denir.

Teorem 2.45. R bir halka, I onun bir ideali olsun. Buna goére

m: R—> R/I, n(r)=r+1
ile tanimlanan doniisiim bir halka epimorfizmasidir ve Ker m = [ dur.

Tamim 2.46. Yukarida tanimlanan m dontsimiine dogal halka homomorfizmas:
denir.

Teorem 2.47. ( 111. Izomorfizma Teoremi ) I ve J, R halkasmin idealleri olsun. Buna
gore, I c ] ise J/I, R/I halkasinin bir idealidir ve (R/1)/(J/I) = R/] olur.

Onerme 2.48. R bir halka ve I onun bir ideali olsun. Buna gére I ideali bir asal idealdir
ancak ve ancak R /I halkas1 bir asal halkadir.

Tanmm 2.49. {S;};c, bir halkalar ailesi olmak ftizere, S = {a|a(i) € S;, Vi € A}
kiimesi

(a+b)(i) = a(@) + b(i), (a.b)(i) = a(i).b(i)
seklinde tanimlanan iglemler ile bir halkadir. Bu S halkasina S; halkalarmin tam direkt
toplamu denir.

Uyan 2.50. {S;};c, halkalarinin tam direkt toplam1 S olsun. Buma gore her bir i € A
i¢in 6;: S = S;,0;(a) = a(i) seklinde tanimlanan doniisiim bir epimorfizmadir.

Tamim 2.51. T, {S,;};c4 halkalarinin tam direkt toplami olan S halkasinin bir althalkas1
ve her bir i € A i¢in 6;: S = §; doniisimii Uyar: 2.50 ile verilen epimorfizma olsun. Eger
heri € Ai¢in 6;(T) = S; ise T althalkasina S; halkalarinin bir altdirekt toplami denir.

Tammm 2.52. Eger R halkast S; halkalarinin altdirekt toplami olan T althalkasina
izomorf ise T altdirekt toplamina R halkasinin bir gdsterilisi denir.

Teorem 2.53. (McCoy N. H., 1964, Teorem 4.23) R bir halka, I onun bir ideali, S (R)
ve [(I) sirasiyla, R ve I halkalarinin asal radikalleri olsun. Buna gére, (1) =1 N S(R)

olur.



Teorem 2.54. (McCoy N. H., 1964, Teorem 4.29) S(R), R halkasinin asal radikali
olmak tizere, ﬁ(Mn(R)) = Mn(ﬁ(R)) dir.

Teorem 2.55. (McCoy N. H., 1964, Teorem 3.6) R ve S;,i € A herhangi halkalar olsun.
Buna gore, R halkasinin S; halkalarinin altdirekt toplam1 olarak bir gosterilisi vardir ancak
ve ancak her i € A igin ¢;: R = S; o6rten homomorfizmasi var ve keyfi bir 0 #r € R
alindiginda en az bir i € A igin ¢;(r) # 0 dur.

Teorem 2.56. (McCoy N. H., 1964, Teorem 3.9) R ve S;,i € A herhangi halkalar olsun.
Buna gore, R halkasinin S; halkalarinin altdirekt toplami olarak bir gosterilisi vardir ancak
ve ancak her bir i € A i¢in R/I; = S; olacak sekilde R halkasinin I; idealleri vardir. Ustelik,
ﬂieA I; = (0) dir.

Tamm 2.57. (Sharp R. Y., 2000, Tanim 3.57) R birimli, degismeli bir halka, I,] ve
n € N, n > 2 olmak lizere, I, ..., I, R halkasinin idealleri olsun. Eger,

i. I+ ] =Riselve] ideallerine esmaksimal,
ii. 1<1ij<nvei#jolmakiizere, I; + [ = R ise {I;| 1 < i < n} ailesindeki
ideallere ikili esmaksimal
denir.

Lemma 2.58 (Sharp R. Y., 2000, Lemma 3.58) R birimli ve degismeli bir halka, I,/
onun esmaksimal idealleri olsun. Buna goére, I N J = I] olur.

Onerme 2.59 (Sharp R. Y., 2000, Onerme 3.59) R birimli, degismeli bir halka ve
{I, | 1 <i<nwven = 2} kiimesi R halkasinin ikili esmaksimal ideallerinin bir ailesi olsun.
Buna gore,

i. I1nI;n..NnI,_; vel, idealleri esmaksimaldir.
. ILinlhn..nl, =1l,..1, dir.
Teorem 2.60. (Hungerford, 1974, 111, Teorem 4.2) R degismeli bir halka ve S onun

carpimsal bir altkiimesi olsun. R X S kiimesi tizerinde
(r,s) ~(,s") © s1(rs"—1r’s)=0,3s, €S (2.1)

seklinde tanimlanan bagint1 bir denklik bagintisidir.
Teorem 2.61 (Hungerford T. W., 1974, I1l, Teorem 4.3) R degismeli bir halka ve S

onun ¢arpimsal bir altkiimesi olsun. Buna gore, yukarida verilen denklik bagintisi ile olugan

denklik smiflarmin kiimesi olan S™1R = {g | reR,s € S} kiimesi



s s ss’ ) (22)

seklinde tanimlanan islemlere gore birimli ve degismeli bir halkadir.
Tamm 2.62 (Hungerford T. W., 1974, 11, sf.144) Yukarida verilen S™!R halkasina R
halkasinin S ile belirlenen kesirler halkas: denir.
Lemma 2.63 (Hungerford T. W., 1974, 11l, Lemma 4.9) R birimli, degismeli bir halka,
S onun ¢arpimsal altkiimesi olsun.
i.  S7'R halkasindaki her ideal, I c R bir ideal olmak iizere, S~*I bicimindedir.
ii. P cRbirasalidealveSn P = @ise S~ P, S™'R halkasinin bir asal idealidir.
Tamim 2.64 (Hungerford T. W., 1974, 111, sf.147) R birimli, degismeli bir halka ve P
onun bir asal ideali olsun. Buna gére, Uyar: 5.3.1 ile S = R — P kiimesi bir ¢arpimsal kiime
olur. Bu durumda, S™*R kesirler halkasma P asal idealinin R halkasindaki yerellestirmesi
denir ve Rp ile gosterilir. I, R halkasinin bir ideali ise, Rp halkasinin S™*1 ideali ise I, ile
gosterilir.
Tamim 2.65. R halkasi tizerinde
L. RXR - R
xy) - [xy]
olacak bigimde tanimlanan ikili islem
i. [x,x] =0
ii. [x,y+z] =[x, y]+ [x,z]ve [x +y,z] = [x,z] + [y, Z]
iii. [x, [y, z]] + [, [z x]] + [z [x,¥]] = 0 (Jacobi Ozdesligi)
kosullarini sagliyorsa bu [, ] ikili islemine bir Lie ¢arpim denir
X,y € R i¢in [x,y] = xy —yx seklinde tanimlanan islem de bir Lie ¢arpim olur ve
asagidaki ozellikleri saglar:
i oyl=-lyxl =y, —x] = [-y«]
ii. [xy, z] = x[y, z] + [x, z]y
iii. [x,vz] = ylx,z] + [x,y]z
Uyan 2.66. R bir halka, U ve V onun altkiimeleri olsun. Buna gore, u € U, v EV
olmak tizere, [u, v] elemanlar1 tarafindan iiretilen toplamsal altgrup [U, V] ile gosterilir. Yani
[U,V] = {Zsonlui, vi] |u; € U,v; €V}
seklindedir.
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Tamim 2.67. R bir halka ve U onun bos olmayan bir toplamsal altgrubu olsun. Buna
gore, [U, R] < U ise U kiimesine R halkasimin bir Lie ideali denir.
Tamim 2.68. R bir halka ve d : R — R bir doniisiim olsun. Buna gore, her x,y € R
icin
i. dix+y)=d(x)+d(y)
ii. d(xy) = d(x)y + xd(y)
kosullar1 saglaniyorsa, d doniisiimiine R {izerinde bir tiirev denir.
Tamim 2.69. R bir halka ve a € R olmak {izere her x € R i¢in I,(x) = [a, x] seklinde
tanimlanan doniisiime a ile belirlenen i¢ tiirev denir.
Tamm 2.70. R bir halka ve f : R — R toplamsal doniisiim olmak tizere her x,y € R
icin
fGxy) = f()y + xd(y)
olacak bi¢imde bir d : R — R tiirevi var ise f doniisiimiine d tiirevi ile belirlenen bir
genellestirilmig tiirev denir.
Tanmim 2.71. R bir halka ve D: R — R bir doniisiim olmak tizere her x,y € R i¢in
D(xy) = D(x)y + xD ()
esitligi saglantyor ise D doniisiimiine bir ¢arpimsal tiirev denir.
Tamim 2.72. R bir halka ve F : R — R bir doniisiim olmak tizere her x,y € R igin
F(xy) = F(x)y + xd(y)
olacak bi¢imde bir d : R — R tiirevi var ise F doniligiimiine d tiirevi ile belirlenen bir
carpumsal genellestirilmis tiirev denir.
Tamim 2.73. R bir halka ve F : R — R bir doniisiim olmak tizere her x,y € R igin
F(xy) = F()y +xg(y)
olacak bi¢gimde bir g : R — R doéniisimii var ise F donlsimiine g ile belirlenen bir
carpimsal (genellestirilmis)-tiirev denir.
Tamim 2.74. R bir halka ve H : R — R bir doniisiim olmak {izere her x,y € R i¢in
H(xy) = H(x)y
esitligi saglaniyor ise H dontisiimiine ¢arpimsal sol merkezleyen denir.
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BOLUM 3
YARIASAL HALKALARDA CARPIMSAL (GENELLESTIRILMIS)-TUREVLER

Ashraf ve Rehman (2001) yaptiklar1 ¢alismada, R bir asal halka, I onun bir ideali ve

d, R iizerinde bir tiirev olmak {izere her x,y € I i¢in d(xy) + xy € Z(R) ise R halkasinin
degismeli oldugunu ispatlamiglardir. Tiirev iizerinde bunun gibi kosullar kullanilarak
yapilan ¢esitli ¢alismalar mevcuttur. Hem bu kosullar tizerinde hem de tiirev tanimai iizerinde
cesitli genellestirmeler yapilarak halkanin degismeliligi ile ilgili sonuglar elde edilmistir.
Daif ve Bell (1992), R bir yariasal halka, I onun sifirdan farkli bir ideali ve d, R tizerinde
bir tiirev olmak tizere her x,y € I i¢in d([x, y]) = £[x, y] kosulu, Quadri ve ark. (2003), R
bir asal halka, I onun sifirdan farkli bir ideali ve d, F sirasiyla R iizerinde bir tiirev ve d ile
belirlenen bir genellestirilmis tirev olmak tzere her x,y € I i¢in F([x,y]) = £[x,y]
kosulu, Ashraf ve ark. (2007), R bir asal halka, I onun sifirdan farkli bir ideali ve d, F
sirasiyla R tizerinde bir tiirev ve d ile belirlenen bir genellestirilmis tiirev olmak tizere her
x,y € I igin

e F(xy)txye€Z(R),

o F(xy) £yx € Z(R),

* F(OF(y)txy€Z(R)
kosullari, Dhara (2010), R bir asal halka, I onun sifirdan farkl: bir sol ideali, F dontisiimii d
tiirevi ile belirlenen bir genellestirilmis tiirev ve d(Z(R)) # 0 olmak {izere her x,y € I igin
F([x,y]) £ [x,y] € Z(R) kosulu, Ali ve ark. (2013), R bir yariasal halka, I onun sifirdan

farkl bir sol ideali ve F, d tiirevi ile belirlenen bir genellestirilmis tiirev olmak iizere her

x,y € I i¢in
e F(xy) € Z(R),
e Flx,y]=0,

e F(xy)tyx €Z(R),

e Flxy)t[xy]€Z(R)
kosullari, Dhara ve Ali (2013) ise R bir yariasal halka, I onun sifirdan farkli bir sol ideali ve
F bir carpimsal (genellestirilmis)-tiirev olmak {izere her x,y € I igin

e F(xy)txy=0,

e F(xy)tyx=0,

e F()F(y)txy=0,

e F(X)F(y)tyx=0,
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e F(xy)txy€Z(R),
o F(xy) tyx € Z(R),
e F(X)F(y)txy€Z(R),
e F()F(y)xyx€Z(R)
kosullar altinda halkanin degismeliligini incelemislerdir.

Bu boéliimde, R bir yariasal halka, F, f, H: R = R doniistimler, F, f ile belirlenen bir
carpimsal (genellestirilmis)-tiirev ve H bir ¢arpimsal sol merkezleyen olmak iizere, her
X,y € R igin

e F(xy)+H(xy) =0,
e F(xy)+H(yx) =0,
* F(X)F(y) +H(xy) =0,
e F(xy)+ H(xy) € Z(R),
e F(xy)+ H(yx) € Z(R),
e F()F(y)+H(xy) € Z(R)
kosullart altinda halkanin degismeliligi incelenmistir.

Lemma 3.1. (Posner, 1957, Lemma 3) R bir asal halka ve d: R — R bir tiirev olsun.
Eger, her a € R i¢in [d(a), a] = 0 ise R halkasi degismelidir veya d = 0 dir.

Lemma 3.2. R bir yariasal halka olsun. Eger F: R — R, f ile belirlenen bir ¢arpimsal
(genellestirilmis)-tiirev ise f bir ¢carpimsal tiirevdir. Yani, her x,y € R i¢in

fxy) = f)y +xf(¥)
dir.
Ispat. F bir carpimsal (genellestirilmis)-tiirev oldugundan,
F(x(yz)) = F(x)yz + xf (yz), Vx,y,Z €ER
ve
F((xy)z) =Fx)yz+ xf(y)z+ xyf(2), Vx,y,Z €R
yazilabilir. Bu iki esitlikten,
xf(yz) =xf(¥)z+xyf(2), VYxy,z€R
elde edilir. Buradan her y,z € R i¢in R(f(yz) — f(y)z — yf(z)) = (0) olur. R halkasinin
yariasalligi kullanilirsa her y, z € R i¢in f(yz) = f(y)z + yf (2) elde edilmis olur.

Lemma 3.3. R bir yariasal halka ve F:R — R, f ile belirlenen bir ¢arpimsal
(genellestirilmig)-tiirev olsun. Eger her x,y € R i¢in F(xy) = 0 ise F = 0 dur.

Ispat. Her x,y € R i¢in F(xy) =0 olsun. Burada x yerine xz, z € R alinirsa

F(xzy) = 0 olur. F bir ¢arpimsal (genellestirilmig)-tiirev oldugundan
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F(xz)y + xzf(y) = 0, Vx,y,Z €R
yazilir. Burada hipotez kullanilirsa
xzf(y) =0, Vx,y,Z €R
elde edilir. R halkasinin yariasalligindan her y,z € R igin zf(y) = 0 olur. R halkasinin
yariasallig1 tekrar kullanilirsa f = 0 bulunur. F doniisiimiiniin tanimindan her x, y € R igin
F(xy) = F(x)y olur. Hipotez kullanilarak
F(x)y =0, Vx,y €R
elde edilir. R halkasinin yariasalligi kullanilirsa F = 0 bulunur.
Lemma 3.4. R bir yariasal halka ve F:R — R, f ile belirlenen bir ¢arpimsal
(genellestirilmis)-tiirev olsun. Bu durumda
F(xy) € Z(R),Vx,y €R = [f(x),x] =0,Vx €ER
olur.
Ispat. Her x,y € R icin F(xy) € Z(R) olsun. Burada y yerine yz, z € R alinirsa,
F(xyz) € Z(R), Vx,y,Z €R

olur. F bir ¢arpimsal (genellestirilmis)-tiirev oldugundan,

F(xy)z + xyf(z) € Z(R), Vx,y,Z €R
bulunur. Buradan

[F(xy)z + xyf(z),2z] =0, Vx,y,Z €R
yazilabilir. Hipotez ve komiitator 6zellikleri kullanilarak

[xyf(2),z] =0, Vx,y,Z €ER
bulunur. Burada x yerine rx, r € R alinir ve komiitator 6zellikleri kullanilirsa
[r,z]xyf(z) =0, Vx,y,Z,7v €ER

elde edilir. Burada da x yerine f(z)x alinirsa

[, z]f (2)xyf(2) =0, Vx,y,z,7m €ER
olur. Bu esitlikte y yerine [r, z] alinir ve R halkasinin yariasalligi kullanilirsa

[, ylf(») =0, Vxy€R
bulunur. Burada x yerine xy, y € R alinirsa

[, ylyf(y) =0, Vx,y€R
olur. O zaman bulunan son iki esitlik yardimiyla

[, yI[f(¥),y]=0, Vx,y€R

yazilabilir. Burada x yerine f(y)x alinir, komiitator 6zellikleri ve R halkasinin yariasalligi

kullanilirsa, her y € R i¢in [f(y),y] = 0 elde edilmis olur.
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Lemma 3.5. R bir halka, F: R = R, f ile belirlenen bir ¢arpimsal (genellestirilmis)-
tirev ve H: R — R bir ¢arpimsal sol merkezleyen olsun. Bu durumda, her x € R igin
G(x)=F(x) ¥ H(x)
seklinde tanimlanan G: R — R doniisiimii f ile belirlenen bir ¢arpimsal (genellestirilmis)-
tirevdir.
Ispat. G doniisiimiiniin tanimindan, her x,y € R igin

G(xy) = F(xy) + H(xy)
=F)y+xf(y) + Hx)y
= (F(x) + Hx))y + xf (¥)
=G(x)y +xf(y)

elde edilir. Yani G: R = R doniisiimii f ile belirlenen bir ¢arpimsal (genellestirilmis)-tiirev
olur.
Teorem 3.6. R bir yaniasal halka, F:R — R, f ile belirlenen bir c¢arpimsal
(genellestirilmis)-tiirev ve H: R — R bir ¢arpimsal sol merkezleyen olsun. Bu durumda
F(xy) +H(xy)=0,Vx,yER = f =0
olur. Ustelik
F(xy) =F(x)y ,Vx,y E RveF = +H
ifadeleri saglanir.
Ispat. Her x,y € R i¢in F(xy) — H(xy) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
X € Rigin G(x) = F(x) — H(x) olmak iizere her x, y € R i¢in G (xy) = 0 demektir. Lemma
3.5 ve Lemma 3.3 kullanildiginda G = 0 elde edilir. Boylece
F=H
bulunur. Bu esitlik F donilislimiiniin tanima ile birlikte hipotezde kullanilirsa
0=F(xy)—Hxy) =F®y+xf(y) -HXx)y =xf(y), Vx,y€R
elde edilir. R bir yariasal halka oldugundan f = 0 elde edilir. Boylece her x,y € R igin
F(xy) = F(x)y elde edilir. Her x,y € R i¢in F(xy)+ H(xy) =0 hipotezi kabul
edildiginde de benzer ispat yontemiyle f = 0, her x,y € R i¢in F(xy) = F(x)y, F = —H
sonuglarina ulagilir. Béylece ispat tamamlanir.
Teorem 3.7. R bir yariasal halka, F:R — R, f ile belirlenen bir carpimsal
(genellestirilmis)-tiirev ve H: R — R bir ¢arpimsal sol merkezleyen olsun. Bu durumda
F(xy) +H(yx)=0 ,vx,yER = f =0
olur. Ustelik
F(xy) = F(x)y ,Vx,y € Rve [F(x),x] =0,vx €ER

ifadeleri saglanir.
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Ispat. Her x,y € R igin

F(xy) —H(yx) =0 3.1)

olsun. Burada y yerine yz, z € R alinir ve F doniisiimiiniin bir ¢arpimsal (genellestirilmis)-

tiirev oldugu kullanilirsa

(F(xy) — H(yx))z +xyf(z) + Hy)[x,z] =0, Vx,y,Z €ER
elde edilir. Bu esitlikte (3.1) kullanilirsa

xyf(z) + Hy)[x,z] =0, Vx,y,z €R (3.2)

bulunur. (3.2) esitliginde z yerine x alinirsa her x,y € R igin xyf(x) = 0 bulunur. R

halkasinin yariasallig1 kullanilarak her x € R i¢in xf (x) = f(x)x = 0 elde edilir. Boylece
[f(x),x] =0, Vx ER (3.3)

elde edilir. (3.2) esitliginde x yerine xr, r € R alinirsa, her x,y, z,r € R igin,
0 =xryf(z) + Hy)[xr, z]
= xryf(2) + Hy)x[r, z] + HY)[x, z]r + xyf (2)r — xyf (2)r
= xryf(2) + Hy)x[r, z] — xyf (2)r + (xyf (2) + HY)[x, zDr
olur. Burada (3.2) esitligi kullanilirsa
x[r,yf(z)] + Hy)x[r,z] =0, Vx,y,z,7T €R
elde edilir. Bu esitlikte r yerine f(z) alinir ve (3.3) esitligi kullanilirsa

x[f(2),y1f(2) =0, Vx,y,z€R
bulunur. R halkasinin yariasalligindan

[f(2),ylf(z) =0, Vy,z€R (3.4)

olur. (3.4) esitliginde y yerine yt, t € R alinir ve tekrar (3.4) kullanilirsa

[f(2),y]tf(z) =0, Vy,zt€eR
bulunur. Buradan ise

[f (@), y1t[f (2).y] =0,  Vy,zt€eR
esitligi yazilabilir. R halkasi yariasal halka oldugundan
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[f(2),y] =0, Vy,z€R (3.5)

elde edilir. (3.2) esitliginde x yerine f(x) alinir ve (3.5) esitligi kullanilirsa her x,y,z € R
icin f(x)yf(z) = 0 bulunur. R halkasinin yariasalligindan

f=0 (3.6)

bulunur. F doniistimiiniin tanimindan

F(xy) =F(x)y, Vx,y €ER (3.7)

elde edilir. (3.6) esitligi (3.2) esitligine uygulanirsa
Hy)[x,z] =0, Vx,y,Z €ER

bulunur. Bu esitlikte y yerine yz alinir ve sirasiyla (3.1) ve (3.7) esitlikleri kullanilirsa

F(2)ylx,z] =0,Vx,y,z € R (3.8)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte x yerine F(z) alinirsa
F(2)y[F(z),z] = 0, Vy,z €ER

bulunur. Boylece her y,z € R i¢in [F(2),z]y[F(2),z] = (F(2)z — zF (2))y[F(2),z] =0
yazilabilir. R bir yariasal halka oldugundan her z € R i¢in [F(2), z] = 0 olur. Benzer sekilde
her x,y € R i¢in F(xy) + H(yx) = 0 kosulu altinda da ayn1 sonuglar elde edilir. Boylece
ispat tamamlanur.

Teorem 3.8. R bir yariasal halka, F:R — R, f ile belirlenen bir carpimsal
(genellestirilmis)-tiirev ve H: R — R bir ¢arpimsal sol merkezleyen olsun. Bu durumda

F(x)F(y) ¥H(xy) =0,Vvx,y ER = f =0
olur. Ustelik
F(xy) = F(x)y ,Vx,y € Rve [F(x),x] =0,vx €ER

ifadeleri saglanir.

Ispat. Her x,y € R icin

Fx)F(y) —H(xy) =0 3.9)

17



olsun. Burada y yerine yz, z € R alinir ve F doniisiimiiniin tanimi kullanilirsa

(FOF() —Hxy)z+F(x)yf(z) =0, Vvx,y,z€R
bulunur. Bu esitlikte (3.9) esitligi kullanilirsa

F(x)yf(z) =0, Vx,y,Z€ER (3.10)

esitligi elde edilir. (3.10) esitliginde x yerine ux, u € R alinir ve F doniisiimiiniin tanimu ile
(3.10) esitligi kullanilirsa

uf (x)yf(z) =0, Yu,x,y,Z €ER
bulunur. Bu esitlikte y yerine yu alinirsa

uf (x)yuf(z) =0, Yu,x,y,Z € R
olur. Boylece

uf (x)Ruf (x) = (0), Vu,x € R
esitligi elde edilir. R halkasinin yariasalligi kullanilirsa

uf(x) =0, Yu,x € R

bulunur. Bu durumda Rf (x) = (0) olur. R halkasi yariasal halka oldugundan f = 0 dur.
Boylece, her x,y € R i¢in F(xy) = F(x)y bulunur. (3.9) esitliginde x yerine xy alinirsa

F(x)yF(y) —H(xy)y=0, Vx,y €R (3.11)

elde edilir. (3.9) esitligi sagdan y ile ¢arpilirsa

F(x)F(y)y —H(xy)y =0, Vx,y €R (3.12)

olur. (3.11) esitligi (3.12) esitliginden ¢ikarildiginda ise
FOF(),y]1=0, Vx,y€R
bulunur. Bu esitlikte x yerine xr, r € R alinirsa
F(Or[F(y),y] =0, Vx,y,r €R
elde edilir. Bu durumda her x,r € R i¢in asagidaki esitlik yazilabilir:
[F (), x]r[F(x), x] = (F(x)x — xF (x))r[F(x),x] = 0
Burada R halkasinin yariasalligi kullanilirsa her x,y,r € R igin [F(x),x] = 0 elde edilir.
Benzer iglemler ile, her x,y € R i¢in F(x)F(y) + H(xy) = 0 kosulu altinda da aym

sonuglar elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 3.9. R bir yariasal halka, F:R — R, f ile belirlenen bir carpimsal
(genellestirilmis)-tiirev ve H: R — R bir ¢arpimsal sol merkezleyen olsun. Bu durumda
F(xy) ¥ H(xy) € Z(R),Vx,y €ER = [f(x),x] =0,Vx €ER
olur.
Ispat. Her x,y € R igin F(xy) ¥ H(xy) € Z(R) oldugunu Kabul edelim. Buna gére,
G(x) = F(x) — H(x) olmak lizere her x,y € R i¢in G(xy) € Z(R) olur. Sirasiyla Lemma
3.5 ve Lemma 3.4 kullanilirsa her x € R i¢in [f(x), x] = 0 elde edilmis olur.
Teorem 3.10. R bir yariasal halka, F:R — R, f ile belirlenen bir carpimsal
(genellestirilmis)-tiirev ve H: R — R bir ¢arpimsal sol merkezleyen olsun. Bu durumda
F(xy) ¥+ Hlyx) € Z(R),Vx,y €ER = [f(x),x] =0,Vx €ER
olur.

Ispat. Her x,y € R i¢in

F(xy) — H(yx) € Z(R) (3.13)

olsun. (3.13) esitliginde y yerine yz, z € R alinirsa
F(xyz) — H(yzx) € Z(R), Vx,y,Z€R
olur. F bir ¢arpimsal (genellestirilmis)-tiirev oldugundan
(F(xy) —H(yx))z +xyf(z) + HY)[x,z] € Z(R), Vx,y,Z €ER

yazilir. Burada (3.13) esitligi kullanilirsa

[xyf(2),z] + [H(Y)[x,z],z] =0, Vx,y,z€R (3.14)
bulunur. (3.14) esitliginde x yerine xz alinirsa

[xzyf(2),z] + [H(Y)[x,z],z]z=0, Vx,y,Zz€R (3.15)
olur. (3.14) esitligi sagdan z ile ¢arpilirsa

[xyf(2),z]z+ [H(Y)[x,2z],z]z=0,Vx,y,z €ER (3.16)

elde edilir. (3.15) ve (3.16) esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilirsa
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0 = [xyf(2), 2]z — [xzyf (2), Z]

x[yf(2),zlz + [x, zlyf (2)z — xz[yf (2), z] — [x, z]zyf (2)
x[[yf (2), 2], 2] + [x, 2] [yf (2), 2]
[x[yf(2),2], 2]

esitliginden
[x[yf(2),z],z] =0, Vx,y,zZ €R
bulunur. Bu esitlikte x yerine rx, r € R alinir ve komiitator 6zellikleri kullanilirsa
[r, z]x[yf(2),z] =0, Vx,y,z,7r €ER

elde edilir. Burada r yerine yf(z) alinir ve R halkasinin yariasalligindan her y,z € R i¢in
[yf(2),z] =0 bulunur. Bu esitlikte y yerine f(z)y alinirsa her y,z € R igin
[f(2),z]lyf(z) =0 olur. Boylece her y,z€ R icin [f(2),z]y[f(2),z] =0 esitligi
yazilabilir. Buradan da R halkasinin yariasallig1 kullanilarak her z € R i¢in [f(z),z] =0
elde edilmis olur.

Benzer ispat yontemiyle her x,y € R igin F(xy) + H(yx) € Z(R) kosulu altinda da
her x € R igin [f(x), x] = 0 bulunur. Boylece ispat tamamlanr.

Teorem 3.11. R bir yariasal halka, F:R — R, f ile belirlenen bir carpimsal
(genellestirilmis)-tiirev ve H: R — R bir ¢arpimsal sol merkezleyen olsun. Bu durumda

F(x)F(y) ¥ H(xy) € Z(R),Vx,y ER = [f(x),x] =0,Vx ER

olur.

ispat. Her x,y € R icin
F(x)F(y) — H(xy) € Z(R) (3.17)

olsun. (3.17) ifadesinde y yerine yz, z € R alinirsa
F(x)F(yz) — H(xyz) € Z(R), Vx,y,Z €R
olur. F doniisiimii bir carpimsal (genellestirilmis)-tiirev oldugundan

(F(OF() —Hxy))z+ F(x)yf(z) €Z(R), Vx,y,z€R
bulunur. O zaman,

[(FOOF(y) — H(xy))z + F(x)yf(z),z2] =0, Vx,y,z€R
esitligi yazilabilir. Burada komiitator 6zellikleri ve (3.17) ifadesi kullanilirsa
[F(x)yf(2),z] =0, Vx,y,Zz€R (3.18)

bulunur. (3.18) esitliginde x yerine xz alinir ve F doniistimiiniin tanimu ile (3.18) kullanilirsa
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[xf(2)yf(z),z] =0, Vx,vy,Zz €R

yazilir. Bu esitlikte x yerine f(z)x alinir ve ayn esitlik kullanilirsa

[f(2),z]xf (2)yf(z) =0, Vx,y,z€R
elde edilir. Boylece

[f (2), z]x[f (2), z2ly[f (2),z] =0,  Vx,y,z€R

esitligi gecerlidir. Buradan ise her z € R i¢in (R[f(2),z])3 = (0) yazilabilir. Bir yariasal
halkada sifirdan farkli nilpotent sol ideal bulunmadigindan her z € R igin R[f (2), z] = (0)
bulunur. R bir yariasal halka oldugundan her z € R i¢in [f(2),z] = 0 elde edilir. Benzer
ispat yontemiyle her x,y € R i¢in F(x)F(y) + H(xy) € Z(R) kosulu altinda da ayn1 sonug

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 3.2 ile bir yariasal halkada, f toplamsal doniistimii ile belirlenen her F: R = R
carpimsal (genellestirilmis)-tiirev bir ¢arpimsal genellestirilmis tiirev olur. Bu durumda
carpimsal genellestirilmis tiirev ile ilgili agagidaki sonug verilebilir.

Sonug¢ 3.12. R bir asal halka, F: R = R, sifirdan farkli d tiirevi ile belirlenen bir
carpimsal genellestirilmis tiirev ve H: R = R bir ¢arpimsal sol merkezleyen olsun. Eger her
X,Y € R i¢in asagidaki kosullardan biri saglaniyorsa R degismelidir:

i. F(xy)+ H(xy) € Z(R),
ii. F(xy)+H(yx) € Z(R),
iii. F(x)F(y)+ H(xy) € Z(R).
Ispat. (i), (ii) ve (iii) icin sirasiyla Teorem 3.9, Teorem 3.10 ve Teorem 3.11

kullanilarak her x € R i¢in [d(x), x] = 0 elde edilir. Lemma 3.1 ile de R degismeli olur.

Simdi ispatladigimiz  teoremlerdeki yariasallik  hipotezinin  gerekli yani
kaldirilamayacagini gosteren bazi 6rnekler verelim.

Ornek 3.13. Z tamsayilar kiimesi olmak iizere

0 a b
R = (0 0 c>
0O 0 O

halkasin1 alalim. F,f,H:R — R doniistimleri ise A € Z olmak iizere asagidaki sekilde

a,b,cEZ}

tanimlansin:
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0 a b 0 0 Ab 0 a b 0 Aa? Ab
F(O 0 c>=<0 0 O), f(O 0 c>=<0 0 /1c>
0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 O 0

0 a b 0 Aa Ab
H(O 0 c>=<0 0 )lc)
0 0 O 0 0 o

0 1 1 0 1 1
Buna gore, (0 0 O) R (0 0 O> = (0) oldugundan R halkas1 yariasal bir halka
0 0 O 0 0 O

degildir. Ustelik F, f ile belirlenen bir carpimsal (genellestirilmis)-tiirevdir ve her x,y € R
icin H(xy) = H(x)y, F(xy) — H(xy) = 0 dir. Fakat burada f(R) # 0 ve x,y € R igin
F(xy) # F(x)y oldugu gériiliir. Oyleyse Teorem 3.6 daki yariasallik hipotezi gereklidir.

Ornek 3.14. Z tamsayilar kiimesi olmak {izere

0 a b
=4{0 O c>
0 0 O
halkasin1 alalim. F, f,H: R — R doniisiimleri de A € Z olmak {izere asagidaki sekilde
0 b 0 da 0 0 a b 0 Aab Ab?
FlO c =( 0 Ac flo 0 ¢ =<O 0 —Ac)
0 0 0 0 O 0 0 O 0 O 0

0 b 0 A%a 2%b
HlO c|l=(0 0 A%
0 0 0 0 0

Burada da F, f ile belirlenen bir carpimsal (genellestirilmis)-tiirevdir ve her x,y € R
icin H(xy) = H(x)y, F(x)F(y) — H(xy) = 0 dir. Fakat burada f (R) # 0 ve x,y € R igin

a,b,cEZ}

tanimlansin:

[«)

oo Q oo

F(xy) # F(x)y oldugu goriiliir. Oyleyse Teorem 3.8 deki yariasallik hipotezi zorunludur.

Ornek 3.15. Z tamsayilar kiimesi olmak iizere

0 0 O
R = <a 0 0)
b ¢ 0
halkasin1 alalim. F, f,H: R — R doniisimleri A € Z olmak 1lizere asagidaki sekilde
tanimlansin:
0 O 0 0 0 O 0O 0 O
F(aO)(az )fa00=<a00>
b ¢ b+c b ¢ 0 b 0 0
0 0 0
Hla 0 0
b c

a,b,cEZ}

0 O
0 0
c 0
0 0 O 0 0 O
Oncelikle |10 0 O|R[O0 O 0 |=(0) oldugundan R halkasi yariasal bir halka
1 1 0 1 1 0
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degildir. Ustelik F, f ile belirlenen bir carpimsal (genellestirilmis)-tiirevdir ve her x,y € R
icin H(xy) = H(x)y, F(x)F(y) — H(xy) = 0 dir. Fakat burada f(R) # 0 ve x,y € R igin
F(xy) # F(x)y oldugu gériiliir. Oyleyse Teorem 3.8 deki yariasallik hipotezi gereklidir.
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BOLUM 4
HALKALARDA YARIASALLIGIN KAYNAGI

4.1. Yariasalligin Kaynag Kavram ve Bazi Temel Ozellikleri
Bu boliimde yariasal halka yapisindan esinlenerek yariasalligin kaynagi olarak ifade
edilen bir kiime tanimlanmis ve bu ¢alismanin gelecek kisimlarinda yararl olabilecek bazi
temel ozellikleri verilmistir.
Tamm 4.1.1. R bir halka ve A onun bos olmayan bir altkiimesi olsun. Buna gore
Sg(A) = {a € R| ada = (0)}
seklinde tanimlanan kiimeye A kiimesinin yarwasalliginin kaynagi denir. Sg(R) kiimesi
kisaca Sy ile gosterilir.
Uyar14.1.2. R bir halka, A onun bir althalkas1 olmak tizere, S, = Sg(4) N A dir.
Ispat. x € S, olsun. Buna gore, x € A ve xAx = (0) olur. Ayn1 zamanda x € R
olduguna gore, x € Sz(A) yazilir. Dolayisiyla, x € Sp(A) N A olur. Yani S, € Sp(A) N A
olur. Benzer sekilde Sg(4) N A € S, oldugu da goriilebilir. Dolayisiyla esitlik saglanir.
Onerme 4.1.3. R bir halka, A ve B onun iki altkiimesi olsun. Buna gore asagidakiler
saglanir:
i. AcBiseSi(B)c Sz(4).
ii. Sgpxr(A X B) = Sg(A) X Sg(B).
Ispat. (i) b € Sg(B) olsun. Buna gore bAb c bBb = (0) olur. Yani b € Sz(A)
bulunur. Dolayisiyla Sg(B) < Sg(A) elde edilir.
(i) (a,b) € Sgxr(A X B) elemanini alalim. Buna gore, her (x,y) € A X B igin
(0,0) = (a,b)(x,y)(a,b) = (axa, byb)
elde edilir. Yani (a,b) € Sg(A4) X Sg(B) bulunur. Yani Sgxr(A X B) € Sg(A4) X Sg(B)
olur. Benzer sekilde Si(A4) X Sg(B) € Sgxr(A X B) oldugu goriiliir. Dolayisiyla istenen
esitlik saglanir.
Sonuc 4.1.4. R, ve R, iki halkave A; € R;, A, S R, bos olmayan altkiimeleri olsun.
Buna gore,
Srixk, (A1 X Az) = Sg, (A1) X Sg,(42)
olur.
Ispat. (a,b) € Sg xgr,(4; X A;) olsun. Buna gére, her (x,y) € 4; X 4, igin
(0,0) = (a,b)(x,y)(a,b) = (axa, byb)
elde edilir. Yani (a, b) € Sg, (A1) X Sg,(A3) bulunur. Oyleyse
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Sryxr, (A1 X A3) C Sg (A1) X Sg,(A3)
elde edilir. Benzer sekilde
Sg, (A1) X Sg,(Az) C Sg,xr, (A1 X A3)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla istenen esitlik elde edilir.

Onerme 4.1.5. R bir halka ve I onun bir ideali olsun. Buna gore asagidaki durumlar
gecerlidir:

i. Sp(I) kiimesi R carpimsal yarigrubunun bir yarigrup idealidir. Ozel olarak
Sr(I) kiimesi, R halkasinin ¢arpimsal bir altkiimesidir.
ii. Eger (Sg(I))? = (0) ise Sg(I) kiimesi R halkasinin bir idealidir.
Ispat. (i) a € Sg(I) ve x € R keyfi elemanlarini alalim. Buna gore
axlax c alax = (0)
ve benzer olarak
xalxa c xala = (0)

bulunur. Bu yiizden ax, xa € Sg(I) olur. Yani, Si(I) kiimesi R halkasinin bir yarigrup ideali
olur. Dolayisiyla, Sg (I) kiimesi R halkasinin ¢arpimsal bir altkiimesidir.

(i) Herhangi a,b € Sg(I) ve her x €1 ig¢in, hipotez ile ax,xa € Sg(I) oldugu
kullanilirsa,

(a+b)x(a+b) =axb+ bxa=0

bulunur. Boylece a + b € Sg(I) olur. Sonug olarak, (i) kullanildiginda Sg (1) kiimesinin R
halkasinin bir ideali oldugu bulunur.

Onerme 4.1.6. R halkasmin her yariasal ideali S kiimesini kapsar.

Ispat: Q, R halkasmin bir yariasal ideali ve a € Si olsun. S kiimesinin tanimi
kullanildiginda, aRa = (0) € Q yazilir. Q bir yariasal ideal oldugundan a € Q olur.
Boylece S © Q kapsamasi elde edilir.

Sonuc 4.1.7. R bir halka ve {Q;},¢ea kiimesi R halkasinin yariasal ideallerinin bir ailesi

ise, Sp [, Qa olur.
Sonuc¢ 4.1.8. R bir halka olmak {izere, Sy kiimesi R halkasmin S(R) asal radikali
tarafindan kapsanir.
Ispat. Teorem 2.31 (ii) ile B(R) bir yariasal ideal oldugundan Onerme 4.1.6
kullanildiginda S < S(R) olur.
Onerme 4.1.9. R bir halka olsun. Buna gore asagidakiler gecerlidir:
i. Egere = e? € R bir idempotent eleman ise

eSg(eRe)e = S gz, = eSze dir.
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. Sy, r) © My(Sg) dir.
iii. Eger Sg, R halkasmin bir esas ideali ise Sy, (r) = My(Sg) dir.

Ispat. (i) a € Si(eRe) olsun. Buna gore, aeRea = (0), yani eaeReae = (0) olur. Bu
esitlikten eae € S, yazilir. Boylece eSg(eRe)e C S, kapsamasi saglanir. Diger yandan
a € S.ge elemanini alalim. Bu durumda a = ebe olacak sekilde bir b € R vardir. O zaman
eae = e(ebe)e = ebe = a, yani eae = a olur. Ayn1 zamanda aeRea = (0) dir. Bu
durumda a € Sz(eRe) olur. a = eae olduguna gore a € eSgz(eRe)e elde edilir. O zaman
S.re C eSg(eRe) kapsamasi da saglanir. Boylece, eSg(eRe)e = S g, dir.

Simdi S,z = eSge oldugunu ispatlamak icin. eae € S,g, elemanini alalim. Buna
gore, eaeReae = (0) olur. eae € Sp oldugundan eae = e?ae? = e(eae)e € eSge
bulunur. Boylece S.z. € eSie elde edilir. Tersine a € Sy icin eae € eSge alalim. a € Sy
oldugu kullanilarak, eaeReae c eaRae = (0) bulunur. Bu ise eae € Sz, demektir.
Boylece eSge C S.ge kapsamasi da saglanir. Sonug olarak istenen esitlik saglanmis olur.

(i) a = (a;;) € Smr) Ve 1 < i,j < nolsun. x € R olmak {izere, (i, ).nci bileseni x
diger bilesenleri 0 olan E;; = (e;j(x)) matrislerini alalim. Buna gore herhangi bir x € R i¢in

aEj;(x)a =0
esitligi yazilir. Buradan k, [ € {1, ..., n} igin

(agixap) =0
bulunur. Bu esitlikte k = j, [ = i alinirsa aj; € Sg olur. Bdylece a € M, (Sg) bulunur. Yani
Sm,(r) © My (Sg) kapsamasi saglanir.

(i) Sk kiimesinin, @ € R eleman tarafindan {iretilen bir esas ideal oldugunu kabul
edelim. O zaman, Sy = («) yazilir. a € M,,(Sg) olsun. Bu durumda, herhangibir b € M,,(R)

icin 1 < i,j < n olmak lizere

n n
@)y =) ) (abuay)
t=1

k=1

esitligi elde edilir. Burada 1 < ¢,k < n i¢in a;, axj € Sg = () Ve a € Sg olduguna gore,
her 1 <i,j <n igin (aba);; = 0 olur. Boylece aba = 0, yani a € Sy, z) bulunur. Yani
My, (Sg) € Su, (r) €lde edilir. Dolayistyla (ii) kullanildiginda, Sy, (ry = M, (Sg) esitligi elde
edilir.

Onerme 4.1.10. R, T iki halka ve f:R — T bir halka homomorfizmas: olsun. Buna

gore, f(Sg) € Sp(ry dir. Ustelik f birebir fonksiyon ise f(Sz) = Sy olur.
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Ispat. a € Sy olsun. Buna gore,
f@fR)f(a) = f(aRa) = f(0) = (0)
esitligi elde edilir. Yani, f(a) € Sggy dir. Yani, f(Sg) € Sg(g) olur. Simdi f fonksiyonu
birebir ve f(a) € Sy olsun. Buna gore,
(0) = f(a)f(R)f(a) = f(aRa)
esitligi bulunur. f fonksiyonu birebir oldugundan, aRa = (0) olur. Boylece a € Sy dir.
Buradan f(a) € f(Sg) yazilir. Oyleyse, S¢ry © f(Sg) kapsamasi da gegerli olur.
Dolayisiyla f(Sg) = Sf(r) esitligi saglanir.

Lemma4.1.11. R bir halka olsun. a € R sag sifir bolen eleman degil ve sol sifir bolen
eleman degilse a € R — Si dir.

Ispat: a € Sy olsun. a elemani sag ve sol sifir bolen eleman olmadigindan xa # 0,
ay # 0 olacak sekilde sifirdan farkli x, y € R elemanlar vardir. Ayn1 zamanda a(xa) = 0
ve (ay)a = 0 olur. Bu durum hipotez ile ¢elistiginden a & Si dir. Dolayisiyla a € R — Sy
olur.

Lemma 4.1.12. R birimli, degismeli bir halka ise S = {a € R | a? = 0} dir.

Ispat. K = {a € R|a® = 0z} olsun. a € S; almirsa aRa = (0) olur. R birimli
olduguna gore a? = 0 yani a € K bulunur. O zaman S; c K olur. Simdi b € K alalim.
Buna gore, b2 = 0y oldugundan her x € R i¢in b?x = 0y olur. R degismeli olduguna gore
her x € R i¢in bxb = Og, yani bRb = (0) bulunur. O zaman b € Sy dir. Béylece K < Sy

olur. Bu ise Sy = K demektir.

4.2. |Sg|-indirgenmis Halkalar, |Sk|-Bolgeleri ve |Sg|-Boliimlii Halkalar
Bu boliimde, baslikta verilen {i¢ yeni yap1 tanitilmis ve bu yeni yapilarda, halka
teorideki baz1 temel 6zellikler verilmistir. Son olarak da her sonlu |Sg|-bolgesinin birimli
oldugu, yani bir |Sg|-boliimlii halka oldugu gosterilmistir.
Tamim 4.2.1. R bir halka ve R # Sy olsun.
i. R — Sp kiimesinde nilpotent eleman yoksa, R halkasina |Sg|-indirgenmis
halka denir.

il. R — Si kiimesi ne sag sifir bolen ne de sol sifir bolen eleman icermiyorsa, R
halkasina |Sg|-bdlge denir. Birimli ve degismeli |Sg|-bolgesine ise |Sg|-tamlik
bélgesi denir.

iii. 1z € R ve R — Si kiimesindeki her eleman tersinir ise, R halkasina |Sg|-

béliimlii halka denir. Degismeli |Sg|-boliimlii halkasina ise |Sg|-cisim denir.
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Uyan 4.2.2: Z4 halkasmnda R = {0,3,6} althalkasin1 alalim. Her x € R i¢in x*> = 0
oldugundan S; = R olur. Bu 6rnekte goriildiigii izere Sz = R olabilir. Bu yilizden yukarida
verilen tanimda R # Sy alinmalidir.

Uyan 4.2.3. (i) Bir indirgenmis halka (bolge, boliimlii halka), bir |Sg|-indirgenmis
halka (|Sg|-bolge, |Sg|-bolimli halka) olur. Ciinkii bir indirgenmis halkada S = {0} olur.
Oyleyse, R — Si kiimesinde nilpotent eleman yoktur.

(ii) Bir |Sg|-bolimlii halka bir |Sg|-bolge ve bir |Sgz|-bolge de bir |Sg|-indirgenmis
halkadir. Ciinkii bir |Sg|-boliimli halkada, 0 # x,y € R igin ax = 0 = yb olacak sekilde
a € R — Sg elemani varsa x = y = 0 ¢eliskisine ulasilir. Bir |Sg|-bolgede, bir n € Z* i¢in
a™ = 0 ve a1 # 0 olacak sekilde bir a € R — Sk alindiginda ise a bir sifir bolen eleman
olur. Bu ise bir ¢eliskidir.

(iii) i = 1,2 i¢in R; bir |S Ri|-indirgenmi§ halkalar1 i¢in R; X R, direkt ¢carpimi da bir
|SR1 X SR2|-indirgenmis halkadir. Ciinkii k € Z* igin (x;,x,)* = 0 olacak sekilde bir
(x1,%2) € (Ry X Rz) — Sg, g, alirsa, x; Ve x, elemanlar1 nilpotent eleman olur. Yani,
X; € Sg, olur. Bu ise (x;,x;) € Sg, X Sg, demektir. Sonu¢ 4.1.4 ile (x1,%;) € Sg,xr,
celiskisi elde edilir. Genel olarak n € Z* i¢in 1 < i,j < n olmak fizere |5Ri|-indirgenmis
halkalarinin direkt ¢arpimi da |S R, X X Sp. |-indirgenmis halkadir.

(iv) R bir |Sg|-indirgenmis halka ve a € R nilpotent eleman olsun. Oyleyse, a € Sg
dir. Sonug¢ 4.1.8 ile Sz € B(R) olduguna gore a € F(R) dir. Yani bir |Sg|-indirgenmis

halkasinin asal radikali tiim nilpotent elemanlar1 kapsar.

Simdi, yukarida tanimlanan yeni kavramlar ile ilgili bazi 6rnekler verelim.

Ornek 4.2.4. T,(Z), 7 tamsayilar kiimesi iizerindeki iki boyutlu iist iiggensel

matrislerin kiimesi olmak tizere R = T,(Z) olsun. Herhangi bir (g IZ) € Sp elemanini

alalim. Si kiimesinin tanimi1 kullanilirsa, her (J(; }Z] ) € R i¢in

2
6 =G J6 DG J=(F “ &™)

esitligi elde edilir. Buradan ise, her x,z € Z i¢in a?x = c?z =0 yani a=c = 0 olur.

si={(y o)|2ez)

Dolayisiyla,

olur. Buna gore,
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R—SRz{(g IZ)|a,b,cEZ, aiOveyaciO}

) € R — Sg elemanini alalim. ((1) 8) (8 2) = (8 8) oldugundan,

1 0

seklindedir. (0 0

((1) 8) elemani bir sifir bélen elemandir. Dolayisiyla, R bir |Sgz|-bolge degildir. Simdi,

(g ?) € R — S elemanmin nilpotent eleman oldugunu kabul edelim. Yani, bir n € Z*

igin (g b)n = (8 g) olsun. Buna gére, (Cgl c") = (8 8

celiskisine ulagilir. Oyleyse, R — Sp kiimesinde nilpotent eleman bulunmadigindan, R bir

), buradan da a =c=0

|Sg |-indirgenmis halka olur.

g Z) | a,b € Q} halkasim alalim. A = (g 3:) € Sg olsun. R

birimli ve degismeli bir halka olduguna gore, Lemma 4.1.12 ile A> = Og olmalidir. Bu

Ornek 4.25. R = {(

durumda
0 0)_ ,2_ (X Y\(X Y\_(x* 2xy>
(0 O)_A _(O x)(O X)_(O X2
olur. Buradan ise x? = 0 yani x = 0 bulunur. Dolayisiyla,

si={(y 9)lved)

ve buradan da

v-se= {5 Dlwven x=0)
bulunur. Buna gore, her A € R — Si icin det(A) # 0 oldugundan, A matrisi tersinir bir
matristir. Ustelik, R birimli ve degismeli bir halka oldugundan, R bir |Sg|-cisimdir.
Bu 6rnekte, matrisin elemanlari keyfi bir boliimlii halkadan alinirsa R bir |Sg |-bolimlii
halka, bir bolgeden alindiginda ise bir |Sg|-bolge olur.

Ornek 4.2.6. F bir cisim ve charF = 2 olmak iizere,

R= (¢ Dleser)

x
olsun. 4 = ( y) € Sk olsun. R birimli ve degismeli bir halka olduguna gore, Lemma

y x
4.1.12 ile A?> = Og olmalidir. Bu durumda

2 2
G o)=4=6 206 D=0 w50

olur. charF = 2 oldugu kullanilarak

2 2
(757 iy2)=( o)
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buradan ise (x +y)? = x2 + y? = 0 bulunur. Boylece x + y = 0 olur. Burada, y = —y
yazilabileceginden x = y dir. Dolayisiyla,

so={(c )[xer

ve boylece

R—SR={(; §)|x,y€Fvex¢y}
seklindedir. Bu kiimedeki her matrisin determinanti sifirdan farkli oldugundan tersinir bir
matristir. Sonug olarak, R bir |Sg|-cisimdir.

Onerme 4.2.7. R bir halka ve R # Sy olsun. Buna gore asagidaki ifadeler denktir:

i. R bir |[Sg|-indirgenmis halkadir.
ii. a € R olmakiizere, a? € Sy ise a € Sy dir.
ili. a € R ven =1 bir tamsay1 olmak iizere, a™ € Sy ise a € Sg dir.

Ispat (i)=(ii). R bir |Sg|-indirgenmis halka ve a? € Sg olacak sekilde a € R olsun.
Buna gore, a® = a*aa® = 0, yani a nilpotent bir eleman olur. R bir |Sg|-indirgenmis halka
oldugundan a € S olmalidir.

(ii)=(iii). @ € R ve n = 1 bir tamsay1 olmak tizere a™ € Si oldugunu kabul edelim.
K ={t € Z* | a' € Sg } kiimesini alalim. n € K olduguna gore K # @ dir. Bu durumda,
a™ € Sp olacak sekilde bir en kiiciik ny, € K tamsayist segilebilir. n, tamsayisinin ¢ift
oldugunu kabul edelim. Buna gore n, = 2k olacak sekilde bir k > 1 tamsayisi vardir. Yani
a™ = a?* = (a*)? € Sy olur. (ii) hipotezi kullanilirsa a® € Sy elde edilir. Ustelik k < n,
dir. Bu durum n, elemaninin segilisiyle ¢elisir. Simdi n, tamsayisinin tek oldugunu kabul
edelim. O zaman n, + 1 = 2k olacak sekilde bir k > 1 tamsayis1 vardir. Onerme 4.1.5 (i)
kullanilarak a?* = q™*! = goq € Sz, yani a?* € Sy bulunur.  (ii) hipotezi
uygulandiginda a® € Sy elde edilir. Burada k = 1 veya k > 1 dir. k > 1 oldugunda k < n,
olur. Fakat bu durum ny elemaninin segilisiyle ¢eligir. Dolayisiyla k = 1 yani n, = 1 olur.
Oyleyse a € Sy dir.

(iii)=(i). a € R herhangi bir nilpotent eleman olsun. Buna gore, a” = 0 olacak sekilde
bir n > 1 tamsayisi vardir. 0 € Si olduguna gore, a” € Sy dir. (iii) hipotezi kullanildiginda
ise a € Sk sonucuna varilir. Oyleyse, R bir |Sg|-indirgenmis halkadur.

Sonug 4.2.8. R bir |S;|-indirgenmis halka olsun. Buna gore, Sy = {a €R | a® =0}
dir.

Ispat. a € S; alalm. S; kiimesinin tanimi kullanildiginda a® = 0 bulunur.

Dolayisiyla, S € {a € R | a® = 0} olur. Tersine a® = 0 olacak sekilde bir a € R alalim.
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Buna gore, a® € Si olur. R bir |Sg|-indirgenmis halka oldugundan Onerme 4.2.7 kullanilirsa
a € Sg bulunur. Dolayisiyla, {a € R | a® = 0} © Sy olur. Oyleyse istenen esitlik saglanir.

Onerme 4.2.9. R bir |S;|-bolge ve A onun sifirdan farkli bir althalkas1 olsun. Buna
gore, Sg(A) = Sg dir. Ustelik, A althalkas1 da bir |S,|-bdlgedir.

Ispat. A, R halkasiin sifirdan farkli bir althalkasi olsun. Onerme 4.1.3 (i)
uygulandiginda Sy € Sg(A) oldugu goriiliir. Simdi Si(A) < Sg oldugunu ispatlamak igin,
a & Si olacak sekilde bir a € Sg(A) alalim. Buna gore a € R — S ve ada = (0) olur. R
bir |Sg|-bolge olduguna gore, a elemant sifir bélen olmayan bir elemandir. Bu durumda,
aA = (0) = Aa, yani A = (0) geliskisine ulasilir. Béylece, Sg(4) = Sy esitligine ulasilir.

Simdi A althalkasinin bir |S,]-bolge oldugunu ispatlayalim. a € A eleman bir sifir
bolen eleman olsun. R bir |Sz|-bolge oldugundan, a € Sy = Sz(A) olur. Yani ada = (0)
dir. Bu ise, a € S, demektir. Dolayisiyla, A bir |S,|-bolgedir.

Fakat asagidaki Ornekte goriilecegi iizere, bir |Sg|-indirgenmis halkadaki bir A
althalkas1 i¢in Sz (A) = Sy esitligi her zaman saglanmayabilir.

Ornek 4.2.10. T birimli bir indirgenmis halka ve 0,1 # e € T idempotent eleman

R=((§ Y)ferer)

halkasini alalim. ()(; 2;) € Sg olsun. Buna gore, her (g Z) € R i¢in

olmak iizere,

(0 o0)=6 DG JG D=(5 ™ ™)

olur. Buradan ise, her a € T i¢in xax = 0 olur. T birimli bir indirgenmis halka oldugundan,

x = 0 bulunur. Dolayisiyla,

si={(o D)lver)

ve boylece

R—SRz{(g ¥)|x,y€Tvex¢0}

bulunur. Burada, bir n € Z* i¢in (J(; i)n = (8 8) olmasi (xO” x”) = (8 8), yani

x™ = 0 olmasim gerektirir. Bu ise, T indirgenmis halkasinda s6z konusu degildir. Bu
yiizden, R — Sy kiimesinde nilpotent eleman yoktur. Yani, R bir |Sg|-indirgenmis halkadir.

Simdi,
A= {(eoa ZZ) | ab € T}
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althalkasini alalim. Sz (A) kiimesini bulmak i¢in, herhangi bir ()(; Z) € Sg(4) elemanini

ea eb ..
€ A 1c1
ea) i¢in

alalim. Buna gore, her ( 0

(0 0)=G DT Db =0T )

olur. Buradan ise, her a € T i¢in xeax = 0 bulunur. T birimli oldugundan, xex = 0 dir.
Uyar1 2.39 ile e € Z(T) olduguna gore,
xex = xe?x = (xe)(ex) = (xe)?

esitlikligi bulunur. T indirgenmis halka oldugundan, xe = ex = 0 olur. Yani, x € Ann(e)
dir. Ote yandan, her x € T icin x = ex + (1 — e)x yazlabilir. Ozel olarak, x € Ann(e)
almirsa, x = (1 — e)x olur. Bu ise x € (1 — e)T demektir. O zaman, Ann(e) c (1 —e)T
olur. (1 —e)T c Ann(e) oldugu da benzer bigimde goriiliir. Boylece Ann(e) = (1 —e)T
bulunur. Buna gore, x € (1 — e)T yazilabilir. O halde

s&m:{g zﬂxe(r—@ﬂyeﬂ
olur. e # 1 olduguna gore (1 — e)T # (0) olur. Dolayisiyla Sp # Sg(A4) dir.
Onerme 4.2.11. R bir |Sg|-indirgenmis halka ve A onun sifirdan farkli bir althalkasi
olsun. Buna gore, A bir |S4|-indirgenmis halkadir.
ispat. a € A nilpotent eleman olsun. R bir |Sg|-indirgenmis halka olduguna gore,
Onerme 4.1.3 (i) uygulanirsa a € Sz < Sz(A) yazilir. Boylece, Uyart 4.1.2 kullanildiginda
a € AN Sg(A) = S, elde edilir. Boylece, A bir |S,|-indirgenmis halka olur.

Simdi R halkasinin bir |Sg|-bdlge olmasi durumunda bile, A onun bir althalkasi olmak
tizere, S, ve Si(A) kiimelerinin esit olamayacagini ifade eden bir 6rnek verelim.

Ornek 4.2.12. Sz, = {0, 2} olduguna gére Zy — Sz, = {1,3} dir. Béylece Z, bir 2-
cisimdir. Diger yandan p(t) = t? + t + 1 polinomu Z,[t] halkasinda indirgenemez bir
polinomdur. Buna gore, P = (p(t)) olmak tizere

R=17,t]/P={a+bt+Plab€l,}
0O+P,t+P,1+P,1+t+P2t+P,2+P,
2+4+2t+P,1+2t+P,2+t+P,1+3t+P,
3+t+P,3+3t+P,2+3t+P,3+2t+P,
3t+P,3+P

olarak yazilir. Buradan ise

Sg={0+P,2t+P,2+P,2+2t+ P}
={a+bt+P|a,bESZ4}

bulunur. O zaman
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t+P,1+P,1+t+P,1+2t+P2+t+P
R—Sg={1+3t+P,3+t+P3+3t+P,2+3t+P
3+2t+P3t+P3+P

olur. Ustelik
(t+P)1=3+3t+P,(1+t+P)1=3t+P,(1+2t+P)1=1+2t+P,
Q2+t+P)1=3+t+P, (1+3t+P) 1 =2+3t+P,(3+2t+P) 1 =3+2t+P
3+P)1=3+P
esitlikleri gegerli oldugundan R — Sp kiimesinin her elemani R halkasinda tersinirdir.
Dolayistyla, R bir 4-cisimdir. Ote yandan
i:Zy, >R a—-»>a+P

seklinde tanimlanan monomorfizma sayesinde i(Z,) = A halkas1 R halkasinin bir althalkas1
olur Ayni zamanda a + bt + P € Sg(A) alindiginda, a? = b? = 2ab esitliginden a ve b
degerleri 0 veya 2 olabilir. Dolayistyla

Sp(A)={0+P,2+P,2t+P,2+2t+ P} =S;
olur.

Lemma 4.2.13. R bir |Sg|-bolge ise R — S kiimesi bir ¢arpimsal kiimedir.

ispat. a,b € R — Sy olsun. R bir |Sg|-bolge oldugundan a, b sag ve sol sifir bolen
degildir. Dolayisiyla, ab elemani da sag ve sol sifir bolen eleman degildir. Lemma 4.1.11
kullanildiginda ab € R — Sy olur. Bdylece, R — Sy kiimesi bir ¢arpimsal kiime olur.

Teorem 4.2.14. R sonlu bir |Sg|-bolge ise bir |Sg|-bolimlii halkadir.

Ispat. R bir sonlu |Sg|-bdlge olsun. Oncelikle R halkasinin birimli oldugunu
ispatlayalim. R sonlu oldugundan T = R — Sy kiimesi de sonlu bir kiime olur. Bu durumda,
T ={ay, ..., a,} seklinde yazilir. a € T elemanini alalim. Lemma 4.2.13 uygulandiginda, T
bir ¢carpimsal kiime olur. Ayrica, a elemani ne sag ne de sol sifir bolen olduguna gore, T
kiimesinden T i¢ine, x = ax ve x — xa seklinde tanimlanan dontistimler birebir olur. Cilinkii
x,y €T i¢in ax = ay ve xa = ya, yani a(x —y) = (x — y)a = 0 dir. Buradan ise x = y
olmalidir. T kiimesi sonlu olduguna gore, bu doniisiimler ayn1 zamanda ortendir, yani

birebir-6rtendir. O zaman
aa; = a = a;a (4.1)
olacak sekilde 1 < i,j < n indisleri vardir. Buna gore,

aa;a = a* = aa;a
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olur. Bu ifade diizenlendiginde a(a; — a;)a = 0 esitligi elde edilir. a elemant sifir bélen

olmadigina gore
a; = a; 4.2
i j (

elde edilir. Boylece (4.1) esitliginden
aa; = a = q;a
esitligi bulunur. Simdi baska bir b € T eleman1 alalim. a elemani i¢in (4.1) ifadesine kadar
uygulanan benzer islemler ile
ba;'=b = a;'b
olacak sekilde bir a;" € T elemani bulunabilir. Oyleyse son iki esitlikten
(ab)a;" = a(ba;") = ab
a;(ab) = (a;a)b = ab
bulunur. Yani
(ab)a; = ab = a;(ab)
esitligine ulasilir. Burada ab € T oldugu kullanilarak, (4.1) ve (4.2) arasindaki benzer
islemler ile @;" = a; bulunur. e = q; alinirsa, e elemaninin T altyarigrubunun garpimsal
birim elemant olarak rol oynadig gériiliir. Ozel olarak e? = e yazilabilir.

Simdi keyfi bir x € R eleman1 alalim. Buna gore, x € T veya x € S dir. x € T ise,
xe = x = ex olur. Bu durum igin ispat biter. x € Sy olsun. Oncelikle e — ex € T oldugunu
gosterelim. Tersine e — ex € Sy oldugunu kabul edelim. Buna gore

0 =(e—ex)e(e —ex) = e—ex —exe + exex

olur. x € Sy oldugu kullanilarak

e—ex—exe=0 (4.3)
bulunur. Bu esitlik sagdan x elemani ile garpilirsa

ex = ex? (4.4)

bulunur. (4.4) esitligi sagdan x ile carpilirsa ex = ex* = ex® = 0 bulunur. Burada (4.3) ve

x € Sk oldugu kullanilarak e = e — ex — exe = 0 bulunur. Bu ise e € T olmasiyla ¢eligir.
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O zaman e — ex € S; olamaz. Yani e — ex € T dir. Benzer islemlerle, e — xe € T oldugu
da goriiliir. e eleman1 T yarigrubunun birim eleman1 oldugundan,

(e—ex)e=e—ex
ve

e(e —xe) =e—xe

esitlikleri elde edilir. Bu iki esitlikten
ex = exe = xe (4.5)

oldugu goriiliir. Sonug olarak, (xe — x)e = 0 olur. Burada e elemaninin sag sifir bélen
olmadigi kullanilirsa xe = x bulunur. Yani (4.5) esitligi ile ex = xe = x olur. Bu yiizden e
elemant R halkasinin ¢arpimsal birimidir. O zaman e = 15 yazilabilir. Dolayisiyla R halkasi
birimlidir. Buna gore T kiimesinden T tlizerine, x = ax ve x » xa seklinde tanimlanan
doniistimler kullanilarak, ax = 1; = ya olacak sekilde x,y € T vardir. Yani a elemani
tersinir elemandir. Oyleyse, R bir |Sg|-boliimlii halkadur.

Sonug 4.2.15. Her sonlu |Sg|-tamlik bolgesi bir |Sg|-cisimdir.

Ispat. R bir sonlu |Sg|-tamlik bolgesi olsun. Buna gore, R birimli degismeli sonlu bir

|Sg|-bolge olur. Teorem 4.2.14 ile R, |Sg|-boliimlii halka yani |Sg|-cisim olur.

Fakat asagida verilen 6rnekte anlasilacagi tizere, sonlu bir |Sg|-boliimlii halka bir |Sg|-
cisim olmayabilir.
Ornek 4.2.16. F bir cisim ve ¢ birim doniisimden farkli F iizerinde ¢(15) = 15

olacak bigimde bir monomorfizma olsun. R = {(g ¢?a)) | ab e F} kiimesini alalim. Bu

1 0 1 0 N
durumda ¢ (1) = 17 oldugu kullanilarak ( F ) = ( F ) € R vazilir. Oyleyse
¢(1p) = 1 oldugu 0 (1) 0 1, y yley

X
R kiimesi degigmeli olmayan birimli bir halka olur. (0 ¢2]x)) € Sg olsun. Buna gore, her

a b ..
(o gto) e

b bo(x) + yp(a)$(x)
(8 8) - (g ¢{x)) (g ¢(a)> (g ¢{x)) - (xax xay+;(x);($(;’(x)a x>

olur. Buradan ise, her a € F i¢in xax = 0 olur. F bir cisim oldugundan x? = 0 yani x = 0
bulunur. Burada ¢ fonksiyonunun bir homomorfizma oldugu kullanilirsa ¢(x) = 0 olur.

Oyleyse,
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si={(y D)lver)

dir. Buradan

R—SRz{(g ¢?a))|a,bEF, aiO}

bulunur. ¢ birebir oldugundan bu kiimedeki her matrisin determinant1 sifirdan farklidir. Bu
yiizden bu kiimenin her eleman tersinirdir. Dolayisiyla, R bir |Sg|-bolimlii halkadir. Eger

burada F sonlu bir cisim alinirsa R degismeli olmayan sonlu bir |Sg|-boliimlii halka olur.

Burada R — Sy carpimsal grubunun devirli bir grup olmasi gerekmez. Bu durum igin

asagidaki ornek verilebilir:

Ornek 4.2.17. F = {0,1, a, b} kiimesi {izerinde

+|0(1]al|b O|1|al|b
0|0|1]|a|b 0/{0(0|0|0
1(1|0|b|a 1/0(1]|a|b
ala|b|0]|1 a|0|la|b|1
b al1]0 b|0|b|1l]|a

seklinde iki islem tanimlansin. F kiimesi tanimlanan bu islemler ile bir cisim olur. Bu cisime
Galois cismi denir ve GF(4) ile gosterilir. ¢: F - F,$(x) = x? seklinde tanimlanan ve

Frobenius otomorfizmas: olarak isimlendirilen doniisiimii alalm. Yukarida verilen drnekte

F = GF(4) alinirsa
5= o)60 oG 06 o)

o V6 D)6 DG DG )G b
(6 56 )G D6 &G 6 o

bulunur. Yani |R — Sg| = 12 dir. Oysa ki R — Sg kiimesinin birim elemandan farkli her bir

oldugundan

elemaninin mertebesi 2 veya 3 olur. Yani R — Sy kiimesi bir devirli grup olamaz.
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Onerme 4.2.18. p bir asal say1 ve n > 1 bir tamsay1 olsun. Buna gore,
n
{(pz) , ngift

Stn = (TwE
p 2 |, ntek

Ispat. Zyn birimli ve degismeli bir halka olduguna gére Lemma 4.1.12 uygulandiginda

seklindedir.

Szn = {@ € Z,n|a® = 0} olur. Simdi a € Sz, alalim. Buna gore p", a® elemanm boler.

Yani
a’? =p"t (4.6)

olacak sekilde t € Z vardir. n sayis1 ¢ift olsun. O zaman, n = 2k olacak sekilde bir k

tamsayis1 vardir. Bu durumda (4.6) esitliginden a? = (p*)?t yazilir. Burada t tamsayis1 da

bir tam kare olmaldir. Boylece (t;)? = t, t; € Z olmak iizere a = p*t; = pz t; yazlir.
Buna gore @ = pz t; olduguna gore, @ € (pf) olur. n sayisinin tek oldugunu kabul edelim.

O zaman n = 2k + 1 olacak sekilde bir k tamsayisi vardir. (4.6) esitligi kullanildiginda
a? = (p*)?pt yazilir. Burada (t,)? = pt, t, € Z olmalidir. Buna gére p asali t, tamsayisini

boler. Yani t, = pm, m € Z bigiminde yazilir. Bu durumda pt = p?m?, yani t = pm? olur.

n+1 n+1

Buna gore a? = (p*)?pt = (p*)?p?m? yania = p**'m =p 2 molur. Yania=p 2z m

n+1

olur. Oyleyse a € (pT) bulunur.

Simdi, birimli bir |Sz|-bolgenin karakteristiginin alabilecegi degerleri veren teoremi
inceleyelim.

Teorem 4.2.19. R birimli bir |Sg|-bolge ise p bir asal say1 olmak tizere, charR = 0,p
veya p? dir.

Ispat. charR = n > 1 olmak iizere p asali n tamsayisim bélsiin. Buna gére, n = pk
olacak sekilde 1 < k < n tamsayist vardir. O zaman

Op =n-1z = (p-1p)(k - 1g)

olur. Yani (p - 1) bir sifir bolen elemandir. R bir |Sgz|-bblge oldugundan p - 1z € Si

olmalidir. Bu yiizden, her x € R i¢in

Or =(p-1p)x(p-1g) = Pz’x
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olur. charR =n oldugu kullanilirsa n, p® elemanini boler. Fakat p, n elemanini
boldiigiinden, n € {p, p?} olur. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.2.20. n > 1 bir tamsayr olsun. Buna gore, Z, kiimesi bir |SZn|-tam11k
bolgesidir (yani |Sz, |-cisim) ancak ve ancak n = p veya n = p? dir.

Ispat. Z,,, |SZn|-tamhk bolgesi olsun. O zaman Teorem 4.2.19 kullanilirsa p bir asal
say1 olmak iizere, n = charZ, = p veya p? olur. Tersine ise n = p oldugunda Z,, bir cisim

yani 1-cisim olur. n = p? alindiginda Onerme 4.2.18 ile Szpz = (p) olur. a € Z,2 — Ssz

alalim. Bu durumda ebob(a, p) = 1 olur. Ciinkii ebob(a,p) = d # 1 olsa d sayisi p asalin

boler. Bu durum ise a & Ssz olmasi ile ¢elisir. Bu durumda ebob(a,p?) = 1 esitligi de

gecerli olur. Béylece ax + p?y = 1 olacak sekilde x, y tamsayilar1 vardir. Yani ax + p2y =
1, buradan da @x = 1 bulunur. Bylece @ tersinir bir elemandir. Sonug olarak Z,2 bir p-
cisim olur.

Teorem 4.2.21. R birimli bir |Sg|-indirgenmis halka ve charR = n olsun. Bu
durumda, kiibii n sayisini bolen bir asal say1 yoktur.

Ispat. charR = n > 1 ve p béler n olsun. Buna gore, p ile t, aralarinda asal olmak
tizere n = p%*t, olacak sekilde « = 1 ve 1 < t, < n tamsayilar1 vardir. Buna gore

((Pto) - 1R)* =t - (n- 1g) = O
olur. Yani (pty) - 1z bir nilpotent elemandir. R bir |Sg|-indirgenmis halka oldugundan
(pto) - 1z € Sg dir. Bu yiizden, her x € R igin, p*ty* - x = (pto- 1g)x(pto - 1g) = Og
bulunur. charR = n olduguna gére n, p*ty* elemanmi boler. Yani, p%tot; = p*te* olacak
sekilde t; = 1 tamsayis1 vardir. Kabul edelim ki, &« = 3 olsun. Son esitligin her iki tarafi
p?ty elemani ile béliiniirse to = p¥~2t, bulunur. Bu ise p asalinin t, elemanmi bdlmesi
celigkisine ulastirir. O zaman « > 3 olamaz. Boylece ispat tamamlanir.

Sonuc¢ 4.2.22. n > 1 bir tamsay1 olsun. Bu durumda, Z,, kiimesi bir |SZn |-indirgenmis
halkadir ancak ve ancak kiibii n sayisin1 bolen bir asal say1 yoktur.

Ispat. Z,, kiimesi bir |Szn |-indirgenmis halka olsun. charZ,, = n oldugundan, Teorem
4.2.21 uygulanirsa kiibili n sayisini bolen bir asal say1 yoktur.

Tersine, p® boler n olacak sekilde bir p asalinin olmadigini kabul edelim. Buna gére,
her bir i € {1,...,r} i¢in 1< a; <2 olmak iizere, n = p;* .- p,.% olacak sekilde
birbirinden farkli p4, ..., p,- asallar1 ve ay, ..., @, tamsayilar1 vardir. Z,, birimli ve degismeli
halka oldugundan Lemma 4.1.12 ile S; = {a € Z, | a* = 0} dir. Buna gbre a € Sz

alindiginda, n = p,% -+ p,.% sayist a? elemanim béler. Oyleyse
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Sz, ={a€Z,|a*=0}=(p:—pr)
olur. Simdi, a* € Sz, olacak sekilde bir @ € Z, alalim. Buna gore, herhangi k ve ¢t

tamsayilari i¢in,
a’*=p,--pk+nt
olur. Bu esitlikten, p; sayist a® elemanini béler. Dolayisiyla, p;, a elemanini boler. Bu ise,

bazi q € Z tamsayilar igin @ = p; - prq demektir. Buna gére, @ = p1 - p,q € Sz, elde

edilir. Onerme 4.2.7 uygulanirsa, Z,, bir |SZn|-indirgenmis halka olur.
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BOLUM 5
|Sr|-YARIASAL VE |Sg|-ASAL HALKALAR

5.1. Tammm ve Temel Ozellikleri
Bu kisimda onceki boliimde tanimi verilen Si kiimesi yardimiyla |Sg|-yariasal halka
ve |Sg|-asal halka adi verilen iki yeni yap1 tanimlanmus, asal ve yariasal halka arasindaki
iliskileri incelenmistir. Ayrica bu halkalarin asal, yariasal halkanin daha geneli oldugunu
gosteren bazi ornekler verilmistir.
Tamim 5.1.1. R bir halka ve a, b € R olsun. Buna gore,
i. aRa c S oldugunda a € Sy oluyorsa, R halkasina, |Sg|-yariasal halka,
ii. aRb c Si oldugunda a € S, veya b € S; oluyorsa, R halkasina, |Sg|-asal
halka denir.
Uyar1 5.1.2 R bir halka olmak iizere, asagidaki durumlar gegerlidir:
i. R bir |Sg|-yariasal halka (|S|-asal halka) ve Sk, R halkasinin bir ideali ise, S
bir yariasal ideal (asal ideal) olur.
ii. Sg, R halkasmin bir yariasal ideali (asal ideali) ise, R bir |Sg|-yariasal halka
(ISg|-asal halka) olur.
Uyan 5.1.3 Eger R bir yariasal halka ise, |Sg| = 1 olur. Boylece, her yariasal halka,
1-yariasal halka olur. Ote yandan, Sy L= {0, 6} bir yariasal ideal oldugundan, Z,, bir 2-
yariasal halkadir. Fakat bir yariasal halka degildir.

Teorem 5.1.4. p bir asal say1 olsun. Buna gére Z,z2 bir p-asal halkadur.

ispat. Onerme 4.2.18 kullanilirsa Ssz = (p), yani |SZp2 =polur. ab € Zy2 igin
ab € (p) oldugunu kabul edelim. Buna gore p, a elemanini veya b elamanim béler. Oyleyse
a € (p) veyab € (p) olur. Yani Ssz = (p) bir asal idealdir. Uyar: 5.1.2 (ii) kullanildiginda,
Z.y2 bir p-asal halka olur.

Uyan 5.1.5. Bir p-asal halka, asal halka olmak zorunda degildir. Ornegin, 3Zo6 = 0
oldugu halde 3 # 0,6 # 0 dir. Yani Z, bir asal halka degildir.

Teorem 5.1.6. p # q iki asal say1 olsun. Buna gére, Z,2 bir p-yariasal halkadir.

Ispat: x € Squz olsun. Buna gére, p ve q asallar1 x? elemanin1 bdler. p ve g asal

oldugundan, p ve g, x elemanini béler. Yani, x = gpc olacak sekilde ¢ € Z vardir. Boylece,

Sz,.. = {0,9p,24qp, .., (p — P} = P9
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elde edilir. Yani, |Squ2| =polur. @ € Zg, i¢in aZ,y2a c (pq) olsun. Buna gore p ve q,

a elemanini boler. p ve g asal sayilar olduguna gore pq elemani da a elemanimi boler.

Oyleyse a € (pq) olur. Dolayisiyla qupz = (Pq), Zgp,> halkasmin bir yariasal idealidir.

Burada Uyart 5.1.2 (ii) kullamldiginda, Z,,2 bir p-yariasal halka olur.

Uyari 5.1.7. Fakat bir p-yariasal halka, p-asal halka olmak zorunda degildir. Ornegin,
(3)(2) c (6) = Sz,, oldugu halde (3) € (6) ve (2) £ (6) dur. Oyleyse, Sz, bir asal ideal
degildir.

Ornek 5.1.8.D ={a+ b | a,b € R, €2 = 0} kiimesi,

(a+eb)+(c+ed)=(a+c)+e(b+d)
(a+eb)(c+ed) =ac+ e(ad + bc)

seklinde tanimlanan islemlere gore bir halkadir. a + €b € S olsun. Buna gore,
0p = (a+ &b)(x + ey)(a+ eb) = axa + e(abx + a?y + abx)
olur. Yani, her x € R i¢in axa = 0 olur. Buradan da a = 0 elde edilir. Oyleyse,
Sp={eb|b€R}=¢eR
bulunur. Simdi (a + eb)(c + &d) € €R oldugunu kabul edelim. Oyleyse,
ac + e(ad + bc) = ex
olacak sekilde bir x € R vardir. Bu ise ac = 0, yani a = 0 veya ¢ = 0 demektir. Boylece,
(a+¢eb) € eR veya (c+ed) € eR dir. Sonug olarak, S, =¢R bir asal idealdir.
Dolayisiyla Uyart 5.1.2 (ii) kullanildiginda D bir |R|-asal halka olur.
Uyan 5.1.9. S = {R | R bir |Sg|-yanasal halka} veya
P = {R | R bir |Sg|- asal halka}
kiimeleri iizerinde
Ri~ Ry & |[Sg,| = |Sg,]
seklinde bir bagint1 tanimlansin. Esitlik bagintis1 bir denklik bagintist oldugundan bu baginti
da bir denklik bagntist olur. Oyleyse, R ={R;||Sg,| =|Skl} seklindeki denklik
smiflarindan bahsedilebilir. O zaman, asal ve yariasal halka ilizerinde arastirilan bazi

problemler, 2-asal, 2-yariasal, 3-asal, 3-yariasal gibi halkalara tasinabilir.

5.2. Asal Radikal ile ilgili Baza Sonuclar

McCoy (1964, Teorem 4.27), bir R halkas1 asal halkalarin bir altdirek toplamina
izomorftur ancak ve ancak $(R) = (0) oldugunu kanitlamstir.

Calismanin bu kisminda ise bir halkanin |Sg|-asal halkalarin bir altdirekt toplamina

izomorf olmasi ile ilgili yapilan incelemeler ve bu incelemelerin sonucunda bulunan bir
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genellestirme verilmistir.
Uyar1 5.2.1. R bir halka ve I onun bir ideali olmak {izere R /I kalan sinif halkasini
alalim. Buna gore

Sgpp={a+I1€R/I| (a+D)(R/I)(@+1)=0g+1}
={a+I | aRacl}

esitligi elde edilir.

Gosterim 5.2.2 R bir halka, A onun bos olmayan bir altkiimesi olmak tizere,

Lr(A) ={a € R|aRa c A}

seklinde gosterilsin.

Onerme 5.2.3 R bir halka, 4, B onun bos olmayan iki altkiimesi olmak tizere,

Ac Bise Lz(A) c Liz(B)

Onermesi dogrudur.

Ispat. a € Lz(A) olsun. Buna goére, aRa € A € B, yani a € Lz(B) olur. Sonug
olarak, Lz (A) c Lz (B) bulunur.

Onerme 5.2.4. R bir halka olmak iizere, L ({0}) = S dir.

Ispat. Sp kiimesinin tamimi kullanilarak, Lz({0}) = {a ER | aRa = {0}} = Si
esitligi elde edilir.

Uyar1 5.2.5 R bir halka, A onun bir altkiimesi olsun. Bu durumda, £z (A) toplamsal

olmayabilir. Ornegin;

R={(2 8)|a,beR}veA={(’(; 8)|xER}

y) € Li(A) alalim. Buna gore, her a, b € R i¢in (x y) (a b) (x y) E A,

olsn(x
- o o0 0o/\o o/\o o

ax? axy

ani her a € R ici (
y 1¢1n 0 0

) € A olur. Bu ise, her a € R i¢in axy = 0, yani xy = 0
demektir. Oyleyse,
X
Lr(A) = {(0 %)]) | x,yER, x=0veyay = O}

bulunur. Eger, ((1) 8),(8 (1)) € Li(A) alinirsa, (é 8) + (g (1)) = ((1) é) & Lr(4)

olur. Yani, Lz (A) toplamsal degildir.
Onerme 5.2.6. R bir halka, I, R ¢arpimsal yarigrubunun bir yarigrup sag (sol) ideali
olsun. Buna gore asagidaki onermeler dogrudur:
i. IcLg(D).
ii. Lgz(I), R ¢arpimsal yarigrubunun bir yarigrup sag (sol) idealidir.
iii.  Sp < Lg(D).
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iv. I, R halkasmin bir ideali, m: R — R/I doniisimi 7(r) = r + I seklinde
tanimlanan dogal epimorfizma olsun. Bu durumda m(Lg(I)) = Sg;; Ve
T (Sr/1) = Lr(I) olur.
V. I, R halkasinin bir ideali olsun. Buna gore
I kiimesi bir yariasal idealdir ancak ve ancak [ = Lz (1) dir.

Ispat. (i) a € I olsun. I yarigrup ideal oldugundan, aRa < I olur. Oyleyse, a € Lg(I)
dir. Boylece, I c Lg(I) bulunur.

(if) a € Lg(I) olsun. r € R eleman1 i¢in, arRar < (aRa)r c Ir c I oldugundan
ar € Lg(I) dir. Yani, Lg(I) yarigrup sag idealdir. raRra c r(aRa) c rl c I oldugundan
ra € Lg(I) sonucuna yani Ly (I) kiimesinin bir yarigrup sol ideal oldugu sonucuna varilir.

(iii) a € Sg oldugunu varsayalim. Buna gore, aRa = (0) c I, yani a € Lg(I) olur.
Oyleyse, Sg © Lg(I) dur.

(iv) m(Lg(1)) ={n(a) |a € Lr(I)} ={a+ 1| aRa c I} = Sg; esitliginden dolay:
(Lg(I)) = Sg/; sonucu elde edilir. Ayrica

n(Sr;) ={a€R|n(a)€Sg,t={a€R|a+1E€Sy,}
={a € R|laRa c I} = Li(I)
esitliginden ise 7" (Sg/;) = Lg(I) elde edilir.

(V) a € Lz(I) olsun. Buna gore, aRa < I olur. Hipotez kullanilarak, a € I yazilr.
Yani, Lz (I) c I olur. Diger yandan, (i) ile I ¢ Lg(I) bulunur. Dolayisiyla esitlik saglanir.
Tersine, Lz(I) = 1ve a € R igin aRa C [ oldugunu kabul edelim. L (I) kiimesinin tanim1
kullanildiginda a € Lz (1) yani hipotezden a € I olur. Dolayisiyla, I bir yariasal idealdir.

Onerme 5.2.7. R bir halka olsun. Bu durumda,

R halkasi bir |Sg |-yariasal halkadir ancak ve ancak Lz (Sg) = Sg dir.

Ispat. R bir |Sg|-yariasal halka ve a € Lz(Sg) olsun. Bu durumda, aRa c S, yani
a € Sy olur. Boylece, Li(Sg) © Sk elde edilir. Onerme 4.1.5 (i) ve Onerme 5.2.6 (i)
kullanilarak, Lz (Sg) = Sg bulunur. Tersine, aRa < Sy olsun. Boylece, a € Li(Sg) = Sk,
yani a € Sy olur. Dolayisiyla, R bir |Sg|-yariasal halkadir.

Teorem 5.2.8 R bir halka, I onun bir idealiver : R — R/I donisimii(r) =r + I
seklinde tanimlanan dogal epimorfizma olsun. Eger, R/I bir |Sg /;|-asal halka ve S/, R/I
halkasmnin bir ideali ise 77*(Sg;;) = Lg(I), R halkasinmn bir asal idealidir. Tersine,

' (Sg/1) = Lr(I), R halkasinin bir asal ideali ise R /I bir |Sg /;|-asal halkadur.
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Ispat. R/I bir |SR/I|-asaI halka olsun. Uyar: 5.1.2 (i) kullanilirsa, Sk, bir asal ideal

olur. Boylece, 7' (Sg/;) = Lg(I) bir asal idealdir. Tersine, 77*(Sg ;) = Lz (I), R halkasmnin
bir asal ideali olsun. Lz (I) bir ideal ve I c Lz(I) oldugundan Ill./zomorfizma Teoremi ile
Lr(D)/I, R/I halkasinin bir ideali olur ve boylece

(R/D/(Lr(D/1) = R/Le(I) (5.1)

elde edilir. Ote yandan Onerme 5.2.6 (iv) kullamldiginda ise
Lr(D)/1 = n(Lg(D)) = Sgyi
bulunur. (5.1) ile birlikte
(R/I)/(SR/I) = R/Lg(I)
elde edilir. Burada Lz (I) bir asal ideal oldugundan Onerme 2.48 ile R/Lg(I) bir asal
halkadir. Bu yiizden, yukaridaki izomorfizma ile (R /I)/ (S R /,) halkas1 da bir asal halka olur.
Yani, Sg; bir asal idealdir. Sonug olarak Uyar: 5.1.2 (ii) ile R /1 bir |Sg /;|-asal halka olur.

Lemma 5.2.9 R bir halka olsun. Eger |Sg|-yariasal halka, S onun bir ideali ise
B(R) = Sg dir. Tersine S(R) = Sg ise R bir |Sg|-yariasal halka olur.

Ispat. R bir |Sg|-yariasal halka ve S onun bir ideali olsun. Sonu¢ 4.1.8 ile S  B(R)
bulunur. Uyari 5.1.2 (i) ile Sy bir yariasal ideal olduguna gére Teorem 2.31 (ii) kullanilarak
B(R) c Sk olur. Dolaysiyla, S(R) = Sy esitligi saglanir. Tersine S(R) = Si olsun. Bu
durumda Sk, bir yariasal ideal olur. Oyleyse R bir |Sg|-yariasal halkadur.

Sonug 5.2.10. R bir |Sg|-yariasal halka, I, S onun iki ideali ve 8 (1), I halkasinin asal
radikali olsun. Buna gore, S(I) = I N Sk dir.

Ispat. R bir |Sg|-yarasal halka, I, Sz onun iki ideali ve 8(I), I halkasinin asal radikali
olsun. Teorem 2.53 ve Lemma 5.2.9 kullanilarak, B(I) =1 N B(R) =1N Sy esitligi
saglanir.

Teorem 5.2.11. R bir |Sg|-yariasal halka ve S onun bir esas ideali olsun. Buna gore,
M, (R) bir |Sy, (r)|-yariasal halkadir ve |Sy, z)| = ISR |™ dir.

Ispat. R bir |Sg|-yariasal halka ve Sz onun bir esas ideali olsun. Buna gore, Lemma

5.2.9 ile B(R) = Sg olur. Teorem 2.54 ve Onerme 4.1.9 (iii) kullanilirsa,
B (M, (R)) = Mp(B(R)) = Mp(Sg) = SMn(R)
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esitligi elde edilir. Teorem 2.31 (ii) ile f(M, (R)) bir yariasal ideal olduguna gore, Sy, (r)
kiimesi de bir yariasal ideal olur. Béylece, Uyar: 5.1.2 (i) ile My, (R) bir [Sy,_(g)|-yariasal

halka olur. Onerme 4.1.9 (iii) kullanilarak da ISm,, Ryl = ISk |"* yazilir.

Lemma 5.2.12. R bir halka ve {I;};c, onun ideallerinin bir ailesi olsun. Buna gore,
Ly (ﬂ Il-) = () £et
i i

Ispat. a € Lz([], ;) olsun. O zaman, aRa c [ 1I; olur. Béylece, her i € 4 igin

esitligi saglanir.

aRa c [; olur. Yani, her i € A i¢in, a € Lz (I;) bulunur. Bu yiizden, a € ﬂiLR(IL-) elde
edilir. Boylece, Lz([],1;) <[], £Lz(l;) olur. Benzer islemler ile, [, Lg(;) < [, L (I;)
oldugu da goriiliir. Dolayisiyla, istenen esitlik saglanmis olur.

Lemma 5.2.13. R bir halka, I bir ideali olsun. Eger I yariasal ideal ise, Lz (1) = I dur.

Ispat. I bir yariasal ideal olsun. Buna gore, Onerme 5.2.3 ve Onerme 5.2.6 (V)
kullanilarak

Lp(IH) c Lg(D =1

kapsamasi elde edilir. Simdi a € I alalim. I bir ideal oldugundan, aRa c I? yazlabilir. Yani,
a € Li(I%) dir. Dolayisiyla, I © Lg(I?) olur. Boylece istenen esitlik elde edilir.

Teorem 5.2.14. R bir halka, {H;};c, halkalar ailesi ve her bir i € A igin Sy, H;

halkasmin ideali olsun. Eger, R halkast H;, |Sy,|-asal halkalarinin bir altdirekt toplamina
izomorf ise B(R) = Sg dir.

Ispat. R halkas1 H;, |Sw,|-asal halkalarinin bir altdirekt toplamia izomorf olsun.
Teorem 2.56 kullanildiginda, her bir i € A i¢in, R/K; = H; and ﬂl. K; = (0) olacak sekilde
R halkasmin K; ideallerinin varlig1 sdylenebilir. Ustelik, Teorem 5.2.8 uygulandiginda,
n*(Sy,) = Lr(K;) bir asal ideal olur. Oyleyse, Teorem 2.31 (i), Lemma 5.2.12 ve Onerme
5.2.14 kullanilarak, {P;};c4 kiimesi R halkasinin tiim asal ideallerinin ailesi olmak tizere

p) =[P [ ) £at = £ (ﬂ &) = Lx((0)) = S

i
yazilabilir. Yani B(R) c Sg olur. Bu durumda, Sonug 4.1.8 kullanilarak, S (R) = Si esitligi
elde edilir.

Bu teoremin tersinin ispatinda bize yardime1 olabilecek bazi 6nermeler verelim.
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Uyan 5.2.15. R birimli ve degismeli bir halka, I,] onun esmaksimal idealleri olsun.
Buna gore 12 ile J ve I ile J? idealleri de esmaksimal olur.

Ispat. R birimli oldugundan R = R? dir. Ote yandan I, ] esmaksimal idealler olduguna
gore R = R? = (I +])? esitligi gecerlidir. x € R alalm. Bu durumda a € I, b € ] olmak
lizere x = (a + b)? yazilir. Buna gore

x=a*+ab+ba+b*€l?>+]
olur. Yani R c I? +] dolayisiyla I? +] =R elde edilir. Oyleyse, I? ile J idealleri

esmaksimal ideallerdir. Benzer sekilde, I ile J? ideallerinin de esmaksimal oldugu goriiliir.

Bu durumda Onerme 2.59 diisiiniilerek bu uyarinmn asagidaki gibi bir sonucu
verilebilir:
Sonug 5.2.16. R birimli, degismeli bir halka ve {I; | 1 < i < nven > 2} kiimesi R

halkasinin ikili esmaksimal ideallerinin bir ailesi olsun. Buna gore,
2
(ﬂ Ii) 4 ﬂ(li)z
i i
esitligi saglanir.

Teorem 5.2.17. R birimli degismeli bir halka, (Sg)? = (0) ve R halkasmin her asal
ideal cifti ikili esmaksimal olsun. Eger, B (R) = Sg ise R halkasi1 i € A olmak iizere H;, |Sy, |-
asal halkalarinin bir altdirekt toplamina izomorftur.

Ispat. B(R) = Sk olsun. Teorem 2.31 (i) uygulanirsa, {P;};c, kiimesi R halkasmin
tiim asal ideallerinin ailesi olmak iizere, B(R) = Sp = ﬂi P; olur. Sonug 5.2.16 uygulanarak,
,P:2 = ([1,P)?= (Sr)* = (0) olur. Buna gore, (P,)* = K; olmak iizere, [], K; = (0)
yazilir. Lemma 5.2.13 kullamildiginda Lz (K;) = Lg((P;)*) = P; esitligi bulunur. Yani
Lr(K;) bir asal idealdir. Teorem 5.2.8 ile R/K; bir [Sg/k,|-asal halka olur. 0 = r € R ve
m;: R = R/K; dogal epimorfizma olmak tizere her bir i € A igin 7;(r) = 0 oldugunu kabul
edelim. Oyleyse, r € Kerm; = K;, yani r € ﬂiKi = (0) bulunur. Bu durum r # 0 olmasi
ile gelisir. O zaman, Teorem 2.55 ile H; = R/K; olmak iizere, R halkasi H;, |Sy |-asal
halkalarinin bir altdirekt toplamina izomorf olur.

Ornek 52.18 R = Z;, olsun. Buna gore, Si = {0,6} olur. (2),(3) idealleri R
halkasmin asal idealleri oldugundan B(R) = (2) N (3) = (6) = Sz ve (Sg)* = (0) olur.
K1 = (2)* = (4) ve K, = (3)* = (3) olmak iizere

R/Ki=R/(4)={0+(4)1+@)2+4)3+A)}=1Z,
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ve

R/K, = R/(3) = {0+ (3)1+(3)2+ (3} =Zs
olur. Burada Z,, 2-asal halka, Z; asal halka yani 1-asal halkadir. Gergekten de, 12 = 223
olarak yazilabildiginden Z,, halkas1 Z, ile Z3z halkalarinin bir altdirekt toplamina izomorf

olur.

5.3. Kesirler Halkasi ve Yerellestirme ile Tlgili Baz1 Sonuglar

Bu kisimda bir |Sg|-asal halkasinin yerellestirmesi incelenmis ve yariasalliginin
kaynagini bulmak i¢in bir yontem verilmistir.

Uyan 5.3.1 (Hungerford, 1974, 11, sf.142) R degismeli bir halka ve P onun bir asal
ideali olsun. Buna gore, P ve S = R — P kiimeleri ¢arpimsal kiimedir.

Ispat. P idealinin carpimsal kiime oldugu agiktir. a, b € S olsun. Oyleyse, a,b & P
olur. Onerme 2.22 ile ab & P yazilabilir. Bu ise ab € S demektir. Bu yiizden S bir garpimsal
kiimedir.

Uyar1 5.3.2 R degismeli |Sg|-asal halka ve S onun bir ideali olsun. Buna gore, Uyart
5.3.1 ile S = R — Sy bir garpimsal kiime olur. Oyleyse, S™*R = Rg,. yerellestirmesinden
bahsedilebilir.

Teorem 5.3.3 R birimli, degismeli |Sg|-asal halka, S; onun bir ideali ve S = R — Sy
olsun. Buna gore, Sg-1p = SISk dir.

ispat.g € Sg-15 Olsun. Sg-1; kiimesinin tanimindan,

N (XN /T 0 X
-)=)(=)=-, v—eS'R
(s> <51> (s) S S1

olur. Burada (2.2) uygulanirsa

r’x

- =, VX €ER,s1 ES
S°S1

wlo

bulunur. (2.1) kullanildiginda ise

(r’xs)s, = 0,Vx €ER,3s, €S
elde edilir. Boylece, herhangi bir s € S icin, r*Rs = (0) c S; olur. S kiimesinin
asalligindan dolayi, r € S veya s € Sz olur. s €S olduguna gore, s € Sy olamaz.

Dolayisiyla, r € Sg olmalidir. Boylece, E € S™1Sg yazilir. O zaman, Sg-1ix € S7Sy olur.
E € S7'S; oldugunu kabul edelim. Buna gore, v € S, ve s € S olur. Her Si € ST'R
1

i¢in,
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OE)O-(2)-2
s/\s;/\s/  \ss;5/ s
bulunur. Yani, ge S¢-1p dir. Bu yiizden S™'Sp € S¢1p yazilir. Bdylece istenen esitlik

saglanir.

Uyar1 5.3.4. R birimli, degismeli |Sg|-asal halka, Sz onun bir ideali olsun. Buna gore,
Uyart 5.1.2 (i) ile Sz bir asal idealdir. SNSz =@ oldugundan Lemma 2.63 (ii)
kullamldiginda S~'Sg kiimesi S™'R halkasinin bir asal ideali olur. Bdylece, Ss-1z = S5
bir asal ideal olur. Sonug olarak, S™*R bir |S™*Sz|-asal halkadur.

x o 5 T e s 17 icin () (2) (%) = 2 jxrx _ 0 '

" € Ss-17, olsun. Boylece her S € S™Zs igin (y) (S) (y) - yani vy s olur. (2.1) ile
x%rss; = 0,Yr € Zog,s € 5,35, €S

bulunur. Yani x?s; = 0 olacak sekilde s; € S vardir. S kiimesinin her eleman: tersinir

olduguna gdre x? = 0 bulunur. Bu durumda x = 0, 3, 6 olabilir. Bu ise x € Sy, demektir.

Buna gore
Ssz, = g | XES,,yE 5} =51,

esitligi gecerlidir. Burada

S

4 7 2 5 8 1
ve

3 3 6 6 6 3

5 8 1 4 7 2
oldugu kullanilarak

Sgig. = SIS, = {gii}
° ° 112

bulunur.

5.4. Lie Carpim Uzerindeki Baz1 Genellestirmeler

Herstein (1970) yaptig1 ¢alismada, R, 2-burulmasiz olan bir yariasal halka ve U onun
bir Lie ideali olmak {izere su sonuglari elde etmistir. (i) [U,U] € Z(R) ise U < Z(R) dir.
(i) t € R igin [[U,U],t] = (0) ise [U,t] = (0) dur. (iii) t € R icin [¢,[t,U]] = (0) ise
[t,U] = (0) dir. Ayrica Herstein (1976, Lemma 1.3), R, 2-burulmasiz olan bir yariasal halka,
U #+ (0) onun hem Lie ideali hem de althalkas1 olmak tizere U < Z(R) veya U, R halkasinin
sifirdan farkli bir idealini kapsadigini kanitlamistir.
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Bu kisimda, yukarida verilen bu teoriler bir |Sg |-yariasal halka i¢in genellestirilmistir.

Onerme 5.4.1. R, 2-burulmasiz halka, x € R olsun. Buna gore, 2x € S ise x € Sy
dir.

Ispat. 2x € S; olsun. S; kiimesinin tammindan (2x)R(2x) = (0) olur. R, 2-
burulmasiz oldugundan xRx = (0) olur. Bdylece, x € S bulunur.

Onerme 5.4.2. R bir halka, Q onun yariasal ideali olsun. Buna gore, Z(R) — Q
kiimesinde nilpotent eleman yoktur.

Ispat. @ € Z(R) — Q nilpotent elemanmi alahm. O zaman, a* =0 ve a®~V %= 0
olacak sekilde bir k € Z* vardir. Buna gére, 0 = a* = aa®~V, yani aRa®~Y = (0) olur.
Oyleyse, a®*"DRa®=1 = (0) c Q bulunur. Q bir yariasal ideal oldugundan, a®*~1 € Q,
yani a € Q olur. Bu ise geliskidir. Dolayisiyla, Z(R) — Q kiimesinde nilpotent eleman
yoktur.

Lemma 5.4.3 R bir halka, Q onun ideali ve d, R {izerinde bir tiirev Olsun. Buna gore,
asagidakiler saglanir:

i. M(Q)={r € R|d(R)r c Q} kiimesi R halkasinin bir idealidir.
ii. Q bir yariasal ideal olmak tizere R/M(Q) halkasi 1-yariasal, yani yariasal,
halkadir.
ili. R, 2-burulmasiz |Sg|-yariasal bir halka ve S; onun bir ideali ise R/M(Sg)
halkas1 2-burulmasiz olan 1-yariasal, yani yariasal halkadir.

ispat. (i) a,b € M(Q) olsun. Her x € R i¢in d(x)(a + b) = d(x)a + d(x)b € Q
oldugundan a + b € M(Q) dir. m e M(Q) ve s € R olsun. O zaman her x € R igin
d(x)ms € Q, yani ms € M(Q) olur. Ayrica x € R igin d(xs)m = d(x)sm + xd(s)m
esitliginden, d(x)sm € Q bulunur. Yani, sm € M(Q) elde edilir. Sonug olarak, M(Q) bir
idealdir.

(i) x + M(Q) € Sg/m(g) Olsun. Buna gore, xRx < M(Q) olur. M(Q) kiimesinin
tanim1 kullanildiginda her y € R igin, d(y)xRx < Q yani d(y)xRd(y)x c d(y)xRx c Q
olur. Q bir yariasal ideal oldugundan her y € R i¢in d(y)x € Q olur. Budurumda, x € M(Q)
bulunur. Bu ise, x + M(Q) = 0 + M(Q) demektir. Dolayisiyla, R/M(Q) halkas1 1-
yariasal halka olur.

(ili) R/M(Sg), 1-yariasal halka oldugundan, 2-burulmasiz oldugunu géstermek
yeterlidir. x + M(Sg) € R/M(Sg) olmak iizere 2(x + M(Sg)) = 0 + M(Sg) olsun. Bu
durumda, 2x € M(Sg) olur. M(Sg) kiimesinin tanimi kullanildiginda, her y € R igin
d(v)(2x) € Sg bulunur. Onerme 5.4.1 uygulanirsa, her y € R icin d(y)x € Sg elde edilir.
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Bu ise x € M(Sg) demektir. Boylece, x + M(Sg) = 0g + M(Sg) bulunur. Dolayisiyla,
R /M (S) halkasi 2-burulmasiz halkadir.

Lemma 5.4.4. R bir halka, Q@ onun bir ideali, U bir Lic ideali olsun. Buna gore

asagidaki 6nermeler dogrudur:
. M@ ={xeR|x[UR[cQ} ve QWMi)={xeR|Mi(QxcQ}
kiimeleri, R halkasinin iki idealidir.
ii.  Q bir yariasal ideal olmak tizere M1(Q) N Q(M4) < Q olur.
Ispat. (i) x,y € M1(Q) olsun. O zaman, her u € U,r € R i¢in
(x+y)[ur]=xur]+ylur]eqQ
olur. Yani, x + y € M,(Q) olur. Boylece, M1(Q) toplamsal olur. Simdi, x € M1(Q),s € R
oldugunu kabul edelim. Buna gore, her u € U,r € R igin
sx[u,r] € Q
olur. Yani, sx € M1(Q) dir. Ustelik, x[u,sr] € Q ve x[u,sr] = xs[u, 7]+ x[u,s]r
oldugundan, xs[u,r] € Q yani xs € M,(Q) bulunur. Sonugta, M,(Q) kiimesi R halkasinin
bir idealidir. Q toplamsal oldugundan, Q(M,) kiimesi de toplamsaldir. x € Q(M,),r €R
olsun. M;(Q)x < Q oldugundan M(Q)xr c Q olur. Yani xr € Q(M,) bulunur. Ustelik,
M1(Q)r € M1(Q) oldugu kullamlirsa, M,(Q)rx < Q elde edilir. Oyleyse, rx € Q(M)
olur. Boylece, Q(M) kiimesi de R halkasinin bir idealidir.

(if) x,y € M1(Q) n Q(M,) olsun. Buna gore x,y € M,(Q) ve x,y € Q(M,) olur.
M;(Q)y € Q ve x € M1(Q) olduguna gore xy € Q bulunur. M;(Q) N Q(M,) bir ideal
oldugundan (M1(Q) N Q(M,))? c Q dir. Q yariasal olduguna gore M1(Q) N Q(M,) c Q
bulunur.

Lemma 5.4.5 R bir halka, Q bir ideali, U bir Lie ideali ve M;(Q), Q(M,) kiimeleri
Lemma 5.4.4 ile verilen kiimeler olsun. Buna gore asagidakiler saglanir:

i My(Q) ={x€RIx[UUIcQ} ve Q(Ms)={x€R|MQxcQ}
kiimeleri R halkasinin iki idealidir.
i, Ma(Q) € Ma(Q),
iii.  Q(M) € Q(My),
Iv. @ bir yariasal ideal olmak tizere M,(Q) N Q(M,) < Q dur.

Ispat. (i) M,(Q) kiimesinin toplamsal oldugu kolayca gériiliir. x € M5(Q),r € R
olsun. x[U,U] < Q olduguna gore rx[U,U] c Q, yani rx € M,(Q) olur. Ote yandan her
u,v €U ve her r€R i¢in, [[u,v],r] = [u,[v,7]] + [[w,r],v] € [U,U] olur. Bu
durumda, [[U,U],R] < [U, U] bulunur. Yani [U,U] bir Lie idealdir. Buna gore u,v € U
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igin,
x[[u,v], r] = x[u,v]r — xr[u,v]

esitliginde [[w,v],r] € [U, U] olur. Ayrica, x € M,(Q) olduguna gore x[[u,v],r] € Q ve
x[u,v] € Q dur. Q bir ideal oldugundan xr[u, v] € Q olmalidir. Buna gére xr[U, U] c Q,
yani xr € M,(Q) olur. Yani, M,(Q) bir idealdir. Q toplamsal oldugundan, Q (M,) kiimesi
de toplamsal olur. x € Q(M,),r € R olsun. M,(Q)x < Q oldugundan M,(Q)xr < Q olur.
Yani xr € Q(M,) bulunur. Ustelik, M,(Q)r € M,(Q) oldugu kullanilirsa, M,(Q)rx € Q
elde edilir. Oyleyse, rx € Q(M,) olur. Bdylece, Q(M,) kiimesi de R halkasinin bir
idealidir.

(if) x € M1(Q) olsun. Buna gore, x[U, R] < Q olur. Burada, x[U,U] c x[U,R] € Q
yazilir. Boylece, x € M,(Q) elde edilir.

(iii) x € Q(M) olsun. Buradan M,(Q)x < Q yazilir. (ii) kullanildiginda,

M1(Q)x © M2(Q)x < Q

olur. Boylece, x € Q(M) bulunur.

(iv) M,(Q) ve Q(M,) kiimeleri ideal olduguna gore, M,(Q) N Q(M,) kiimesi de bir
ideal olur. Lemma 5.4.4 (ii) sikkinda uygulanan benzer bir yontemle M,(Q) N Q(M;) € Q
elde edilir.

Teorem 5.4.6. R bir 2-burulmasiz halka, U hem althalkas1 hem de bir Lie ideali olsun.
Buna gore [U, R] N Q = (0) olacak sekilde R halkasinin bir Q yariasal ideali varsa

U c Z(R) veya U, R halkasinin sifirdan farkl bir idealini kapsar.

Ispat. U halkas1 degismeli olmasin. O zaman, xy — yx # 0 olacak sekilde x,y € U

vardir. U hem bir Lie ideal hem de bir althalka oldugundan, r € R olmak iizere, [x, yr] =

y[x,r] + [x, y]r esitligi kullanilarak,

[x,ylr€eU, VreRr (5.2)

yazilir. Herhangi bir s € R igin [[x,y]r,s] = [x,y]rs — s[x,y]r esitliginde (5.2)
kullanildiginda, R[x,y]R < U olur. Burada R[x,y]R bir idealdir. Ustelik, R[x, y]R # (0)
dir. Ciinkii, R[x, y]R = (0) olsa, (R[x, y])? = (0) c Q olur. Q bir yariasal ideal oldugundan
Onerme 2.29 ile R[x,y] € Q olur. Q bir ideal oldugundan, [x,y]R[x,y] € Q olur. Q
idealinin yariasalligindan, [x,y] € Q bulunur. Aym1 zamanda, [x,y] € [U, R] oldugundan,
[x,y] € [U,R]NnQ = (0) olur. Dolayisiyla, [x,y] =0 celiskisi elde edilir. Oyleyse,
R[x,y]R # (0) olmalidir. Dolayisiyla, U sifirdan farkli olan bir ideali kapsamis olur.
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Simdi, U halkasinin degismeli oldugunu kabul edelim. a € U alalim. Buna gore, her
X € R igin, [a, x] € U olur. U halkas1 degismeli oldugundan,
[[a,x],a] =0,Vx €ER
bulunur. Burada, x yerine xy, y € R alinirsa
0= [[a xyl, a]
= [x[a,y],a] + [[a,x]y, a]

= x[la,y], a] + [x,alla,y] + [a,x][y,a] + [[a,x], a]y
=—[,][ yl = —la,x]a,y]

olur. Yani her x,y € R igin 2[a, x][a, y] = 0 olur. R, 2-burulmasiz oldugundan
la,x][a,y] =0, Vx,y €ER
elde edilir. Bu esitlikte y yerine yx alinir ve ayni esitlik kullanilirsa,

0 = [a, x][a, yx]
= [a,x]yla, x] + [a, x][a, y]x
= [a,x]yla, x]

bulunur. Yani, [a, x]R[a, x] = (0) c Q elde edilir. Q yariasal oldugundan, [a, x] € Q olur.
Ayni zamanda da [a, x] € [U, R] dir. Hipotez kullanilirsa, her x € R ig¢in [a, x] = 0 olur.
Dolayisiyla, a € Z(R) dir. Oyleyse U © Z(R) dir. Bdylece ispat biter.
Lemma 5.4.7. R bir 2-burulmasiz halka olsun. t € R igin, [t,R] N Q = (0) olacak
sekilde R halkasinin bir Q yariasal ideali varsa,
[t,[t,R]] = (0) ise t € Z(R)
olur.
Ispat. x,y € R alalm. Hipotezden
= [t,[t,xy]]
= [ t,x[t,y]] + [¢, [t x]y]

= x[t,[t,¥]] + 2[t,x][t.y] + [t [t x]]y
= 2[t,x][t,y]

bulunur. R, 2-burulmasiz olduguna gore
[t,x][t,y] =0, Vx,y€€ER
olur. Burada y yerine yz, z € R alinir ve ayni esitlik kullanilirsa

0 = [t,x][t,yz]
[t x]ylt, z] + [t, x][t, y]z
= [t x]ylt, Z]

olur. Yani, her x,z€ R i¢in [t,x]R[t,z] = (0) € Q bulunur. Q bir yariasal ideal

oldugundan, [t,R] € Q olur. Buna gore, [t,R] =[t,R]NQ = (0) olur. Dolayisiyla,
[t,R] = (0), yani t € Z(R) sonucu elde edilir.
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Uyan 5.4.8. R halkasi lizerinde tanimlanan I;(x) = [t, x] i¢ tiirevini alalim. Buna

gore, Lemma 5.4.7 kullanilarak
12(x) =0ise,(x) =0

yazilir.

Lemma 5.4.9 R, 2-burulmasiz halka, U Lie ideali olsun. Buna gére [U,R] N Q = (0)
olacak sekilde R halkasinin bir Q yariasal ideali varsa

[UU]l]cZ(R)iseU c Z(R)

olur.

Ispat. [U,U] = (0) ise, t € U oldugunda [t,[t,R]] = (0) olur. Ayni zamanda
hipotezden, [t,R] n Q = (0) olur. Oyleyse Lemma 5.4.7 kullanilarak t € Z(R) elde edilir.

Simdi [U,U] # (0) oldugunu kabul edelim. Bu durumda, a = [s,t] # 0 olacak
bi¢imde s,t € U vardir. Hipotezden, a € Z(R) dir. R izerinde, d(x) = [x,t] i¢ tiirevi
alinirsa d(s) = a olur. Her x € R igin

d?(x) = [[x,t],t] € [U,U] € Z(R)
olur. Yani, d?(x) € Z(R) dir. x € R igin, B = d?(x) olsun. Buna gore, d(sx) € Z(R) olur.
Bununla birlikte, d?(s) = 0 ve s € U oldugundan
d?(sx) = d?(s)x + 2d(s)d(x) + sd?(x) = 2ad(x) + Bs

yazilabilir. Kisaca, herhangi x € R i¢in, 2ad(x) + s € Z(R) dir. a, € Z(R) oldugu

kullanilarak,
0 = [s,2ad(x) + Bs]
= [s,2ad(x)] + [s, Bs]
= 2als,d(x)]
yani

2a[s,d(x)] =0, Vx€R
olur. Burada x = st alinirsa, d(st) = sd(t) + d(s)t = at olur. Buna gore, son esitlikten

0 = 2als,d(st)] = 2a[s, at]
= 2a?[s, t] = 2a®

bulunur. R, 2-burulmasiz halka oldugundan, a® = 0 olur. Yani « nilpotent bir eleman olur.
Ayni zamanda « € Q dur. Ciinkii « € Q olsa, a € [U,R] n Q = (0), yani a = 0 olur. Bu
ise bir ¢eliskidir. Buradan, a € Z(R) — Q olur. Fakat Onerme 5.4.2 ile a = 0 celiskisine
ulasilir. Dolayisiyla, [U, U] # (0) olamaz. Boylece ispat tamamlanir.
Lemma 5.4.10. R, 2-burulmasiz |Sg|-yariasal halka, Sz onun bir ideali ve U bir Lie
ideali olsun. Buna gore [U, R] N S = (0) olmak iizere, t € R icin
[[U,U],t] = (0) ise [U, t] = (0)
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olur.

Ispat. R halkasi iizerinde, d(x) = [x, t] i¢ tiirevini alalim. Hipotezden, her u € [U, U]
icin d(u) = 0 dir. Ustelik [U, U] bir Lie ideal olduguna gore her r € R ve her u € [U, U]
icin, [u,r] € [U, U] olur. Oyleyse, d([u,7]) = 0 elde edilir. Tiirev tanim ve d(u) = 0

oldugu kullanilirsa,
[u,d(r)] =0, Vue|[U,U],r€R (5.3)

olur. Bu esitlikte r = x2, x € R alinirsa
0 = [u,d(x?)] = [u,d(x)x] + [u, xd(x)]
=d()[u,x] + [u, d(x)]x + x[u, d(x)] + [u, x]d(x)
elde edilir. Bu esitlikte, (5.3) ve [u,x] € [U, U] olmas1 kullanildiginda, 2d(x)[u,x] =0
bulunur. R halkasi 2-burulmasiz halka olduguna gore,
dx)[u,x] =0,vue [UU],xER

elde edilir. Bu esitlikte x yerine x + v, v € [U, U] alinir ve ayni esitlik ile d(v) = 0 oldugu
kullanilirsa,

d(x)[u,v]=0,vx €ER,u,v € [U,U]
olur. Oyleyse Lemma 5.4.3 ile verilen kiimenin tanim geregi [[U, U], [U,U]] € M(Sg)
olmalidir. Ayrica, Lemma 5.4.3 (iii) ile R/M (Sg) halkasinin 2-burulmasiz, 1-yariasal halka
oldugunu biliyoruz. Diger yandan, U = U/M(Sg) kiimesi R = R/M(Sg) halkasmin bir Lie
idealidir. Ciinkii, € U, 7 € R igin,

[U,7] = [u+ M(Sg), v + M(Sg)] = [u,r] + M(Sg)
olur. Burada [u,r] € U oldugu kullanilirsa [#, 7] € U, yani [U, R] c U bulunur.
[[U,U],[U,U]] = 0 dur. Ciinki, [[& 7], [w, £]] € [[U, U], [U, U]] igin,
(i

[

), W, E]] = [[u + M(SR), v + M(SR)], [w + M(Sg), t + M(Sp)]]

= [[w, v] + M(Sg), [w, t] + M(Sg)]

= [[u, v], [w, t]] + M(SR)
olur. Burada, [[u, v], [w, t]] € [[U,U],[U,U]] € M(Sg) oldugu kullanilirsa,
[[@ ¥], [W,£]] = 0 bulunur. [T, U] bir Lie ideal olduguna gore, Lemma 5.4.9 ard arda
uygulanirsa [U,U] € Z ve U c Z olur. Yani, [U,R] = 0 dir. O zaman, [U,R] € M(Sg)
yazilir. Buradan ise
d(x)[U,R] € S ,Vx€eR

elde edilir. Oyleyse, Lemma 5.4.4 ile verilen kiimenin tanim1 kullamldiginda her x € R igin,
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d(x) € M;(Sg) olur. Burada x yerine u € U alinirsa, d(u) € M,(Sg) olur. Yine Lemma
5.4.4 (ii) kullanildiginda M, (Sg) N Sgx(M,) < Sg bulunur. M;(Sg)[U,R] c Sg olduguna
gore, [U,R] € Sg(M,) kapsamasi elde edilir. O zaman, d(u) = [u, t] € Sg(M;) bulunur.
Boylece, d(u) € M;(Sg) N Sg(M;) olur. Bu durumda, d(u) € M,(Sg) N Sg(M;) c Sg,
yani d(u) € Sg bulunur. Oyleyse, d(u) € [U,R] n Sg = (0) olur. O zaman, her u € U igin
[u, t] = 0 olur. Sonug olarak [U, t] = (0) sonucu elde edilir.

Teorem 5.4.11. R, 2-burulmasiz |Sg|-yariasal halka, S; onun bir ideali ve U bir Lie
ideali olsun. Buna gore [U, R] N Sz = (0) olmak iizere, t € R igin

[t,[6,U]]=(0)ise[t,U] = (0)

olur.

Ispat. R iizerinde, d(x) = [t, x] i¢ tiirevi aliirsa, hipotezden
d’(u)=0, VueU (5.4)
olur. O zaman, u, v € U i¢in [u, v] € U olduguna gore, (5.4) ile
0 = d*[u,v] = [d*(w),v] + 2[d(w), d(W)] + [w, d*(v)] = 2[d(w), d(V)]
olur. R halkas1 2-burulmasiz oldugundan,
[d(w),d(v)] =0, VuveuU (5.5)
esitligi elde edilir.
Simdi, uv € U olacak bigimde u, v € U alalim. Bu durumda, (5.4) esitligi kullanilarak
0 = d?(uv) = d*(Wv + 2d(W)d(v) + ud?() = 2d(w)d(v)
bulunur. R, 2-burulmasiz halka oldugundan uv € U olacak sekildeki her u, v € U igin

d(w)d(v) =0 (5.6)

olur. Ayrica, r € R i¢in ufu,r] = [u, ur] — [u, u]r esitligi diistniilirse, u[u,r] € U olur.

Bu nedenle, (5.6) esitliginde v yerine [u, r] alinirsa

d(uw)d[u,r] =0, VvueU,r €R (5.7)

bulunur. Buna gore, d(d(u)[u,r]) = d?(w)[u,r] + d(w)d[u,r] esitliginde (5.4) ve (5.7)
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kullanilirsa, d(d(u)[u,r]) = 0, yani [d(u)[u,r], t] = 0 bulunur. Boylece

dw)ur]ecC (t),YyueU,r€R
olur. Burada, r = tw, w € R alinir, bu ifade ve C(t) kiimesinin bir althalka oldugu
kullanilirsa

d(W)[u, tw] = d(w)t[u,w] + dW)[u, tlw = tdw)[u, w] + (d(w))‘w

esitliginden,

(d(u))zw eEC(t),YyvueUweR
bulunur. C(t) kiimesinin tanimindan

0= [(d(u))zw, t] = (d(u))z[w, t] + [(d(u))z,t]w

olur. Ote yandan, hipotez kullanildiginda 0 = d([u, t]) = [d(w), t] + [u, d(t)] = [d(w), t],
yani her u € U icin d(u) € C(t) elde edilir. C(t) bir althalka olduguna gére d(u)? € C(t)
yazilabilir. O zaman bulunan son esitlikten

(d(u))z[w,t] =0,YvueU,reR
elde edilir. Burada, w yerine wu alinir ve ayni esitlik kullanilirsa

0 = (d(w))’[ww ]

= (d(u))zw[u, t] + (dw)?[w, tlu

= (dw) wly, t]
yani

(d(u))zw[u, t] =0, Vvu€eU,w€R

olur. Buradan her u € U igin (d(w))’R(d(u))” = (0)elde edilir. Yani, (d(u))” € Sk

bulunur. Ayni1 zamanda
(dw)” = [w t][u, t] = [ufw, t], t] — u[[u, t], t]
esitliginde hipotez ve ufu,t] € U oldugu kullanildiginda (d(u))2 € [U,R] bulunur. O
halde, (d(u))” € [U, R] N Sg = (0), yani
(d(u))2 =0, VueU

bulunur. Burada u yerine u + v, v € U alinir ve ayni esitlik ile (5.5) ifadesi kullanilirsa

0 = (d(u +v))?
= (d(w) + d(v))?
= (dw)” + dWd @) + dw)dw) + (d®))’
= 2d(w)d(v)

bulunur. R, 2-burulmasiz halka oldugundan
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dw)d(v) =0, Yu,ve U (5.8)

elde edilir. O halde,
[ud(v),t] = uld(v), t] + [u, t]ld(v) = u[[v, t],t] + d(w)d(v) =0
oldugundan, ud (v) € C(t) olur. Benzer sekilde, d(u)v € C(t) oldugu da goriilebilir.

r € Rvev,w € U iginu = [rd(v),w] olsun. U bir Lie ideal oldugundan, u € U dur.
Herhangi z e U igin, ud(z) = [rd(v),wld(z) =r[d(v),w]d(z) + [r,w]d(v)d(z)
esitliginde, (5.8) kullanilirsa ud(z) = rd(v)wd(z) esitligi elde edilir. ud(z) € C(t)
oldugundan, rd(v)wd(z) € C(t) bulunur. Yani her v,w,z € U igin Rd(v)wd(z) c C(t)
yazilir. O zaman, d[Rd(v)wd(z)] = (0) olur. (5.4) ve (5.8) ifadeleri kullanilirsa,

d(R)d(v)wd(z) = (0), Yv,w,z€ U (5.9)

elde edilir. Buna gore, x,y € R i¢in
0 =d(xy)d(v)wd(z) = d(x)yd(v)wd(z) + xd(y)d(v)wd(z)
olur. (5.9) esitligi kullanilirsa, d (x)Rd(v)wd(z) = (0) bulunur. O zaman,
d(v)wd(z)Rd(v)wd(z) = (0)
elde edilir. Dolayisiyla, d(v)wd(z) € Sg olur. Yani

d(v)Ud(z) € Sp, Yv,z €U (5.10)

olur. Buna gore, v € U, s € R i¢in d(v)Ud([v,s]) € Sg yazilir. Ote yandan, her u,v € U
icin d(u)v € C(t) olduguna gore, her r € R, u,v € U i¢in d(u)[v,r] € C(t) olur. Burada
ryerine rs, s € R alinirsa, d(u)[v,r]s + d(u)r[v, s] € C(t) olur. O zaman,
0=ddW[v,r]s +d)r[v,s])
= d?(Wr[v,s] + dw)d(r[v,s]) + d?w)[v,r]s + d(w)d([v,r]s)
olur. Bu ifadede, (5.4) ve (5.8) kullanilirsa
0 =d)[v,r]d(s) + d(w)d(r)[v,s] + d(u)rd[v, s], Vu,v € U,1,s €ER
elde edilir. Ozel olarak, r € U alinirsa (5.8) ve (5.10) kullanilarak, d(u)[v,r]d(s) € Sk
oldugu goriiliir. Boylece,
d(w)[U,U]d(r) c Sg, vue U, r €R

bulunur. Burada r yerine xy, x,y € R alinir ve ayni ifade kullanilirsa

dw)[U,Ulxd(y) c Sy, Vu€eU,x,y ER
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elde edilir. Buna gore, Sy bir ideal oldugundan
AWV, UIR)? = (d(W)[U, UIR) (d(W)[U, UIR) < Sg
yani, (d(U)[U,U]R)? c Sg bulunur. Burada d(U)[U,U]R kiimesi bir sag ideal ve S
kiimesi bir yariasal ideal olduguna gore, Onerme 2.28 kullanildiginda d(U)[U, U]R < Sg
olur. Buradan ise, yine S bir ideal olduguna gore, d(U)[U, U]Rd(U)[U, U] < Sk elde edilir.
Sg ayn1 zamanda bir yariasal ideal oldugundan d (U)[U, U] < Si dir. Lemma 5.4.5 ile verilen
kiimenin tanimindan d(U) € M,(Sg) olur. O zaman, U bir Lie ideal olduguna gore,
d([U,U]) € d(U) € M,(Sg) yani d([U,U]) © M,(Sg) bulunur. Ote yandan, d(U) c U
oldugu kullanilarak,
d([U,U]) = [d(U),U] + [U,d(U)] < [U,U]

bulunur. Buna gore, M, (Sg)d([U,U]) € M,(Sg)[U, U] < Sg yani M,(Sg)d([U,U]) c Sg
olur. Lemma 5.4.5 ile verilen kiimenin tanimi kullanildiginda d([U,U]) c Sg(M,)
olmalidir. Lemma 5.4.5 (iv) kullanildiginda ise, d([U, U]) c M,(Sg) N Sg(M;) < Sg, yani
d([U,U]) € Sg bulunur. Aym1 zamanda d([U,U]) c [U,U] c [U,R] olduguna gore,
d([U,U]) c [U,R] n Sg = (0) elde edilir. Yani, d([U,U]) = (0) olur. Bu esitlikten
[[U,U],t] = (0) yazilir. Lemma 5.4.10 uygulandiginda ise [U, t] = (0) sonucu elde edilir.

Sonu¢ 5.4.12.. R, 2-burulmasiz |Sg|-yariasal halka, Si bir ideali ve U bir Lie ideali
olsun. Buna gore [U, R] N Q = (0) olacak sekilde bir Q yariasal ideali varsa

i. t€Rigin, [[U,U],t] = (0)ise [U,t] = (0) dir.
ii. t€Rigin, [t,[t,U]] = (0)ise [U,t] = (0) dir.
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BOLUM 6
SONUC VE ONERILER

Dhara ve Ali (2013) R yariasal halkasinin degismeliligini, I onun sifirdan farkl bir sol

ideali ve F bir carpimsal (genellestirilmis)-tiirevi olmak tizere her x,y € I igin

F(xy) £ xy =0,

F(xy) £yx =0,
F(x)F(y) £xy =0,
F(x)F(y) £ yx =0,
F(xy) txy € Z(R),
F(xy) tyx € Z(R),
F(x)F(y) £ xy € Z(R),
FOF(y) £ yx € Z(R)

kosullar altinda incelemislerdir. Bu ¢alismada ise, F, f,H: R = R doniisimler, F, f ile

belirlenen bir ¢arpimsal (genellestirilmis)-tiirev ve H bir ¢carpimsal sol merkezleyen olmak

tizere, her x, y € R icin

F(xy) + H(xy) = 0,
F(xy) ¥ H(yx) =0,
F(x)F(y) ¥ H(xy) =0,
F(xy) + H(xy) € Z(R),
F(xy) + H(yx) € Z(R),
F(x)F(y) + H(xy) € Z(R)

kosullar1 altinda halkanin degismeliligi incelenmistir. Bu incelemeler sonucunda, R bir

yariasal halka, F: R = R, f ile belirlenen ¢arpimsal (genellestirilmis)-tiirev ve H: R — R bir

carpimsal sol merkezleyen olmak iizere asagidaki sonuglar elde edilmistir:

Her x,y € R igin F(xy) ¥ H(xy) =0 ise f = 0 olur. Ustelik her x,y € R igin
F(xy) = F(x)y ve F = +H olur.
Her x,y € R igin
o F(xy)+H(yx) =0,
o F)F(y)+H(xy)=0
kosullarindan biri saglaniyor ise f = 0 olur.

Ustelik her x,y € R igin F(xy) = F(x)y ve her x € R igin [F(x), x] = 0 dur.
Her x,y € R i¢in
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o F(xy)+ H(xy) € Z(R),
o F(xy)+ H(yx) € Z(R),
o F()F(y)+H(xy) € Z(R)
kosullarindan biri saglaniyor ise her x € R i¢in [f(x), x] = 0 dur.

Sonug olarak da, R bir asal halka, F: R — R, sifirdan farkli d tiirevi ile belirlenen bir
carpimsal genellestirilmis tiirev ve H: R = R bir ¢arpimsal sol merkezleyen olmak tizere her
X,y € R igin

e F(xy)+H(xy) € Z(R),
e F(xy)+ H(yx) € Z(R),
* F(x)F(y) +H(xy) € Z(R)
kosullarindan biri saglantyorsa R halkasinin degismeli oldugu ispatlanmstir.

R bir halka, A bos olmayan bir altkiimesi olmak iizere Sz (A) = {a € R | ada = (0)}
seklinde tanimlanan ve yariasalligin kaynagi olarak isimlendirilen bir kiime tanimlanmis ve
bazi temel ozellikleri verilmistir. Daha sonra |Sg|-indirgenmis halka |Sg|-bolge, |Sgl-
boliimli halka ad1 verilen {i¢ yeni yap1 tanitilmis ve bu yeni yapilarda, halka teorideki bazi
temel Ozellikler verilmistir. Son olarak da her sonlu |Sg|-bolgenin birimli oldugu, yani bir
|Sg|-bolimlii halka oldugu gosterilmistir.

Diger bir kisimda ise |Sg|-yariasal halka ve |Sg|-asal halka ad1 verilen iki yeni yap1
tanimlanmis, bu halkalarin asal ve yariasal halka arasindaki iliskiler incelenmistir. Ayrica
asal, yariasal halkanin daha geneli oldugunu gosteren bazi 6rnekler verilmistir.

McCoy (1964, Teorem 4.27), bir R halkasi asal halkalarin bir altdirek toplamina
izomorftur ancak ve ancak S(R) = (0) oldugunu kanitlamigtir. Bu teori temel alinarak bir
halkanin |Sg|-asal halkalarinin bir altdirekt toplamina izomorf olmasi ile ilgili yapilan
incelemeler verilmis ve asagidaki gibi bir genellestirmeye ulasilmistir:

R bir halka, {H;};e, halkalar ailesi ve her bir i € A igin Sy, H; halkasimin ideali olsun.
R halkasi H;, |Sy,|-asal halkalarmin bir altdirek toplamina izomorf ise S(R) = Sg dir.
Tersine ise, R birimli degismeli bir halka, (Sg)? = (0) ve R halkasimn her asal ideal ¢ifti
ikili esmaksimal olsun. Eger, B(R) = Sg ise R halkasi i € A olmak tlizere H;, |Sy,|-asal
halkalarinin bir altdirek toplamina izomorftur.

Calismanin diger bir asamasinda ise R birimli degismeli bir |Sz|-asal halka, S; onun
bir ideali, S = R — Sz olmak iizere, S™*R yerellestirmesinin bir |S™1Sg|-asal halka oldugu
ispatlanmis ve S¢-1 = S71Sj esitligi elde edilmistir.

Herstein (1970) yaptig1 calismada, R, 2-burulmasiz olan bir yariasal halka ve U onun
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bir Lie ideali olmak {izere, su sonuglari elde etmistir:

e [U U] cZ(R)iseU c Z(R) dir.

e t € Rigin [[U, U], t] = (0) ise [U,t] = (0) dur.

e t € Rigin [¢,[¢, U]] = (0) ise [t, U] = (0) dur.

Ayrica Herstein (1976, Lemma 1.3), R, 2-burulmasiz olan bir yariasal halka, U # (0)
onun hem Lie ideali hem de althalkas1 olmak tizere U < Z(R) veya U, R halkasinin sifirdan
farkli bir idealini kapsadigini kanitlamistir. Bu ¢alismada ise bir |Sg|-yariasal halka igin
asagidaki sekilde genellestirmelere ulasilmistir:

e R bir 2-burulmasiz halka, U hem althalkas1 hem de bir Lie ideali olsun. Buna gore
[U,R] N Q = (0) olacak sekilde R halkasinin bir Q yariasal ideali varsa U € Z(R)
veya U, R halkasinin sifirdan farkli bir idealini kapsar.

e R bir 2-burulmasiz halka, U bir Lie ideali olsun. Buna gére [U, R] N Q = (0) olacak
sekilde R halkasinin bir Q yariasal ideali varsa, [U, U] € Z(R) oldugunda U c Z(R)
dir.

e R, 2-burulmasiz |Si|-yariasal halka ve Sz onun bir ideali, U bir Lie ideali olsun.
Buna gore [U, R] N S = (0) olmak iizere, t € R igin

(i) [[U,U],t] = (0) ise [U,t] = (0) dur.
(i) [t [t,U]] = (0)ise [U,t] = (0) dur.
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