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OZET

RP,-KUMELERININ, RPC,-KUMELERININ VE RC;-KUMELERININ
ILISKILERI UZERINE BiR CALISMA

Ozlem ELMALI
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Doktora Tezi
Danisman : Dog. Dr. Erdal EKICI
14/06/2013, 67

Bu tezde, ideal topolojik uzaylarda, RP, —kiimeler, RPC; — kiimeler ve RC; —
kiimeler ve RP; —kiimelerin, RPC; — kiimelerin ve RC; — kiimelerin 6zellikleri ve iliskileri
sunulmus ve ¢alisilmistir. Ayrica, 6n;-kapali kiimeler ve 6nj-agik kiimelerin ozellikleri ve
iligkileri ¢alisgilmistir. 6n;-kapanis ifadesi ve 6zellikleri sunulmus ve caligilmistir. Ayrica,

[-R kapali kiimelerin ve zayif I, -kapali kiimelerin iligkileri ¢aligilmigtir.

Anahtar sozciikler: RP; —kiimeler, RPC; — kiimeler, RC; — kiimeler, 6n;-kapali kiimeler,

on;-acik kiimeler, ideal topolojik uzaylar, zayif I, -kapali kiimeler.



ABSTRACT

A STUDY ON THE RELATIONSHIPS OF RP\-SETS, RPC-SETS
AND RC,-SETS

Ozlem ELMALI
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Doctoral Dissertation in Mathematics
Advisor : Assoc. Prof. Dr. Erdal EKIiCi
14/06/2013, 67

In this thesis, in ideal topological spaces, RP; —sets, RPC; — sets and RC; — sets and
the properties and the relationships of RP; —sets, RPC; — sets and RC; — sets are introduced
and studied. Moreover, the properties and the relationships of pre;-closed sets and pre; -
open sets are studied. The notion of pre;-closure and properties of the notion of pre;-
closure are introduced and studied. Also, the relationships of I-R closed sets and weak 1., -
closed sets are studied.

Keywords: RP; —sets, RPC, — sets, RC; — sets, pre[-closed sets, pre;-open sets, ideal

topological spaces, weak I,.;-closed sets.
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BOLUM 1 — GIiRiS Ozlem ELMALI

BOLUM 1
GIRIS

Ideal uzaylar iizerine cesitli calismalar literatiirde yer almis ve bunlar iizerine cesitli
bakis acilar1 ve arastirmalar bulunmaktadir.

Ormnegin, Mukherjee ve ark., 2007; Dontchev ve ark., 1999b; Hamlett ve ark., 1991;
Dontchev ve Ganster, 1998.

Son yillarda literatiirde, zayif I,.;-kapali kiimeler (Ekici ve Ozen, 2013), kuvvetli I-
LC kiimeler (Inthumathi ve ark., 2011), 6nj-acik kiimeler (Ekici, 2011) ve I-R kapali
kimeler (Acikgoz ve Yuksel, 2007) ve zayif I.,-kapal kiimeler, kuvvetli I-LC kiimeler,
onj-acik kiimeler ve I-R kapali kiimelerin 6zellikleri sunulmus ve ¢alisilmistir.

Bu tezde, ideal topolojik uzayda, RP; —kiimeler, RPC; — kiimeler ve RC; — kiimeler
ve RP; —kiimelerin, RPC; — kiimelerin ve RC; — kiimelerin 6zellikleri ve iligkileri sunulmus
ve calisilmistir. Ayrica 6n;-kapal kiimeler ve 6n;-agik kiimelerin 6zellikleri ve iligkileri
calisilmigtir.

on;-kapanis ifadesi ve ozellikleri sunulmus ve caligilmistir. Bunun yani sira, I-R
kapali kiimelerin ve zayif ., -kapali kiimelerin iligkileri galigilmustir.

Tezin ilk bolimiinde, tez hakkinda genel bilgiler ve agiklamalar ifade edilmektedir.

Tezin ikinci boliimiinde tezde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler ifade
edilmektedir.

Tezin {i¢iincii boliimiinde, RP; —kiimeler ve RP; — kiimelerin 6zellikleri ve iligkileri
sunulmus ve ¢alisilmistir. 6ny-kapali bir alt kiimenin bir RP;-kiime oldugu, diizenli agik bir
alt kiimenin bir RP;-kiime oldugu gosterilmistir. Ayrica RP; — kiimelerin ¢esitli 6zellikleri
caligilmistir.

Tezin dordiincii bolimiinde, RPC; —kiimeler ve RPC; — kiimelerin ozellikleri ve
iliskileri sunulmus ve ¢alisilmistir.

RPC -kiimelerin 6nj-agik bir alt kiime oldugu gosterilmistir. Ayrica, 6n;-kapal ve
ony-acik bir alt kiimenin bir RPC;-kiime oldugu, diizenli agik bir alt kiimenin bir RPC;-
kiime oldugu gosterilmistir. Bunun yani sira ¢esitli 6zellikler calisilmistir.

Tezin besinci boliimiinde, RC; —kiimeler ve RC; — kiimelerin 6zellikleri ve iliskileri
sunulmus ve calisgilmigtir. I-R kapali alt kiimelerin RC; —kiime oldugu gdsterilmistir.
Ayrica RC; — kiimelerin gesitli 6zellikleri ve iliskileri ¢aligilmistir.

Tezin altinc1 boliimiinde, ideal topolojik uzaylarda RP; —kiimelerin, RPC,—kiimelerin

ve RC; — kiimelerin iliskileri ¢alisiimistir.
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Tezin yedinci boliimiinde, ideal topolojik uzaylarda I-R kapali kiimelerin cesitli
ozellikleri lizerinde durulmustur.

Tezin sekizinci bolimiinde on;-siireklilik veP; C-siireklilik kavramlari sunulmustur.

ony-stireklilik ve P;"C — siireklilik kavramlarinin gesitli 6zellikleri tartigilmistir.

Tezin dokuzuncu boliimiinde, ideal topolojik uzaylarda RC,—kiimelerin g¢esitli
ozellikleri calisilmistir.

Tezin son boliimiinde, ideal topolojik uzaylarda RC,—siireklilik ve I-R siireklilik
kavramlar1 sunulmustur.

RC;—stirekliligin RP;—stirekliligi gerektirdigi gosterilmistr. Ayrica RC;—siireklilik ve

I-R siireklilik kavramlarinin ¢esitli 6zellikleri tizerinde durulmustur.
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BOLUM 2

ONCEKI CALISMALAR

Bu tezde topolojik uzaylar (X, t) veya (Y, o) ile ya da kullanim kolaylig1 a¢isindan X
veya Y ile gosterilecektir.

Ayrica aksi agik bir sekilde belirtilmedigi siirece bu topolojik uzaylar lizerinde higbir
ayirma aksiyomunun saglanmadig1 varsayilacaktir.

X bir topolojik uzay ve T< X olsun. T kiimesinin kapanigini cl(T) ve i¢ini int(T) ile
gosterecegiz.

Bu boliimde tezimiz i¢in faydali olacak temel tanim ve teoremler sunulmaktadir.

Tanim 2.1. | bir X kiimesinin alt kiimelerinin bostan farkli bir ailesi olsun.

| ailesi,

(1) Selve Nc Sise Ne |
(2)SelveNeliseSUNE I

kosullarin1 sagliyor ise | ailesine (X, t) topolojik uzayr iizerinde bir ideal denir
(Kuratowski, 1966).

Tamm 2.2. (X, 7) bir topolojik uzay, ve I, X kiimesi iizerinde bir ideal olsun.

P(X), X in kuvvet kiimesi ve 1(x)={N€ t : x€ N} olmak iizere SC X i¢in,
S*Ir)={xeX:VNerx)iginNNS &1}

ile tanimli
()" : P(X)= P(X)

doniisiimiine bir yerel fonksiyon denir (Kuratowski, 1966).

Tanmm 2.3. § - S* (I,t) donilistimiine S kiimesinin t topolojisine ve I idealine gore

yerel fonksiyonu denir (Kuratowski, 1966).

S* (It) kiimesi kisaca S* ile gosterilecektir. Ayrica, I idealine ve T topolojisine gore
olusturulan 7* (I,7) topolojisi de kisaca t* ile gosterilecektir (Kuratowski, 1966; Jankovié
ve Hamlet, 1990).
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Tamm 2.4. (X, 1) bir topolojik uzay ve I, X kiimesi iizerinde bir ideal olsun.

SC Xigin, cl*(S)=SuU S* (I,7) ile tamiml1 cl*(.) operatoriine bir * (I,7) topolojisi igin
Kuratowski kapanis operatorii denir (Jankovi¢ ve Hamlet, 1990).

Tamm 2.5. Kuratowski kapanis operatorii ile tiretilen t* (I,7) topolojisine *-topoloji
denir (Jankovi¢ ve Hamlet, 1990).
Ayrica *-topolojisi T topolojisinden daha ince bir topolojidir (Jankovi¢ ve Hamlet, 1990).

Tamim 2.6. X kiimesi iizerinde taniml bir I ideali i¢in, (X,t,I) bir ideal topolojik
uzay ya da kisaca ideal uzay olarak adlandirilmaktadir (Kuratowski, 1966).

Tanim 2.7. (X, 1) bir topolojik uzay, TC X olsun.

T=int(cl (T) )

kosulu saglaniyor ise T kiimesine diizenli-agik bir kiime denir (Stone, 1937).

Tanim 2.8. (X, 1) bir topolojik uzay, Tc X olsun.

T=cl(int (T) )

kosulu saglaniyor ise T kiimesine diizenli-kapal1 bir kiime denir (Stone, 1937).

Tanmm 2.9. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun.

S diizenli-acik ve N, *-kapal1 bir kiime olmak {izere
T=SNN
olarak ifade edilebiliyorsa T kiimesine kuvvetli-I-LC bir kiime denir (Inthumathi ve ark.,

2011).

Tamm 2.10. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun.

Tc Nve N, X’ in agik bir alt kiimesi oldugunda
T*cN

saglaniyorsa T kiimesine I,-kapali bir kiime denir (Dontchev ve ark., 1999).
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Tamm 2.11.(X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun.

Tccl* (int(T))
kosulu saglaniyor ise T kiimesine yari-I-acik bir kiime denir (Hatir ve Noiri, 2002).

Tamm 2.12. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun.
T < N ve N, X in diizenli-agik bir alt kiimesi oldugunda

T*cN
saglaniyorsa T kiimesine I,.4-kapali bir kiime denir (Navaneethakrishnan ve ark., 2009).

Tanmm 2.13. (X, 1, ) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun.

X\T I;-kapali bir kiime ise T kiimesine X in I, -a¢ik bir alt kiimesi denir (Dontchev
ve ark., 1999).

Tamim 2.14. (X, 7, I) bir ideal topolojik uzay ve T< X olsun.

X\ T Ig-kapali bir kiime ise T kimesine X in I.;-agik bir alt kiimesi denir
(Navaneethakrishnan ve ark., 2009).

Tamim 2.15. (X, 7, I) bir ideal topolojik uzay olsun. TC X olmak iizere;

T c Nve N, X’ in diizenli-agik bir alt kiimesi oldugunda

(int(T))* ©N
saglaniyor ise T kiimesine zayif -1, -kapali bir kiime denir (Ekici ve Ozen, 2013).

Tamim 2.16. (X, 7, I) bir ideal topolojik uzay olsun.

T c X olmak tizere X \ T zayif -, -kapali bir kiime ise T kiimesine zayif -I,.;-agik
bir kiime denir (Ekici ve Ozen, 2013).

Tanmm 2.17. (X, 1, 1) bir ideal topolojik uzay olsun. TC X olmak iizere;

T c int*(cl(T))

saglantyor ise T kiimesine on;-agik bir kiime denir (Ekici, 2011).
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Tamim 2.18. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay olsun. Tc X olmak iizere;

X\ T kiimesi X in 6n;-acik bir alt kiimesi ise T 6n;-kapal bir kiimedir (Ekici, 2011).

Tamim 2.19. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay olsun. Tc X olmak iizere;

T =cl” (int(T))
saglaniyor ise T kiimesine I-R kapali bir kiime denir (Acikgoz ve Yuksel, 2007).

Not 2.20. (X, 7, I) bir ideal topolojik uzay olsun.

Bu uzaym bir T alt kiimesi i¢in asagidaki diagram saglanir

on;-kapali kiime

J

zayif -1, -kapali kiime

|

L, 4 -kapali kiime

I

I,-kapali kiime

|

x-kapal1 kiime

|

I-R kapal1 kiime

(Ekici ve Ozen, 2013).
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Teorem 2.21.(X, t, ) bir ideal topolojik uzay olsun. T € X i¢in agsagidakiler denktir.

(1) T, X’ in zayif -1,.4-kapali bir alt kiimesidir.
(2) T c SveS, X in diizenli-agik bir alt kiimesi oldugunda cl* (int(T))c S

olur (Ekici ve Ozen, 2013).
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BOLUM 3
IDEAL TOPOLOJIK UZAYLARDA
RP, -KUMELER
Tanim 3.1. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve T € X olsun.
S, X in diizenli-agik bir alt kiimesi, N X’in 6n;-kapali bir alt kiimesi olmak tizere
T=SNN

olarak ifade edilebiliyor ise T kiimesine bir RP;-kiime denir.

Uyan 3.2. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve T € X olsun. T, X’in 6n;-kapali bir alt

kiimesi ise T kiimesi bir RP;-kiimedir.

Uyan 3.3. Uyari 3.2 de belirtilen ifadenin tersi dogru degildir. Bu ifadenin tersinin
dogru olmadig1 bir sonraki érnekte gosterilmistir.

Ornek 3.4. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve T < X olsun.

X={x,y,2, W}

t={X, 0, {x}, {y.z}, {x,y,2} } ve

[={0, {x}, {w}, {x,w} }
olsun.

N = {y,z} kiimesi X’ te RP,-kiime fakat X’ te 0n;:-kapal1 bir alt kiime degildir.

Uyan 3.5. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve T € X olsun. T, X’ in diizenli-a¢ik bir

alt kiimesi ise T kiimesi bir RP;-kiimedir.

Uyan 3.6. Uyar1 3.5 te belirtilen ifadenin tersi dogru degildir. Bu ifadenin tersinin

dogru olmadig1 bir sonraki 6rnekte gosterilmistir.

Ornek 3.7. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve T c X olsun.
X={X,y,2, W }

1={X, 0, {x}, {y.z}, {x,y,z} } ve

[={0, {x}, {w}, {x,w} }

olsun.
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T = {y, z, w} kiimesi X te RP;-kiime fakat X’te diizenli-a¢ik bir alt kiime degildir.

Teorem 3.8. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay olsun. Bu ideal uzayin bir T alt kiimesi
icin agagidaki 6zellikler denktir.

(1) T 6n;-kapal bir kiimedir.

(2) T, RP;-ktime ve zayif -1, -kapali bir kiimedir.
ispat :

(1-2):

T, X in 0n;-kapali bir alt kiimesi olsun. Bu durumda, T 6n;-kapali bir kiime ise X
diizenli-agik bir kiime olmak {izere

T=TNX
olarak ifade edilebilir. Boylece T kiimesi 6n;-kapali ve diizenli-agik bir kiimenin kesigimi

olarak ifade edilebildiginden T kiimesi bir RP;-kiime olur. Ayrica T 6n;-kapali bir kiime

ise,
c* (in(T)) c T

ve buradan
Int (T) U (int(T))"
cT

yazilabilir. Bu durumda

(int(T))*cTcX
olur. Boylece, T c N ve N diizenli-acik olmak tzere,
(int(T))* N
kosulu saglandigindan T kiimesi zayif -I,., -kapal bir kiime olur. O halde T 6nj-kapali bir

kiime ise RP;-kiime ve zayif -I,.; -kapali bir kiimedir

@2-1):

T kiimesi X te RP;-kiime ve zayif -1, -kapali bir alt kiime olsun.
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T kiimesi bir RP;-kiime oldugundan S diizenli-agik bir alt kiime ve N 0n;-kapali bir alt
kiime olmak {izere,
T=SNN
olur. O halde
Tc S
dir. Buradan T kiimesi X’ in zayif -I,.; -kapali bir alt kiimesi oldugundan,
(int(T))* < S
dir.
T=SN N ise
TcN
olur. N kiimesi 6n;-kapali bir kiime oldugundan
cl* (int(T)) c N
dir. Buradan
cl* (int(T)) € SAN =T

elde ederiz. Sonug olarak, T kiimesi X’in 6n;-kapali bir alt kiimesidir.

Tamim 3.9. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun. T kiimesini igeren biitiin
on;-kapali kiimelerin kesisimi T nin 0n;-kapanisi olarak tanimlanir ve P;'cl(T) ile

gosterilir.

Teorem 3.10. (X, 7, I) bir ideal topolojik uzay ve TC X olsun. Bu durumda asagidaki

ozellikler denktir.

(1) T, X’te bir RP; -kiime dir.

(2) X’te diizenli-agik bir S alt kiimesi i¢in

T=Sn P/cl(T)

olur.
Ispat :
(1-2):

T, X te bir RP; —kiime olsun. Bu durumda,diizenli agik bir S alt kiimesi ve 6n;-kapali

10
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Ozlem ELMALI

bir N alt kiimesi igin,

T=SNN
olur.
Buradan,
T c N dir.
Boylece,
T
c Prcl(T)
cN
olur. O halde,
T=Tn Pcl(T)

=SNNnN P/cl(T)

=S n Pyrcl (T)

olur. Sonug olarak X in diizenli-agik bir S alt kiimesi igin,

T=Sn P cl(T)

olur.

2-1):

X’in diizenli-agik bir S alt kiimesi igin,

T=Sn Pl (T)

olsun. Buradan T’ yi igeren 6n;-kapali bir N alt kiimesi i¢in

P/cl (T)cN
olur.
Bu durumda,
cl* (Int (P/cl (T)))

c cl* (Int (N))

cN

yazilabilir.

11
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O halde,
cl* (Int (Pfcl (T)))
c N{N:TcN,N on;-kapali }
olur.
Sonug olarak,
cl* (Int (Pycl (T))
c P/cl (T)
dir. Boylece, P;cl (T), X’in 6n;-kapali bir alt kiimesi olur. Dolayisiyla, T, X te bir RP; —

kiime olur.

Teorem 3.11. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve TC X olsun.

T, X’ te bir RP; —kiime ise P;cl (T) \ T kiimesi X’ in 6n;-kapali bir alt kiimesi olur.

Ispat :

T, X te bir RP; —ktime olsun. Bu durumda diizenli agik bir S alt kiimesi ve 6n;-kapali
bir N alt kiimesi i¢in,
T=SNN
olur. Buradan
TcN
dir. Boylece,
Tc Prcl(T)
cN
olur. O halde,
T
=Tn Pfcl(T)
=SNNnN Pcl(T)
=Sn P/cl(T)
olur. Sonug olarak X’ in diizenli-agik bir S alt kiimesi i¢in,
T=Sn P/cl(T)

olur.

12
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Ozlem ELMALI

Buradan,
Prcl (T
=Prel (T)\(Sn Prel (T))
=Prcl (T) N (X\(SnPrcl(T)))
= Prel (T) n ((X\S)u (X\Prcl(T)))
= (Prcl (T) N (X\S)) U (Prel (T) n (X\ Picl (T)))
=(Prcl(M)n(X\S))u o

=P/cl (T) n (X\S)
dir. O halde,
Prcl (T)\T

= prcl (T) n(X\S)

olur. Sonug olarak P;cl (T) \ T, X’in 6n;-kapal bir alt kiimesidir.

Teorem 3.12. (X, t, ) bir ideal topolojik uzay ve T< X olsun. Bu durumda asagidaki

ozellikler denktir.

(1) T, X’in I-R kapal1 bir alt kiimesidir.

(2) T, X’te bir RP;-kiime, zay1f I,.,-kapali kiime ve yari-1-agik bir alt kiime olur.

ispat :

(1-2): T, X in I-R kapali bir alt kiimesi olsun. Burada T, I-R kapali bir kiime ise,

T =cl* (Int (T))
olur. Bu durumda,
T c cl” (Int (T))

kosulu saglandigindan T kiimesi yari-I-acik bir kiime olur. Ayrica,

c* (Int(T)) cT

kosulu da saglanacagindan T kiimesi 6n;-kapali bir kiimedir.
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O halde,
T=TnX
olarak diisiiniiliirse 6n;-kapali bir kiime olan T ve diizenli-agik bir kiime olan X kiimesinin
kesigimi olarak yazilabilen T kiimesi bir RP;-kiime olur. Ayrica, T kiimesi 6n;-kapali bir
kiime ise,
c*(Int(M)cT
kosulu saglanir. Buradan,
Int(MuU (Unt(T))" T
yazilabilir.
Boylece,
(Int(T))*cTc X
elde edilir. Dolayisiyla, diizenli-agik bir N kiimesi i¢in T € N oldugunda,
(Int(T))* N

kosulu saglandigindan T kiimesi zayif I, -kapali bir kiime olur.

2-1):

T, X’te RP;-kiime, zayif I,.;-kapali kiime ve yari-l-agik bir alt kiime olsun. T, X’in
yari-1-agik bir alt kiimesi ise,
T ccl* (Int (T) (3.1)
olur.
T, X’te bir RP;-kiime ve zayif I.,—kapali bir alt kiime ise T, X te bir RP;-kiime
oldugundan, S diizenli-agik bir alt kiime ve N 6n;-kapali bir alt kiime olmak iizere,
T=SNN
olarak ifade edilebilir. O halde
T c Sdir.
Buradan, T, X’in zay1f I.,—kapali bir alt kiimesi oldugundan,
(Int(T))* S
dir. Ayni zamanda T c N ve N 6n;-kapali bir kiime oldugundan,
c*(Int(T))c N

yazilabilir.
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Ozlem ELMALI

Bu durumda,
cl* (Int (T))
cSNN =T
olur. O halde T, X’in 6n;-kapali bir alt kiimesidir. Buradan,

c*(Int(M)cT
elde edilir. Sonug olarak (3.1) ve (3.2) geregi,
T=cl* (Int(T))

olup T, X’te I-R kapal1 bir alt kiime olur.

(3.2)
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BOLUM 4
IDEAL TOPOLOJIK UZAYLARDA
RPC, -KUMELER

Tamm 4.1. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun. S, X’ in diizenli-agik bir
alt kiimesi, N X in onj-acik ve on;j-kapali bir alt kiimesi olmak iizere,
T=SNN

olarak ifade edilebiliyorsa T kiimesine bir RPC,-kiime denir.

Teorem 4.2. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun.
T, X te RPC,-kiime ise T, X in 0n;-acik bir alt kiimesidir.

Ispat:
T, X te bir RPC,-kiime olsun. Bu durumda, X’in diizenli-agik bir alt kiimesi S ve
on;y-acik ve 6n;-kapali bir alt kiimesi N olmak tiizere,
T=SNN
olarak ifade edilebilir. O halde,
T=SNN
c Snint*(cl (N))
=int*(SNncl(N))
cint*(cl(SNN))
=int*(cl(T))
elde edilir. Buradan,
T
=SNN
c int*(cl(T))

olur. Sonug olarak T= SN N, X’ in 6n;-agik bir alt kiimesidir.
Uyar1 4.3. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve T < X olsun.

T, X’te bir RPC,-kiime ise T, X in 6n;-acik bir alt kiimesidir.
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Uyan 4.4. Uyan 4.3 te belirtilen ifadenin tersi dogru degildir. Bu ifadenin tersinin

dogru olmadig1 bir sonraki drnekte gosterilmistir.
Ornek 4.5. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun.
X={x,y,2, W}

T={ Xa Q)o {X}v {y,Z}, {X,y,Z} } ve

I={0, {x}, {w}, {x,w} }

olsun. Bu durumda T={x, y, z } kiimesi X in 6n;-a¢ik bir alt kiimesi fakat X te bir RPC,-

kiime degildir.

Uyan 4.6. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve T € X olsun. T, X in diizenli-agik bir

alt kiimesi ise T bir RPC,-kiimedir.

Uyan 4.7.Uyar1 4.6 da belirtilen ifadenin tersi dogru degildir. Bu ifadenin tersinin

dogru olmadig1 bir sonraki 6rnekte gosterilmistir.
Ornek 4.8. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun.
X={X,Yy,2z, W }
T={X, 0, {x}, {y.z}, {x.y,2} } ve

[={0, {x}, {w}, {x,w} }
olsun. Bu durumda T={x, y, w} X’te bir RPC,-kiime fakat X in diizenli-agik bir alt kiimesi
degildir.

Uyarn 4.9. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun.

T, X’in 0n;-agik ve on;-kapali bir alt kiimesi ise T bir RPC,-kiimedir.

Uyar 4.10. Uyar1 4.9 da belirtilen ifadenin tersi dogru degildir. Bu ifadenin tersinin

dogru olmadig1 bir sonraki 6rnekte gosterilmistir.
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Ornek 4.11. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve T X olsun.
X={X,Yy,2, W}
1={X, 0, {x}, {y,z}, {x,y,z} } ve

[={0, {x}, {w}, {x,w} }

olsun. Bu durumda N={y, z} X’te bir RPC,-kiime fakat X in 6n;-acik ve on;-kapali bir alt

kiimesi degildir.

Uyan 4.12. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun. Uyar1 4.6, Uyar1 4.9 ve

Teorem 4.2 geregi asagidaki diagram T kiimesi i¢in saglanir.

on;y-agik kiime

i

on;y-acik ve 6n;-kapali kiime I::> RPC,-kiime

i

diizenli-agik kiime

Teorem 4.13. (X, 7, I) bir ideal topolojik uzay ve T € X olsun. O halde asagidaki

ozellikler birbirine denktir.

(1) T, X’in 6n;-kapal1 ve on;-acik bir alt kiimesidir.
(2) T, X’te RPC;-kiime ve on;-kapali bir alt kiimedir.

Ispat:
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(1-2):
T, X’in 0n;-kapali ve 0n;-acik bir alt kiimesi olsun. O halde, T 6n;-kapali ve 6n;-
acik bir alt kiime ve X diizenli-agik bir kiime olmak iizere;

T=XNnT
olarak ifade edebilecegimizden T, X’te bir RPC;-kiime olur. Bu durumda T kiimesi X’te

RPC,;-kiime ve 6n;-kapali bir alt kiimedir

2-1):

T, X’te RPC;-kiime ve 6n;-kapali bir alt kiime olsun.
T kiimesi X’te bir RPC;-kiime ise S, X’te diizenli-agik bir kiime ve N, X’te 6n;-kapali ve
on;-acik bir alt kiime olmak tizere

T=SNN
olarak ifade edilebilir. O halde

T=SNN

cSnint*(c1(N))

=int* (SNcl(N))

cint* (cl(SNN))

=int* (cl(T))
elde edilir. Buradan,

T=SNN

cint” (cl(T))
olur. Sonug olarak,

T cint* (cl(T))
saglandigindan T=S N N, X’ in 6n;-a¢ik bir alt kiimesidir.

T kiimesinin X’in 6n;-kapali bir alt kiimesi oldugu ifade edilmisti. O halde,T hem 6n;-

acik hem de 6n; -kapali bir kiime olur.
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Teorem 4.14. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun. O halde asagidaki

ozellikler birbirine denktir.

(1) T, X’in 6nj-acik ve 6n;-kapali bir alt kiimesidir.

(2) T, X’te bir RP(; - kiime ve zayif I,.; -kapali bir alt kiimedir.
ispat :

(1-2):
T, X’in 6n;-acik ve 6n;-kapali bir alt kiimesi ise,
T=TnX

olarak diisiindiigiimiizde X diizenli acik bir kiime ve T 6n;-agik ve odn;y-kapali bir kiime
oldugundan,
T=TnX
ifadesi T kiimesinin bir RPC;— kiime oldugunu gosterir. Ayrica, T 6n;-kapali bir kiime ve
N diizenli-a¢ik bir kiime olmak {izere,
TcN
olsun. T 6n;-kapal1 bir kiime oldugundan,
c* (Int(T))cT
dir. Boylece,
c* (Int(T))cTcN
ise,
c* (Int(T))c N
olur. Buradan T c N ve N diizenli-a¢ik bir kiime olmak iizere;
c* (Int(T))c N
oldugundan T zayif I,,- kapal bir kiimedir. Sonug olarak T, X’in 6n;-agik ve 6n;-kapali

bir alt kiimesi ise, T hem bir RPC; —kiime hem de zayif [, ;- kapali bir kiime olur.
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@2-1):

T, X te bir RPC; —kiime ve zayif [, - kapali bir alt kiime olsun.
T bir RPC; —kiime oldugundan, X’te diizenli-agik bir S alt kiimesi ve hem 6n;-agik hem
de 6n;-kapali olan bir N alt kiimesi igin,
T=SNN
olarak ifade edilebilir. Bu ise T kiimesinin X’te bir RP; —kiime olmasin1 gerektirir. Boylece
T kiimesi X’te bir RP; —kiime ve zayif [.;-kapali bir alt kiime olur.T kiimesi bir RP; —
kiime oldugundan ve zayif I,,- kapal bir alt kiime oldugundan dolay1 T,X’in 6n;-kapali
bir alt kiimesidir. Diger taraftan T, X’te bir RPC; —kiime oldugundan, X’in diizenli-ag¢ik bir
alt kiimesi S ve hem 6n;-kapali hem de 6n;-agik olan bir alt kiimesi N olmak {izere,
T=SNN
olarak ifade edilebilir. Boylece T=S N N, X in 6n;-a¢ik bir alt kiimesi olur. Sonug olarak,

T kiimesi X’in hem 6n;-acik hem de 6n;-kapali bir alt kiimesi olur.

Sonug¢ 4.15. (X, t, I) bir ideal topolojik uzay ve T < X olsun. Teorem 4.13 ve
Teorem 4.14’te elde edilen bilgiler geregi asagidaki ozellikler T kiimesi i¢in birbirine

denktir.
(1) T, X’in hem 6n;-agik hem de 6n;-kapali bir alt kiimesidir.
(2) T, X te RPC; —kiime ve 6n;-kapali bir alt kiimedir.

(3) T kimesi X de RPC; —kime ve zayif I.,—kapali olan bir alt kimedir.
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BOLUM 5
IDEAL TOPOLOJIK UZAYLARDA
RC, - KUMELER

Tamm 5.1. (X, 7, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun.

X’te diizenli-acik bir S alt kiimesi ve bir N alt kiimesi i¢in
N=cl* (Int (N))
olmak tizere

T=SnN

saglaniyorsa T kiimesine bir RC; —kiime denir.

Uyan 5.2. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun. T, X’in I-R kapal1 bir alt

kiimesi ise T bir RC; —kiime olur.
Uyan 5.3. Bir sonraki 6rnekte gosterildigi lizere bu ifadenin tersi dogru degildir.
Ornek 5.4. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve T X olsun.
X={x,y,2, W}
1={X, 0, {x}, {y.z}, {x,y.z} } ve

[={0, {x}, {w}, {x,w} }
olsun. Bu durumda T ={y, z} kiimesi X’te bir RC,-kiime fakat X’in I-R kapali bir alt

kiimesi degildir.

Uyan 5.5. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve T € X olsun. T, X’in diizenli-agik bir

alt ktiimesi ise T bir RC,-kiime olur.
Uyar 5.6. Bir sonraki 6rnekte gosterildigi iizere bu ifadenin tersi dogru degildir.

Ornek 5.7. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve T < X olsun
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X={x,y,2, W}
={X, 0, {x}, {y,z}, {x,y,z} } ve
1={0, {x}, {w}, {x,w} }

olsun. Bu durumda N ={ y, z, w } X’te bir RC,-kiime fakat X’in diizenli-agik bir alt kiimesi
degildir.

Teorem 5.8. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve T < X.olsun.Bu durumda asagidaki

ozellikler denktir.

(1) T, X’te bir RC; -kiime dir.

(2) T, X’te bir RP; - kiime ve yari-1-agik bir alt kiimedir.
ispat :

(1-2): T, X’te bir RC; —kiime olsun. Bu durumda RC; —kiime tanimi geregi S, X’te

diizenli-acik ve N= cl* (Int(N)) olmak iizere,

T=SNnN
olarak ifade edilebilir. Buradan N kiimesi igin
N= cl* (Int(N))
ise,
cl” (Int(N)) € N
ve
N c cl* (Int(N))
ozellikleri saglanir.
Burada,
cl” (Int(N)) c N
ozelligi bize N kiimesinin 6n;-kapali bir kiime oldugunu gosterir.

O halde, S, X’te diizenli-agik ve N, X’te 6n;-kapali bir kiime olmak {izere,
T=SNN

olarak ifade edilebilir. O halde T, X’te bir RP,— kiime olur.
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Ayrica T, X’te bir RC; —kiime oldugundan, diizenli-agik bir S alt kiimesi ve N= cl* (Int(N))
olmak tizere,
T=SNnN

olarak ifade edilebilir. Burada,
T
=SnN

=S N cl* (Int(N))

c cl* (S nInt(N))

=cl* (Int(S N N))

=cl* (Int(T))
yazabiliriz. Bu durumda

Tccl” (Int(T))
olur. O halde T, X’in yari-lI-agik bir alt kiimesidir. Sonug olarak, T, X’te bir RC; —kiime ise
T, X’te bir RP; —kiime ve yari-l-agik bir alt kiime olur.

2-1):

T, X’te bir RP; —kiime ve yari-l-agik bir alt kiime olsun. Boylece, T, X’ te bir RP; —

kiime ise, diizenli-agik bir S kiimesi ve 6n;-kapali bir N kiimesi igin,
T=SNN

olarak ifade edilebilir. Ayrica N kiimesi dn;-kapali bir kiime oldugundan,
cl” (Int(N)) ©N

dir. Bunun yani sira, T yari-l-a¢ik bir kiime ise
Tccl” (Int(T))

dir. Buradan,
T

=T N cl* (Int(T))
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=S NN~ cl* (Int(T))
=S ncl* (Int(T))
yazilabilir. Boylece,
K= cl* (Int (T))
diyelim. O halde diizenli-agik bir S alt kiimesi ve
K
= cl” (Int (K))
igin,
T=SnK
olarak ifade edilebildiginden T, X’ te bir RC,—kiime olur.
Teorem 5.9. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve T € X olsun. Bu durumda asagidaki
ozellikler denktir.
(1) T, X’ te bir RC; -kiimedir.
(2) X’ te diizenli-agik bir S alt kiimesi i¢in
T=Sn cl*(Int(T))
dir.
Ispat :
(1-2): T, X’te bir RC; —kiime olsun. Bu durumda RC; —kiime tanimi geregi S, X’te
diizenli-agik ve  N= cl* (Int(N)) olmak tizere,
T=SnNN
olarak ifade edilebilir. Buradan,

TcN
yazilabilir. Boylece,
cl” (Int (T))

c cl” (Int (N))
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Ozlem ELMALI

olur ve
N= cl* (Int(N))
oldugundan,

cl* (Int(N)) c N
olup,
cl* (Int (T))
< cl* (Int (N))
cN
saglanir.

Boylece,
cl” (Int(T) N
olur. Diger taraftan diizenli-a¢ik bir S alt kiimesi i¢in,
N = cl* (Int (N))
olmak tizere,
T
=SNN
=S n cl” (Int (N))
c cl* (S nInt(N))

= cl* (Int (S NN))
=cl* (Int(T))
yazabiliriz. Bu durumda

T c cl” (Int (T))
olur. O halde,
T

= TNl (Int(T))
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=SNNNcl*(Int(T))
=Sncl* (Int(T))

olur. O halde X’in diizenli-agik bir S alt kiimesi igin,
T=Sncl* (Int(T))

olur

2-1):

S, X’te diizenli-agik bir kiime olmak tizere,
T
=Sncl” (Int(T))
olsun. Buradan,
cl* (Int (T))
=cl* (Int cl* (Int (T)))

olur. Sonug olarak T, X’te bir RC; —kiime olur.

Sonug¢ 5.10. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun. Teorem 5.8. ve Teorem
5.9. da elde edilen bilgiler geregi asagidaki 6zellikler T kiimesi i¢in birbirine denktir.

(1) T, X’ te bir RC,—kiime dir.

(2) T, X’te bir RP; —kiime ve yari-l-a¢ik bir alt kiimedir.

(3) X’ in diizenli-acik bir S alt kiimesi igin,

T=Sn cl* (Int (T)) dir.
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BOLUM 6

IDEAL TOPOLOJIK UZAYLARDA RP; -KUMELER, RPC; -KUMELER
VE
RC,; - KUMELERIN ILISKILERI

Uyan 6.1. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve T € X olsun. T kiimesi i¢in asagidaki

diagram saglanir.

RC, —kime [ > kuwvetli-I-LC kiime

J

RP; —klime

i

RPC; —kiime

Uyan 6.2. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun. Uyar1 6.1 de gosterilmis
olan ifadelerin tersleri dogru degildir. Bu ifadelerin terslerinin dogru olmadigi bundan

sonraki orneklerde gosterilmistir.
Ornek 6.3. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve T < X olsun
X={X,y,2, W }
T={X, 0, {x}, {y.z}, {x.y,z} } ve
[={0, {x}, {w}, {x,w} }

olsun. Bu durumda T ={ x, w } kiimesi X’te bir kuvvetli- I-LC kiime fakat RC; —kiime

degildir.
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Ornek 6.4. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve T X olsun.

X={X,Yy,2, W}
={X, 0, {x}, {y,z}, {x,y,z} } ve
1={0, {x}, {w}, {x,w} }

olsun. Bu durumda N ={ x, y, w } kiimesi X’te bir RP; —kiime fakat X’in kuvvetli- I-LC

bir alt kiimesi degildir.
Ornek 6.5. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve T X olsun
X={x,y,2, W}
t={ X, 0, {x}, {y,z}, {X,y,2} } ve
[={@, {x}, {w}, {x,w} }

olsun. Bu durumda S={x, z, w} kiimesi X’ te bir RP(C; —kiime fakat X’ in kuvvetli-I-LC

bir alt kiimesi degildir.
Ornek 6.6. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve T X olsun.
X={X,y,2, W }
={X, 0, {x}, {y.z}, {x.y,z} } ve
[={0, {x}, {w}, {x,w} }

olsun. Bu durumda T ={ x, w } kiimesi X’ te bir RP,—kiime fakat X’te bir RPC; —kiime
degildir.

Teorem 6.7. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun. Bu durumda asagidaki
ozellikler denktir.

(1) T, X’ te bir RC; —kiime dir.

(2) T, X’te bir kuvvetli-1-LC kiime ve yari-l-agik bir alt kiimedir.
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Ispat :
(1-2): T, X’te bir RC; —kiime olsun. Bu durumda, S, X’te diizenli-agik,

N = cl* (Int (N))
olmak iizere,
T=SNnN
olarak ifade edilebilir. Boylece,
N = cl* (Int (N))
kiimesi *-kapal1 bir kiime oldugundan, S diizenli-acik ve N *-kapal1 bir kiime olmak iizere,

T=SNN
olarak yazilabilir. O halde T kiimesi kuvvetli-I-LC bir kiime olur. Ayrica, T, X’te bir RC; —

kiime ise, S, X’ te diizenli-acik bir kiime ve
N = cl* (Int (N))
olmak iizere
T=SNnN
olarak ifade edilebilir.
Buradan,
T
=SNN
=S ncl* (Int(N))
ccl*(Snint(N))
=cl* (Int (SN N))
=cl* (Int (T))

olur.
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Bu durumda
T ccl” (Int (T))
dir. O halde T, X’in yari-l-agik bir alt kiimesidir. Sonug olarak T, X’te bir RC; —kiime ise
T, X’te bir kuvvetli-1-LC kiime ve yari-l-agik bir alt kiimedir.
2-1):
T, X’te kuvvetli-I-LC ve yari-l-agik bir alt kiime olsun. Bu durumda T, X’ te
kuvvetli-1-LC bir kiime ise, S diizenli-agik ve N *-kapali bir kiime olmak iizere,
T=SnNN
olarak ifade edilebilir. Burada N *-kapali bir kiime oldugundan,
cl*(N)=N
yazilabilir. Boylece,

Int (N)c N

ve buradan,
cl* (int(N))
ccl* (N)
=N

olup,
cl* (int(N))
cN

elde edilir. Bu durumda N 6nj-kapali bir kiime olur. O halde, S diizenli-a¢ik ve N on;-

kapal1 bir kiime olmak iizere,
T=SNnN

olarak ifade edilebildiginden T kiimesi bir RP; —kiime olur. Ayrica T yari-l-agik bir

kiimedir.
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O halde T kiimesi bir RP; —kiime ve yari-l-a¢ik bir kiime oldugundan dolayr T, X’te bir

RC; —kiime olur.
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BOLUM 7

IDEAL TOPOLOJIK UZAYLARDA I-R KAPALI KUMELER
VE
OZELLIKLERI

Teorem 7.1. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun. Bu durumda asagidaki
ozellikler denktir.

(1) T, X in I-R kapal1 bir alt kiimesidir.

(2) T, X’ te bir kuvvetli-1-LC kiime, I,-kapali kiime ve yari-1-agik bir alt kiime olur

Ispat :

(1-2): T, X’in I-R kapal1 bir alt kiimesi olsun. Burada, T, I-R kapal1 bir kiime ise

T =cl* (Int (T))

olur. Bu durumda,
T c cl” (Int (T))

saglandigindan T kiimesi yari-l-a¢ik bir kiime olur. Ayrica T kiimesi I-R kapali bir kiime

ise ayn1 zamanda *- kapali bir kiime olur. Bu durumda, T kiimesi *- kapali bir kiime ise
T=TnX
olarak diistiniildiiginde, T kiimesi *- kapali ve X kiimesi diizenli-a¢ik bir kiime olmak
tizere T kiimesi i¢in kuvvetli-I-LC kiime olma kosulu saglandigindan T, X’te kuvvetli-1-
LC bir kiime olur. Ayrica, T © N ve N kiimesi agik bir kiime olmak tizere,
T*cTcN
oldugundan
T*cN
kosulu saglanir. Dolayistyla T kiimesi I; -kapal1 bir kiime olur. Sonug olarak, T, X* in I-R
kapal bir alt kiimesi ise, T, X’ te kuvvetli-I-LC bir kiime, I, -kapali bir kiime ve yari-1-

acik bir kiime olur.
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T kiimesi X’te kuvvetli-I-LC bir kiime, I, -kapali bir kiime ve yari-l-agik bir kiime

olsun. T kiimesi yari-l-agik bir kiime ise,

T < cl* (Int (T)) (7.1)

kogulu saglanir. Ayrica T, I, -kapali bir kiime oldugundan, T N ve N kiimesi X’te agik

oldugunda,
T*cN
kosulu saglanir. Burada N kiimesi X’ in agik bir alt kiimesi ise ayn1 zamanda diizenli-agik

bir alt kiimesi i¢in de gegerlidir. Dolayisiyla, T © N ve diizenli-agik bir N kiimesi i¢in,
T*cN
saglanir. O halde T kiimesi I, -kapali bir kiime olur. Boylece, T kiimesi I, -kapali bir
kiime ise T € N ve N, X’te diizenli-a¢ik bir kiime iken,
T*cN
kosulu saglanir. Bu durumda,

Int(M) < T

ve buradan
(Int(T))* c T*
olup,
(Int(T))*cT*cN
olarak ifade edilebilir. O halde,
(Int(T))* c N

kosulu saglanir. Dolayisiyla, diizenli-agik bir N alt kiimesi igin,
TcN
iken,
(Int(T))* N
kosulu saglandigindan T kiimesi X’in zayif I,., —kapal bir alt kiimesidir.
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Ayrica T, X’te kuvvetli I-LC bir kiime oldugundan, S diizenli-acik ve N *-kapal1 bir kiime

olmak tizere
T=SnN

olarak ifade edilebilir. Burada N *-kapali bir kiime oldugundan
cl* (N) =N

yazilabilir. Boylece,

Int (N) € N
ve
cl* (Int (N))
c cl” (N)
=N
olup

cl* (Int (N)) € N

elde ederiz. Buradan N on;«-kapali bir kiime olur. O halde, S diizenli-agik ve N 6n;-kapali

bir kiime olmak iizere,
T=SNN

olarak ifade edilebildiginden T kiimesi bir RP;-kiime olur. Buradan, S diizenli-agik ve N

on;-kapali bir kiime olmak tizere,
T=SNNise

TcS

yazilabilir. Bdylece T, X’in zayif I, —kapali bir alt kiimesi oldugundan,
(Int(T))* cS

dir. Ayni zamanda, T € N ve N 6n;+-kapal1 bir kiime oldugundan
c* (Int(T)) cN

yazilabilir.
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Bu durumda,

cl* (Int (T))

c SNANN=T
olur. O halde T, X’in 6n;-kapal1 bir kiimesidir. Buradan,

c*(Int(M) T (7.2)

elde edilir.
Sonug olarak, (7.1) ve (7.2) geregi

T =cl* (Int (T))

olup T, X’te I-R kapal1 bir alt kiime olur.

Teorem 7.2. (X, t, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun. Bu durumda asagidaki
Ozellikler denktir.

(1) T, X’in I-R kapal1 bir alt kiimesidir.

(2) T, X’te bir kuvvetli-I-LC kiime, I, -kapali kiime ve yari-I-agik bir alt kiime olur.
Ispat :

(1-2): T, X’in I-R kapali bir alt kiimesi olsun. Burada, T, I-R kapal1 bir kiime ise

T = cl* (Int (T))

olur. Bu durumda bir onceki teoremden, T, X’te bir kuvvetli-1-LC kiime, I,-kapali kiime
ve yari-l-agik bir alt kiime olacaktir. Dolayisiyla, T kiimesi I.;,—kapali bir kiime olur.
Sonug olarak, T, X’ in I-R kapali bir alt kiimesi ise T, X’ te kuvvetli-I-LC bir kiime,l.; —

kapali bir kiime ve yari-I-acik bir kiime olur.

(2-1): T kiimesi Xte kuvvetli-I-LC bir kiime, I,., -kapali bir kiime ve yari-l-agik bir

kiime olsun. T kiimesi yari-1-agik bir kiime ise,
T c cl* (Int (T)) (7.3)

kosulu saglanir.
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Aynica T, I.,—kapali bir kiime oldugundan, T < N ve N kiimesi X’ te diizenli-agik
oldugunda

T*cN

kosulu saglanir. Buradan,
Int (T) < T ve

(Int(T))* cT”
olup
(Int(T))*cT*c N
olarak ifade edilebilir. O halde
(Int(T))* N
kosulu saglanir. Dolayisiyla, diizenli-agik bir N kiimesi i¢in,
T c Niken
(Int(T))* N

kosulu saglandigindan T kiimesi X” in zay1f I,.; -kapal1 bir alt kiimesidir. Ayrica, S diizenli-

acik ve N on;-kapali bir kiime olmak {lizere,
T=SNN

olarak ifade edilebildiginden T kiimesi bir RP;-kiime olur. Buradan, bir 6nceki teorem de

g0z Online alinilarak T, X’ in 6n;+-kapali bir kiimesi olur. Buradan,

c*(Int(M)cT (7.4)
elde edilir. Sonug olarak, (7.3) ve (7.4) geregi

T=cl* (Int(T))

olup T, X’ te I-R kapal1 bir alt kiime olur.

Teorem 7.3. (X, 1, ) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun. Bu durumda asagidaki
ozellikler denktir.
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(1) T, X’in I-R kapal1 bir alt kiimesidir.

(2) T, X* te bir kuvvetli-I-LC kiime, zayif ., -kapal kiime ve yari-l-agik bir alt kiime

olur.
Ispat :

(1-2):
T, X’ in I-R kapal1 bir alt kiimesi olsun. Burada T, I-R kapal1 bir kiime ise
T=cl” (Int (T))

olur. Bu durumda T kiimesi yari-l-agik bir alt kiime olur. Buradan daha onceki teoremde
g0z Ontine alinilldiginda T kiimesi *- kapali bir kiime ise,

T=TnX
olarak diistiniildiigiinde, T kiimesi *- kapali ve X kiimesi diizenli-agik bir kiime olmak
tizere T kiimesi i¢in kuvvetli-I-LC kiime olma kosulu saglandigindan T, X’ te kuvvetli-I-
LC bir kiime olur. Ayrica, T € N ve N kiimesi diizenli-agik bir kiime oldugunda,

Int(McT
ve

(Int(T)*cT”
ve

(Int(T))" T~

c TcN

yazilabilir. Dolayistyla T kiimesi zayif I,.;-kapali bir kiime olur.Sonug olarak, T, X in I-R
kapali bir alt kiimesi ise T, X” te kuvvetli-1-LC bir kiime, zayif I,., -kapal1 bir kiime ve

yari-l-agik bir kiime olur.

2-1):

T kiimesi X” te kuvvetli-I-LC bir kiime, zayif I, -kapal bir kiime ve yari-I-agik bir

kiime olsun. T kiimesi yari-l-agik bir kiime ise,

T < cl* (Int (T)) (7.5)
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kosulu saglanir. Ayrica, T, X’ te kuvvetli I-LC bir kiime oldugundan S diizenli-acik ve N

x-kapal1 bir kiime olmak iizere,
T=SnN

olarak ifade edilebilir. Burada, N *-kapal1 bir kiime oldugundan,
cl* (N)=N

yazilabilir. Boylece,

Int (N) € N
ve
cl* (Int (N))
c cl” (N)
=N
olup

cl* (Int (N))
cN

elde ederiz. Buradan N 6n;-kapali bir kiime olur. O halde, S diizenli-agik ve N 6n;+-kapali

bir kiime olmak tlizere
T=SNN
olarak ifade edilebildiginden T kiimesi bir RP;-kiime olur. Buradan, Teorem 7.1 de

yapilanlar da goz oniine alindiginda T’ nin X’ in 6n;«-kapali bir kiimesi oldugu elde

edilecektir. Buradan,

c*(Int(M) cT (7.6)
elde edilir.

Sonug olarak (7.5) ve (7.6) geregi
T=cl* (Int(T))

olup T, X’ te I-R kapal1 bir alt kiime olur.
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Sonug¢ 7.4. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun. Teorem 7.1, Teorem 7.2
ve Teorem 7.3 de elde edilen bilgiler geregi asagidaki ozellikler T kiimesi i¢in birbirine

denktir.

(1) T, X” in I-R kapal1 bir alt kiimesidir.
(2) T, X’te bir kuvvetli-I-LC kiime, I,-kapali kiime ve yari-l-agik bir alt kiimedir.
(3) T, X* te bir kuvvetli-I-LC kiime, I, -kapali kiime ve yari-l-agik bir alt kiimedir.

(4) T, X* te kuvvetli-I-LC kiime, zayif I,.,-kapali kiime ve yari-1-agik bir alt kiimedir.
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BOLUM 8
IDEAL TOPOLOJIK UZAYLARDA
on;-SUREKLILIK, P;C - SUREKLILIK,
VE OZELLIiKLERI

Tanmm 8.1. ( X, 1, I ) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,I1) = (Y, o) bir fonksiyon
olsun. Y’ nin her kapali T alt kiimesi i¢in f~1(T) kiimesi X’ in 6n;-kapali bir alt kiimesi

oluyorise f: (X,t,1) = (Y, o) fonksiyonuna on;-strekli bir fonksiyon denir.

Tamm 8.2. ( X, 1, I ) ideal topolojik uzay ve f:(X,t,I) = (Y, o) bir fonksiyon
olsun. Y’ nin her kapali T alt kiimesi i¢in f~!(T) kiimesi X’ in hem &én;j-kapali hem de
on;-agik bir alt kiimesi oluyor ise f: (X,t,1) — (Y, o) fonksiyonuna P;"C — siirekli bir

fonksiyon denir.

Tanim 8.3. ( X, t, ) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,1) = (Y, o) bir fonksiyon
olsun. Y’ nin her kapali T alt kiimesi i¢in f~1(T) kiimesi X’ in bir RPC; —kiimesi oluyor

ise f: (X,t,1) = (Y, o) fonksiyonuna RPC; —siirekli bir fonksiyon denir.

Tanim 8.4. ( X, 1, ) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,1) = (Y, o) bir fonksiyon
olsun. Y’ nin her kapal T alt kiimesi icin f~1(T) kiimesi X’ in zayif I,4 —kapali bir alt

kiimesi oluyor ise f: (X,t,1) — (Y, o) fonksiyonuna W1, - siirekli bir fonksiyon denir.

Tanmm 8.5. ( X, 1, [ ) ideal topolojik uzay ve f:(X,t,1) = (Y, o) bir fonksiyon
olsun. Y’ nin her kapali T alt kiimesi icin f~1(T) kiimesi X’ in bir RP; —kiimesi oluyor ise
f:(X,t,1) = (Y, o) fonksiyonuna RP; -siirekli bir fonksiyon denir.

Teorem 8.6. ( X, 1, 1) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,1) = (Y, o) bir fonksiyon
olsun. f: (X,t,I) = (Y, o) fonksiyonu i¢in agsagidaki 6zellikler denktir.

(D) f: (X,t,I) = (Y, o) fonksiyonu on;-siirekli

() f: (X,t,1) » (Y, o) fonksiyonu RP; —siirekli ve W1,., — siirekli

Ispat :
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(1-2):

fi(X,t,1) = (Y, o) on;--siirekli bir fonksiyon ve T, Y’ nin kapali bir alt kiimesi
olsun. Bu durumda f: (X, t,1) = (Y, o) 6n]-siirekli bir fonksiyon oldugundan f~1(T),
X’ in énj-kapal1 bir alt kiimesi olur. O halde, X diizenli-acik bir kiime ve f~1(T), X te

on;y-kapali bir alt kiime olmak {izere,

fAAM=f1MnX
olarak ifade edilebileceginden, f~!(T) kiimesi bir RP, —kiime olur. Dolayisiyla Y
uzayindan alman kapali bir T kiimesi i¢in f~1(T) X uzayinda bir RP; —kiime ise
f:(X,t,1) = (Y, o), RP; —siirekli bir fonksiyon olur. Ayrica, f: (X,t,1) = (Y, o),
on; -siirekli bir fonksiyon oldugundan f~1(T), X’ te 6n;-kapali bir alt kiimedir. Buradan,
f~1(T) kiimesi zayif L., —kapali bir kiime olur. Bu durumda Y uzayindan alinan keyfi bir
kapali T kiimesi icin f~1(T) kiimesi X uzaymda zayif L.g—kapali bir kiime olarak
bulundugundan f:(X,t,1) — (Y, o) fonksiyonu W1, — siirekli bir fonksiyon olur.
Sonug olarak, f: (X,t,I) = (Y, o) fonksiyonu 6n;--siirekli bir fonksiyon ise

f:(X,t,1) - (Y, 0)ayn zamanda RP; —siirekli ve W1, siirekli bir fonksiyon olur.

2-1):

f:(X,t,1) - (Y, o) fonksiyonu RP; —siirekli ve WI.,—siirekli bir fonksiyon
olsun. Buradan f:(X,t,1) — (Y, o) fonksiyonu RP; —siirekli ve WI,.,— siirekli bir
fonksiyon ise Y uzayindan alman kapali bir T kiimesi i¢in f~1(T) kiimesi X uzayinda bir
RP; —kiime ve zayif I, —kapali bir alt kiime olur. Bu durumda, f “1(T), X in 6n~-kapali
bir alt kiimesidir. Sonug olarak, f: (X,t,1) - (Y, o) fonksiyonu RP; —siirekli ve W1, ,—
stirekli bir fonksiyon ise Y uzayindan alinan keyfi bir kapali T kiimesinin 6ngoriintiisii olan
f~1(T), X uzayinda 6n}-kapali bir kiime oldugundan f: (X,t,1) = (Y, o) fonksiyonu

ayni zamanda 0n;-siirekli bir fonksiyon olur.

Teorem 8.7. ( X, 1, I ) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,1) — (Y, o) bir fonksiyon
olsun. f: (X,t,I) = (Y, o) fonksiyonu i¢in asagidaki 6zellikler denktir.
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(D) f: (X,t,1) - (Y, o) fonksiyonu P;C—siirekli

@) f: (X,t,1) = (Y, o) fonksiyonu RPC,;—stirekli ve on;-siirekli
ispat :

(1-2):

f:(X,t,1) - (Y, 0), P;/C—siirekli bir fonksiyon ve T, Y’ nin kapal1 bir alt kiimesi
olsun. Bu durumda f:(X,t,1) - (Y, ), P/C-siirekli bir fonksiyon oldugundan,
f1(T), X’ in én;-acik ve 6n;-kapali bir alt kiimesi olur. O halde, X diizenli-agik bir kiime

olmak iizere,

fAM=fMnX
olarak ifade edilebileceginden, f~!(T) kiimesi bir RPC; —kiime olur. Ayrica f~(T)
kiimesi on;-agik ve on;-kapali bir kiime ise, Y uzayindan alinan kapali bir T kiimesi igin,
f~1(T), X te én;-kapali bir kiime oldugundan f: (X,t,1) = (Y, o) fonksiyonu aym
zamanda On;-siirekli bir fonksiyon olur. Sonug¢ olarak f:(X,t,1) = (Y, o), P/C-
stirekli bir fonksiyon ise ayni zamanda f:(X,t,1) = (Y, 0) RPC; —siirekli ve on;j-

stirekli bir fonksiyon olur.
2-1):

f:(X,t,I1) = (Y, 0), RPC; —siirekli ve onj-siirekli bir fonksiyon ve T, Y’ nin
kapali bir alt kiimesi olsun.f: (X,t,I) = (Y, 0) RPC;-siirekli ve onj-siirekli bir

fonksiyon ise, f~1(T), X’ te bir RPC; —kiime ve 6n}-kapal bir kiime olur.

f~1(T) kiimesi X’ te bir RPC; —kiime oldugundan, S, X’ te diizenli acik bir alt kiime

ve N, X’ te 0nj-acik ve on;-kapali bir alt kiime olmak {izere,
fY(T)=SnN

olarak ifade edilebilir. O halde,
fTI(T=SnN

cSnint* (cI(N))
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=Int* (SNcl(N))

cint* (c1(SNN))
=Int* (el (f71(T)))
elde edilir. Buradan,
fY(T)=SnN
< Int” (cl(f7H(T)))
olur. Sonug olarak,
fHT) eInt” (el (f7H(T)))
saglandigindan
fHT)=SnN

kiimesi X’ in 6n}-acik bir alt kiimesidir. f~1(T) kiimesinin X’ in 6n;-kapal1 bir alt kiimesi
oldugu daha dnce ifade edilmisti. O halde f~1(T') kiimesi hem 6n}-kapali hem de én;-agik
bir kiime olur. Bu durumda Y uzayimda alian kapali her T kiimesi igin f~1(T) X’ te hem
on;-kapali hem de 6nj-agik bir kiime oldugundan f: (X,t,1) = (Y, o), P/C — siirekli
bir fonksiyondur. Sonug olarak f: (X,t,I) = (Y, o) fonksiyonu RPC; —siirekli ve 6n;-
stirekli bir fonksiyon ise f: (X,t,I) = (Y, o) ayni zamanda P, C — siirekli bir fonksiyon

olur.

Teorem 8.8. ( X, 1, 1) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,1) = (Y, o) bir fonksiyon
olsun. f: (X,t,I) = (Y, o) fonksiyonu i¢in asagidaki 6zellikler denktir.
(1) f:(X,t,1) = (Y, o) fonksiyonu P;C—siirekli

() f:(Xt,I1) = (Y, o) fonksiyonu RPC; —siirekli ve W1, -siirekli
Ispat :

(1-2):

f:(Xtl) = (Y, 0), P C—siirekli bir fonksiyon ve T, Y’ nin kapali bir alt

kiimesi olsun.
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Bu durumda f: (X,1,1) — (Y, 6), P;C-siirekli bir fonksiyon oldugundan, f~1(T), X’

in 6nj-acik ve on;-kapali bir alt kiimesi olur. O halde, X diizenli-agik bir kiime olmak

lizere,

fAM=f(MnX
olarak ifade edilebileceginden f~1(T) kiimesi bir RPC; —kiime olur. Ayrica, f~(T) énj-
kapali bir kiime oldugundan zayif I.,- kapali bir kiime olur. O halde f ~“I(T), X’ in 6nj-
acik ve 6nj-kapal bir alt kiimesi ise f ~1(T) hem bir RPC; —kiime hem de zayif L4 - kapali
bir kiime olur. Sonu¢ olarak Y uzaymnda kapali olan her T kiimesinin P;'C—siirekli bir
fonksiyon altinda 6ngériintiisii olan f~(T) X uzaynda bir RPC, —kiime ve zayif Lpg-
kapali bir kiime oldugundan f: (X,t,1) = (Y, o) fonksiyonu hem RPC;—stirekli hem de

W, ,—stirekli bir fonksiyon olur.
2-1):

f:(X,t,1) » (Y, o) fonksiyonu RPC;—siirekli ve W1, ,—siirekli bir fonksiyon, T
kiimesi Y’ nin kapali bir alt kiimesi olsun. Bu durumda f: (X,t,1) = (Y, o), RPC, —
strekli ve W1, ,—siirekli bir fonksiyon oldugundan, f ~1(T), X’ te bir RPC; —kiime ve zayif

L,4- kapali bir alt kiime olacaktir.

f~1(T) kiimesi X’ te bir RPC;—kiime ve zayif L,4- kapali bir alt kiime oldugundan
dolay1 f~1(T) kiimesi X’ in hem 6nj-acik hem de 6n;}-kapali bir alt kiimesi olur. Sonug

olarak Y uzaymnda kapali olan her T kiimesinin RPC; -siirekli ve W1, —strekli bir

fonksiyon altinda éngériintiisii olan f~1(T) X uzayinda hem 6nj-agik hem de 6n;-kapali

bir alt kiime oldugundan f: (X,t,1) = (Y, o) fonksiyonu P;"C—siirekli bir fonksiyondur.

Sonu¢ 8.9. ( X, 1, I ) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,I) = (Y, o) bir fonksiyon
olsun. Teorem 8.7 ve Teorem 8.8 geregi f: (X,t,I) = (Y, o) fonksiyonu i¢in asagidaki

ozellikler denktir.

(D) f:(Xt1) = (Y, o) fonksiyonu P;C—siirekli
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@) f: (X,t,1) = (Y, o) fonksiyonu RPC;—stirekli ve on;-siirekli

() f: (X,t,1) — (Y, o) fonksiyonu RPC;—siirekli ve W1, -siirekli
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BOLUM 9
IDEAL TOPOLOJIK UZAYLARDA
RC; - KUMELERIN OZELLIiKLERI

Teorem 9.1. (X, t, I) bir ideal topolojik uzay ve T € X olsun. Bu durumda asagidaki
ozellikler denktir.
(1) T, X’ in I-R kapal1 bir alt kiimesidir.

(2) T, X’ te bir RC;-kiime ve I,-kapal1 bir alt kiimedir.
Ispat :

(1-2): T, X’ te I-R kapal1 bir alt kiime olsun. Bu durumda,
T =cl* (Int (T))

yazilabilir. O halde, X kiimesi diizenli-agik ve T = cl* (Int (T)) olmak iizere,
T=TnX

olarak ifade edilebileceginden T kiimesi ayni zamanda bir RC;-kiime olur. Ayrica T
kiimesi I-R kapali bir kiime ise ayn1 zamanda *- kapali bir kiime olur. Bu durumda T

kiimesi *- kapali bir kiime ise; T € N ve N, X’ te agik bir kiime olmak tizere,
T=cl"(T)cN

yazilabilir. Buradan,
TUT*cN

olup,
T*cN

olur. O halde, T kiimesi Ig-kapah bir kiimedir. Sonug¢ olarak T, X’ in I-R kapali bir alt

kiimesi ise ayn1 zamanda RC;-kiime Ve [,-kapali bir alt kiimedir.

2-1):

T, X te bir RC;—kiime ve I,-kapali bir alt kiime olsun.
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Bu durumda, RC,—kiime tanimi geregi, S, X’ te diizenli-agik ve N= cl* (Int(N)) olmak
uzere,
T=SNN
olarak ifade edilebilir. Buradan N kiimesi i¢in,
N= cl* (Int(N))
ise,
cl” (Int(N)) € N
ve
N < cl* (Int(N))
ozellikleri saglanir. Burada,
cl” (Int(N)) € N
Ozelligi bize N kiimesinin onj-kapali bir kiime oldugunu gosterir. O halde, S, X’ te
diizenli-agik ve N, X’ te onj-kapali bir kiime olmak iizere,
T=SNnN
olarak ifade edilebilir. O halde T X’ te bir RP,—kiime olur. Ayrica T, X’ te bir RC; —kiime
oldugundan, diizenli-agik bir S alt kiimesi ve
N= cl* (Int(N))
olmak tizere,
T=SNnN
olarak ifade edilebilir.

Burada,
T
=SnN
=S n cl* (Int(N))
c cl* (S n Int(N))
= cl* (Int(S N N))

= cl* (Int (T) )

yazabiliriz.
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Bu durumda

Tccl” (Int(T))
olur. O halde T, X’ in yari-l-agik bir alt kiimesidir. Sonug olarak T, X’ te bir RC,—kiime ise
T, X’ te bir RP,—kiime ve yari-l-agik bir alt kiime olur. Boylece T, X’ te RP;-kiime, I,-
kapali kiime ve yari-l-agik bir alt kiime olur. T, X’ te RP;-kiime, I,-kapali kiime ve yari-I-

acik bir alt kiime oldugundan dolay1 T, X’ te I-R kapali bir alt kiime olur.

Teorem 9.2. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun. Bu durumda asagidaki
ozellikler denktir.
(1) T, X” in I-R kapal1 bir alt kiimesidir.

(2) T, X’ te bir RC;-kiime ve I, -kapali bir alt kiimedir.
Ispat :

(1-2):

T, X’ te I-R kapali bir alt kiime olsun. Bu durumda,
T =cl* (Int (T))

yazilabilir.

O halde, X kiimesi diizenli-agik ve

T =cl” (Int (7))
olmak iizere,

T=TNnX

olarak ifade edilebileceginden T kiimesi ayn1 zamanda bir RC;-kiime olur. Ayrica T
kiimesi I-R kapali bir kiime oldugundan 6nceki teoremden T, X’ in I,-kapali bir alt
kiimesidir. Bu durumda sonug olarak, T, X’ in I-R kapal1 bir alt kiimesi ise ayn1 zamanda

RC;-kiime Ve I, -kapali bir alt kiimesi olur.
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@2-1):

T, X’ te bir RC; —kiime olsun. Bu durumda RC;—kiime tanim1 geregi S, X’ te diizenli-
acgik ve

N= cl* (Int(N))
olmak tizere

T=SNN

olarak ifade edilebilir. O halde T, X’ te bir RP; — kiime olur. Ayrica diizenli-agik bir S alt
kiimesi ve

N= cl* (Int(N))
olmak tizere,

T=SnNN
olarak ifade edilebildiginden,

Tccl” (Int(T))
olur. O halde T, X’ in yari-l-agik bir alt kiimesidir. Sonug olarak T, X’ te bir RC; —kiime
ise T, X” te bir RP—kiime Ve yari-l-agik bir alt kiime olur. Boylece T, X’ te RP;-kiime, .-

kapali kiime ve yari-1-agik bir alt kiime olur. Sonug olarak,
T=cl* (Int(T))
olup T, X’ te I-R kapal1 bir alt kiime olur.

Teorem 9.3. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve TC X olsun. Bu durumda asagidaki

ozellikler denktir.
(1) T, X" in I-R kapal1 bir alt kiimesidir.

(2) T, X’ te bir RC;-kiime ve 6n;-kapali bir alt kiimedir.
ispat :
(1-2): T, X’ te I-R kapal1 bir alt kiime olsun. Bu durumda,

T = cl* (It (T))

yazilabilir.
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O halde, X kiimesi diizenli-agik ve

T=cl* (Int(T))
olmak iizere,

T=TnX
olarak ifade edilebileceginden T kiimesi ayni zamanda bir RC;-kiime olur. Ayrica T
kiimesi I-R kapali bir kiime ise *- kapali bir kiime olur. Bu durumda T kiimesi *- kapali
bir kiime ise;

c*(M)=T
Ozelligi saglanir. Buradan,

Int(T)c T
oldugundan,

cl* (Int (T))

ccl* (T)

=T
ifadesi yazilabilir. Boylece,

c*(Int(M)cT
ise T, X’ in 6nj-kapali bir alt kiimesi olur. Sonug olarak T, X’ in I-R kapali bir alt kiimesi
ise ayn1 zamanda RC;-kiime ve 6n;-kapali bir alt kiime olur.

2-1):

T, X’ te bir RC;- kiime ve 0n;-kapali bir alt kiime olsun. T, X’ te bir RC; - kiime
oldugundan, diizenli-agik bir S alt kiimesi ve

N= cl* (Int(N))
olmak tizere,

T=SNnN
olarak ifade edilebilir. Burada,

T=SnN

=S N cl* (Int(N))

c cl* (S nInt(N))

= cl* (Int(S N N))
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=cl* (Int(T))
yazabiliriz. Bu durumda

Tccl” (Int(T))
olur. O halde T, X’ in yari-l-acik bir alt kiimesidir. Boylece, T, X’ in yari-l-agik bir alt
kiimesi ise,

T c cl” (Int (T)) (9.1)
olur. Ayrica, T, X’ in 6nj-kapali bir alt kiimesi oldugundan,

c*(Int (M) T 9.2)
elde edilir. Sonug olarak, (9.1) ve (9.2) geregi

T=cl” (Int (T))

olup T, X’ te I-R kapal1 bir alt kiime olur.

Teorem 9.4. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun. Bu durumda asagidaki

ozellikler denktir.
(1) T, X’ in I-R kapal1 bir alt kiimesidir.
(2) T, X’ te bir RC;-kiime ve zayif I, -kapali bir alt kiimedir.
Ispat :

(1-2): T, X’ te I-R kapali bir alt kiime olsun. Bu durumda,

T=cl” (Int (T))
yazilabilir. O halde, X kiimesi diizenli-agik ve
T=cl” (Int (T))
olmak tizere,
T=TnX
olarak ifade edilebileceginden T kiimesi ayn1 zamanda bir RC;-kiime olur. Ayrica T
kiimesi I-R kapali bir kiime oldugundan *- kapali bir kiimedir. Bu durumda T kiimesi *-

kapali bir kiime ise T € N ve N, X’ te agik bir kiime olmak iizere,

52



BOLUM 9- (IDEAL TOPOLOJIK UZAYLARDA RC,-KUMELERIN
OZELLIKLERI .....oouiiiiiiiiii e, Ozlem ELMALI

T=cl"(T)cN
yazilabilir. Buradan,
TUT*cN
olup,
T*cN
olur. O halde T kiimesi I;-kapali bir kiimedir. Sonug olarak, T, X” in I-R kapali bir alt

kiimesi ise ayn1 zamanda RC;-kiime ve zayif I, -kapali bir alt kiimesi olur.

@2-1):

T, X’te bir RC;—kiime olsun. Bu durumda RC; —kiime tanimi geregi S, X’ te diizenli-
acik ve

N= cl* (Int(N))
olmak iizere

T=SnNN
olarak ifade edilebilir. O halde T, X’ te bir RP,— kiime olur. Ayrica diizenli-agik bir S alt
kiimesi ve

N= cl* (Int(N))
olmak tizere,

T=SnNN
olarak ifade edilebildiginden,

T

ccl* (Int(T))
olur. O halde T, X’ in yari-l-agik bir alt kiimesidir. Sonug olarak T, X’ te bir RC; —kiime
ise T, X’ te bir RP; —kiime Ve yari-l-a¢ik bir alt kiime olur. Boylece T, X’ te RP;-kiime,
zayif I,.5-kapal kiime ve yari-l-agik bir alt kiime olur. Sonug olarak T = cl* (Int (T)) olup
T, X’ te I-R kapal1 bir alt kiime olur.

Sonug 9.5. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay ve Tc X olsun. Teorem 9.1, Teorem 9.2,
Teorem 9.3 ve Teorem 9.4 te elde edilen bilgiler geregi asagidaki 6zellikler T kiimesi i¢in

birbirine denktir.
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(1) T, X’ in I-R kapal1 bir alt kiimesidir

(2) T, X* te bir RC; —kiime ve I,-kapali bir alt kiimedir.
(3) T, X’ te bir RC; —kiime ve I, -kapali bir alt kiimedir.
(4) T, X’ te bir RC; —kiime ve 6n;j-kapali bir alt kiimedir.

(5) T, X te bir RC; —kiime ve zayif I, —kapali bir alt kiimedir.
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BOLUM 10
IDEAL TOPOLOJIK UZAYLARDA
RC, -SUREKLILIK, I-R SUREKLILIK
VE OZELLIiKLERI

Tanmm 10.1. ( X, 7, 1) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,1) = (Y, o) bir fonksiyon
olmak iizere Y’ nin her kapali T alt kiimesi icin, f~1(T), X’ te bir RC,~kiime ise
f:(X,t,1) = (Y, o) fonksiyonuna RC;—siirekli bir fonksiyon denir.

Tanmm 10.2. ( X, 7, 1) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,1) = (Y, o) bir fonksiyon
olmak iizere Y’ nin her kapali T alt kiimesi icin, £f~1(T) kiimesi X’ te bir kuvvetli I-LC
kiime ise f: (X,t,I1) — (Y, o) fonksiyonuna kuvvetli I-LC siirekli bir fonksiyon denir
(Inthumathi ve ark., 2011).

Uyan 10.3. ( X, 1, I ) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,1) = (Y, o) bir fonksiyon

olmak tizere f: (X,tT,1) — (Y, o) fonksiyonu i¢in asagidaki diagram saglanir.

RC; —stirekli —> kuvvetli I-LC stirekli

RP; —siirekli

I

RPC; —siirekli

Uyan 104. ( X, 1, ) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,I1) = (Y, o) bir fonksiyon
olmak tizere f: (X,t,1) = (Y, o) fonksiyonu i¢in Uyar1 10.3 deki ifadelerin tersleri

dogru degildir. Bu ifadelerin terslerinin dogru olmadigi bundan sonraki orneklerde
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gosterilmistir.

Ornek 10.5. ( X, 1, ) ideal topolojik uzay ve f: (X,1,1) —» (X, t) bir fonksiyon

olmak lizere

X={X,Yy,2, W }
T={ Xa Q)o {X}v {y,Z}, {X,y,Z} } Ve

I={@, {X}, {W}, {X’W} }

olsun.
f(x)=w,
f) =z
f@) =y,
fw)=w

ile tamml f: (X,t,I) = (X, t) fonksiyonu hem kuvvetli I-LC siirekli hem de RP; —
stirekli bir fonksiyondur. Fakat RPC; —siirekli ve RC; —siirekli bir fonksiyon degildir.

Ornek 10.6. ( X, 1, 1) ideal topolojik uzay ve g: (X,t,1) = (X, t) bir fonksiyon

olmak tlzere
X={x,y,2, W}
1={ X, 0, {x}, {y,z}, {x,y,z} } ve

I:{Q), {X}a {W}: {X’W} }
olsun.
gx) =y,

9gy) =z,
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g(2) = x,
gw) =y

ile tanimh g: (X,t,1) — (X, 1) fonksiyonu RP; —siirekli fakat kuvvetli I-LC siirekli bir
fonksiyon degildir.

Ornek 10.7. ( X, 1, I ) ideal topolojik uzay ve h: (X,1,1) — (X, T) bir fonksiyon
olmak tizere

X={X,Yy,2, W}

={ X, 0, {x}, {y,z}, {X,y,z} } ve

[={0, {x}, {w}, {x,w} }

olsun.
h(x) =y,
h(y) = x,
h(z) = z,
h(w) = z

ile tanimli h: (X, t,1) = (X, T) fonksiyonu RPC; —siirekli bir fonksiyon fakat kuvvetli
I-LC siirekli bir fonksiyon degildir.

Tanmm 10.8. ( X, 7, I) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,1) = (Y, o) bir fonksiyon
olsun. Y’ nin her kapali T alt kiimesi i¢in f~1(T) kiimesi X uzayinda yari-I-acik bir alt

kiime oluyorsa f: (X,t,1) = (Y, o) fonksiyonuna ters-yari-I-siirekli bir fonksiyondur

denir (Mustafa, 2010).

Tamim 10.9. ( X, 1, I ) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,1) — (Y, o) bir fonksiyon
olsun. Y’ nin her kapali T alt kiimesi igin f~1(T) kiimesi X uzayinda I-R kapali bir alt

kiime oluyorsa f: (X,t,I) = (Y, o) fonksiyonuna I-R siirekli bir fonksiyondur denir.

Tanmm 10.10. (X, 7, I ) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,1) = (Y, o) bir fonksiyon

olsun.
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Y’ nin her kapali T alt kiimesi i¢in f~1(T") kiimesi X uzaymnda L,g-kapal1 bir alt kiime
oluyorsa f:(X,t,I) = (Y, o) fonksiyonuna I,,-siirekli bir fonksiyondur denir

(Inthumathi ve ark., 2011).

Tanmm 10.11.(X, 7, I) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,1) = (Y, o) bir fonksiyon
olsun. Y’ nin her kapali T alt kiimesi i¢in f~1(T) kiimesi X uzaymda I,-kapali bir alt
kiime oluyorsa f:(X,t,I1) - (Y, o) fonksiyonuna I,-siirekli bir fonksiyondur denir

(Inthumathi ve ark., 2011).

Teorem 10.12.(X, 1, I) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,I1) = (Y, o) bir fonksiyon
olmak iizere f: (X,T,I) = (Y, o) fonksiyonu i¢in asagidaki 6zellikler denktir.

Q) f: (X,t,I) = (Y, o) fonksiyonu RC; -siirekli
(2) f: (X, t,1) = (Y, o) fonksiyonu kuvvetli-I-LC siirekli ve ters yari-1-siirekli
Ispat :

(1-2):

f:(Xt,1) = (Y, 0), RC; —siirekli bir fonksiyon ve T, Y’ nin kapali bir alt kiimesi
olsun. Bu durumda f:(X,t,I1) — (Y, 6), RC,—siirekli bir fonksiyon oldugundan
f~1(T), X’ te bir RC;~kiime olur. Bu durumda, S, X te diizenli-agik bir kiime ve

N = cl* (Int (N))

olmak tizere,
fY(ry=SnN

olarak ifade edilebilir. Boylece
N = cl* (Int (N))

kiimesi *-kapali bir kiime oldugundan, S, diizenli-agik ve N *-kapali bir kiime olmak

lizere,

fY(r)=SnN
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olarak yazilabilir. O halde f~1(T) kiimesi kuvvetli-I-LC bir kiime olur.

Ayrica f~1(T), X te bir RC, —kiime ise f~1(T), X’ in yari-l-agik bir alt kiimesidir. Sonug
olarak, Y uzayinda kapali olan her T kiimesinin RC; —siirekli bir fonksiyon altinda
ongoriintiisii olan f~1(T) X uzayinda hem yari-l-agik hem de kuvvetli I-LC bir kiime
olarak bulundugundan f: (X,t,1) — (Y, o) fonksiyonu kuvvetli-I-LC siirekli ve ters

yari-I-stirekli bir fonksiyondur.
(2-1):

f: (X,t,1) = (Y, o), kuvvetli-I-LC siirekli ve ters yari-I-siirekli bir fonksiyon
olsun. T, Y uzayinda kapali bir alt kiime olmak tizere f: (X,t,I) = (Y, o) fonksiyonu
kuvvetli-1-LC siirekli ve ters yari-I-siirekli bir fonksiyon oldugundan f~!(T), X uzayinda
hem yari-I-agik hem de kuvvetli I-LC bir kiime olur. Bu durumda £~ (T), X uzayinda hem
yari-l-acik hem de kuvvetli I-LC bir kiime oldugundan dolay1 f~1(T), X’ te bir RC; —kiime
olur. Sonug olarak Y uzaymnda kapali olan her T kiimesinin kuvvetli-I-LC siirekli ve ters
yari-I-siirekli bir fonksiyon altinda éngériintiisii olan f~1(T), X uzaymda bir RC,—kiime

oldugundan f: (X,t,1) = (Y, o) fonksiyonu RC; —sitirekli bir fonksiyon olur.

Teorem 10.13.(X, t, I) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,1) = (Y, o) bir fonksiyon
olmak tizere f: (X,t,1) = (Y, o) fonksiyonu i¢in asagidaki 6zellikler denktir.

Q) f: (X,t,I1) = (Y, o) fonksiyonu RC; -siirekli
(2) f: (X, t,I1) = (Y, o) fonksiyonu RP,—siirekli ve ters yari-|-siirekli
ispat :

(1-2):

f:(Xt,1) = (Y,0), RC/—siirekli bir fonksiyon ve T, Y’ nin kapali bir alt kiimesi
olsun. Bu durumda f: (X,1,1) = (Y, 6 ) RC,—siirekli bir fonksiyon oldugundan f~1(T),
X’ te bir RC;,—kiime olur. Béylecef ~1(T) kiimesi bir RP;—kiime olur. Ayrica f~1(T), X’ te
bir RC,~kiime ise f~1(T), X’ in yari-l-agik bir alt kiimesidir.
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Sonug olarak Y uzayinda kapali olan her T kiimesinin RC;—siirekli bir fonksiyon altinda
ongoriintiisii olan f~1(T) X uzayinda hem yari-l-agik hem de bir RP,—kiime olarak
bulundugundan f: (X,t,1) = (Y, o) fonksiyonu ters yari-I-stirekli ve RP; — siirekli bir

fonksiyon olur.

@2-1):

f:(X,t,1) = (Y, o) fonksiyonu RP,—siirekli ve ters yari-l-siirekli bir fonksiyon
olsun. T, Y uzayinda kapali bir alt kiime olmak iizere, f: (X,t,1) = (Y, o) fonksiyonu
RP;—siirekli ve ters yari-I-siirekli bir fonksiyon oldugundan f~1(T), X uzayinda hem yari-
I-agik hem de bir RP,—kiime olur. Bu durumda, f~1(T), X’ te bir RC; —kiime olur. Sonug
olarak Y uzayinda kapali olan he T kiimesinin RP;—siirekli ve ters yari-l-siirekli bir
fonksiyon altinda ongériintiisii olan f~!(T), X uzayinda bir RC,—kiime oldugundan

f: (X, t,1) = (Y, o) fonksiyonu RC,—siirekli bir fonksiyon olur.

Sonu¢ 10.14.(X, t, I ) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,1) = (Y, o) bir fonksiyon
olsun. Teorem 10.12 ve Teorem 10.13 geregi f:(X,t,1) = (Y, o) fonksiyonu igin
asagidaki 6zellikler denktir.

Q) f: (X,t,I1) = (Y, o) fonksiyonu RC; -siirekli

(2) f: (X,t,1) = (Y, o) fonksiyonu kuvvetli-I-LC siirekli ve ters yari-1-siirekli

3)f: (X, t,1) = (Y, o) fonksiyonu RP; -siirekli ve ters yari-1-siirekli

Teorem 10.15.(X, 1, I) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,1) — (Y, o) bir fonksiyon
olmak tizere f: (X,T,1) — (Y, o) fonksiyonu i¢in asagidaki 6zellikler denktir.

Q) f: (X,t,I) - (Y, o) fonksiyonu | R-stirekli

(@) f:(X,t,1) = (Y, o) fonksiyonu RC; -siirekli ve I,-siirekli
Ispat :

(1-2):

f: (X,t,1) = (Y, o), | R-siirekli bir fonksiyon ve T, Y’ nin kapali bir alt kiimesi

olsun.
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Bu durumda f: (X,t,I1) = (Y, o), | R-siirekli bir fonksiyon oldugundan f (), X te
bir I-R kapal1 bir alt kiime olur. Boylece,

f7HT) = el (Int (FH(T)))

yazilabilir. O halde X kiimesi diizenli-agik ve
fHD)
=cl* (Int (f~1(D))

olmak tizere,

fHM=f"1T) nX
olarak ifade edilebileceginden T kiimesi ayn1 zamanda bir RC;-kiime olur. Ayrica, f~1(T)
kiimesi I-R kapali bir kiime ise f~*(T) kiimesi I;-kapali bir kiimedir. Dolayistyla f ~1(T) ,
X’ in I-R kapali bir alt kiimesi ise aynm1 zamanda RC;-kiime ve I;-kapali bir alt kiimedir.
Sonug olarak Y uzayinda kapali olan her T kiimesinin I R—siirekli bir fonksiyon altinda
ongoriintiisii olan f~1(T) X uzayinda hem Iy-kapali hem de bir RC;—kiime olarak
bulundugundan f: (X,t,1) — (Y, o) fonksiyonu I,-siirekli ve RC;-siirekli bir fonksiyon

olur.
2-1):

f: (X,t,1) = (Y, o), fonksiyonu Ig-siirekli ve  RC; -siirekli bir fonksiyon ve T,
Y’ nin kapali bir alt kiimesi olsun. Bu durumda f: (X,t,I) = (Y, o) fonksiyonu I,-
siirekli ve RC; -siirekli bir fonksiyon oldugundan f~1(T), X’ te bir RC,—kiime ve I4-kapali
bir alt kiime olur. Béylece f~1(T), X’ te bir RC,—kiime ve Iy-kapali bir alt kiime
oldugundan dolayr f~1(T), X’ te I-R kapal1 bir alt kiime olur. Sonug olarak, Y uzayinda
kapali olan her T kiimesinin I -siirekli ve RC;-siirekli bir fonksiyon altinda dngériintiisii
olan f~1(T) X uzayinda I-R kapali bir alt kiime olarak bulundugundan f: (X,1,1) — (Y,

o ) fonksiyonu I R—siirekli bir fonksiyon olur.

61



BOLUM 10- IDEAL TOPOLOJIK UZAYLARDA RC; -SUREKLILIK, I-R
SUREKLILIK VE OZELLIKLERI Ozlem ELMALI

Teorem 10.16.(X, 1, I) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,I1) = (Y, o) bir fonksiyon
olmak tizere f: (X,T,1) — (Y, o) fonksiyonu i¢in asagidaki 6zellikler denktir.

Q) f: (X, 1,1) = (Y, o) fonksiyonu | R-siirekli

() f: (X,t,1) - (Y, o) fonksiyonu RC; -siirekli ve I, -siirekli
Ispat :

(1-2):

f:(Xt,1) = (Y, o), | R-siirekli bir fonksiyon ve T, Y’ nin kapali bir alt kiimesi
olsun. Bu durumda f: (X,t,1) = (Y, o) | R-siirekli bir fonksiyon oldugundan f~1(T),
X’ te bir I-R kapali bir alt kiime olur. Bdylece, f~1(T) X’ in I-R kapali bir alt kiimesi
oldugundan aym1 zamanda RC;-kiime ve I.,-kapali bir alt kiimedir. Sonug olarak,Y

uzayinda kapali olan her T kiimesinin I R—siirekli bir fonksiyon altinda dngériintiisii olan

f~'(T) X uzaymnda hem I,,-kapali hem de bir RC,—kiime olarak bulundugundan

f:(X,t,1) - (Y, o) fonksiyonu I, ,-siirekli ve RC; -siirekli bir fonksiyon olur.
2-1):

f:(X,t,1) » (Y, o), fonksiyonu I,;-siirekli ve RC; -siirekli bir fonksiyon ve T,
Y’ nin kapali bir alt kiimesi olsun. Bu durumda f: (X,t,1) — (Y, o) fonksiyonu I.,-
siirekli ve RC; -siirekli bir fonksiyon oldugundan, f~1(T), X’ te bir RC, —kiime ve Ly-
kapali bir alt kiime olur. Bdylece f~1(T), X te bir RC; —kiime ve L., -kapal bir alt kiime
oldugundan dolayr f~1(T), X’ te I-R kapali bir alt kiime olur. Sonug olarak Y uzayinda
kapali olan her T kiimesinin I, -stirekli ve RC; —siirekli bir fonksiyon altinda dngdriintiisii

olan f~1(T) X uzayinda I-R kapali bir alt kiime olarak bulundugundan

f:(X,t,1) = (Y, o) fonksiyonu I R—siirekli bir fonksiyon olur.

Teorem 10.17.(X, , I) ideal topolojik uzay ve f: (X,t,1) = (Y, o) bir fonksiyon
olmak tizere f: (X,t,I1) = (Y, o) fonksiyonu i¢in asagidaki ozellikler denktir.
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Q) f: (X, t,I) - (Y, o) fonksiyonu | R-stirekli

(2) f: (X, 1,1) = (Y, o) fonksiyonu RC; -stirekli ve on;-siirekli
Ispat :

(1-2):

f:(X,t,I) = (Y, o), | R-siirekli bir fonksiyon ve T, Y’ nin kapal1 bir alt kiimesi
olsun. Bu durumda f:(X,t,I1) - (Y, ), | R-siirekli bir fonksiyon oldugundan,
f1(T), X’ te bir I-R kapali bir alt kiime olur. Boylece f~1(T), X’ in I-R kapal1 bir alt
kiimesi ise ayn1 zamanda RC;-kiime ve onj-kapali bir alt kiime olur. Sonug¢ olarak, Y
uzayinda kapali olan her T kiimesinin I R—stirekli bir fonksiyon altinda dngoriintiisii olan
f~Y(T) X uzaymnda hem o6n;-kapali bir kilme hem de bir RC, —kiime olarak
bulundugundan f:(X,t,I1) = (Y, o) fonksiyonu on;-strekli ve RC; -siirekli bir

fonksiyon olur.
2-1):

f: (X,t,1) = (Y, o), fonksiyonu on,--siirekli ve RC; -siirekli bir fonksiyon ve T,
Y’ nin kapal1 bir alt kiimesi olsun. Bu durumda, f: (X,t,1) — (Y, o) fonksiyonu on;-
siirekli ve RC; -siirekli bir fonksiyon oldugundan, f~1(T), X’ te bir RC; —kiime ve 6nj-
kapali bir alt kiime olur. Boylece, f~1(T), X’ te bir RC; —kiime ve 6n;-kapal bir alt kiime
oldugundan, f~1(T), X’ te I-R kapal1 bir alt kiime olur. Sonug olarak, Y uzaymnda kapali
olan her T kiimesinin 6nj-siirekli ve RC; —stirekli bir fonksiyon altinda 6ngoriintiisii olan
f~1(T), X uzayinda I-R kapali bir alt kiime olarak bulundugundan f: (X,t,1) - (Y, o)

fonksiyonu I R—siirekli bir fonksiyon olur.

Teorem 10.18. (X, t, I) ideal topolojik uzay ve f:(X,t,1) = (Y, o) bir
fonksiyon olmak tizere f:(X,t,1) = (Y, o) fonksiyonu i¢in asagidaki oOzellikler

denktir.
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Q) f: (X, t,I) - (Y, o) fonksiyonu | R-stirekli
() f: (X,t,1) - (Y, o) fonksiyonu RC; -siirekli ve W1, -siirekli
Ispat :

(1-2):
fi(X,t,1) = (Y, o), | R-siirekli bir fonksiyon ve T, Y’ nin kapal1 bir alt kiimesi

olsun. Bu durumda f: (X,t,1) = (Y, o), | R=siirekli bir fonksiyon oldugundan f~1(T),
X’ te bir I-R kapal1 bir alt kiime olur. Boylece,

f7HT) = el (Int(f ~(T)))

yazilabilir. O halde, X kiimesi diizenli-agik ve

fHT) = cl" (Int (FH(T)))
olmak tizere,

fHM=fT)nX
olarak ifade edilebileceginden f~!(T) kiimesi ayn1 zamanda bir RC;-kiime olur. Ayrica
f1(T) kiimesi I-R kapali bir kiime oldugundan f~1(T) kiimesi zay1f L.4-kapali bir kiime
olur. Bu durumda £~1(T), X’ in I-R kapali bir alt kiimesi ise ayn1 zamanda RC,;-kiime ve
zayif I.,-kapali bir alt kiimesi olur. Sonug olarak Y uzayinda kapali olan her T kiimesinin
I R—siirekli bir fonksiyon altinda éngdriintiisii olan f~1(T) X uzayinda hem bir zayif Lg-

kapali kiime hem de bir RC; —kiime olarak bulundugundan, f:(X,t,1) = (Y, o)

fonksiyonu W1, -siirekli ve RC; -siirekli bir fonksiyon olur.
2-1):

f:(X,t,1) - (Y, o), fonksiyonu W1, -siirekli ve RC; -siirekli bir fonksiyon ve
T, Y’ nin kapali bir alt kiimesi olsun. Bu durumda f: (X,t,I) = (Y, o) fonksiyonu
WL, 4-siirekli ve RC; -siirekli bir fonksiyon oldugundan, f ~1(T), X’ te bir RC; —kiime ve

zayif I, ,-kapali bir alt kiime olur. Béylece , f~1(T) , X’ te I-R kapali bir alt kiime olur.
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Sonug olarak, Y uzayinda kapali olan her T kiimesinin W1, ,-siirekli ve RC; -siirekli bir
fonksiyon altinda 6ngdriintiisii olan f~1(T) X uzayinda I-R kapali bir alt kiime olarak
bulundugundan f: (X,t,I1) — (Y, o) fonksiyonu I R-siirekli bir fonksiyon olur.
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