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Bu tezde, ideal topolojik uzaylarda,  𝑅𝑃𝐼 –kümeler, 𝑅𝑃𝐶𝐼 – kümeler ve 𝑅𝐶𝐼 – 

kümeler ve 𝑅𝑃𝐼 –kümelerin, 𝑅𝑃𝐶𝐼 – kümelerin ve 𝑅𝐶𝐼 – kümelerin özellikleri ve iliĢkileri 

sunulmuĢ ve çalıĢılmıĢtır. Ayrıca, ö𝑛𝐼
∗-kapalı kümeler ve ö𝑛𝐼

∗-açık  kümelerin özellikleri ve 

iliĢkileri çalışılmıştır. ö𝑛𝐼
∗-kapanış ifadesi ve özellikleri sunulmuş ve çalışılmıştır. Ayrıca, 

I-R kapalı kümelerin ve zayıf 𝐼𝑟𝑔 -kapalı kümelerin iliĢkileri çalışılmıştır. 

Anahtar sözcükler: 𝑅𝑃𝐼 –kümeler, 𝑅𝑃𝐶𝐼 – kümeler, 𝑅𝐶𝐼 – kümeler, ö𝑛𝐼
∗-kapalı kümeler, 

ö𝑛𝐼
∗-açık  kümeler, ideal topolojik uzaylar, zayıf 𝐼𝑟𝑔 -kapalı kümeler. 
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In this thesis, in ideal topological spaces,  𝑅𝑃𝐼 –sets, 𝑅𝑃𝐶𝐼 – sets and 𝑅𝐶𝐼 – sets and 

the properties and the relationships of 𝑅𝑃𝐼 –sets, 𝑅𝑃𝐶𝐼 – sets and 𝑅𝐶𝐼 – sets are introduced 

and studied. Moreover, the properties and the relationships of 𝑝𝑟𝑒𝐼
∗-closed sets and 𝑝𝑟𝑒𝐼

∗-

open sets are studied. The notion of 𝑝𝑟𝑒𝐼
∗-closure and properties of the notion of 𝑝𝑟𝑒𝐼

∗-

closure are introduced and studied. Also, the relationships of I-R closed sets and weak 𝐼𝑟𝑔 -

closed sets are studied. 

Keywords: 𝑅𝑃𝐼 –sets, 𝑅𝑃𝐶𝐼 – sets, 𝑅𝐶𝐼 – sets, 𝑝𝑟𝑒𝐼
∗-closed sets, 𝑝𝑟𝑒𝐼

∗-open sets, ideal 

topological spaces, weak 𝐼𝑟𝑔 -closed sets. 
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BÖLÜM 1 

GĠRĠġ 

 Ġdeal uzaylar üzerine çeĢitli çalıĢmalar literatürde yer almıĢ ve bunlar üzerine çeĢitli 

bakıĢ açıları ve araĢtırmalar bulunmaktadır.  

Örneğin, Mukherjee ve ark., 2007; Dontchev ve ark., 1999b; Hamlett ve ark., 1991; 

Dontchev ve Ganster, 1998. 

Son yıllarda literatürde, zayıf 𝐼𝑟𝑔 -kapalı kümeler (Ekici ve Özen, 2013), kuvvetli I-

LC kümeler (Inthumathi ve ark., 2011), ö𝑛𝐼
∗-açık  kümeler (Ekici, 2011) ve I-R kapalı 

kümeler (Acikgoz ve Yuksel, 2007) ve zayıf 𝐼𝑟𝑔 -kapalı kümeler, kuvvetli I-LC kümeler, 

ö𝑛𝐼
∗-açık  kümeler  ve I-R kapalı kümelerin özellikleri sunulmuş ve çalışılmıştır. 

Bu tezde, ideal topolojik uzayda, 𝑅𝑃𝐼 –kümeler, 𝑅𝑃𝐶𝐼 – kümeler ve 𝑅𝐶𝐼 – kümeler 

ve 𝑅𝑃𝐼 –kümelerin,  𝑅𝑃𝐶𝐼 – kümelerin ve 𝑅𝐶𝐼 – kümelerin özellikleri ve iliĢkileri sunulmuĢ 

ve çalıĢılmıĢtır. Ayrıca ö𝑛𝐼
∗-kapalı kümeler ve ö𝑛𝐼

∗-açık kümelerin özellikleri ve iliĢkileri 

çalışılmıştır. 

 ö𝑛𝐼
∗-kapanış ifadesi ve özellikleri sunulmuş ve çalışılmıştır. Bunun yanı sıra, I-R 

kapalı kümelerin ve zayıf 𝐼𝑟𝑔 -kapalı kümelerin iliĢkileri çalışılmıştır. 

Tezin ilk bölümünde, tez hakkında genel bilgiler ve açıklamalar ifade edilmektedir. 

Tezin ikinci bölümünde tezde kullanılacak olan temel tanım ve teoremler ifade 

edilmektedir. 

Tezin üçüncü bölümünde, 𝑅𝑃𝐼 –kümeler ve 𝑅𝑃𝐼 – kümelerin özellikleri ve iliĢkileri 

sunulmuĢ ve çalıĢılmıĢtır. ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt kümenin bir 𝑅𝑃𝐼-küme olduğu, düzenli açık bir 

alt kümenin bir 𝑅𝑃𝐼-küme olduğu gösterilmiştir. Ayrıca 𝑅𝑃𝐼 – kümelerin çeşitli özellikleri 

çalışılmıştır. 

Tezin dördüncü bölümünde, 𝑅𝑃𝐶𝐼 –kümeler ve 𝑅𝑃𝐶𝐼 – kümelerin özellikleri ve 

iliĢkileri sunulmuĢ ve çalıĢılmıĢtır. 

 𝑅𝑃𝐶ı-kümelerin ö𝑛𝐼
∗-açık bir alt küme olduğu gösterilmiştir. Ayrıca, ö𝑛𝐼

∗-kapalı ve 

ö𝑛𝐼
∗-açık bir alt kümenin bir 𝑅𝑃𝐶𝐼-küme olduğu, düzenli açık bir alt kümenin bir 𝑅𝑃𝐶𝐼-

küme olduğu gösterilmiştir. Bunun yanı sıra çeşitli özellikler çalışılmıştır. 

Tezin beĢinci bölümünde, 𝑅𝐶𝐼 –kümeler ve 𝑅𝐶𝐼 – kümelerin özellikleri ve iliĢkileri 

sunulmuĢ ve çalıĢılmıĢtır. I-R kapalı alt kümelerin 𝑅𝐶𝐼 –küme olduğu gösterilmiĢtir. 

Ayrıca 𝑅𝐶𝐼 – kümelerin çeşitli özellikleri ve ilişkileri çalışılmıştır. 

Tezin altıncı bölümünde, ideal topolojik uzaylarda 𝑅𝑃𝐼 –kümelerin, 𝑅𝑃𝐶𝐼–kümelerin 

ve 𝑅𝐶𝐼 – kümelerin iliĢkileri çalıĢılmıĢtır.  
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Tezin yedinci bölümünde, ideal topolojik uzaylarda I-R kapalı kümelerin çeĢitli 

özellikleri üzerinde durulmuĢtur. 

Tezin sekizinci bölümünde ö𝑛𝐼
∗-süreklilik ve𝑃𝐼

∗𝐶-süreklilik kavramları sunulmuştur. 

ö𝑛𝐼
∗-süreklilik ve 𝑃𝐼

∗𝐶 – süreklilik kavramlarının çeşitli özellikleri tartışılmıştır. 

Tezin dokuzuncu bölümünde, ideal topolojik uzaylarda 𝑅𝐶𝐼–kümelerin çeĢitli 

özellikleri çalıĢılmıĢtır. 

 Tezin son bölümünde, ideal topolojik uzaylarda 𝑅𝐶𝐼–süreklilik ve I-R süreklilik 

kavramları sunulmuştur. 

𝑅𝐶𝐼–sürekliliğin 𝑅𝑃𝐼–sürekliliği gerektirdiği gösterilmiĢtr. Ayrıca 𝑅𝐶𝐼–süreklilik ve 

I-R süreklilik kavramlarının çeşitli özellikleri üzerinde durulmuştur. 

  

 

 



BÖLÜM 2 – ÖNCEKĠ ÇALIġMALAR                                                   Özlem ELMALI 

 

 

 

3 

 

 

BÖLÜM 2 

ÖNCEKĠ ÇALIġMALAR 

 Bu tezde topolojik uzaylar (X, τ) veya (Y, 𝜎) ile ya da kullanım kolaylığı açısından X 

veya Y ile gösterilecektir.  

 Ayrıca aksi açık bir Ģekilde belirtilmediği sürece bu topolojik uzaylar üzerinde hiçbir 

ayırma aksiyomunun sağlanmadığı varsayılacaktır. 

 X bir topolojik uzay ve TX olsun. T kümesinin kapanışını cl(T) ve içini int(T) ile 

göstereceğiz. 

 Bu bölümde tezimiz için faydalı olacak temel tanım ve teoremler sunulmaktadır. 

 Tanım 2.1. I bir X kümesinin  alt  kümelerinin boĢtan farklı bir ailesi olsun.  

I ailesi,  

 (1) S∈ I ve N⊂ S ise N∈ I 

 (2) S∈ I ve N ∈ I ise S∪ N ∈ I 

koĢullarını sağlıyor ise I ailesine (X, τ) topolojik uzayı üzerinde bir ideal denir 

(Kuratowski, 1966). 

Tanım 2.2. (X, τ) bir topolojik uzay, ve I, X kümesi üzerinde bir ideal olsun. 

 P(X), X in kuvvet kümesi ve τ(x)={N∈ τ : x∈ N} olmak üzere S⊂ X için, 

 𝑆∗ (I,τ)={ x ∈ X: ∀ N∈τ(x) için N∩ S ∉ I } 

ile tanımlı 

 (. )∗ : P(X)→ P(X) 

dönüşümüne bir yerel fonksiyon denir (Kuratowski, 1966). 

 Tanım 2.3. 𝑆 → 𝑆∗ (I,τ) dönüşümüne S kümesinin τ topolojisine ve I idealine göre 

yerel fonksiyonu denir (Kuratowski, 1966).  

  𝑆∗ (I,τ) kümesi kısaca 𝑆∗ ile gösterilecektir. Ayrıca, I idealine ve τ topolojisine göre 

oluşturulan 𝜏∗ (I,τ) topolojisi de kısaca 𝜏∗ ile gösterilecektir (Kuratowski, 1966; Janković 

ve Hamlet, 1990). 
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 Tanım 2.4. (X, τ) bir topolojik uzay ve I, X kümesi üzerinde bir ideal olsun. 

S⊆ X için, 𝑐𝑙∗(S)= S∪ 𝑆∗ (I,𝜏) ile tanımlı 𝑐𝑙∗(.) operatörüne bir 𝜏∗ (I,𝜏) topolojisi için 

Kuratowski kapanış operatörü denir (Janković ve Hamlet, 1990). 

 Tanım 2.5. Kuratowski kapanıĢ operatörü ile üretilen 𝜏∗ (I,𝜏) topolojisine ∗-topoloji 

denir (Janković ve Hamlet, 1990).  

Ayrıca ∗-topolojisi τ topolojisinden daha ince bir topolojidir (Janković ve Hamlet, 1990). 

 Tanım 2.6. X kümesi üzerinde tanımlı bir I ideali için, (X,τ,I) bir ideal topolojik 

uzay ya da kısaca ideal uzay olarak adlandırılmaktadır (Kuratowski, 1966). 

 Tanım 2.7. (X, τ) bir topolojik uzay, T⊂ X olsun.   

T=int(cl (T) ) 

koşulu sağlanıyor ise T kümesine düzenli-açık bir küme denir (Stone, 1937). 

Tanım 2.8. (X, τ) bir topolojik uzay, T⊂ X olsun.  

T=cl(int (T) ) 

 koşulu sağlanıyor ise T kümesine düzenli-kapalı bir küme denir (Stone, 1937). 

 Tanım 2.9. (X, τ, I) bir  ideal  topolojik uzay ve T⊂ X olsun. 

S düzenli-açık ve N, ∗-kapalı bir küme olmak üzere  

 T=S ∩ N 

olarak ifade edilebiliyorsa T kümesine kuvvetli-I-LC bir küme denir (Inthumathi ve ark., 

2011). 

 Tanım 2.10. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun.  

T⊂ N ve N, X’ in açık bir alt kümesi olduğunda    

𝑇∗ ⊂ N 

sağlanıyorsa T kümesine  𝐼𝑔-kapalı bir küme denir (Dontchev ve ark., 1999). 
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 Tanım 2.11.(X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun.   

 T ⊂ 𝑐𝑙∗ ( int(T) ) 

koşulu sağlanıyor ise T kümesine yarı-I-açık bir küme denir (Hatir ve Noiri, 2002). 

 Tanım 2.12.  (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. 

T ⊂ N ve N, X in düzenli-açık bir alt kümesi olduğunda  

 𝑇∗ ⊂ N 

sağlanıyorsa T kümesine  𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir küme denir (Navaneethakrishnan ve ark., 2009). 

 Tanım 2.13. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun.  

 X \ T 𝐼𝑔-kapalı bir küme ise T kümesine X in 𝐼𝑔-açık bir alt kümesi denir (Dontchev 

ve ark., 1999). 

Tanım 2.14. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve  T⊂ X olsun.  

X\ T 𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir küme ise T kümesine X in 𝐼𝑟𝑔 -açık bir alt kümesi denir 

(Navaneethakrishnan ve ark., 2009). 

Tanım 2.15. (X, τ, I) bir  ideal topolojik uzay olsun. T⊂ X olmak üzere;  

T ⊂  N ve N, X’ in düzenli-açık bir alt kümesi olduğunda 

(𝑖𝑛𝑡 𝑇 )∗ ⊂ N  

sağlanıyor ise T kümesine zayıf -𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir küme denir (Ekici ve Özen, 2013). 

 Tanım 2.16. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay olsun.  

 T ⊂ X olmak üzere X \ T zayıf -𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir küme ise T kümesine zayıf -𝐼𝑟𝑔 -açık 

bir küme denir (Ekici ve Özen, 2013). 

Tanım 2.17. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay olsun. T⊂ X olmak üzere;  

T ⊂ 𝑖𝑛𝑡∗(cl(T)) 

sağlanıyor ise T kümesine ö𝑛𝐼
∗-açık bir küme denir (Ekici, 2011).  
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Tanım 2.18. (X, τ, I) bir  ideal topolojik uzay olsun. T⊂ X olmak üzere;  

X \ T kümesi X in ö𝑛𝐼
∗-açık bir alt kümesi ise T ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir kümedir (Ekici, 2011). 

 Tanım 2.19. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay olsun. T⊂ X olmak üzere; 

 T  = 𝑐𝑙∗ (int(T)) 

sağlanıyor ise T kümesine I-R kapalı bir küme denir (Acikgoz ve Yuksel, 2007). 

 Not 2.20. (X, τ, I) bir  ideal topolojik uzay olsun.  

 Bu uzayın bir T alt kümesi için aşağıdaki diagram sağlanır   

 

 

ö𝑛𝐼
∗-kapalı küme 

 

 

zayıf -𝐼𝑟𝑔 -kapalı küme 

 

 

𝐼𝑟𝑔 -kapalı küme 

 

 

𝐼𝑔-kapalı küme 

 

 

∗-kapalı küme 

 

 

I-R kapalı küme 

 

(Ekici ve Özen, 2013). 
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 Teorem 2.21.(X, τ, I) bir ideal topolojik uzay olsun. T ⊂ X için aşağıdakiler denktir. 

(1)  T, X’ in zayıf -𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir alt kümesidir. 

(2)  T ⊂ S ve S, X in düzenli-açık bir alt kümesi olduğunda 𝑐𝑙∗ (int(T))⊂ S  

olur (Ekici ve Özen, 2013). 
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BÖLÜM 3 

ĠDEAL TOPOLOJĠK UZAYLARDA 

𝑹𝑷𝑰 –KÜMELER 

 Tanım 3.1. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T ⊂ X olsun.  

 S, X in düzenli-açık bir alt kümesi, N  X’in ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt kümesi olmak üzere 

 T = S∩ N 

olarak ifade edilebiliyor ise T kümesine bir 𝑅𝑃𝐼-küme denir. 

Uyarı 3.2. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T ⊂ X olsun. T, X’in ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt 

kümesi ise T kümesi bir 𝑅𝑃𝐼-kümedir. 

 Uyarı 3.3. Uyarı 3.2 de belirtilen ifadenin tersi doğru değildir. Bu ifadenin tersinin 

doğru olmadığı bir sonraki örnekte gösterilmiştir. 

Örnek 3.4. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T ⊂ X olsun.  

X ={x, y, z, w } 

τ ={ X, ∅, {x}, {y,z}, {x,y,z} } ve  

 I ={∅, {x}, {w}, {x,w} }   

olsun. 

 N = {y,z} kümesi X’ te 𝑅𝑃𝐼-küme fakat X’ te  ö𝑛𝐼∗-kapalı bir alt küme değildir. 

 Uyarı 3.5. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T ⊂ X olsun. T,  X’ in düzenli-açık bir 

alt kümesi ise T kümesi bir 𝑅𝑃𝐼-kümedir. 

 Uyarı 3.6. Uyarı 3.5 te belirtilen ifadenin tersi doğru değildir. Bu ifadenin tersinin 

doğru olmadığı bir sonraki örnekte gösterilmiştir. 

 Örnek 3.7. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T ⊂ X olsun. 

 X ={x, y, z, w } 

τ ={ X, ∅, {x}, {y,z}, {x,y,z} } ve  

 I ={∅, {x}, {w}, {x,w} }  

olsun. 
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T = {y, z, w} kümesi X te 𝑅𝑃𝐼-küme fakat X’te düzenli-açık bir alt küme değildir.  

 Teorem 3.8. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay olsun. Bu ideal uzayın bir T alt kümesi 

için aşağıdaki özellikler denktir. 

 (1) T ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir kümedir. 

(2) T, 𝑅𝑃𝐼-küme ve zayıf -𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir kümedir. 

 İspat :  

 (1→2):  

T, X in  ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt kümesi olsun. Bu durumda, T ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir küme ise X 

düzenli-açık bir küme olmak üzere  

T = T ∩ X 

olarak ifade edilebilir. Böylece T kümesi ö𝑛𝐼
∗-kapalı ve düzenli-açık bir kümenin kesişimi 

olarak ifade edilebildiğinden T kümesi bir 𝑅𝑃𝐼-küme olur. Ayrıca T ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir küme 

ise, 

 𝑐𝑙∗ (int(T)) ⊂ T 

ve buradan  

Int (T) ∪ (𝑖𝑛𝑡 𝑇 )∗  

⊂ T 

yazılabilir. Bu durumda 

(𝑖𝑛𝑡 𝑇 )∗ ⊂ T ⊂ X 

olur. Böylece, T ⊂ N ve N düzenli-açık olmak üzere, 

(𝑖𝑛𝑡 𝑇 )∗ ⊂ N 

koşulu sağlandığından T kümesi zayıf -𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir küme olur. O halde T ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir 

küme ise 𝑅𝑃𝐼-küme ve zayıf -𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir kümedir 

(2→1):  

 T kümesi X te 𝑅𝑃𝐼-küme ve zayıf -𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir alt küme olsun. 
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T kümesi bir 𝑅𝑃𝐼-küme olduğundan S düzenli-açık bir alt küme ve N ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt 

küme olmak üzere,  

 T=S∩ N 

olur. O halde 

  T⊂ S  

dir. Buradan T kümesi X’ in zayıf -𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir alt kümesi olduğundan, 

(𝑖𝑛𝑡 𝑇 )∗ ⊂ S   

dir. 

T= S∩ N ise 

  T ⊂ N  

olur. N kümesi ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir küme olduğundan 

𝑐𝑙∗ (int(T)) ⊂ N 

dir. Buradan 

𝑐𝑙∗ (int(T)) ⊂ S∩N =T 

elde ederiz. Sonuç olarak, T kümesi X’in ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt kümesidir.  

 Tanım 3.9. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. T kümesini içeren bütün 

ö𝑛𝐼
∗-kapalı kümelerin kesişimi T nin ö𝑛𝐼

∗-kapanışı olarak tanımlanır ve 𝑃𝐼
∗cl(T) ile 

gösterilir. 

 Teorem 3.10. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. Bu durumda aĢağıdaki 

özellikler denktir. 

 (1) T, X’te bir 𝑅𝑃𝐼 -küme dir. 

 (2) X’te düzenli-açık bir S alt kümesi için  

       T = S ∩  𝑃𝐼
∗cl (T) 

olur. 

 İspat :  

 (1→2): 

 T, X te bir 𝑅𝑃𝐼 –küme olsun. Bu durumda,düzenli açık bir S alt kümesi ve ö𝑛𝐼
∗-kapalı 
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bir N alt kümesi için, 

 T= S ∩ N 

olur.  

Buradan, 

 T ⊂ N dir. 

Böylece, 

 T  

 ⊂  𝑃𝐼
∗cl (T)  

 ⊂ N 

olur. O halde, 

 T = T ∩  𝑃𝐼
∗cl (T) 

 =S ∩ N ∩  𝑃𝐼
∗cl (T) 

 =S ∩  𝑃𝐼
∗cl (T) 

olur. Sonuç olarak X in düzenli-açık bir S alt kümesi için, 

 T = S ∩  𝑃𝐼∗ cl (T) 

olur. 

 (2→1): 

 X’in düzenli-açık bir S alt kümesi için, 

 T = S ∩  𝑃𝐼
∗cl (T) 

olsun. Buradan T’ yi içeren ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir N alt kümesi için 

𝑃𝐼
∗cl (T) ⊂ N 

olur.  

Bu durumda, 

𝑐𝑙∗ (Int (𝑃𝐼
∗cl (T) ))  

⊂ 𝑐𝑙∗ (Int (N))   

 ⊂ N 

 yazılabilir. 
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O halde, 

  𝑐𝑙∗ (Int (𝑃𝐼
∗cl (T) ))  

 ⊂  ∩ { N : T ⊂ N, N ö𝑛𝐼
∗-kapalı } 

olur.  

Sonuç olarak, 

𝑐𝑙∗ (Int (𝑃𝐼
∗cl (T) )  

 ⊂ 𝑃𝐼
∗cl (T) 

dir. Böylece, 𝑃𝐼
∗cl (T), X’in ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir alt kümesi olur. Dolayısıyla, T, X te bir 𝑅𝑃𝐼 –

küme olur. 

 Teorem 3.11. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun.  

T, X’ te bir  𝑅𝑃𝐼 –küme ise 𝑃𝐼
∗cl (T) \ T kümesi X’ in  ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir alt kümesi olur.  

 İspat :  

 T, X te bir 𝑅𝑃𝐼 –küme olsun. Bu durumda düzenli açık bir S alt kümesi ve ö𝑛𝐼
∗-kapalı 

bir N alt kümesi için, 

 T= S ∩ N 

olur. Buradan 

 T ⊂ N  

dir. Böylece, 

 T ⊂  𝑃𝐼
∗cl (T)   

 ⊂ N 

olur. O halde, 

 T  

 = T ∩  𝑃𝐼
∗cl (T)  

 = S ∩ N ∩  𝑃𝐼
∗cl (T)   

 = S ∩  𝑃𝐼
∗cl (T)  

olur. Sonuç olarak X’ in düzenli-açık bir S alt kümesi için, 

 T = S ∩  𝑃𝐼
∗cl (T) 

olur.  
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Buradan, 

𝑃𝐼
∗cl (T) \ T  

 = 𝑃𝐼
∗cl (T) \ ( S ∩ 𝑃𝐼

∗cl (T) ) 

 = 𝑃𝐼
∗cl (T) ∩ ( X \ ( S ∩ 𝑃𝐼

∗cl (T) ) ) 

 = 𝑃𝐼
∗cl (T)  ∩ ( (X \ S) ∪ (X \ 𝑃𝐼

∗cl (T)) ) 

 = (𝑃𝐼
∗cl (T) ∩ (X \ S) ) ∪ (𝑃𝐼

∗cl (T) ∩ (X \ 𝑃𝐼
∗cl (T) ) ) 

 = (𝑃𝐼
∗cl (T) ∩ (X \ S) ) ∪ ∅  

 = 𝑃𝐼
∗cl (T) ∩ (X \ S)  

 dir. O halde, 

  𝑃𝐼
∗cl (T) \ T   

  =  𝑃𝐼
∗cl (T)  ∩ (X \ S) 

olur. Sonuç olarak 𝑃𝐼
∗cl (T) \ T, X’in ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir alt kümesidir. 

 Teorem 3.12. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. Bu durumda aĢağıdaki 

özellikler denktir. 

 (1) T, X’in I-R kapalı bir alt kümesidir. 

 (2) T, X’te bir 𝑅𝑃𝐼-küme, zayıf 𝐼𝑟𝑔 -kapalı küme ve yarı-I-açık bir alt küme olur.  

 İspat :  

 (1→2): T, X in I-R kapalı bir alt kümesi olsun. Burada T, I-R kapalı bir küme ise, 

 T = 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

 olur. Bu durumda, 

 T ⊂ 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

koĢulu sağlandığından T kümesi yarı-I-açık bir küme olur. Ayrıca, 

 𝑐𝑙∗ (Int (T)) ⊂ T 

koĢulu da sağlanacağından T kümesi ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir kümedir.  
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O halde, 

 T  = T ∩ X 

olarak düĢünülürse ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir küme olan T ve düzenli-açık bir küme olan X kümesinin 

kesişimi olarak yazılabilen T kümesi bir 𝑅𝑃𝐼-küme olur. Ayrıca, T kümesi ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir 

küme ise, 

 𝑐𝑙∗ (Int (T)) ⊂ T 

koĢulu sağlanır. Buradan, 

 Int (T) ∪ (𝐼𝑛𝑡 𝑇 )∗ ⊂ T 

yazılabilir. 

Böylece, 

(𝐼𝑛𝑡 𝑇 )∗ ⊂ T ⊂ X 

elde edilir. Dolayısıyla, düzenli-açık bir N kümesi için T ⊂ N olduğunda, 

(𝐼𝑛𝑡 𝑇 )∗ ⊂ N 

koĢulu sağlandığından T kümesi zayıf 𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir küme olur. 

 (2→1):    

 T, X’te 𝑅𝑃𝐼-küme, zayıf 𝐼𝑟𝑔 -kapalı küme ve yarı-I-açık bir alt  küme olsun. T, X’in 

yarı-I-açık bir alt kümesi ise, 

 T ⊂ 𝑐𝑙∗ (Int (T)                                                                                                        (3.1) 

olur. 

T, X’te bir 𝑅𝑃𝐼-küme ve zayıf 𝐼𝑟𝑔–kapalı bir alt küme ise T, X te bir 𝑅𝑃𝐼-küme 

olduğundan, S düzenli-açık bir alt küme ve N ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt küme olmak üzere,  

 T = S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. O halde 

 T ⊂ S dir.  

Buradan, T, X’in zayıf 𝐼𝑟𝑔–kapalı bir alt kümesi olduğundan, 

(𝐼𝑛𝑡 𝑇 )∗ ⊂ S 

dir. Aynı zamanda T ⊂ N ve N ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir küme olduğundan, 

𝑐𝑙∗ (Int (T)) ⊂ N 

yazılabilir.  
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Bu durumda, 

𝑐𝑙∗ (Int (T))  

 ⊂ S ∩ N  = T 

 olur. O halde T, X’in ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt kümesidir. Buradan, 

𝑐𝑙∗ (Int (T)) ⊂ T                                                                                                                    (3.2) 

elde edilir. Sonuç olarak (3.1) ve (3.2) gereği,  

 T = 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

olup T, X’te I-R kapalı bir alt küme olur. 
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BÖLÜM 4 

ĠDEAL TOPOLOJĠK UZAYLARDA 

𝑹𝑷𝑪𝑰 –KÜMELER 

 Tanım 4.1. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. S, X’ in düzenli-açık bir 

alt kümesi, N X in ö𝑛𝐼
∗-açık ve ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir alt kümesi olmak üzere,  

 T= S∩ N 

olarak ifade edilebiliyorsa T kümesine bir  𝑅𝑃𝐶ı-küme denir. 

 Teorem 4.2. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun.  

T, X te 𝑅𝑃𝐶ı-küme ise T, X  in ö𝑛𝐼
∗-açık bir alt kümesidir. 

 İspat: 

 T, X te bir 𝑅𝑃𝐶ı-küme olsun. Bu durumda, X’in düzenli-açık bir alt kümesi S ve  

ö𝑛𝐼
∗-açık ve ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir alt kümesi N olmak üzere, 

 T= S∩ N 

olarak ifade edilebilir. O halde, 

 T= S∩ N  

    ⊂ S ∩ 𝑖𝑛𝑡∗(cl (N)) 

    = 𝑖𝑛𝑡∗( S∩ cl (N) ) 

    ⊂ 𝑖𝑛𝑡∗( cl ( S∩ N) ) 

    = 𝑖𝑛𝑡∗(cl (T) )   

elde edilir. Buradan, 

 T 

 = S∩ N  

 ⊂  𝑖𝑛𝑡∗(cl(T) ) 

olur. Sonuç olarak T= S∩ N, X’ in ö𝑛𝐼
∗-açık bir alt kümesidir. 

 Uyarı 4.3. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T ⊂ X olsun.  

 T, X’te bir  𝑅𝑃𝐶ı-küme ise T, X in ö𝑛𝐼
∗-açık bir alt kümesidir.  
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Uyarı 4.4. Uyarı 4.3 te belirtilen ifadenin tersi doğru değildir. Bu ifadenin tersinin 

doğru olmadığı bir sonraki örnekte gösterilmiştir. 

 Örnek 4.5. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun.  

X ={x, y, z, w } 

τ ={ X, ∅, {x}, {y,z}, {x,y,z} } ve  

I ={∅, {x}, {w}, {x,w} }  

olsun. Bu durumda T={x, y, z } kümesi X in ö𝑛𝐼
∗-açık bir alt kümesi fakat X te bir 𝑅𝑃𝐶ı-

küme değildir. 

 Uyarı 4.6. (X, τ, I) bir  ideal topolojik uzay ve T ⊂ X olsun. T, X in düzenli-açık bir 

alt kümesi ise T bir 𝑅𝑃𝐶ı-kümedir. 

Uyarı 4.7.Uyarı 4.6 da belirtilen ifadenin tersi doğru değildir. Bu ifadenin tersinin 

doğru olmadığı bir sonraki örnekte gösterilmiştir. 

Örnek 4.8.  (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. 

X ={x, y, z, w } 

τ ={ X, ∅, {x}, {y,z}, {x,y,z} }   ve  

I ={∅, {x}, {w}, {x,w} }  

olsun. Bu durumda T={x, y, w} X’te bir 𝑅𝑃𝐶ı-küme fakat X in düzenli-açık bir alt kümesi 

değildir. 

Uyarı 4.9. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun.  

T, X’in ö𝑛𝐼
∗-açık ve ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir alt kümesi ise T bir 𝑅𝑃𝐶ı-kümedir. 

Uyarı 4.10. Uyarı 4.9 da belirtilen ifadenin tersi doğru değildir. Bu ifadenin tersinin 

doğru olmadığı bir sonraki örnekte gösterilmiştir. 
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 Örnek 4.11. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T ⊂ X olsun. 

 X ={x, y, z, w } 

 τ ={ X, ∅, {x}, {y,z}, {x,y,z} } ve  

 I ={∅, {x}, {w}, {x,w} }  

olsun. Bu durumda N={y, z} X’te bir 𝑅𝑃𝐶ı-küme fakat X in ö𝑛𝐼
∗-açık ve ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir alt 

kümesi değildir. 

 Uyarı 4.12. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. Uyarı  4.6, Uyarı  4.9 ve 

Teorem  4.2 gereği aşağıdaki diagram T kümesi için sağlanır.   

 

             ö𝑛𝐼
∗-açık küme 

 

 

ö𝑛𝐼
∗-açık ve ö𝑛𝐼

∗-kapalı küme              𝑅𝑃𝐶ı-küme 

 

 

            düzenli-açık küme 

 

Teorem 4.13. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T ⊂ X olsun. O halde aşağıdaki 

özellikler birbirine denktir. 

(1) T, X’in ö𝑛𝐼
∗-kapalı ve ö𝑛𝐼

∗-açık bir alt kümesidir. 

(2) T, X’te 𝑅𝑃𝐶𝐼-küme ve ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt kümedir. 

İspat: 
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(1→2): 

T, X’in ö𝑛𝐼
∗-kapalı ve ö𝑛𝐼

∗-açık bir alt kümesi olsun. O halde, T  ö𝑛𝐼
∗-kapalı ve ö𝑛𝐼

∗-

açık bir alt küme ve X düzenli-açık bir küme olmak üzere; 

T=X ∩ T 

olarak ifade edebileceğimizden T, X’te bir 𝑅𝑃𝐶𝐼-küme olur. Bu durumda T kümesi X’te 

𝑅𝑃𝐶𝐼-küme ve ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt kümedir  

(2→1): 

T, X’te  𝑅𝑃𝐶𝐼-küme ve ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt küme olsun. 

T kümesi X’te bir 𝑅𝑃𝐶𝐼-küme ise S, X’te düzenli-açık bir küme ve N, X’te ö𝑛𝐼
∗-kapalı ve 

ö𝑛𝐼
∗-açık bir alt küme olmak üzere 

T=S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. O halde 

T=S ∩ N  

 ⊂ S ∩ 𝑖𝑛𝑡∗ (cl (N) ) 

= 𝑖𝑛𝑡∗ (S ∩ cl (N) ) 

 ⊂ 𝑖𝑛𝑡∗ (cl (S ∩ N) ) 

= 𝑖𝑛𝑡∗ (cl (T) )            

 elde edilir. Buradan,  

 T= S ∩ N  

 ⊂ 𝑖𝑛𝑡∗ (cl (T) )   

olur. Sonuç olarak, 

 T ⊂ 𝑖𝑛𝑡∗ (cl (T) ) 

sağlandığından T= S ∩ N, X’ in ö𝑛𝐼
∗-açık bir alt kümesidir.  

T kümesinin X’in ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt kümesi olduğu ifade edilmişti. O halde,T hem ö𝑛𝐼

∗-

açık hem de ö𝑛𝐼
∗ -kapalı bir küme olur. 
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 Teorem 4.14. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. O halde aşağıdaki 

özellikler birbirine denktir. 

 (1) T, X’in ö𝑛𝐼
∗-açık ve ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir alt kümesidir. 

 (2) T, X’te bir 𝑅𝑃𝐶𝐼 - küme ve zayıf 𝐼𝑟𝑔  -kapalı bir alt kümedir. 

 İspat : 

(1→2): 

T, X’in ö𝑛𝐼
∗-açık ve ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir alt kümesi ise, 

T=T ∩ X 

olarak düşündüğümüzde X düzenli açık bir küme ve T ö𝑛𝐼
∗-açık ve ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir küme 

olduğundan, 

T=T ∩ X 

ifadesi T kümesinin bir  𝑅𝑃𝐶𝐼– küme olduğunu gösterir. Ayrıca, T ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir küme ve  

N düzenli-açık bir küme olmak üzere, 

T ⊂ N 

olsun. T ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir küme olduğundan,   

𝑐𝑙∗ (Int (T) ) ⊂ T 

dir. Böylece,  

𝑐𝑙∗ (Int (T) ) ⊂ T ⊂ N 

ise, 

𝑐𝑙∗ (Int (T) ) ⊂ N 

olur. Buradan T ⊂ N ve N düzenli-açık bir küme olmak üzere; 

𝑐𝑙∗ (Int (T) ) ⊂ N 

olduğundan T zayıf 𝐼𝑟𝑔 - kapalı bir kümedir. Sonuç olarak T, X’in ö𝑛𝐼
∗-açık ve ö𝑛𝐼

∗-kapalı 

bir alt kümesi ise, T hem bir 𝑅𝑃𝐶𝐼 –küme hem de zayıf  𝐼𝑟𝑔 - kapalı bir küme olur. 
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 (2→1):  

 T, X te bir 𝑅𝑃𝐶𝐼 –küme ve zayıf 𝐼𝑟𝑔 - kapalı bir alt küme olsun.  

T bir 𝑅𝑃𝐶𝐼 –küme olduğundan, X’te düzenli-açık bir S alt  kümesi ve hem ö𝑛𝐼
∗-açık hem 

de ö𝑛𝐼
∗-kapalı olan bir N alt kümesi için,  

T=S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. Bu ise T kümesinin X’te bir 𝑅𝑃𝐼 –küme olmasını gerektirir. Böylece 

T kümesi X’te bir  𝑅𝑃𝐼 –küme ve zayıf  𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir alt küme olur.T kümesi bir  𝑅𝑃𝐼 –

küme olduğundan ve zayıf 𝐼𝑟𝑔 - kapalı bir alt küme olduğundan dolayı T,X’in ö𝑛𝐼
∗-kapalı 

bir alt kümesidir. Diğer taraftan T, X’te bir 𝑅𝑃𝐶𝐼 –küme olduğundan, X’in düzenli-açık bir 

alt kümesi S ve hem ö𝑛𝐼
∗-kapalı hem de ö𝑛𝐼

∗-açık olan bir alt kümesi N olmak üzere,  

T=S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. Böylece T=S ∩ N, X in ö𝑛𝐼
∗-açık bir alt kümesi olur. Sonuç olarak, 

T kümesi X’in hem ö𝑛𝐼
∗-açık hem de ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir alt kümesi olur. 

 Sonuç 4.15. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T ⊂ X olsun. Teorem 4.13 ve 

Teorem 4.14’te elde edilen bilgiler gereği aşağıdaki özellikler T kümesi için birbirine 

denktir. 

 (1) T, X’in hem ö𝑛𝐼
∗-açık hem de ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir alt kümesidir. 

 (2) T, X te 𝑅𝑃𝐶𝐼 –küme ve ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt kümedir. 

 (3) T kümesi X de 𝑅𝑃𝐶𝐼 –küme ve zayıf 𝐼𝑟𝑔–kapalı olan bir alt kümedir.
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BÖLÜM 5 

ĠDEAL TOPOLOJĠK UZAYLARDA 

𝑹𝑪𝑰 – KÜMELER 

Tanım 5.1. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun.  

X’te düzenli-açık bir S alt kümesi ve bir N alt kümesi için  

 N=𝑐𝑙∗ (Int (N) ) 

olmak üzere  

 T= S ∩ N 

sağlanıyorsa T kümesine bir 𝑅𝐶𝐼 –küme denir. 

Uyarı 5.2. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. T, X’in I-R kapalı bir alt 

kümesi ise T bir 𝑅𝐶𝐼 –küme olur. 

 Uyarı 5.3. Bir sonraki örnekte gösterildiği üzere bu ifadenin tersi doğru değildir. 

 Örnek 5.4. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. 

 X ={x, y, z, w } 

 τ ={ X, ∅, {x}, {y,z}, {x,y,z} } ve  

 I ={∅, {x}, {w}, {x,w} }  

olsun. Bu durumda T ={y, z} kümesi X’te bir 𝑅𝐶ı-küme fakat X’in I-R kapalı bir alt 

kümesi değildir.  

 Uyarı 5.5. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T ⊂ X olsun. T, X’in düzenli-açık bir 

alt kümesi ise T bir 𝑅𝐶ı-küme olur. 

 Uyarı 5.6. Bir sonraki örnekte gösterildiği üzere bu  ifadenin tersi doğru değildir.  

 Örnek 5.7. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T ⊂ X olsun 
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 X ={x, y, z, w } 

 τ ={ X, ∅, {x}, {y,z}, {x,y,z} } ve  

 I ={∅, {x}, {w}, {x,w} }  

olsun. Bu durumda N ={ y, z, w } X’te bir 𝑅𝐶ı-küme fakat X’in düzenli-açık bir alt kümesi 

değildir. 

 Teorem 5.8. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T ⊂ X.olsun.Bu durumda aĢağıdaki 

özellikler denktir. 

 (1) T, X’te bir 𝑅𝐶𝐼 -küme dir. 

 (2) T, X’te bir 𝑅𝑃𝐼 - küme ve yarı-I-açık bir alt kümedir. 

 İspat :  

 (1→2): T, X’te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme olsun. Bu durumda 𝑅𝐶𝐼 –küme tanımı gereği S, X’te 

düzenli-açık ve N= 𝑐𝑙∗ (Int(N)) olmak üzere, 

 T=S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. Buradan N kümesi için  

 N= 𝑐𝑙∗ (Int(N)) 

ise,  

𝑐𝑙∗ (Int(N)) ⊂ N 

ve  

 N ⊂ 𝑐𝑙∗ (Int(N)) 

özellikleri sağlanır.  

Burada, 

𝑐𝑙∗ (Int(N)) ⊂ N 

özelliği bize N kümesinin ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir küme olduğunu gösterir. 

O halde, S, X’te düzenli-açık ve N, X’te  ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir küme olmak üzere, 

 T=S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. O halde T, X’te bir 𝑅𝑃𝐼– küme olur. 
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Ayrıca T, X’te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme olduğundan, düzenli-açık bir S alt kümesi ve N= 𝑐𝑙∗ (Int(N)) 

olmak üzere, 

 T=S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. Burada, 

 T 

 =S ∩ N 

 =S ∩  𝑐𝑙∗ (Int(N))   

 ⊂ 𝑐𝑙∗ (S ∩ Int(N))   

 = 𝑐𝑙∗ (Int(S ∩ N))   

 = 𝑐𝑙∗ (Int (T) )   

yazabiliriz. Bu durumda  

 T ⊂ 𝑐𝑙∗ (Int (T) ) 

olur. O halde T, X’in yarı-I-açık bir alt kümesidir. Sonuç olarak,T, X’te bir  𝑅𝐶𝐼 –küme ise 

T, X’te bir 𝑅𝑃𝐼 –küme ve yarı-I-açık bir alt küme olur. 

 (2→1):   

 T, X’te bir   𝑅𝑃𝐼 –küme ve yarı-I-açık bir alt küme olsun. Böylece, T, X’ te bir 𝑅𝑃𝐼 –

küme ise, düzenli-açık bir S kümesi ve ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir N kümesi için,  

 T=S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. Ayrıca N kümesi ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir küme olduğundan, 

 𝑐𝑙∗ (Int (N)) ⊂ N 

dir. Bunun yanı sıra, T yarı-I-açık bir küme ise   

 T ⊂ 𝑐𝑙∗ (Int (T) ) 

dir.  Buradan, 

 T 

 =T ∩ 𝑐𝑙∗ (Int (T) ) 
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 = S ∩ N 𝑐𝑙∗ (Int(T))   

 = S ∩ 𝑐𝑙∗ (Int (T))   

yazılabilir. Böylece,     

 K= 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

diyelim. O halde düzenli-açık bir S alt kümesi ve   

 K  

 = 𝑐𝑙∗ (Int (K)) 

için, 

 T=S ∩ K 

olarak ifade edilebildiğinden T, X’ te bir 𝑅𝐶𝐼–küme olur. 

 Teorem 5.9. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T ⊂ X olsun. Bu durumda aĢağıdaki 

özellikler denktir. 

 (1) T, X’ te bir 𝑅𝐶𝐼 -kümedir. 

 (2) X’ te düzenli-açık bir S alt kümesi için  

      T = S ∩  𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

dir. 

 İspat :  

 (1→2): T, X’te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme olsun. Bu durumda 𝑅𝐶𝐼 –küme tanımı gereği S, X’te 

düzenli-açık ve  N= 𝑐𝑙∗ (Int(N)) olmak üzere,  

 T=S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. Buradan, 

 T ⊂ N 

  yazılabilir. Böylece, 

 𝑐𝑙∗ (Int (T))  

 ⊂ 𝑐𝑙∗ (Int (N)) 
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olur ve 

 N= 𝑐𝑙∗ (Int(N)) 

olduğundan,    

 𝑐𝑙∗ (Int(N)) ⊂ N 

olup, 

𝑐𝑙∗ (Int (T))  

 ⊂ 𝑐𝑙∗ (Int (N))  

 ⊂ N 

sağlanır. 

Böylece,    

 𝑐𝑙∗ (Int (T)) ⊂ N 

olur. Diğer taraftan düzenli-açık bir S alt kümesi için,  

 N = 𝑐𝑙∗ (Int (N)) 

olmak üzere, 

 T 

 =S ∩ N  

 = S ∩ 𝑐𝑙∗ (Int (N))   

 ⊂ 𝑐𝑙∗ (S ∩ Int(N))   

 = 𝑐𝑙∗ (Int (S ∩N))   

 = 𝑐𝑙∗ ( Int(T))  

yazabiliriz. Bu durumda  

 T ⊂ 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

olur. O halde, 

 T  

 =  T ∩ 𝑐𝑙∗ (Int (T))   
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 = S ∩ N ∩ 𝑐𝑙∗ (Int (T))   

 = S ∩ 𝑐𝑙∗ (Int (T))   

olur. O halde X’in düzenli-açık bir S alt kümesi için,  

 T = S ∩ 𝑐𝑙∗ (Int (T))   

olur  

 (2→1):  

 S, X’te düzenli-açık bir küme olmak üzere, 

 T  

 = S ∩ 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

olsun. Buradan,  

 𝑐𝑙∗ (Int (T))   

 = 𝑐𝑙∗ (Int  𝑐𝑙∗ (Int (T)) ) 

olur. Sonuç olarak T, X’te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme olur. 

 Sonuç 5.10. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. Teorem 5.8. ve Teorem 

5.9. da elde edilen bilgiler gereği aşağıdaki özellikler T kümesi için birbirine denktir. 

 (1) T, X’ te bir  𝑅𝐶𝐼–küme dir. 

 (2) T, X’te bir 𝑅𝑃𝐼 –küme ve yarı-I-açık bir alt kümedir.  

 (3) X’ in düzenli-açık bir S alt kümesi için, 

     T = S ∩ 𝑐𝑙∗ (Int (T)) dir. 
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BÖLÜM 6 

ĠDEAL TOPOLOJĠK UZAYLARDA 𝑹𝑷𝑰 –KÜMELER, 𝑹𝑷𝑪𝑰 –KÜMELER 

VE 

𝑹𝑪𝑰 – KÜMELERĠN ĠLĠġKĠLERĠ 

 Uyarı 6.1. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T ⊂ X olsun. T kümesi için aĢağıdaki 

diagram sağlanır. 

 

          𝑅𝐶𝐼 –küme                          kuvvetli-I-LC küme     

                                  

 

                   𝑅𝑃𝐼 –küme 

                         

 

                                𝑅𝑃𝐶𝐼 –küme  

 

 Uyarı 6.2. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. Uyarı 6.1 de gösterilmiş 

olan ifadelerin tersleri doğru değildir. Bu ifadelerin terslerinin doğru olmadığı bundan 

sonraki örneklerde gösterilmiştir. 

 Örnek 6.3. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T ⊂ X olsun 

 X ={x, y, z, w } 

 τ ={ X, ∅, {x}, {y,z}, {x,y,z} } ve  

 I ={∅, {x}, {w}, {x,w} } 

olsun. Bu durumda T ={ x, w } kümesi X’te bir kuvvetli- I-LC küme fakat 𝑅𝐶𝐼 –küme 

değildir. 
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 Örnek 6.4. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T ⊂ X olsun. 

 X ={x, y, z, w } 

 τ ={ X, ∅, {x}, {y,z}, {x,y,z} } ve  

 I ={∅, {x}, {w}, {x,w} }  

olsun. Bu durumda N ={ x, y, w } kümesi X’te bir 𝑅𝑃𝐼 –küme fakat X’in kuvvetli- I-LC 

bir alt kümesi değildir. 

 Örnek 6.5. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T ⊂ X olsun 

 X ={x, y, z, w } 

 τ ={ X, ∅, {x}, {y,z}, {x,y,z} }  ve  

 I ={∅, {x}, {w}, {x,w} }  

olsun. Bu durumda S={x, z, w} kümesi X’ te bir 𝑅𝑃𝐶𝐼 –küme fakat X’ in kuvvetli–I–LC 

bir alt kümesi değildir. 

 Örnek 6.6. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. 

 X ={x, y, z, w } 

 τ ={ X, ∅, {x}, {y,z}, {x,y,z} } ve  

 I ={∅, {x}, {w}, {x,w} }   

olsun. Bu durumda T ={ x, w } kümesi X’ te bir 𝑅𝑃𝐼–küme fakat X’te bir 𝑅𝑃𝐶𝐼 –küme 

değildir. 

 Teorem 6.7. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. Bu durumda aĢağıdaki 

özellikler denktir. 

 (1) T, X’ te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme dir. 

 (2) T, X’te bir kuvvetli-I-LC küme ve yarı-I-açık bir alt kümedir. 
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 İspat :  

 (1→2): T, X’te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme olsun. Bu durumda, S, X’te düzenli-açık,  

 N = 𝑐𝑙∗ (Int (N)) 

olmak üzere, 

 T = S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. Böylece, 

 N = 𝑐𝑙∗ (Int (N)) 

kümesi ∗-kapalı bir küme olduğundan, S düzenli-açık ve N ∗-kapalı bir küme olmak üzere, 

 T = S ∩ N 

olarak yazılabilir. O halde T kümesi kuvvetli-I-LC bir küme olur. Ayrıca, T, X’te bir 𝑅𝐶𝐼 – 

küme ise, S, X’ te düzenli-açık bir küme ve  

 N = 𝑐𝑙∗ (Int (N)) 

olmak üzere 

 T = S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. 

Buradan, 

 T  

 = S ∩ N 

 = S ∩ 𝑐𝑙∗ (Int (N))  

 ⊂ 𝑐𝑙∗ (S ∩ Int (N) ) 

 = 𝑐𝑙∗ (Int (S ∩ N)) 

 = 𝑐𝑙∗ (Int (T))   

olur.  
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Bu durumda 

 T ⊂ 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

dir. O halde T, X’in yarı-I-açık bir alt kümesidir. Sonuç olarak T, X’te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme ise 

T, X’te bir kuvvetli-I-LC küme ve yarı-I-açık bir alt kümedir.  

 (2→1):   

 T, X’te kuvvetli-I-LC ve yarı-I-açık bir alt küme olsun. Bu durumda T, X’ te 

kuvvetli-I-LC bir küme ise, S düzenli-açık ve N ∗-kapalı bir küme olmak üzere, 

 T = S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. Burada N ∗-kapalı bir küme olduğundan,  

𝑐𝑙∗ (N) = N 

yazılabilir. Böylece, 

Int (N)⊂ N 

ve buradan, 

 𝑐𝑙∗ (int(N)) 

 ⊂ 𝑐𝑙∗ (N) 

 =N 

olup, 

𝑐𝑙∗ (int(N)) 

 ⊂ N 

elde edilir. Bu durumda N ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir küme olur. O halde, S düzenli-açık ve N ö𝑛𝐼

∗-

kapalı bir küme olmak üzere, 

 T = S ∩ N 

olarak ifade edilebildiğinden T kümesi bir 𝑅𝑃𝐼 –küme olur. Ayrıca T yarı-I-açık bir 

kümedir.  
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O halde T kümesi bir 𝑅𝑃𝐼 –küme ve yarı-I-açık bir küme olduğundan dolayı T, X’te bir 

𝑅𝐶𝐼 –küme olur. 
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BÖLÜM 7 

ĠDEAL TOPOLOJĠK UZAYLARDA I-R KAPALI KÜMELER 

VE 

ÖZELLĠKLERĠ 

 Teorem 7.1. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. Bu durumda aĢağıdaki 

özellikler denktir. 

 (1) T, X’ in I-R kapalı bir alt kümesidir. 

 (2) T, X’ te bir kuvvetli-I-LC küme, 𝐼𝑔-kapalı küme ve yarı-I-açık bir alt küme olur 

 İspat :  

 (1→2): T, X’in I-R kapalı bir alt kümesi olsun. Burada, T, I-R kapalı bir küme ise  

 T = 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

olur. Bu durumda, 

 T ⊂ 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

sağlandığından T kümesi yarı-I-açık bir küme olur. Ayrıca T kümesi I-R kapalı bir küme 

ise aynı zamanda ∗- kapalı bir küme olur. Bu durumda, T kümesi  ∗- kapalı bir küme ise 

 T =  T ∩ X 

olarak düĢünüldüğünde, T kümesi ∗- kapalı ve X kümesi düzenli-açık bir küme olmak 

üzere T kümesi için kuvvetli-I-LC küme olma koĢulu sağlandığından T, X’te kuvvetli-I-

LC bir küme olur. Ayrıca, T ⊂ N ve N kümesi açık bir küme olmak üzere, 

 𝑇∗⊂ T ⊂ N 

olduğundan 

𝑇∗⊂ N 

koĢulu sağlanır. Dolayısıyla T kümesi 𝐼𝑔  -kapalı bir küme olur. Sonuç olarak, T, X’ in I-R 

kapalı bir alt kümesi ise, T, X’ te kuvvetli-I-LC bir küme, 𝐼𝑔  -kapalı bir küme ve yarı-I-

açık bir küme olur. 
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 (2→1):    

 T kümesi X’te kuvvetli-I-LC bir küme, 𝐼𝑔  -kapalı bir küme ve yarı-I-açık bir küme 

olsun. T kümesi yarı-I-açık bir küme ise, 

 T ⊂ 𝑐𝑙∗ (Int (T))                                                                                                      (7.1) 

koĢulu sağlanır. Ayrıca T, 𝐼𝑔  -kapalı bir küme olduğundan, T ⊂ N ve N kümesi X’te açık 

olduğunda, 

𝑇∗ ⊂ N 

koĢulu sağlanır. Burada N kümesi X’ in açık bir alt kümesi ise aynı zamanda düzenli-açık 

bir alt kümesi için de geçerlidir. Dolayısıyla, T ⊂ N ve düzenli-açık bir N kümesi için, 

𝑇∗ ⊂ N 

sağlanır. O halde T kümesi 𝐼𝑟𝑔  -kapalı bir küme olur. Böylece, T kümesi 𝐼𝑟𝑔  -kapalı bir 

küme  ise T ⊂ N ve N, X’te düzenli-açık bir küme iken, 

 𝑇∗ ⊂ N 

koĢulu sağlanır. Bu durumda, 

 Int (T) ⊂ T 

ve buradan 

(𝐼𝑛𝑡 𝑇 )∗ ⊂ 𝑇∗ 

olup, 

(𝐼𝑛𝑡 𝑇 )∗ ⊂ 𝑇∗ ⊂ N 

olarak ifade edilebilir. O halde, 

(𝐼𝑛𝑡 𝑇 )∗ ⊂ N 

koĢulu sağlanır. Dolayısıyla, düzenli-açık bir N alt kümesi için, 

 T ⊂ N 

iken, 

(𝐼𝑛𝑡 𝑇 )∗ ⊂ N 

koĢulu sağlandığından T kümesi X’in zayıf 𝐼𝑟𝑔  –kapalı bir alt kümesidir.  
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Ayrıca T, X’te kuvvetli I-LC bir küme olduğundan, S düzenli-açık ve N  ∗-kapalı bir küme 

olmak üzere  

 T = S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. Burada N ∗-kapalı bir küme olduğundan  

 𝑐𝑙∗ (N) = N 

yazılabilir. Böylece, 

 Int (N) ⊂ N  

ve 

𝑐𝑙∗ (Int (N))  

⊂ 𝑐𝑙∗ (N)  

= N 

olup 

𝑐𝑙∗ (Int (N)) ⊂ N 

elde ederiz. Buradan N ö𝑛𝐼∗-kapalı bir küme olur. O halde, S düzenli-açık ve N ö𝑛𝐼
∗-kapalı 

bir küme olmak üzere, 

 T = S ∩ N 

olarak ifade edilebildiğinden T kümesi bir 𝑅𝑃𝐼-küme olur. Buradan, S düzenli-açık ve N 

ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir küme olmak üzere, 

 T = S ∩ N ise 

 T ⊂ S 

yazılabilir. Böylece T, X’in zayıf 𝐼𝑟𝑔  –kapalı bir alt kümesi olduğundan, 

(𝐼𝑛𝑡 𝑇 )∗ ⊂ S 

 dir. Aynı zamanda, T ⊂ N ve N ö𝑛𝐼∗-kapalı bir küme olduğundan  

𝑐𝑙∗ (Int (T)) ⊂ N 

yazılabilir.  
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Bu durumda, 

𝑐𝑙∗ (Int (T))  

⊂  S ∩ N = T 

olur. O halde T, X’in ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir kümesidir. Buradan, 

 𝑐𝑙∗ (Int (T)) ⊂ T                                                                                                      (7.2) 

elde edilir. 

 Sonuç olarak, (7.1) ve (7.2) gereği 

 T = 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

olup T, X’te I-R kapalı bir alt küme olur. 

 Teorem 7.2. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve  T⊂ X olsun. Bu durumda aĢağıdaki 

özellikler denktir. 

 (1) T, X’in I-R kapalı bir alt kümesidir. 

 (2) T, X’te bir kuvvetli-I-LC küme, 𝐼𝑟𝑔 -kapalı küme ve yarı-I-açık bir alt küme olur. 

 İspat :  

 (1→2):  T, X’in I-R kapalı bir alt kümesi olsun. Burada, T, I-R kapalı bir küme ise  

 T = 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

olur. Bu durumda bir önceki teoremden, T, X’te bir kuvvetli-I-LC küme, 𝐼𝑔-kapalı küme 

ve yarı-I-açık bir alt küme olacaktır. Dolayısıyla, T kümesi 𝐼𝑟𝑔–kapalı bir küme olur. 

Sonuç olarak, T, X’ in I-R kapalı bir alt kümesi ise T, X’ te kuvvetli-I-LC bir küme,𝐼𝑟𝑔  –

kapalı bir küme ve yarı-I-açık bir küme olur. 

 (2→1): T kümesi X’te kuvvetli-I-LC bir küme, 𝐼𝑟𝑔  -kapalı bir küme ve yarı-I-açık bir 

küme olsun. T kümesi yarı-I-açık bir küme ise, 

 T ⊂ 𝑐𝑙∗ (Int (T))                                                                                                      (7.3) 

koĢulu sağlanır.  
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Ayrıca T, 𝐼𝑟𝑔–kapalı bir küme olduğundan, T ⊂ N ve N kümesi X’ te düzenli-açık 

olduğunda  

𝑇∗ ⊂ N 

koĢulu sağlanır. Buradan, 

 Int (T) ⊂ T ve 

(𝐼𝑛𝑡 𝑇 )∗ ⊂ 𝑇∗ 

olup 

(𝐼𝑛𝑡 𝑇 )∗ ⊂ 𝑇∗ ⊂ N 

olarak ifade edilebilir. O halde  

(𝐼𝑛𝑡 𝑇 )∗ ⊂ N 

koĢulu sağlanır. Dolayısıyla, düzenli-açık bir N kümesi için, 

 T ⊂ N iken 

(𝐼𝑛𝑡 𝑇 )∗ ⊂ N 

koĢulu sağlandığından T kümesi X’ in zayıf 𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir alt kümesidir. Ayrıca, S düzenli-

açık ve N ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir küme olmak üzere, 

 T = S ∩ N 

olarak ifade edilebildiğinden T kümesi bir 𝑅𝑃𝐼-küme olur. Buradan, bir önceki  teorem de 

göz önüne alınılarak T, X’ in ö𝑛𝐼∗-kapalı bir kümesi olur. Buradan, 

𝑐𝑙∗ (Int (T)) ⊂ T                                                                                                      (7.4) 

elde edilir. Sonuç olarak, (7.3) ve (7.4) gereği 

 T = 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

olup T, X’ te I-R kapalı bir alt küme olur. 

 Teorem 7.3. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. Bu durumda aĢağıdaki 

özellikler denktir. 
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 (1) T, X’in I-R kapalı bir alt kümesidir. 

 (2) T, X’ te bir kuvvetli-I-LC küme, zayıf 𝐼𝑟𝑔 -kapalı küme ve yarı-I-açık bir alt küme 

olur.  

 İspat :  

 (1→2):   

T, X’ in I-R kapalı bir alt kümesi olsun. Burada T, I-R kapalı bir küme ise  

 T = 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

olur. Bu durumda T kümesi yarı-I-açık bir alt küme olur. Buradan daha önceki teoremde 

göz önüne alınıldığında T kümesi  ∗- kapalı bir küme ise, 

 T = T ∩ X 

olarak düĢünüldüğünde, T kümesi  ∗- kapalı ve X kümesi düzenli-açık bir küme olmak 

üzere T kümesi için kuvvetli-I-LC küme olma koĢulu sağlandığından T, X’ te kuvvetli-I-

LC bir küme olur. Ayrıca, T ⊂ N ve N kümesi düzenli-açık bir küme olduğunda, 

 Int (T) ⊂ T 

ve 

(𝐼𝑛𝑡 𝑇 )∗ ⊂ 𝑇∗ 

ve 

(𝐼𝑛𝑡 𝑇 )∗  ⊂ 𝑇∗  

   ⊂  T ⊂ N 

yazılabilir. Dolayısıyla T kümesi zayıf 𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir küme olur.Sonuç olarak, T, X’ in I-R 

kapalı bir alt kümesi ise T, X’ te kuvvetli-I-LC bir küme, zayıf 𝐼𝑟𝑔  -kapalı bir küme ve 

yarı-I-açık bir küme olur. 

 (2→1): 

 T kümesi X’ te kuvvetli-I-LC bir küme, zayıf  𝐼𝑟𝑔  -kapalı bir küme ve yarı-I-açık bir 

küme olsun. T kümesi yarı-I-açık bir küme ise, 

 T ⊂ 𝑐𝑙∗ (Int (T))                                                                                                      (7.5) 
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koĢulu sağlanır. Ayrıca, T, X’ te kuvvetli I-LC bir küme olduğundan S düzenli-açık ve N 

∗-kapalı bir küme olmak üzere, 

 T = S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. Burada, N ∗-kapalı bir küme olduğundan, 

𝑐𝑙∗ (N) = N   

yazılabilir. Böylece, 

 Int (N) ⊂ N 

ve 

 𝑐𝑙∗ (Int (N))  

 ⊂ 𝑐𝑙∗ (N)  

 = N 

olup 

 𝑐𝑙∗ (Int (N))  

 ⊂ N 

elde ederiz. Buradan N  ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir küme olur. O halde, S düzenli-açık ve N ö𝑛𝐼∗-kapalı 

bir küme olmak üzere  

 T = S ∩ N 

olarak ifade edilebildiğinden T kümesi bir 𝑅𝑃𝐼-küme olur. Buradan, Teorem 7.1 de 

yapılanlar da göz önüne alındığında T’ nin X’ in   ö𝑛𝐼∗-kapalı bir kümesi olduğu elde 

edilecektir. Buradan, 

𝑐𝑙∗ (Int (T)) ⊂ T                                                                                                      (7.6) 

elde edilir.  

Sonuç olarak (7.5) ve (7.6) gereği  

 T = 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

olup T, X’ te I-R kapalı bir alt küme olur. 
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 Sonuç 7.4. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. Teorem 7.1, Teorem 7.2 

ve Teorem 7.3 de elde edilen bilgiler gereği aşağıdaki özellikler T kümesi için birbirine 

denktir. 

 (1) T, X’ in I-R kapalı bir alt kümesidir. 

 (2) T, X’te bir kuvvetli-I-LC küme, 𝐼𝑔-kapalı küme ve yarı-I-açık bir alt kümedir.  

 (3) T, X’ te bir kuvvetli-I-LC küme, 𝐼𝑟𝑔 -kapalı küme ve yarı-I-açık bir alt kümedir.  

 (4) T, X’ te kuvvetli-I-LC küme, zayıf 𝐼𝑟𝑔 -kapalı küme ve yarı-I-açık bir alt kümedir.  

 

.
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BÖLÜM 8 

ĠDEAL TOPOLOJĠK UZAYLARDA 

ö𝒏𝑰
∗-SÜREKLİLİK, 𝑷𝑰

∗𝑪 – SÜREKLİLİK, 

VE ÖZELLĠKLERĠ 

 Tanım 8.1. ( X, τ, I ) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olsun. Y’ nin her kapalı T alt kümesi için 𝑓−1(𝑇) kümesi X’ in ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt kümesi 

oluyor ise 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  fonksiyonuna ö𝑛𝐼
∗-sürekli bir fonksiyon denir. 

 Tanım 8.2. ( X, τ, I ) ideal topolojik uzay ve  𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olsun. Y’ nin her kapalı T alt kümesi için 𝑓−1(𝑇) kümesi X’ in hem  ö𝑛𝐼
∗-kapalı hem de 

ö𝑛𝐼
∗-açık bir alt kümesi oluyor ise 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonuna 𝑃𝐼

∗𝐶 – sürekli bir 

fonksiyon denir. 

 Tanım 8.3. ( X, τ, I ) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olsun. Y’ nin her kapalı T alt kümesi için 𝑓−1(𝑇) kümesi X’ in bir 𝑅𝑃𝐶𝐼 –kümesi oluyor 

ise 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonuna 𝑅𝑃𝐶𝐼 –sürekli bir fonksiyon denir. 

 Tanım 8.4. ( X, τ, I ) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olsun. Y’ nin her kapalı T alt kümesi için 𝑓−1(𝑇) kümesi X’ in zayıf 𝐼𝑟𝑔  –kapalı bir alt 

kümesi oluyor ise 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonuna 𝑊𝐼𝑟𝑔 - sürekli bir fonksiyon denir. 

 Tanım 8.5. ( X, τ, I )  ideal topolojik uzay ve  𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olsun. Y’ nin her kapalı T alt kümesi için 𝑓−1(𝑇) kümesi X’ in bir 𝑅𝑃𝐼 –kümesi oluyor ise 

𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonuna 𝑅𝑃𝐼 -sürekli bir fonksiyon denir. 

 Teorem 8.6. ( X, τ, I ) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olsun. 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  fonksiyonu için aşağıdaki özellikler denktir. 

 (1)  𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu ö𝑛𝐼
∗-sürekli 

 (2) 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝑃𝐼 –sürekli ve 𝑊𝐼𝑟𝑔  – sürekli 

 Ġspat : 
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 (1→2):  

𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  ö𝑛𝐼∗-sürekli bir fonksiyon  ve T, Y’ nin kapalı bir alt kümesi 

olsun. Bu durumda 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  ö𝑛𝐼
∗-sürekli bir fonksiyon olduğundan 𝑓−1(𝑇), 

X’ in ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt kümesi olur. O halde, X düzenli-açık bir küme ve 𝑓−1(𝑇), X’ te  

ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt küme olmak üzere,  

𝑓−1(𝑇) = 𝑓−1(𝑇) ∩ X 

olarak ifade edilebileceğinden, 𝑓−1(𝑇) kümesi bir 𝑅𝑃𝐼 –küme olur. Dolayısıyla Y 

uzayından alınan kapalı bir T kümesi için 𝑓−1(𝑇) X  uzayında bir 𝑅𝑃𝐼 –küme ise 

𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ), 𝑅𝑃𝐼 –sürekli bir fonksiyon olur. Ayrıca, 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ), 

ö𝑛𝐼
∗-sürekli bir fonksiyon olduğundan 𝑓−1(𝑇), X’ te ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir alt kümedir. Buradan, 

𝑓−1(𝑇) kümesi zayıf 𝐼𝑟𝑔–kapalı bir küme olur. Bu durumda Y uzayından alınan keyfi bir 

kapalı T kümesi için 𝑓−1(𝑇) kümesi X uzayında zayıf 𝐼𝑟𝑔–kapalı bir küme olarak 

bulunduğundan 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑊𝐼𝑟𝑔  – sürekli bir fonksiyon olur. 

Sonuç olarak, 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu ö𝑛𝐼∗-sürekli bir fonksiyon ise 

𝑓:   X, τ, I   →    Y, σ   aynı zamanda 𝑅𝑃𝐼 –sürekli ve 𝑊𝐼𝑟𝑔– sürekli bir fonksiyon olur.  

 (2→1):  

 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝑃𝐼 –sürekli ve 𝑊𝐼𝑟𝑔–sürekli bir fonksiyon 

olsun. Buradan 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝑃𝐼 –sürekli ve 𝑊𝐼𝑟𝑔– sürekli bir 

fonksiyon ise Y uzayından alınan kapalı bir T kümesi için 𝑓−1(𝑇) kümesi X uzayında bir 

𝑅𝑃𝐼 –küme ve zayıf 𝐼𝑟𝑔  –kapalı bir alt küme olur. Bu durumda, 𝑓−1 𝑇 , X in ö𝑛𝐼∗-kapalı 

bir alt kümesidir. Sonuç olarak, 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝑃𝐼 –sürekli ve 𝑊𝐼𝑟𝑔–

sürekli bir fonksiyon ise Y uzayından alınan keyfi bir kapalı T kümesinin öngörüntüsü olan 

𝑓−1 𝑇 , X uzayında ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir küme olduğundan 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 

aynı zamanda ö𝑛𝐼
∗-sürekli bir fonksiyon olur. 

 Teorem 8.7. ( X, τ, I ) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olsun. 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu için aşağıdaki özellikler denktir. 
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 (1) 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑃𝐼
∗𝐶–sürekli 

 (2) 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝑃𝐶𝐼–sürekli ve ö𝑛𝐼
∗-sürekli   

 Ġspat : 

 (1→2):   

 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ), 𝑃𝐼
∗𝐶–sürekli bir fonksiyon ve T, Y’ nin kapalı bir alt kümesi 

olsun. Bu durumda 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ),  𝑃𝐼
∗𝐶–sürekli bir fonksiyon olduğundan, 

𝑓−1(𝑇), X’ in ö𝑛𝐼
∗-açık ve ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir alt kümesi olur. O halde, X düzenli-açık bir küme 

olmak üzere, 

𝑓−1(𝑇) = 𝑓−1(𝑇) ∩  X 

olarak ifade edilebileceğinden, 𝑓−1(𝑇) kümesi bir 𝑅𝑃𝐶𝐼 –küme olur. Ayrıca 𝑓−1(𝑇) 

kümesi ö𝑛𝐼
∗-açık ve ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir küme ise, Y uzayından alınan kapalı bir T kümesi için,  

𝑓−1(𝑇), X’ te ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir küme olduğundan 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  fonksiyonu aynı 

zamanda ö𝑛𝐼
∗-sürekli bir fonksiyon olur. Sonuç olarak 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ),    𝑃𝐼

∗𝐶–

sürekli bir fonksiyon ise aynı zamanda 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) 𝑅𝑃𝐶𝐼 –sürekli ve ö𝑛𝐼
∗-

sürekli bir fonksiyon olur.  

 (2→1):  

  𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ), 𝑅𝑃𝐶𝐼 –sürekli ve ö𝑛𝐼
∗-sürekli bir fonksiyon ve T, Y’ nin 

kapalı bir alt kümesi olsun.𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) 𝑅𝑃𝐶𝐼–sürekli ve ö𝑛𝐼
∗-sürekli bir 

fonksiyon ise, 𝑓−1 𝑇 , X’ te bir 𝑅𝑃𝐶𝐼 –küme ve ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir küme olur.  

𝑓−1(𝑇) kümesi X’ te bir  𝑅𝑃𝐶𝐼 –küme olduğundan, S, X’ te düzenli açık bir alt küme 

ve N, X’ te ö𝑛𝐼
∗-açık ve ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir alt küme olmak  üzere, 

𝑓−1(𝑇) =S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. O halde, 

𝑓−1(𝑇) =S ∩ N 

⊂ S ∩ 𝐼𝑛𝑡∗ ( cl (N) ) 
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=𝐼𝑛𝑡∗ (S ∩ cl (N) ) 

 ⊂𝐼𝑛𝑡∗ ( cl (S ∩ N) )  

 =𝐼𝑛𝑡∗ ( cl (𝑓−1(𝑇) ))      

elde edilir. Buradan, 

𝑓−1(𝑇) =S ∩ N  

⊂ 𝐼𝑛𝑡∗ ( cl (𝑓−1(𝑇) ))  

olur. Sonuç olarak, 

𝑓−1(𝑇) ⊂ 𝐼𝑛𝑡∗ ( cl (𝑓−1(𝑇) )) 

sağlandığından  

𝑓−1(𝑇) =S ∩ N 

kümesi X’ in ö𝑛𝐼
∗-açık bir alt kümesidir. 𝑓−1(𝑇) kümesinin X’ in ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir alt kümesi 

olduğu daha önce ifade edilmişti. O halde 𝑓−1(𝑇) kümesi hem ö𝑛𝐼
∗-kapalı hem de ö𝑛𝐼

∗-açık 

bir küme olur. Bu durumda Y uzayında alınan kapalı her T kümesi için 𝑓−1(𝑇) X’ te hem 

ö𝑛𝐼
∗-kapalı hem de ö𝑛𝐼

∗-açık bir küme olduğundan 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ),    𝑃𝐼
∗𝐶 – sürekli 

bir fonksiyondur. Sonuç olarak 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  fonksiyonu 𝑅𝑃𝐶𝐼 –sürekli ve ö𝑛𝐼
∗-

sürekli bir fonksiyon ise 𝑓:   X, τ, I   →    Y, σ   aynı zamanda 𝑃𝐼
∗𝐶 – sürekli bir fonksiyon 

olur. 

 Teorem 8.8. ( X, τ, I ) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olsun. 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu için aşağıdaki özellikler denktir. 

 (1)   𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑃𝐼
∗𝐶–sürekli 

 (2)   𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝑃𝐶𝐼 –sürekli ve 𝑊𝐼𝑟𝑔 -sürekli 

 İspat :  

 (1→2):   

 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ),      𝑃𝐼∗  𝐶–sürekli bir fonksiyon ve T, Y’ nin kapalı bir alt 

kümesi olsun. 
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Bu durumda 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ),  𝑃𝐼
∗𝐶–sürekli bir fonksiyon olduğundan, 𝑓−1(𝑇), X’ 

in ö𝑛𝐼
∗-açık ve ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir alt kümesi olur. O halde, X düzenli-açık bir küme olmak 

üzere,  

𝑓−1(𝑇) = 𝑓−1(𝑇) ∩ X 

olarak ifade edilebileceğinden 𝑓−1(𝑇) kümesi bir 𝑅𝑃𝐶𝐼 –küme olur. Ayrıca, 𝑓−1(𝑇) ö𝑛𝐼
∗-

kapalı bir küme olduğundan zayıf 𝐼𝑟𝑔 - kapalı bir küme olur. O halde 𝑓−1(𝑇), X’ in ö𝑛𝐼
∗-

açık ve ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt kümesi ise 𝑓−1(𝑇) hem bir 𝑅𝑃𝐶𝐼 –küme hem de zayıf 𝐼𝑟𝑔 - kapalı 

bir küme olur. Sonuç olarak Y uzayında kapalı olan her T kümesinin 𝑃𝐼
∗𝐶–sürekli bir 

fonksiyon altında öngörüntüsü olan 𝑓−1 𝑇  X uzayında bir 𝑅𝑃𝐶𝐼 –küme ve zayıf 𝐼𝑟𝑔 - 

kapalı bir küme olduğundan 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu hem 𝑅𝑃𝐶𝐼–sürekli hem de 

𝑊𝐼𝑟𝑔–sürekli bir fonksiyon olur. 

 (2→1):  

 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝑃𝐶𝐼–sürekli ve 𝑊𝐼𝑟𝑔–sürekli bir fonksiyon, T 

kümesi Y’ nin kapalı bir alt kümesi olsun. Bu durumda 𝑓:   X, τ, I   → ( Y, σ ),  𝑅𝑃𝐶𝐼 –

sürekli ve 𝑊𝐼𝑟𝑔–sürekli bir fonksiyon olduğundan,𝑓−1 𝑇 , X’ te bir 𝑅𝑃𝐶𝐼 –küme ve zayıf 

𝐼𝑟𝑔 - kapalı bir alt küme olacaktır.  

𝑓−1 𝑇  kümesi X’ te bir 𝑅𝑃𝐶𝐼–küme ve zayıf 𝐼𝑟𝑔 - kapalı bir alt küme olduğundan 

dolayı 𝑓−1 𝑇  kümesi X’ in hem ö𝑛𝐼
∗-açık hem de ö𝑛𝐼

∗-kapalı bir alt kümesi olur. Sonuç 

olarak Y uzayında kapalı olan her T kümesinin 𝑅𝑃𝐶𝐼 –sürekli ve  𝑊𝐼𝑟𝑔–sürekli bir 

fonksiyon altında öngörüntüsü olan 𝑓−1 𝑇  X uzayında hem ö𝑛𝐼
∗-açık hem de ö𝑛𝐼

∗-kapalı 

bir alt küme olduğundan 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑃𝐼
∗𝐶–sürekli bir fonksiyondur. 

 Sonuç 8.9. ( X, τ, I ) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olsun. Teorem 8.7 ve Teorem 8.8 gereği 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu için aşağıdaki 

özellikler denktir. 

 (1) 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu  𝑃𝐼
∗𝐶–sürekli 
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 (2) 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝑃𝐶𝐼–sürekli ve ö𝑛𝐼
∗-sürekli 

 (3) 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝑃𝐶𝐼–sürekli ve 𝑊𝐼𝑟𝑔 -sürekli 
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BÖLÜM 9 

ĠDEAL TOPOLOJĠK UZAYLARDA 

𝑹𝑪𝑰 – KÜMELERĠN ÖZELLĠKLERĠ 

 Teorem 9.1. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T ⊂ X olsun. Bu durumda aĢağıdaki 

özellikler denktir. 

 (1) T, X’ in I-R kapalı bir alt kümesidir. 

 (2) T, X’ te bir 𝑅𝐶𝐼-küme ve 𝐼𝑔-kapalı bir alt kümedir. 

 İspat :  

 (1→2): T, X’ te I-R kapalı bir alt küme olsun. Bu durumda, 

 T = 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

yazılabilir. O halde, X kümesi düzenli-açık ve T = 𝑐𝑙∗ (Int (T)) olmak üzere, 

 T=T ∩ X 

olarak ifade edilebileceğinden T kümesi aynı zamanda bir 𝑅𝐶𝐼-küme olur. Ayrıca T 

kümesi I-R kapalı bir küme ise aynı zamanda ∗- kapalı bir küme olur. Bu durumda T 

kümesi ∗- kapalı bir küme ise; T ⊂ N ve N, X’ te açık bir küme olmak üzere, 

 T = 𝑐𝑙∗ (T) ⊂ N 

yazılabilir. Buradan, 

 T ∪ 𝑇∗ ⊂ N 

olup, 

𝑇∗ ⊂ N 

olur. O halde, T kümesi 𝐼𝑔-kapalı bir kümedir. Sonuç olarak T, X’ in I-R kapalı bir alt 

kümesi ise aynı zamanda 𝑅𝐶𝐼-küme ve 𝐼𝑔-kapalı bir alt kümedir. 

 (2→1):   

 T, X’ te bir 𝑅𝐶𝐼–küme ve 𝐼𝑔-kapalı bir alt küme olsun.  
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Bu durumda,  𝑅𝐶𝐼–küme tanımı gereği, S, X’ te düzenli-açık ve N= 𝑐𝑙∗ (Int(N)) olmak 

üzere, 

  T=S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. Buradan N kümesi için,   

 N= 𝑐𝑙∗ (Int(N)) 

ise,  

 𝑐𝑙∗ (Int(N)) ⊂ N 

ve   

 N ⊂ 𝑐𝑙∗ (Int(N)) 

özellikleri sağlanır. Burada, 

 𝑐𝑙∗ (Int(N)) ⊂ N 

özelliği bize N kümesinin ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir küme olduğunu gösterir. O halde, S, X’ te 

düzenli-açık ve N, X’ te  ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir küme olmak üzere, 

 T=S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. O halde T X’ te bir 𝑅𝑃𝐼–küme olur. Ayrıca T, X’ te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme 

olduğundan, düzenli-açık bir S alt kümesi ve  

 N= 𝑐𝑙∗ (Int(N)) 

olmak üzere, 

 T=S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. 

Burada, 

 T 

 =S ∩ N 

 =S ∩  𝑐𝑙∗ (Int(N))   

 ⊂ 𝑐𝑙∗ (S ∩ Int(N))   

 = 𝑐𝑙∗ (Int(S ∩ N))   

 = 𝑐𝑙∗ (Int (T) )  

 yazabiliriz.  

 



BÖLÜM 9– ĠDEAL TOPOLOJĠK UZAYLARDA  𝑹𝑪𝑰–KÜMELERĠN 

ÖZELLĠKLERĠ………………………...………………………………..Özlem ELMALI 

 

 

 

 

49 

 

 

Bu durumda   

 T ⊂ 𝑐𝑙∗ (Int (T) ) 

olur. O halde T, X’ in yarı-I-açık bir alt kümesidir. Sonuç olarak T, X’ te bir 𝑅𝐶𝐼–küme ise 

T, X’ te bir 𝑅𝑃𝐼–küme ve yarı-I-açık bir alt küme olur. Böylece T, X’ te 𝑅𝑃𝐼-küme, 𝐼𝑔-

kapalı küme ve yarı-I-açık bir alt küme olur. T, X’ te 𝑅𝑃𝐼-küme, 𝐼𝑔-kapalı küme ve yarı-I-

açık bir alt küme olduğundan dolayı T, X’ te I-R kapalı bir alt küme olur. 

Teorem 9.2. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. Bu durumda aĢağıdaki 

özellikler denktir. 

(1) T, X’ in I-R kapalı bir alt kümesidir. 

 (2) T, X’ te bir 𝑅𝐶𝐼-küme ve 𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir alt kümedir. 

 İspat :  

 (1→2):   

T, X’ te I-R kapalı bir alt küme olsun. Bu durumda, 

 T = 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

yazılabilir.  

O halde, X kümesi düzenli-açık ve  

 T = 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

olmak üzere, 

 T=T ∩ X 

olarak ifade edilebileceğinden T kümesi aynı zamanda bir 𝑅𝐶𝐼-küme olur. Ayrıca T 

kümesi I-R kapalı bir küme olduğundan önceki teoremden T, X’ in 𝐼𝑔-kapalı bir alt 

kümesidir. Bu durumda sonuç olarak, T, X’ in I-R kapalı bir alt kümesi ise aynı zamanda 

𝑅𝐶𝐼-küme ve 𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir alt kümesi olur. 
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 (2→1):   

 T, X’ te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme olsun. Bu durumda 𝑅𝐶𝐼–küme tanımı gereği S, X’ te düzenli-

açık ve 

 N= 𝑐𝑙∗ (Int(N)) 

olmak üzere  

 T=S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. O halde T, X’ te bir 𝑅𝑃𝐼 – küme olur. Ayrıca düzenli-açık bir S alt 

kümesi ve  

 N= 𝑐𝑙∗ (Int(N)) 

olmak üzere, 

 T=S ∩ N 

 olarak ifade edilebildiğinden,  

 T ⊂ 𝑐𝑙∗ (Int (T) ) 

olur. O halde T, X’ in yarı-I-açık bir alt kümesidir. Sonuç olarak T, X’ te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme 

ise T, X’ te bir 𝑅𝑃𝐼–küme ve yarı-I-açık bir alt küme olur. Böylece T, X’ te 𝑅𝑃𝐼-küme, 𝐼𝑟𝑔 -

kapalı küme ve yarı-I-açık bir alt küme olur. Sonuç olarak,  

 T = 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

olup T, X’ te I-R kapalı bir alt küme olur. 

 Teorem 9.3. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. Bu durumda aĢağıdaki 

özellikler denktir. 

 (1) T, X’ in I-R kapalı bir alt kümesidir. 

 (2) T, X’ te bir 𝑅𝐶𝐼-küme ve ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt kümedir. 

 İspat :  

 (1→2): T, X’ te I-R kapalı bir alt küme olsun. Bu durumda, 

 T = 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

yazılabilir. 
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 O halde, X kümesi düzenli-açık ve  

 T = 𝑐𝑙∗ (Int (T))  

olmak üzere, 

 T=T ∩ X  

olarak ifade edilebileceğinden T kümesi aynı zamanda bir 𝑅𝐶𝐼-küme olur. Ayrıca T 

kümesi I-R kapalı bir küme ise  ∗- kapalı bir küme olur. Bu durumda T kümesi ∗- kapalı 

bir küme ise; 

  𝑐𝑙∗ (T) = T 

 özelliği sağlanır. Buradan, 

 Int (T) ⊂ T  

olduğundan, 

 𝑐𝑙∗ (Int (T))   

 ⊂ 𝑐𝑙∗ (T)  

 = T 

ifadesi yazılabilir. Böylece, 

 𝑐𝑙∗ (Int (T)) ⊂ T 

ise T, X’ in ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt kümesi olur. Sonuç olarak T, X’ in I-R kapalı bir alt kümesi 

ise aynı zamanda 𝑅𝐶𝐼-küme ve ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt küme olur. 

 (2→ 𝟏):    

T, X’ te bir 𝑅𝐶𝐼- küme ve ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt küme olsun. T, X’ te bir 𝑅𝐶𝐼 - küme 

olduğundan, düzenli-açık bir S alt kümesi ve 

N= 𝑐𝑙∗ (Int(N)) 

olmak üzere,  

T=S ∩ N  

olarak ifade edilebilir. Burada, 

T =S ∩ N 

=S ∩  𝑐𝑙∗ (Int(N))   

 ⊂ 𝑐𝑙∗ (S ∩ Int(N))   

 = 𝑐𝑙∗ (Int(S ∩ N))   

  



BÖLÜM 9– ĠDEAL TOPOLOJĠK UZAYLARDA  𝑹𝑪𝑰–KÜMELERĠN 

ÖZELLĠKLERĠ………………………...………………………………..Özlem ELMALI 

 

 

 

 

52 

 

 

 = 𝑐𝑙∗ (Int (T) )   

yazabiliriz. Bu durumda    

 T ⊂ 𝑐𝑙∗ (Int (T) ) 

olur. O halde T, X’ in yarı-I-açık bir alt kümesidir. Böylece, T, X’ in yarı-I-açık bir alt 

kümesi ise, 

 T ⊂ 𝑐𝑙∗ (Int (T))                                                                                                      (9.1) 

olur. Ayrıca, T, X’ in  ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt kümesi olduğundan, 

 𝑐𝑙∗ (Int (T)) ⊂ T                                                                                                      (9.2) 

elde edilir. Sonuç olarak, (9.1) ve (9.2) gereği    

 T = 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

olup T, X’ te I-R kapalı bir alt küme olur. 

 Teorem 9.4. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. Bu durumda aĢağıdaki 

özellikler denktir. 

 (1) T, X’ in I-R kapalı bir alt kümesidir. 

 (2) T, X’ te bir 𝑅𝐶𝐼-küme ve zayıf 𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir alt kümedir. 

 İspat :  

 (1→2): T, X’ te I-R kapalı bir alt küme olsun. Bu durumda, 

 T = 𝑐𝑙∗ (Int (T))  

yazılabilir. O halde, X kümesi düzenli-açık ve 

 T = 𝑐𝑙∗ (Int (T)) 

olmak üzere, 

 T=T ∩ X 

olarak ifade edilebileceğinden T kümesi aynı zamanda bir 𝑅𝐶𝐼-küme olur. Ayrıca T 

kümesi I-R kapalı bir küme olduğundan ∗- kapalı bir kümedir. Bu durumda T kümesi ∗- 

kapalı bir küme ise T ⊂ N ve N, X’ te açık bir küme olmak üzere, 
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 T = 𝑐𝑙∗ (T) ⊂ N 

yazılabilir. Buradan, 

 T ∪ 𝑇∗ ⊂ N 

olup, 

  𝑇∗ ⊂ N 

olur. O halde T kümesi 𝐼𝑔-kapalı bir kümedir. Sonuç olarak, T, X’ in I-R kapalı bir alt 

kümesi ise aynı zamanda 𝑅𝐶𝐼-küme ve zayıf 𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir alt kümesi olur. 

 (2→1):   

 T, X’te bir 𝑅𝐶𝐼–küme olsun. Bu durumda 𝑅𝐶𝐼 –küme tanımı gereği S, X’ te düzenli-

açık ve 

 N= 𝑐𝑙∗ (Int(N)) 

olmak üzere 

 T=S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. O halde T, X’ te bir 𝑅𝑃𝐼– küme olur. Ayrıca düzenli-açık bir S alt 

kümesi ve   

 N= 𝑐𝑙∗ (Int(N)) 

olmak üzere, 

 T=S ∩ N 

olarak ifade edilebildiğinden, 

 T  

 ⊂ 𝑐𝑙∗ (Int (T) ) 

olur. O halde T, X’ in yarı-I-açık bir alt kümesidir. Sonuç olarak T, X’ te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme 

ise T, X’ te bir 𝑅𝑃𝐼 –küme ve yarı-I-açık bir alt küme olur. Böylece T, X’ te 𝑅𝑃𝐼-küme, 

zayıf 𝐼𝑟𝑔 -kapalı küme ve yarı-I-açık bir alt küme olur. Sonuç olarak T = 𝑐𝑙∗ (Int (T)) olup 

T, X’ te I-R kapalı bir alt küme olur. 

 Sonuç 9.5. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay ve T⊂ X olsun. Teorem 9.1, Teorem 9.2, 

Teorem 9.3 ve Teorem 9.4 te elde edilen bilgiler gereği aşağıdaki özellikler T kümesi için 

birbirine denktir. 
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 (1) T, X’ in I-R kapalı bir alt kümesidir 

 (2) T, X’ te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme ve 𝐼𝑔-kapalı bir alt kümedir.  

 (3) T, X’ te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme ve 𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir alt kümedir.  

 (4) T, X’ te bir  𝑅𝐶𝐼 –küme ve ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt kümedir.  

 (5) T, X’ te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme ve zayıf 𝐼𝑟𝑔  –kapalı bir alt kümedir. 
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BÖLÜM  10 

İDEAL TOPOLOJİK UZAYLARDA 

𝑹𝑪𝑰 –SÜREKLĠLĠK,  I-R  SÜREKLĠLĠK 

VE ÖZELLİKLERİ 

 Tanım 10.1. ( X, τ, I ) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olmak üzere Y’ nin her kapalı T alt kümesi için, 𝑓−1 𝑇 , X’ te bir 𝑅𝐶𝐼–küme ise 

𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  fonksiyonuna 𝑅𝐶𝐼–sürekli bir fonksiyon denir. 

 Tanım 10.2. ( X, τ, I ) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olmak üzere Y’ nin her kapalı T alt kümesi için, 𝑓−1 𝑇  kümesi X’ te bir kuvvetli I-LC 

küme ise 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  fonksiyonuna kuvvetli I-LC sürekli bir fonksiyon denir 

(Inthumathi ve ark., 2011). 

 Uyarı 10.3. ( X, τ, I ) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olmak üzere 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu için aşağıdaki diagram sağlanır. 

                                                 𝑅𝐶𝐼 –sürekli                        kuvvetli I-LC sürekli 

 

 

                                                 𝑅𝑃𝐼 –sürekli 

 

 

                                                 𝑅𝑃𝐶𝐼 –sürekli 

 

 Uyarı 10.4. ( X, τ, I ) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olmak üzere 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu için Uyarı 10.3 deki ifadelerin tersleri 

doğru değildir. Bu ifadelerin terslerinin doğru olmadığı bundan sonraki örneklerde 
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gösterilmiştir. 

 Örnek 10.5. ( X, τ, I ) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( X, τ)  bir fonksiyon 

olmak üzere 

 X ={x, y, z, w } 

 τ ={ X, ∅, {x}, {y,z}, {x,y,z} } ve  

 I ={∅, {x}, {w}, {x,w} } 

olsun. 

 𝑓 𝑥 = 𝑤,  

 𝑓 𝑦 = 𝑧,    

 𝑓 𝑧 = 𝑦, 

 𝑓 𝑤 = 𝑤 

ile tanımlı 𝑓:   X, τ, I   →  ( X, τ ) fonksiyonu hem kuvvetli I-LC sürekli hem de 𝑅𝑃𝐼 –

sürekli bir fonksiyondur. Fakat 𝑅𝑃𝐶𝐼 –sürekli ve 𝑅𝐶𝐼 –sürekli bir fonksiyon değildir. 

 Örnek 10.6. ( X, τ, I ) ideal topolojik uzay ve 𝑔:   X, τ, I   →  ( X, τ )  bir fonksiyon 

olmak üzere 

 X ={x, y, z, w } 

 τ ={ X, ∅, {x}, {y,z}, {x,y,z} } ve 

 I ={∅, {x}, {w}, {x,w} }  

olsun. 

 𝑔 𝑥 = 𝑦,  

 𝑔 𝑦 = 𝑧,   
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 𝑔 𝑧 = 𝑥,  

 𝑔 𝑤 = 𝑦 

ile tanımlı 𝑔:   X, τ, I   →  ( X, τ ) fonksiyonu 𝑅𝑃𝐼 –sürekli fakat kuvvetli I-LC sürekli bir 

fonksiyon değildir. 

 Örnek 10.7. ( X, τ, I ) ideal topolojik uzay ve 𝑕:   X, τ, I   →  ( X, τ )  bir fonksiyon 

olmak üzere 

 X ={x, y, z, w } 

 τ ={ X, ∅, {x}, {y,z}, {x,y,z} } ve  

 I ={∅, {x}, {w}, {x,w} }  

olsun. 

 𝑕 𝑥 = 𝑦,   

 𝑕 𝑦 = 𝑥,   

 𝑕 𝑧 = 𝑧,  

 𝑕 𝑤 = 𝑧 

ile tanımlı 𝑕:   X, τ, I   →  ( X, τ ) fonksiyonu  𝑅𝑃𝐶𝐼 –sürekli bir fonksiyon fakat kuvvetli 

I-LC sürekli bir fonksiyon değildir. 

 Tanım 10.8. ( X, τ, I ) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olsun. Y’ nin her kapalı T alt kümesi için 𝑓−1 𝑇  kümesi X uzayında yarı-I-açık bir alt 

küme oluyorsa 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonuna ters-yarı-I-sürekli bir fonksiyondur 

denir (Mustafa, 2010). 

 Tanım 10.9. ( X, τ, I ) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olsun. Y’ nin her kapalı T alt kümesi için 𝑓−1 𝑇  kümesi X uzayında I-R  kapalı bir alt 

küme oluyorsa 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonuna I-R sürekli bir fonksiyondur denir. 

 Tanım 10.10. (X, τ, I ) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olsun. 
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Y’ nin her kapalı T alt kümesi için 𝑓−1 𝑇  kümesi X uzayında 𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir alt küme 

oluyorsa 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonuna 𝐼𝑟𝑔 -sürekli bir fonksiyondur denir 

(Inthumathi ve ark., 2011). 

 Tanım 10.11.(X, τ, I) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olsun. Y’ nin her kapalı T alt kümesi için 𝑓−1 𝑇  kümesi X uzayında 𝐼𝑔-kapalı bir alt 

küme oluyorsa 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonuna 𝐼𝑔-sürekli bir fonksiyondur denir 

(Inthumathi ve ark., 2011). 

 Teorem 10.12.(X, τ, I) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olmak üzere 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu için aşağıdaki özellikler denktir. 

(1) 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝐶𝐼 -sürekli  

(2) 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu kuvvetli-I-LC sürekli ve ters yarı-I-sürekli 

 İspat :  

 (1→2):  

 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ), 𝑅𝐶𝐼 –sürekli bir fonksiyon ve T, Y’ nin kapalı bir alt kümesi 

olsun. Bu durumda 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ), 𝑅𝐶𝐼–sürekli bir fonksiyon olduğundan 

𝑓−1 𝑇 , X’ te bir 𝑅𝐶𝐼–küme olur. Bu durumda, S, X’ te düzenli-açık bir küme ve 

 N = 𝑐𝑙∗ (Int (N)) 

olmak üzere,  

 𝑓−1 𝑇  = S ∩ N 

olarak ifade edilebilir. Böylece 

 N = 𝑐𝑙∗ (Int (N))  

kümesi ∗-kapalı bir küme olduğundan, S, düzenli-açık  ve N ∗-kapalı bir küme olmak 

üzere, 

𝑓−1 𝑇  = S ∩ N 
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olarak yazılabilir. O halde 𝑓−1 𝑇  kümesi kuvvetli-I-LC bir küme olur. 

Ayrıca 𝑓−1 𝑇 , X’ te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme ise 𝑓−1 𝑇 , X’ in yarı-I-açık bir alt kümesidir. Sonuç 

olarak, Y uzayında kapalı olan her T kümesinin 𝑅𝐶𝐼 –sürekli bir fonksiyon altında 

öngörüntüsü olan 𝑓−1 𝑇  X uzayında hem yarı-I-açık hem de kuvvetli I-LC bir küme 

olarak bulunduğundan 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu kuvvetli-I-LC sürekli ve ters 

yarı-I-sürekli bir fonksiyondur. 

 (2→1): 

 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ), kuvvetli-I-LC sürekli ve ters yarı-I-sürekli bir fonksiyon 

olsun. T, Y uzayında kapalı bir alt küme olmak üzere 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 

kuvvetli-I-LC sürekli ve ters yarı-I-sürekli bir fonksiyon olduğundan 𝑓−1 𝑇 , X uzayında 

hem yarı-I-açık hem de kuvvetli I-LC bir küme olur. Bu durumda 𝑓−1 𝑇 , X uzayında hem 

yarı-I-açık hem de kuvvetli I-LC bir küme olduğundan dolayı 𝑓−1 𝑇 , X’ te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme 

olur. Sonuç olarak Y uzayında kapalı olan her T kümesinin kuvvetli-I-LC sürekli ve ters 

yarı-I-sürekli bir fonksiyon altında öngörüntüsü olan 𝑓−1 𝑇 , X uzayında bir 𝑅𝐶𝐼–küme 

olduğundan 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝐶𝐼 –sürekli bir fonksiyon olur. 

 Teorem 10.13.(X, τ, I) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olmak üzere 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu için aşağıdaki özellikler denktir. 

 (1) 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu   𝑅𝐶𝐼 -sürekli  

 (2) 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝑃𝐼–sürekli ve ters yarı-I-sürekli 

 İspat :  

 (1→2):  

 𝑓:   X, τ, I  → ( Y, σ ), 𝑅𝐶𝐼–sürekli bir fonksiyon ve T, Y’ nin kapalı bir alt kümesi 

olsun. Bu durumda 𝑓:   X, τ, I  → ( Y, σ ) 𝑅𝐶𝐼–sürekli bir fonksiyon olduğundan 𝑓−1 𝑇 , 

X’ te bir 𝑅𝐶𝐼–küme olur. Böylece𝑓−1 𝑇  kümesi bir 𝑅𝑃𝐼–küme olur. Ayrıca 𝑓−1 𝑇 , X’ te 

bir 𝑅𝐶𝐼–küme ise 𝑓−1 𝑇 , X’ in yarı-I-açık bir alt kümesidir. 
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Sonuç olarak Y uzayında kapalı olan her T kümesinin 𝑅𝐶𝐼–sürekli bir fonksiyon altında 

öngörüntüsü olan 𝑓−1 𝑇  X uzayında hem yarı-I-açık hem de bir 𝑅𝑃𝐼–küme olarak 

bulunduğundan 𝑓:  X, τ, I  → (Y, σ ) fonksiyonu ters yarı-I-sürekli ve 𝑅𝑃𝐼 – sürekli bir 

fonksiyon olur. 

 (2→1): 

 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝑃𝐼–sürekli ve ters yarı-I-sürekli bir fonksiyon 

olsun. T, Y uzayında kapalı bir alt küme olmak üzere, 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 

𝑅𝑃𝐼–sürekli ve ters yarı-I-sürekli bir fonksiyon olduğundan 𝑓−1 𝑇 , X uzayında hem yarı-

I-açık hem de bir 𝑅𝑃𝐼–küme olur. Bu durumda, 𝑓−1 𝑇 , X’ te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme olur. Sonuç 

olarak Y uzayında kapalı olan he T kümesinin 𝑅𝑃𝐼–sürekli ve ters yarı-I-sürekli bir 

fonksiyon altında öngörüntüsü olan 𝑓−1 𝑇 , X uzayında bir 𝑅𝐶𝐼–küme olduğundan 

𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝐶𝐼–sürekli bir fonksiyon olur. 

 Sonuç 10.14.(X, τ, I ) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olsun. Teorem 10.12 ve Teorem 10.13 gereği 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu için 

aşağıdaki özellikler denktir. 

 (1) 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝐶𝐼 -sürekli  

 (2) 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu kuvvetli-I-LC sürekli ve ters yarı-I-sürekli 

 (3) 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝑃𝐼 -sürekli ve ters yarı-I-sürekli 

 Teorem 10.15.(X, τ, I) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olmak üzere 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu için aşağıdaki özellikler denktir. 

 (1)  𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu I R-sürekli  

 (2)  𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝐶𝐼 -sürekli ve 𝐼𝑔-sürekli 

 İspat :  

 (1→2): 

  𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ), I R–sürekli bir fonksiyon ve T, Y’ nin kapalı bir alt  kümesi 

olsun.  
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Bu  durumda 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ), I R–sürekli bir fonksiyon olduğundan 𝑓−1 𝑇 , X’ te 

bir I-R kapalı bir alt küme olur. Böylece, 

𝑓−1 𝑇  = 𝑐𝑙∗ (Int (𝑓−1 𝑇 )) 

yazılabilir. O halde X kümesi düzenli-açık ve  

𝑓−1 𝑇   

= 𝑐𝑙∗ (Int (𝑓−1 𝑇 )) 

olmak üzere, 

𝑓−1 𝑇 =𝑓−1 𝑇  ∩ X 

olarak ifade edilebileceğinden T kümesi aynı zamanda bir 𝑅𝐶𝐼-küme olur. Ayrıca, 𝑓−1 𝑇  

kümesi I-R kapalı bir küme ise 𝑓−1 𝑇  kümesi 𝐼𝑔-kapalı bir kümedir. Dolayısıyla 𝑓−1 𝑇  , 

X’ in I-R kapalı bir alt kümesi ise aynı zamanda 𝑅𝐶𝐼-küme ve 𝐼𝑔-kapalı bir alt kümedir. 

Sonuç olarak Y uzayında kapalı olan her T kümesinin I R–sürekli bir fonksiyon altında 

öngörüntüsü olan 𝑓−1 𝑇  X uzayında hem   𝐼𝑔-kapalı hem de bir 𝑅𝐶𝐼–küme olarak 

bulunduğundan 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝐼𝑔-sürekli ve  𝑅𝐶𝐼-sürekli bir fonksiyon 

olur.  

 (2→1): 

 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ), fonksiyonu 𝐼𝑔-sürekli ve   𝑅𝐶𝐼 -sürekli bir fonksiyon  ve T, 

Y’ nin kapalı bir alt kümesi olsun. Bu durumda 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝐼𝑔-

sürekli ve  𝑅𝐶𝐼 -sürekli bir fonksiyon olduğundan 𝑓−1 𝑇 , X’ te bir 𝑅𝐶𝐼–küme ve 𝐼𝑔-kapalı 

bir alt küme olur. Böylece 𝑓−1 𝑇 , X’ te bir 𝑅𝐶𝐼–küme ve 𝐼𝑔-kapalı bir alt küme 

olduğundan dolayı 𝑓−1 𝑇 , X’ te I-R kapalı bir alt küme olur. Sonuç olarak, Y uzayında 

kapalı olan her T kümesinin 𝐼𝑔-sürekli ve 𝑅𝐶𝐼-sürekli bir fonksiyon altında öngörüntüsü 

olan 𝑓−1 𝑇  X uzayında I-R kapalı bir alt küme olarak bulunduğundan 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y,

σ ) fonksiyonu I R–sürekli bir fonksiyon olur. 
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 Teorem 10.16.(X, τ, I) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olmak üzere 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu için aşağıdaki özellikler denktir. 

 (1)  𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu I R-sürekli  

 (2)  𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝐶𝐼 -sürekli ve 𝐼𝑟𝑔 -sürekli 

 İspat :  

 (1→2): 

 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ), I R–sürekli bir fonksiyon ve T, Y’ nin kapalı bir alt kümesi 

olsun. Bu durumda 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) I R–sürekli bir fonksiyon olduğundan 𝑓−1 𝑇 , 

X’ te bir I-R kapalı bir alt küme olur. Böylece, 𝑓−1 𝑇  X’ in I-R kapalı bir alt kümesi 

olduğundan aynı zamanda 𝑅𝐶𝐼-küme ve 𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir alt kümedir. Sonuç olarak,Y 

uzayında kapalı olan her T kümesinin I R–sürekli bir fonksiyon altında öngörüntüsü olan 

𝑓−1 𝑇  X uzayında hem   𝐼𝑟𝑔 -kapalı hem de bir 𝑅𝐶𝐼–küme olarak bulunduğundan 

𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝐼𝑟𝑔 -sürekli ve  𝑅𝐶𝐼 -sürekli bir fonksiyon olur. 

 (2→1): 

  𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ), fonksiyonu 𝐼𝑟𝑔 -sürekli ve   𝑅𝐶𝐼 -sürekli bir fonksiyon ve T, 

Y’ nin kapalı bir alt kümesi olsun. Bu durumda 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝐼𝑟𝑔 -

sürekli ve 𝑅𝐶𝐼 -sürekli bir fonksiyon olduğundan, 𝑓−1 𝑇 , X’ te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme ve 𝐼𝑟𝑔 -

kapalı bir alt küme olur. Böylece 𝑓−1 𝑇 , X’ te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme ve 𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir alt küme 

olduğundan dolayı 𝑓−1 𝑇 , X’ te I-R kapalı bir alt küme olur. Sonuç olarak Y uzayında 

kapalı olan her T kümesinin 𝐼𝑟𝑔 -sürekli ve 𝑅𝐶𝐼 –sürekli bir fonksiyon altında öngörüntüsü 

olan 𝑓−1 𝑇  X uzayında I-R kapalı bir alt küme olarak bulunduğundan  

𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu I R–sürekli bir fonksiyon olur. 

 Teorem 10.17.(X, τ, I) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir fonksiyon 

olmak üzere 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  fonksiyonu  için  aşağıdaki  özellikler  denktir. 
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 (1)  𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu I R-sürekli  

 (2)  𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝐶𝐼 -sürekli ve ö𝑛𝐼
∗-sürekli 

 İspat :  

 (1→2): 

  𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ), I R–sürekli bir fonksiyon ve T, Y’ nin kapalı bir alt  kümesi 

olsun. Bu durumda 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ), I R–sürekli bir fonksiyon olduğundan, 

 𝑓−1 𝑇 , X’ te bir I-R kapalı bir alt küme olur. Böylece 𝑓−1 𝑇 , X’ in I-R kapalı bir alt 

kümesi ise aynı zamanda 𝑅𝐶𝐼-küme ve ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt küme olur. Sonuç olarak, Y 

uzayında kapalı olan her T kümesinin I R–sürekli bir fonksiyon altında öngörüntüsü olan 

𝑓−1 𝑇  X uzayında hem ö𝑛𝐼∗-kapalı bir küme hem de bir 𝑅𝐶𝐼 –küme olarak 

bulunduğundan 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu ö𝑛𝐼
∗-sürekli ve  𝑅𝐶𝐼 -sürekli bir 

fonksiyon olur.    

 (2→1): 

 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ), fonksiyonu ö𝑛𝐼∗-sürekli ve   𝑅𝐶𝐼 -sürekli bir fonksiyon ve T, 

Y’ nin kapalı bir alt kümesi olsun. Bu durumda, 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu ö𝑛𝐼
∗-

sürekli ve  𝑅𝐶𝐼 -sürekli bir fonksiyon olduğundan, 𝑓−1 𝑇 , X’ te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme ve ö𝑛𝐼
∗-

kapalı bir alt küme olur. Böylece, 𝑓−1 𝑇 , X’ te bir 𝑅𝐶𝐼 −küme ve ö𝑛𝐼
∗-kapalı bir alt küme 

olduğundan, 𝑓−1 𝑇 , X’ te I-R kapalı bir alt küme olur. Sonuç olarak, Y uzayında kapalı 

olan her T kümesinin ö𝑛𝐼
∗-sürekli ve  𝑅𝐶𝐼 –sürekli bir fonksiyon altında öngörüntüsü olan 

𝑓−1 𝑇 , X uzayında I-R kapalı bir alt küme olarak bulunduğundan 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) 

fonksiyonu I R–sürekli bir fonksiyon olur. 

 Teorem 10.18. (X, τ, I) ideal topolojik uzay ve 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ )  bir 

fonksiyon olmak üzere 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu için aşağıdaki özellikler 

denktir. 
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 (1)  𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu I R-sürekli  

 (2)  𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 𝑅𝐶𝐼 -sürekli ve 𝑊𝐼𝑟𝑔 -sürekli 

 İspat :  

 (1→2):  

 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ), I R–sürekli bir fonksiyon ve T, Y’ nin kapalı bir alt kümesi 

olsun. Bu durumda 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ), I R–sürekli bir fonksiyon olduğundan 𝑓−1 𝑇 , 

X’ te bir I-R kapalı bir alt küme olur. Böylece,  

𝑓−1 𝑇  = 𝑐𝑙∗ ( Int(𝑓−1 𝑇 )) 

yazılabilir. O halde, X kümesi düzenli-açık ve 

𝑓−1 𝑇  = 𝑐𝑙∗ (Int (𝑓−1 𝑇 )) 

olmak üzere, 

𝑓−1 𝑇 =𝑓−1 𝑇 ∩ X 

olarak ifade edilebileceğinden 𝑓−1 𝑇  kümesi aynı zamanda bir 𝑅𝐶𝐼-küme olur. Ayrıca 

𝑓−1 𝑇  kümesi I-R kapalı bir küme olduğundan 𝑓−1 𝑇  kümesi zayıf  𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir küme 

olur. Bu durumda 𝑓−1 𝑇 , X’ in I-R kapalı bir alt kümesi ise aynı zamanda 𝑅𝐶𝐼-küme ve 

zayıf  𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir alt kümesi olur. Sonuç olarak Y uzayında kapalı olan her T kümesinin 

I R–sürekli bir fonksiyon altında öngörüntüsü olan 𝑓−1 𝑇  X uzayında hem bir zayıf 𝐼𝑟𝑔 -

kapalı küme hem de bir 𝑅𝐶𝐼 –küme olarak bulunduğundan, 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) 

fonksiyonu 𝑊𝐼𝑟𝑔 -sürekli ve  𝑅𝐶𝐼 -sürekli bir fonksiyon olur.  

 (2→1): 

 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ), fonksiyonu 𝑊𝐼𝑟𝑔 -sürekli ve   𝑅𝐶𝐼 -sürekli bir fonksiyon ve 

T, Y’ nin kapalı bir alt kümesi olsun. Bu durumda 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu 

𝑊𝐼𝑟𝑔 -sürekli ve   𝑅𝐶𝐼 -sürekli bir fonksiyon olduğundan, 𝑓−1 𝑇 , X’ te bir 𝑅𝐶𝐼 –küme ve 

zayıf 𝐼𝑟𝑔 -kapalı bir alt küme olur. Böylece , 𝑓−1 𝑇  , X’ te I-R kapalı bir alt küme olur.  
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Sonuç olarak, Y uzayında kapalı olan her T kümesinin 𝑊𝐼𝑟𝑔 -sürekli ve   𝑅𝐶𝐼 -sürekli bir 

fonksiyon altında öngörüntüsü olan 𝑓−1 𝑇  X uzayında I-R kapalı bir alt küme olarak 

bulunduğundan 𝑓:   X, τ, I   →  ( Y, σ ) fonksiyonu I R–sürekli bir fonksiyon olur. 
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